Numerikus Modszerek I11
(méasodik, javitott kiadas)

Stoyan Gisbert (szoveg), Také Galina (programok)

Magyarorszag, 2008 november



ELTE Informatikai Kar 2008
Az 1997-es kiadas a Typotex kiadoban késziilt,
annak lektora volt Gaspar Csaba, Szent Istvan Egyetem



El6sz6 az 1. kiadashoz

Ezzel a konyvvel folytatjuk az el6z6 két kotet vonalat az alkalmazasok
szempontjabol kiilondsen fontos parcialis differencidlegyenletek terén. A mé-
sodrendi egyenletekkel kapcsolatos differencia, véges térfogat és végeselem
modszereket elég részletesen ismertetjiik. Sok feladat és két program (amely
az elliptikus, parabolikus és hiperbolikus egyenletekkel kapcsolatos), vala-
mint kiadasos jégyzékek egészitik ki a konyvet.

A szerz6k halasok az ELTEnek a kiadvany anyagi tamogataséaért és koszo-
nik a Typotex kiadé munkajat. Kiilonos koszonetet mondunk Tikk Domon-
kus miiszaki szerkeszt6nknek, aki mindharom kétetet gondozta, valamint
Gaspar Csaba lektorunknak, aki konstruktiv kritikajaval (és a szoveg ma-
gyartalan fogalmazasainak cs6kkentésével) segitségiinkre volt.

A hidnyz6 érdekes témak és modszerek (pl. integralegyenletek, perem-
integral- és Lagrange-féle modszerek stb.) ismertetésére a stafettabotot neki
adjuk At.

Reméljiik, hogy a jelenlegi konyv is hozzajarul a magyar egyetemek és
foiskolak oktatasahoz, a doktori képzéshez, valamint az orszag gazdasagi és
miiszaki fejlédéséhez.

Stoyan Gisbert, Také Galina
Budapest, 1996. szeptember 13.

El6sz6 a 2. kiadashoz

Az ELTE Informatikai Kar jegyzet-tdmogatasi palyazat jovoltabol késziil-
hetett ez a 2. (internetes) kiadas — az els6 kiadas utan 12 évvel. Ezalatt
az id6 alatt nyilvan folytatoédott a kutatasi és oktatdsi munkam a parcialis
differencialegyenletek numerikus megoldasanak terén. Ennek megfelelGen
most mar egy sok helyen javitott széveget tudok nytjtani : a teljes konyvbél
az itt inkludalt széveg (15., 16. fejezet, 17. fejezet eleje) nyelvtani és mate-
matikai hibakra van korrigalva (kevésbé a feladatok és a *** helyek, ahol
pl. hivatkozasok vannak a 17-18. fejezetre). Az irodalmat is felajitottam.
Kiil6nosen a végeselem konvergencia-elméletén (15.7.5. pont) és a parabolikus
esetben a masod- és harmadrendd peremfeltételekre vonatkoz6 becsléseken
(16.4.5. pont) dolgoztam.

Sajnéalom, hogy a sorozat 2. kotete (kozonséges differencialegyenletekrdl :
Numerikus modszerek 11, Typotex 1995) felajitasara nem volt lehetGség, mig
az els6 kotet 3. kiadasa mar ingyenesen olvashato az interneten.

Stoyan Gisbert
Budapest, 2008. november 14.



Také Galina programjai a 3. kotethez :

8. Ellipsz (kétdimenzios elliptikus differencidlegyenlet megoldasa tobbra-
csos modszerrel)

9. Hipy (parabolikus és hiperbolikus egyenlet megoldésa silyozott differ-
enciaséméaval)
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Fejezet 15

Elliptikus egyenletek numerikus
megoldasa

15.1 Bevezetés: Elliptikus egyenletek alkalma-
zott feladatokban

Elliptikus egyenletek gyakran akkor szerepelnek fizikai jelenségek matemati-
kai modelljeiben, ha eltekinthetiink az id6t6l, ha stacionéarius allapotrol van
sz6. Példa ilyen fizikai jelenségre az (1d6t6l fiiggs) hévezetés, amelynek egyen-
lete

cpg—? = div(kgradu) + f. (15.1)

Itt u a hémérséklet, ¢ a fajhs, p a hévezets kozeg siirtisége, k a hivezetési
tényez6, f a hoforrasok sirtisége. Mind u,c, p, k, f az = és t fiiggvényei.
Az egyenlethez megfelel§ kezdeti és peremfeltételeket is kell megadni (1d.
részletesebben a 16.1. pontot). Amennyiben pl. ¢, p, k, f és a peremfeltételek
nem fiiggnek az id6t6l, ¢ — oo esetén az u(z,t) megoldas tarthat (fizikailag :
ha egyensuly all be a h&vezetési folyamatban) a kovetkezs egyenlet u(x)

megoldasidhoz :
0 =div(kgradu) + f. (15.2)

Ezt staciondrius hdvezetési eqyenletnek hivjuk.
(15.1)-ben és (15.2)-ben a kovetkez§ jeloléseket hasznaltuk :

ou Ou ou\’
d = _ N — = T
grad u (83)1’83:2’3363) y T (T1, 22, 73)",
és
3 ow;

)
i=1 O

divw := w = (wy, wo, w3)" .
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A (15.1) ill. (15.2) hovezetési egyenlettel tobb méas folyamat is leirhat6 :
igy koncentracio eloszlast ir le (ha u a koncentracio, k a difftzios tényezs és
f az anyagforrasok stirtisége), vagy pl. az aramlast porézus kozegben. Ide
tartozik a viz, valamint a kéolaj és foldgaz mozgéasa a fold rétegeiben. Ekkor
(15.2) a szivdrgdsi egyenlet és benne u a nyomads, a k egyiitthaté a porozus
kozeg ateresztéképességének és a fluidum vizskozitdsanak a hanyadosa, és
mint ilyen a helykoordinataktol fiigg (kozvetleniil az ateresztéképesség révén,
de kozvetett modon a helyben valtoz6 hémérsékleten keresztiil is, amely a
fluidum viszkozitasat befolyésolja). Ezt emlitettiik I. 4.1-ben, ahol az egyiitt-
hatot akkor a(z,y, z)-vel jeloltiik.

Az a tény, hogy mind a hévezetés, mind a porozus kozegbeli dramlas a
(15.2) egyenlettel leirhato, azzal fiigg Ossze, hogy mindkét esetben el6szor
egy divJ = f alaki megmaradasi tételre lehet hivatkozni, majd a hGvezetési
folyamatnal a Fick-torvény szerint, a porozus kozeg esetén a Darcy-torvény
szerint igaz J = —kgradu. Mindkét torvény egy hasonld feltételezéssel
kapcsolatos : az dram (a hGaram ill. a sziir6dési sebesség) egy vékony réte-
gen keresztiil ardnyos a h&meérsékletnek ill. nyoméasnak a réteg két oldaldn
mért kiilonbségével. Mig ez a kiilénbség kicsi, a feltételezés jol adja vissza a
tényleges viszonyokat.

Specialis esetben, ha a kozeg homogénitasa és a hGvezetés izotropidja
miatt & = const, (15.2)-bdl kapjuk a legalapvetSbb elliptikus egyenletet, a
Poisson—egyenletet :

Au+ f(z) =0, (15.3)
ahol ,
0%u
Ay = —
Y ox?

a (haromdimenzids) Laplace-operator.

A (15.3) egyenlettel méskor is talalkozhatunk. Igy a kétdimenziés, o1-
vénymentes allandésult aramlas (u, v)T sebességvektoranak mindkét kompo-
nense eleget tesz a Laplace—egyenletnek (ehhez 1d. a 17.2.1. pontot is) :

Pu  0u
Au=0 és Av=0, ahol Au:= 527 + 7
a kétdimenzi6s Laplace—operator.

A (15.3) egyenletnek még tobbféle fizikai értelmezése is van. Amikor
(15.2)-ben k a dielektrikus tényezd és f a toltések stirtiségét jelenti, akkor u
adja az elektrosztatikus mez6 potencidljat. Ezért (15.3)-at potencidlegyen-
letnek is hivjuk. Amikor £ a mégneses permeabilitas és f az aramsirtiség,
akkor u lesz a mégneses tér potenciélja.
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Parabolikus egyenleteket — és ezekhez tartozik (15.1), mivel fizikai okokbol
teljesiil cp > 0, k£ > 0, 1d. a 16.1.3. és 16.2. pontokat — a numerikus megoldés
céljabol visszavezehetiink elliptikus egyenletekre : Approximélva (15.1)-ben
az iddderivaltat :

ou LU
ot |,y - T ’
ahol u™ := u(z,t,), t, = n-7, 7 az id6lépés, (15.1)-bdl azt kapjuk, hogy

b,

0 = div(k grad u™) — . Py

+f+—=u",
T

ami megint egy elliptikus egyenlet u™-re nézve.

Az elmondottakbol vilagos, hogy az elliptikus egyenletek és kiilondsen a
Poisson—egyenlet megoldasa alapvetéen fontos feladat.

A Poisson—egyenlet segitségével vékony rudak csavarasa is modellezhetd :

Ad = —1, (331,.1'2) € Q, (I)|F =0. (154)

Itt 2 a rid metszete, és ' az () tartomany pereme. A & segédfiiggvénybdl az
eltolodasok (uy, ug, uz) vektorat kapjuk meg, feltéve, hogy 7, az egységhosszra
vonatkoztatott csavarési szog, a rad hosszdnak iraAnyaban konstans :

Ous 0P Ous 0d
Uy = —TT3To, Uy = TIL3T1, —=—— = 2T—— + TZy, = —21— — Tx1].

8.T1 8x2 a—$2 8-Tl
A csavarasnak a térfogatra vonatkoztatott energidjara az
E = 2u7?| grad ®?

kifejezést lehet levezetni, ahol u az eltolodasi modulus. Ekkor a rid egység-
hosszara vonatkoztatott csavarasi energiija

&= 2;”2/ | grad ®|* du.
Q

15.2 Elméleti hattér

Az elliptikus feladatokra tipikus a peremérték feladat, Id. Simon L. és E.A.
Baderko konyvét.

Az adott €2 tartomény I' peremén meg kell adnunk a keresett megoldas
értékét, a tartomany belsejében érvényes a differencidlegyenlet, és ez hatéroz-
za meg a megoldast mindeniitt. Megfelels feltételek mellett az ilyen fela-
dat megoldasa létezik, egyértelmii és folytonosan fiigg a feladat adataitol (a
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abra 15.1: Elliptikus peremérték feladat

peremtdl, a peremértékektsl, a differencidlegyenlet egyiitthatoitol valamint
a jobboldaltol). Ha mind ez a harom tulajdonsag (a létezés, az unicitas, a
stabilitas) megvan, akkor azt mondjuk, hogy korrekt kitizést a peremérték
feladat.

Mindjart arra mutatunk ré, hogy a késGbbi fejezetekben targyalasra kerii-
16 parabolikus és hiperbolikus egyenleteknél (1d. a 16. ill. 18. fejezetet) a
peremérték feladat nem korrekt kitlizésd : ezeknél az egyenleteknél nem
szabad el6irni a megoldast a megoldasi tartomany egész peremén.

Annak érdekében, hogy az elliptikus peremérték feladat korrekt kittizést-
ségét konkrétabban kimondhassuk, most részletesebben irjuk le az ehhez
elégséges feltételeket.

Legyen Q korlatos tartomany IR%ben, annak I' pereme legyen Lipschitz-
folytonos — egy fogalom, amellyel e konyvben t6bbszor taldlkozhatunk. Azt
jelenti, hogy a peremnek van olyan véges lefedése nyilt IR%-beli kornyezetek-
bél, amelynek mindegyikében, alkalmasan forgatott lokalis koordin&tarend-
szerben, a perem egyenlete z4 = ¢(z1,...,24 1), ahol ¢ : R - R
Lipschitz-folytonos.

Ilyen peremmel rendelkeznek pl. a (d-dimenzios) gomb és kocka (gon-
doljunk arra, hogy kétdimenziés esetben a lokélis koordinatarendszerben a
perem egyenlete o = ¢(x1) alaki, és igy xo = |z1| johet széba). Nem
Lipschitz-folytonos viszont pl. a végtelen tartomany vagy az, amelynek pere-
mén talalhat6 egy zérus szoget alkoto (belss vagy kiilsG) sarok (pl. az zo =
\/W vonal az origd kornyezéteben nem Lipschitz-folytonos).
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Az elliptikus differencidloperator legyen

d d
0%*u ou
Lu=-) aij(fﬂ)m +) bi(z) 5~ + cla)u, (15.5)
iyj=1 : i=1 '

ahol ¢, b;, a;; € C(€2). Feltehetjiik, hogy az a;; egyiitthatokbol osszeallitott
A matrix szimmetrikus legyen. A (15.5) operatort akkor hivjuk egyenletesen
elliptikusnak Q-ban, ha az A = A(z) méatrix egyenletesen pozitiv definit,
azaz ha az euklideszi skalarszorzatban pozitiv k¢ konstanssal teljesiil

(A(x)€,€) > kol€[%, minden ¢ € R%re és minden 2 € Q-ra. (15.6)

Egyenletesen elliptikus operator példaul Lu = —Awu, a Laplace—operatorral,
hiszen akkor A = I és igy (15.6) teljesiil kg = 1-gyel. Az ilyen operatorral,
tovabba adott f : Q@ - IR és g : I' — IR fiiggvényekkel, tekintsiik a
kovetkez6 feladatot :

(Lu)(z) = f(x), =€ Q; (15.7)
u(z) = g(z), z€T. (15.8)

Definici6. Azt mondjuk, hogy ennek a feladatnak van klasszikus meg-
olddsa, ha van olyan u € C%(Q2) N C(Q) fiiggvény, amely a (15.7) egyenletet
és a (15.8) peremfeltételt kielégiti. O

Az el6z6ekben emlitett eredmény az elliptikus peremérték feladatrol a
kovetkezd.

15.1. Tétel (J.H. Michael; egyenletesen elliptikus els6fajiu peremérték
feladat korrekt kittizésti). Legyen 2 C IR? Lipschitz-folytonos tartomany és
L egyenletesen elliptikus operator, amelynek egyiitthatoi folytonosak 2-ban.
Ezek koziil legyen ¢ nemnegativ. Végiil, legyen f is (2-n definiélt, folytonos
fiiggvény és g definidlt és folytonos az €2 tartomany I' peremén. FEkkor a
(15.7), (15.8) peremérték feladat klasszikus megoldésa létezik, egyértelmd és
folytonosan fiigg a feladat adataitél. 0O

Megjegyzés. A c egyiitthatd nemnegativitdsa azt biztositja, hogy nem
az operator spektruman oldjuk meg a (15.7) feladatot. O

A klasszikus megoldas fenti definici6jaban az u € C?(€2) N C(Q) kovetel-
mény u € C%(2) helyett nem véletlen. Ezzel azt fejezziik ki, hogy a mésodik
derivaltakra csak a tartomény belsejében van sziikség, mig a peremfeltételek

miatt u € C(Q)-ra szamitunk. A (15.4) csavarasi probléma adja a legegysz-
eriibb példat arra, hogy a (15.7), (15.8) megoldasa még akkor sem feltétleniil
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X2

i

|/

u = sin ((2¢p —m)/3)

abra 15.2: Au = 0 szingularis megoldasa

u € C?(9), amikor f és g konstansok, vagyis tetszélegesen sokszor differen-
cialhatok, de Q az x1, zo-sik egységnégyzete (a lényeg az, hogy a peremnek
derékszogi sarokpontja van, de Lipschitz-folytonos) :

Ekkor egyrészt tetszéleges sarokpontban minden {(Awu)(z™)} sorozat

hatarértéke (™ € Q esetén —1, masrészt az z;-tengellyel parhuzamos pere-
(92

men 35 =0, ¢ =1,2, ami szerint sarokpontban
Pu  0%u
— = — = (Au)(x) =0

kellene teljesiilni.

Még arra sem szamithatunk &ltalidban, hogy legaldbb u € C2(2) N C1(Q)
legyen. Tekintsiik ugyanis a Laplace—egyenlet kdvetkez6 els6faju peremérték
feladatat : () tehat az egységkor, amelyb6l a pozitiv kvadransba esd rész
ki van vagva, a peremérték u(x) = 0 a nemnegativ z;- és zo-tengelyen,
mig a perem tobbi részen a peremfeltétel, polarkoordintédkban, u(1,¢) =
sin((2¢p — m)/3). Az igy megadott peremfiiggvény folytonos. Vegyiik most
figyelembe, hogy a Laplace—operdtor polarkoordindtdkban felirva

10 [ Ou 1 9%*u

alakii, akkor kézvetleniil ellendrizhets, hogy u(r, ) := %3 sin((2¢ — 7)/3)
a Laplace—egyenlet megoldasa — és a 15.1. tétel szerint az egyetlen — de elsG
derivéltja nem folytonos az origéban.

Ezek a példak azért érdekesek numerikus modszerekkel kapcsolatban,
mert a differenciasémak klasszikus kezelése (1d. 15.3. pont) olyan feltétellel
torténik, hogy teljesiiljon pl. u € C*(Q). Erre tehat korantsem szamithatunk
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mindig, még az olyan a gyakorlatban el6fordul6 egyszerii példaknal sem, ami-
lyen a (15.4) csavarasi feladat, és ez indokolja a differenciasémak modernebb
felépitésének a bemutatéasat, 1d. 15.5.4. és 15.5.5. pontokat.

A példak mutatjak, hogy a folytonos fiiggvények tereivel nem igaz az,
hogy f € C(Q) esetén u € C%(Q).

Viszont a H*(2) Szoboljev—terekkel (az 4ltaldnositott, négyzetesen in-
tegralhato 0 — k.-adik derivaltakkal rendelkezs fiiggvények tereivel) ehhez
kozelebbre lehet jutni. Ott igaz az, hogy f € H°(Q) = Ly() esetén
u € H*(Q), 1d. 15.7.3-ban a 15.30. tételt. Ezt az iranyt hasznaljuk a véges-
elem modszernél. Specidlisan az v € H*(Q) mar elegends az elsérendi kon-
vergencia bizonyitasara.

Az elliptikus egyenlet tovabbi jellegzetes tulajdonsaga, hogy (klasszikus)
megoldasa eleget tesz a Hopf-féle mazimumelvnek : ha £ az {2 tartoméany-
ban egyenletesen elliptikus operator és u € C%(Q) N C(Q) a (15.7),f = 0
megoldasa, akkor u veszi fel minimumat és maximumat a tartomany pere-
mén, azaz

i = mi < < = .
min g(z) = minu(z) < u(z) < maxu(z) = maxg(z) (15.10)

minden z € Q-ra.

A maximumelv kozel 4ll a termodinamika masodik f6tételéhez (durvan
megfogalmazva: a h6 nem aramlik a hideg teriiletekrgl a melegebbek felé).
Igy nem lehetséges, hogy egy test allandosult héeloszlasanak maximalis vagy
minimélis h6mérsékletét annak belsejében taladljunk, amikor nincsenek belsd
héforrasok.

A (15.7) feladat specialis Lu = —Au =0, z € Q, u r = g esete egy ho-
forrasok nélkiili homogén test u heloszlasat adja meg a g feliileti h6mérséklet
ismeretében. Ekkor a maximumelv azt mondja, hogy a hémérséklet maxi-
muma és minimuma a I feliiletén talalhato.

A maximumelvvel szoros kapcsolatban all az dsszehasonlitdsi tétel: amen-

nyiben a fenti (15.5)-(15.6) egyenletesen elliptikus £ operdtorral és u,v €
C?(Q) N C(Q) fiiggvényekkel érvényes

(Lu)(z)

akkor kovetkezik u(z) < wv(z) minden x € Q-ra. Ezzel az 6sszehason-
litasi tétellel durva becsléseket lehet levezetni a megoldas értéktartoményara.
Legyen £ = —A és u példaul a (15.4) egyenlet megoldasa abban a fent em-
litett esetben, amikor Q az egységnégyzet. Ekkor v =0, w(z) :=z(1 —z)+

(Lv)(x), minden z € Q-ra, (15.11)
v(z), minden z € I'ra, (15.12)

VANVAN
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y(1 — y) esetén

0 = (L)) < (Lu)(w) =1 = ;(Lw)a), weQ,
0 = wv(z) <ulz) < iw(x), zel

miatt kovetkezik tehat 0 < u(z) < [z(1—2)+y(1—y)]/4 és ebbdl [|ull o) < §-

Fent a mésodrendi parcilis differencialegyenletek hagyomanyos felosz-
tasat elliptikus, parabolikus és hiperbolikus egyenletekre emlitettiik meg.
Vannak olyan —gyakorlatilag fontos — masodrendd egyenletek is, amelyeknek
tipusa valtozik a tartomany belsejében. Ilyen a transzonikus (hangsebesség
koriili) aramlést leiro ugynevezett teljes potencidlegyenlet :

Ug, \ 2 Ug, Uz Ug, \ 2
@—Cf)y%m—2éz%m+(“(79>%m:“

ahol u a sebesség potencidlja (azaz U := gradu a sebesség vektora) és ¢ a

lokalis hangsebesség — amely | gradu| == ((us,)” + (u12)2)1/2 fiiggvénye. Itt
a diszkriminéns

e (235 - (1= (2)°) (1- () -0

ahol M a Mach-szam : M := |gradul/c.

Igy az egyenlet elliptikus ott, ahol M < 1 (szubszonikus aramlas) és
hiperbolikus ott, ahol M > 1 (szuperszonikus dramlas). A hangsebességhez
kozeli sebességgel jaro repiil6gép koriili aramlasban mindkét eset fordul eld.

15.3 Veéges differencia eljarasok II

A TII. kotetben mér foglalkoztunk differenciasémakkal, a differencidlegyen-
letekben el6fordulé derivaltakat differenciahédnyadosokkal felvéltva. Errdl az
utrol mar ott deriilt ki, hogy az nem mindig megfelel6 eredményekre vezet
(Id. pl. a 11.4.8. pont elejét vagy 11.4.10-et), az alapveté Poisson—egyenlet
esetén ez viszont a legalkalmasabb.
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x2 O Vh
[ ] a)h
b
h,
X
hy a 1

adbra 15.3: A kétdimenzibs wy, racs

15.3.1 A Poisson—egyenlet approximéaciéja differencia-
sémaval

Elsének vizsgéljuk a kovetkezs kétdimenzios peremérték feladatot:

(Au+ f)(z) = 0, z=(x1,22) € Q, (15.13)
u(z) = g(zx), zel. (15.14)

Itt Q := {(z1,22) € (0,a) x (0,b)} téglalap és [' annak pereme.
Bevezetiink egy ekvidisztans racsot (,halo”-nak is hivhatjuk), ezzel a tar-
toményt résztéglalapokra bontjuk fel:

Wp = {xij = (a:li,xgj) € ﬁ, T1; = thy, T2 = jho,
'l':O,..-,Nl,j:Ou'-'aNQ}’

ahol hy := a/Ny, hy := b/N, a lépéstavolsagok (ill. racsallandok) és Ny, No >
2. Az wy, racs indexe a h := (hy, hy) vektor.
A racs Q-beli pontjait belsd pontoknak hivjuk és wp-val jeloljiik :

Wy, 1= {xij = ($1i,$gj) € Q, T4 =’ih1, T2j :tha (1515)
i=1,...,N,—1, j=1,...,Ny— 1},

mig a I' peremen fekvd racspontokat vy,-val jeloljik, v, := @y \wy. Helyette-
sitve minden z¥ bels6 racspontban a masodrendi derivaltakat a II. kotet
11.4.1. pontjaban vizsgalt mésodrend( differenciahanyadossal, a kovetkez§
differencia-approximéciot kapjuk (15.13)-(15.14)-bol :

(Apy) (@) + f(z) = 0, x=21Y € wy (15.16)
y(z) = g(z), z=219¢cy, (15.17)
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(@i, j+1)

AN
1,5 “I g i)
1

@ j-1)

abra 15.4: Az 6tpontos differenciacsillag

ahol
Ahy = Yzi3 + Yzoxos

keresett x € Wy-ra az y diszkrét argumentumu avagy racsfiiggvény, és

Yziz1 = Yziz145 = (yi+1,j - 2yij + yi—l,j)/h%,
YZozs = YToma,ij = (yi,j+1 - 2yij + yi,j_l)/hg-

A (15.16)-(15.17) séméat 5-pontos differenciasémdnak hivjuk ; Au ap-
proximéciojara az % pontban az (z1+1,T2;), (T1i,Toj+1), (T1i,Taj) pon-
tokat hasznéalja. Ezek alkotjak az approximéacié differenciacsillagjat (av-
agy ,stenciljét”). Emlékeztetiink a II. 11.4.1-ben bevezetett definiciora,
amely szerint differenciaséma alatt a (15.16)-(15.17)-hez rendelhetd egyenlet-
rendszerek seregét értjiik. Itt ennek a seregnek két paramétere van, N; és
N, (vagy, ekvivalensen: hi és hy), amelyekre sziikség esetén a h = (hy, hs)
vektorindexszel hivatkozunk.

A rogzitett Ny és Ny mellett a (15.16)-(15.17) egyenletrendszerhez tar-
tozo y;; ismeretleneket sorfolytonosan 7, vektorba rendezziik és az f;;, ill g;;
értékeket ugyancsak sorfolytonosan i, vektorba. Ezen vektorok dimenzija

= (Ny+1)(Ny+ 1),

az Wy, pontjai szamanak megfelelGen. A sorfolytonosan dtszdmozott pontokat
(és a hozzatartozo fiiggvényértékeket) ¢-lel fogjuk indexelni, az el6z6 (i, j)-
vel val6 indexelés helyett. Ekkor gyakran x¢ := (1, 7o) fog szerepelni z;; =
(.’Eh’, l'Qj) helyett

A (15.16)-(15.17) differenciaséma méatrixalakja

Aryy =B, (15.18)

ahol a @, vektor komponenseit

[ fo haztew,
e ge, ha wﬁ € Yhs

hatarozza meg, és ahol A, blokkmatrix. Blokkjainak dimenziéja n; x ni,
ahol ny := Ny — 1 a bels6 pontok szama zj irdnyban (k = 1,2).
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Felhivjuk a figyelmet a kovetkezd jelGlésbeli konvencidinkra: ami-
kor racsfiiggvényként tekintjiik a diszkret feladat megoldasat vagy jobbolda-
lat, akkor pl. y vagy y(z), x € @y a jelolése és y;; az x;;-beli értéke, amikor
viszont (oszlop-)vektornak értelmezziik (pl. az A, matrix jobboldali sz61z6-
jaként), akkor 7, és ilyenkor a vektor komponense y,. Ha tehat z¢ :=
(@10, T20) és xij = (%14, T2j) ugyanaz a pont a racson, akkor y, = y;; és @ =
;5. Differencia kifejezésekben a racsfiiggvény szerinti értelmezés el6nyesebb,
Pl (Yzi21)ij = (Yis1j — 2¥ij + Yi-1,5)/h* — és ekkor, ha nem okoz félreértést,
inkibb az indexmentes yz,,, formét hasznaljuk. A fenti 4,7, vektor f-edik
komponense pl. (A7) = —(Apy)(2), ha 2t € wy, és az -lel kapcsolatos sor-
folytonos megszamozas nélkiil kényelmes (A4,7,)(z) = —(Any)(z), ha z € wy,.

Az y racsfiiggvények tere az R™, ahogyan az 7, vektoroké is, amely térben
kiilénb6z6 norméakat is fogunk hasznalni.

Végiil, az u pontos megoldas z* racspontbeli u, értékei vektora-
nak jelolése i,. Ez egy leképezés C(€)-bol R"-be. Més folytonos fiigg-
vények racspontbeli értékeit és értékeinek vektorat is ennek megfelelGen je-
161jiik.

Az A, matrix felépitését abban az esetben mutatjuk meg, amikor h; =
hy =: h. A méatrix f64tlojan allo B € IR™*"™ blokkok képlete

. T ..
h2 S 5o tridiag(—1,4, -1). (15.19)
0 -1 4

Ezenkiviil az « := 1/h? jeldlést hasznaljuk, a métrix iires részei mind
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nulldkkal vannak kitoltve :
( \
1
10
01
—a1 "7 B —al
—a 0
10
01
Ay = 197 B I
-« -«
—a 0
—ar 7% B —al
—a 0
10
01
I
y

\

Egyébként az A, matrix (fél) sivszélessége N1 + 1, igy ha Ny < Ny, akkor
inkabb oszlopfolytonosan kéne rendezni a métrixot — ha (15.18) megoldasara
savos LU-felbontast akarnank alkalmazni (de ennél hatékonyabb modszerek-
kel majd lejjebb foglalkozunk, v.6. 15.4-gyel).

A nullakkal egyiitt mutatjuk meg az A, matrixot az N; = 3, Ny = 2
esetben :

(1 0 0O 0 O 0 0 0O 0 O 0 O
0 1 0 0 O 0 0 0 0 O 0 O
0 O 1 0 0 0 0 0O 0 O 0 O

0 O 0O 1 0 0 0 0O 0 O 0 O

0 O 0 0 1 0 0 0 0 O 0 O

T — 0O - 0 0 —-o a —-a 0 0 —a 0 O
0 0 —-a 0 0 —ao o —-ao 0 0 —ay O

0 O 0O 0 O 0 0 1 0 0 0 O

0 0 0O 0 O 0 0 0O 1 O 0 O

0 0 0O 0 O 0 0 0 0 1 0 O

0 0 0O 0 O 0 0 0O 0 O 1 0

\ 0 O 0O 0 O 0 0 0O 0 O 0 1

Itt hasznaltuk az o = %, Qg 1= h%, a = 2(a1 + ag) jeloléseket.
1 2

Az elsjelek eloszlasa szerint A, lehet, hogy M-matrix.
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15.3.2 A diszkrét maximumelv

Igazoljuk, hogy Aj valoban M-matrix. Ehhez tekintsiik a kovetkezs w fiigg-
vényt :

w(z) =4+ x1(a — 1) + 22(b — x2).
Az @y, récs (w14, T24) tetsz6leges pontjaban (a sorfolytonos atszamozas szerint
indexelve) vessziik wy := w(x14, Zo¢), amely szamokbol sorfolytonosan allitjuk
ossze a kovetkezo vektort :

Wh = (Wi wn)’, = (N +1)(Ny +1).
A w fliggvényt — amelynek segitségével megmutatjuk az M-méatrix tulaj-
donsagot — majordns fiiggvénynek hivjuk.

15.2. Lemma (az 6tpontos differenciaséma tulajdonsagai, 1).

a) A, M-métrix;

b) Ha adott két (15.16)-(15.17) alaki feladat f®, ¢ ill. f@ ¢ ada-
tokkal, és érvényes f) > f@ ¢ > 4@ akkor a hozzatartozo y™), y®
megoldasokra igaz y() > y®.

Megjegyzés. Itt racsfiiggvényekkel fogalmaztuk meg a lemmat. Vek-
torok esetén a “>” rendezés a vektoroknak az M-métrixokndl szokasos kom-
ponensenkénti rendezése. 0O

Bizonyitas. a) Mivel a mésodrendd differenciahanyados a legfeljebb
harmadfokii polinom pontos méasodrendii derivaltjat adja (1d. I1. 11.4.1-ben
a (30) képletet), ezért
—(Aw), = 4, amikor x¢ € wy,

' (15.20)
Wy >4, ha x* € .

(Apth)e = {

Ennek és az 1. 1.3.4-beli definiciénak az alapjan A, valoban M-matrix. Igy
egyebek kozott Ay, regularis, ami azt jelenti, hogy a (15.16)-(15.17) differenci-
aséma (s lejjebb a (15.24), (15.25) sémék) megolddsa létezik és egyértelmd.
b) Az M-métrix tulajdonsagbol kovetkezik, hogy (Ay)~' > 0. Legyenek

most @21) és @22) a lemmaban emlitett két feladat (15.18) maétrixalakja-

nak jobboldali vektorai és @SLI) ill. @22) a hozzatartozé megoldasok. Ekkor

@;Ll) > @22) ezen vektorok konstrukci6ja alapjan, mindig komponensenként

értelmezve az egyenlGtlenséget. Igy
m =T = ()@ - ey) 20, O

Megjegyzések. 1. A b) eredmény egyik gyakran alkalmazott formaja
az, hogy (|@,|-vel jelolve a |g,| értékekbdl allo vektort)

Ay =0n, AWTh =@y = Th>06s T, > [7,] > L7,
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2. A differenciaséma megérzi a nemnegativitast : amennyiben a (15.13)-
(15.14) feladat adatai nemnegativak (f(z) >0, x € Qés g(x) >0, z €T),
akkor a pontos megoldas is nemnegativ és a diszkrét megoldas is az: y(z) >
0, z € wp, avagy y, > 0. 0O

Kovetkezének belatjuk, hogy a (15.16)-(15.17) differenciaséma stabil :
megoldésat becsiiljiik a feladat g és f adatainak a segitségével (v.6. 10.2.2-
vel, valamint 11.4.2-vel). Ehhez hasznaljuk a maximum norméat : ha v az
S C wy, halmazon adott racsfiiggvény, akkor a maximum norméja :

lolleqs) := max [v(z?)|.
xte

15.3. Tétel (az 6tpontos differenciaséma stabilitasa). A (15.16)-(15.17)
differenciaséma stabil a kdvetkezé becslés értelmében :

_ a’ + b?
[Unllc@ny < {1+ g ) max (gl 1 lews)) - (15.21)

Bizonyitas. Az allitas azonnal kovetkezik az 1. 1.8. lemméaboél, majorans
vektornak a fenti wj, vektort hasznaljuk. Eszerint

— |04 | c(@s)
1(An) Hle@n < ©

minmz@,h (A 1)
a’ + b?

1
< —||wh||0wh < wlle@ =1+ (15.22)
Mivel tehat (A;)~! (a megoldasi operétor) egyenletesen korlatos hy, ho-ben,
a differenciaséma stabil.
Az Ayy, = P, rendszer megoldasa (15.22) alapjan becsiilhetd :

_ — _ a?+ b\
1Tnllc@, < 1(A) e 1@ullc@n) < (1 + 5 ) 1@hllc@)-

Figyelembe véve @, felépitését (1d. (15.18) alatt), megkapjuk a (15.21) bec-
sléest. O

Ezen eredmény birtokaban méar az 6tpontos differenciaséma pontossaga-
val tudunk foglalkozni.

A (15.13)-(15.14) feladat v pontos megoldasanak értékeit sorfolytonosan
az 1, vektorba rendezve, a hibavektor a kovetkez§ lesz :

Zh =Yy, — Up-
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Erre alkalmazzuk az A, matrixot azzal a céllal, hogy egy Zj-ra jellemzd
egyenletrendszert vezessiink le. Az 4,7, kifejezés ismert (és egyenls @,-vel),
de Aty altalaban nem egyezik ezzel.

Definicié. A (15.16)-(15.17) differenciaséma v, képlethibdjanak nevez-
ziikk a

(f + u51$1 + U/Tzl'z)e’ ha xl € Wh,
0, ha 2 € 7,

(@1, — Aniin)e =: g := {

racsfiiggvényt. A 1, vektort a 1, értékekbdl allitjuk dssze sorfolytonos sza-
mozassal. O

Amikor u € C*4(9Q), akkor a képlethibara teljesiil

_ M,
1nlle@n < 45 —L(n2 + h), (15.23)

ahol M, a negyedik derivaltak egy fels6 korlatja Q-ban. Ehhez hivatkozunk

a maéasodrendii differenciahanyadossal kapcsolatos sorfejtésekre, amelyekkel

mér kordbban 11.4-ben foglalkoztunk, 1d. ott a (29)-(30) képleteket.
Ezekbdl vilagos, hogy u € C*(Q) esetén érvényes

h2 84
128 ozt
h2 0*u
128 ort

(Apu)ij = (Au)y; + (z1; + V1ha, T25)

+ ($1z; Toj + 192h2) ‘791,2‘ <L

Igy a (15.23) becslés kovetkezik, amelynek alapjan mondhatjuk, hogy a
(15.16)-(15.17) séma képlethibdja mdsodrendd, (avagy approzimdcidja mdso-
drend), ha u-nak, a (15.13)-(15.14) peremérték feladat pontos megoldasanak
minden negyedik derivaltja folytonos €2-n.

15.4. Tétel (az 6tpontos differenciaséma konvergencija). Legyen u €
C*(Q) a (15.13)-(15.14) peremérték feladat pontos megoldasa és 7, a (15.16)-
(15.17) differencia_séma megoldasvektora.

Ekkor a (15.16)-(15.17) differenciaséma masodrendben konvergens :

_ - a2+b2 M4
o e = u(a)| = [, ~ Tl < (1+ 55 ) T2 02 + ),

Bizonyitas. A séma (15.18) matrixalakjabol indulunk ki. A Z, hibavek-
tor a kovetkez6 egyenletrendszernek a megoldésa:

Apzp = Zh@h — Apiiy, = ©p — Apily, = %l-
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Ezen rendszer megoldasanak a becsléséhez nem a fenti w majorans fiigg-
vényt vessziik, hanem % ||v,||c@,)w-t. Ezzel képezziik az 1(|¢,||c(@,)Wn € R™
vektort. Ekkor

/1 _ o _ o
Ay, (ZH%HC(wh)wh + Zh) > || llc@n en £ AnZn > 0,

ahol e, := (1,...,1)T € R”. Ezért (15.21)-bsl valamint (15.23)-bol kapjuk a

CLQ + b2 M4 9 9
) T8+ 1)

— 1 A —
Znllc@n) < S I1Unllo@nll@nlle@,) < {1+
4

hibabecslést. O

Hasonl6an mint az egydimenziés esetben, jobb becslést gy tudunk le-
vezetni, ha a peremértékeket és a jobboldalt kiilén kezeljiik, hasznélva a
feladat linearitasat:

y:y7+ywa

(y’Y)mel + (y7)52w2 = 0, T € Wp, (1524)
yy(z) = g(z), =€

(Yo)zrar + WYo)mams + f(2) = 0, z € wp, (15.25)
yw(x) = Oa T e Yh-

A (15.24) homogén egyenlet egydimenzios megfelelGjének megoldasat II.
11.4.3-ban explicite megadhattuk: ez megegyezett az eredeti homogén diffe-
rencidlegyenlet megoldasival a racspontokban, és igy kaptuk az

19y llo@n) < llglleen) (15.26)

alaki becslést. Ez a becslés most is igaz (bar y, lényegesen eltérhet egy
lineéris fiiggvénytdl), mivel a (15.24) differenciaséméara — hasonléan, mint a
homogén (15.13)-(15.14) peremérték feladatra is — érvényes a (15.10) Hopf-
féle maximumelv.

kovetkez6 halmazokat. Legyen A € R™"™ adott méatrix és y € R™ rogzitett
vektor, ekkor
N° = N°(Ay) :=
N7 = N7(Ay)

| (4y)s =0},
, (Ay)i # 0} = {1,...,n}/N".

[ —
A IA

-

n
n

INIA
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Definici6. Azt mondjuk, hogy A teljesiti a (diszkrét) mazimumelvet, ha
tetszéleges y € IR"-re igaz a kiovetkezs egyenl6Gtlenség :

| < - 15.27
A | < jemax |y (15.27)

Itt a maxgey |yx| értéke legyen nulla, ha az N halmaz iires. O

Eszerint a definici6 szerint a maximumelv teljesiiléséhez sziikséges A re-
guléritasa. Ha ugyanis létezne olyan y # 0, hogy Ay = 0, akkor innen
kovetkezne a 0 < maxi<;<n || < 0 ellentmondas.

15.5. Tétel (maximumelvvel rendelkez6 matrixosztaly). Legyen A re-
gularis, (soronként) dominans f6atloji matrix. Akkor teljesiti a maximumel-
vet.

Bizonyitas. Legyen y # 0 olyan vektor, hogy N°(Ay) # 0. Az A
regularitasa miatt N7 (Ay) # 0. Adott ¢ > 0O-val tekintsiik az A, == A +
¢ diag(sign a;;) matrixot. Ha ¢ = 0, akkor A, = A regularis. Ha ¢ > 0, akkor
A, azért reguléris, mert f6atloja szigorian dominans :

lai| +¢€ > Z la;;| minden i-re.
J#i
(Itt és lejjebb Z%l helyett azt frjuk, hogy >.;.)
j#i
Legyen most ¢ > 0 rogzitett és z # 0 tetszGleges olyan vektor, hogy
NO(A.z) # 0. Legyen tovabba k tetszéleges olyan index, amellyel |z;| =
max;<;<n |2i| > 0. Ekkor, ha k € N°(A.z) lenne, akkor a

0 = sign(agezr)(A:2)e = (lawe] + )|z + sign(arzr) > ax;z;

J#k
> <|akk| +e—) |akj|) 26| > 0
J#k
ellentmond4s keletkezne. Igy tehat k € N7(A.2) és (z;, definicidja alapjan)
= S 1 e

Ha most specidlisan z = z.-t abbdl valasztjuk meg, hogy A.z = Ay legyen,
a fenti y vektorral, akkor N7 (A.z.) = N7(Ay) és N°(A.z.) = N°(Ay), és
€ — 0 hataratmenettel kapjuk meg a tétel allitasat. O

Ehhez a tételhez 1d. az 1. feladatot is.
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Hasonlbéan a fentihez szigori mazrimumelv alatt érthetjiik a koévetkezd
matrix-tulajdonsagot : tetszGleges y € IR"-re teljesiil

a) N*(Ay) =0 = y =0 (A regularis);

b) ha N7(Ay) # 0 és N°(Ay) # 0, akkor legyen igaz (15.27) szigorii
egyenl6tlenséggel.

15.6. Teétel (szigori maximumelvvel rendelkez6 matrixosztaly). A €
IR™™™ pontosan akkor teljesiti a szigori maximumelvet, ha f6atloja szigorian
dominéans.

Bizonyitas. A fenti 15.5. tétel megmutatja, hogy a feltétel elégséges,
hiszen ekkor még az -t sem kell bevezetni a bizonyitashoz. A sziikségesség
belatasahoz induljunk ki abbol, hogy a) szerint a matrix regularis. Ezutan
tetszbleges rogzitett i-re vizsgaljuk az y = e; koordinata egységvektor esetét.
Ez azonnal megmutatja, hogy i € N7 (Ay), azaz a; # 0, hiszen nem lehet
N7(Ay) = 0, és maxi<j<n |y;| = |yi| = 1 ismert.

Most valasszuk az y vektort a rogzitett ¢ fiiggvényében tugy, hogy

Y; = Sign(aij) yha j#4, y:=— E \az‘j|/aii-
JFi
Itt hasznaltuk a
San(l) 1, hat >0,
sign(t) :=
& —1, hat <0

jelolést. Ekkor y # 0, N7 (Ay) # 0, és (Ay); = 0, tehat
il < < il = ]-:
[v3] < max [y | < max [y;|

vagyis Z#i laij| < lai|. O

Megjegyzés. Ha A M-matrix és Ae > 0 (ill. Ae > 0), akkor a 15.5. tétel
(ill. a 15.6. tétel) feltételei teljesiilnek és igy igaz a (szigort) maximumely.
O

Ehhez a téméahoz 1d. Borisov cikkét is.

Miel6tt a 15.5. és 15.6. tételekbdl kovetkeztéseket vonnank le a (15.16)-
(15.17), ill. (15.24), (15.25) differenciaséméak megoldésaira nézve, még sziik-
ségiink van egy lemmara, amely az Axr = b egyenletrendszer megoldasanak
(az I-beli 1.8. lemmahoz képest) javitott becslését teszi lehetGvé, amikor A
monoton mdtriz (azaz regularis, és inverze elemenként nemnegativ, mint pl.
M-matrix esetén), és a jobboldali vektornak nulla komponensei is vannak.
Ilyen indexekre a g majorans vektorral képzett Ag vektor is nulla lehet.
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15.7. Lemma (monoton méatrixi egyenletrendszer megoldéaséanak becs-
lése). Legyen A € IR™ "™ monoton matrix és 0 # b € IR" egy nulla kompo-
nensekkel is rendelkezé vektor.

Tovabbé, legyen g > 0 majorans vektor abban az értelemben, hogy Ag >
0, és ha valamelyik 7 indexre (Ag); = 0, akkor igaz b; = 0. Ekkor az Ay = b
megoldasara teljesiil a kovetkezd becslés :

minden z-re.

maX;e N#(b) |bj\
Vil < gi—
& ZmlnjEN?é(b)(Ag)j

Bizonyitas. Ez az idézett 1.8. lemma bizonyitésa azzal a kiilénbséggel,
hogy az (A(mg £ y)); = m(Ag); £ b; > 0 relaciot az 1 € N°(b) indexekre nem
kell vizsgalni. O

15.8. Ko6vetkezmények (az 6tpontos differenciaséma tulajdonsagai, 2).

1) A (15.16)-(15.17) feladat Aj, matrixa (Id. (15.18)-at) teljesiti a maxi-
mumelvet;

2) A (15.24) feladat megoldasa eleget tesz a (15.26) becslésnek.

3) A (15.25) feladat megoldasa teljesiti a kovetkezs becslést :

a’ + b?
16

4) A (15.16)-(15.17) differenciaséma megoldasara érvényes a kovetkezs

becslés : 2, g2
a“ +
1Ylle@y) < llgllces) + Tllfllcwh)- (15.29)

Bizonyitas. 1) Az A, matrixrol mar bebizonyitottuk, hogy M-métrix.

Ezenkiviil ,
— 1, hazxey
= >
(Anen)e {0, ha zf € wh} 20,

ahol €, := (1,...,1)T € R". Tehat A, f6atloja dominéns. Ezutan alkal-
mazhatjuk a 15.5. tételt.
2) A (15.24) feladat egyenletrendszere,

An(Yy)n = G,

olyan g, jobboldallal rendelkezik, amelynek komponensei

0, ha 2 € wy,
ge: g(z%), ha zt € y,
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tehat N°(g,) D wp, és v, 2 N7(g,). Ezért kovetkezik

H) < < < ¢
max [yy(2%)] < max|(yy)el < max [(yy)el < max[y,(27)),
vagyis

1931l otn) < N19alloen = llglleq)- (15.30)

c 20z

szertlisége.
3) Ennek belatasahoz vessziik a

w(x) == z1(a — x1) + 22(b — 2) (15.31)

majorans fiiggvényt. Ertékeibsl a @y (w(z?),. .., w(z™))T vektort allitjuk
Ossze. Ez nemnegativ, és

— 4 ha z¢ € w,

On)p = ’ > 0.

(Antn)e {wz, ha 2t €y [ = 0

Tehat ,-mal egyiitt A, a téglalap sarokpontjaiban eltiinik, de ott (15.25)
jobboldala is nulla, igy a 15.7. lemma alkalmazhato. Ez adja a (15.28) becs-
lést, hiszen mingc,, (ApWh)r = 4 és maxyec,, We = #.

4) Végs6 (15.29) becslésiink kovetkezik a haromszog egyenlétlenség segit-
ségével. O

A (15.25) feladat megoldasanak (15.28) becslését méasképpen is készit-
hetjiik. Mivel most annak peremértékei homogének, kézenfekvd az, hogy
toliik teljesen megszabaduljunk. Ezen homogén peremértékek elimindcidja
céljabol el6szor a (15.25)-hoz tartozd Ap(y,), = by alaki egyenletrendszer
¢ € vy, szamu sorait toroljiik, majd egyrészt a visszamarado egyenletrendszer
méatrixabol ugyanezeket a 7p,-val kapcsolatos oszlopokat, mésrészt az @h
vektorbol a 7, diszkrét peremre es6 komponenseket is elhagyjuk. Az igy
kapott vektort y,-val fogjuk jelolni, a pontos megoldés wy-ra sziikitett vek-
torat tovabbra is uy-val jeloljiik, és az y,-hoz tartozo racsfiiggvény tovabbra
is y.

A homogén peremértékek eliminéicidja utan az egyenletrendszer dimen-
zidja
Ez wy, elemeinek a szdma, és R" a racsfiiggvények tere. Az fy-ek lesznek a
jobboldal komponensei az ¢ € w;, pontjaiban, amelyeknek (tovabbra is (-lel
indexelt) 0j sorfolytonos atszamozasat 1-t6l n-ig elkészitjiik. Az eredd vektort
fa-val jeldljiik, tehat fo = (f(z11,221);- - [ (T1nyTon,))" € mg = Ny —
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1, k=1,2. A hozzatartozd, Ap-val jelolt matrix pedig blokk-tridiagonalis és
szimmetrikus. Négyzetes racs esetén alakja

B —al
—al B —al
A = —al . , (15.32)
) . —al
—al B

ahol a := 1/h?, a blokkok N; — 1-dimenziosak és B-t (15.19) adja meg. A
15.3.1. pont végén abrazolt specidlis A, matrix a peremfeltételek eliminécigja
utan pl. a kovetkezé A; alakot veszi fel :

2 2 1
_+_ —_
g [T TR
h _17 2 e
h2 hZ T n2

Az egyenletrendszer ezutan .
Apyn = [n- (15.33)

Amennyiben az Wy, pontjait ugy sorszdmozzuk, hogy a perempontok utan
soroljuk a bels6 pontokat, akkor az Aj, és A, métrixok kozti Osszefiiggést a
kovetkezd blokkalak szemlélteti :

A, = (f{ 12 ) € R™"™,  ahol A, € R™™". (15.34)
0% h

Itt I, az egységmaétrix a perempontok n—n szaméanak megfelel6 dimenziéban,
az A, blokk tartalmazza a belsé pontok kapcsolatait a peremmel.

Az A, matrix M-matrix tulajdonsiga, valamint a 15.8. kovetkezmény 3.
részének megfeleld
a’+ b
16
becslése belathatok a (15.31) majoréans fiiggvény segitségével (egy mésik bi-
zonyitas a 1*. feladat targya). Ez ugyanis pozitiv wp-n, tovabba az ) =
(w(T11,T21),5 - - -, W(T10, Ton, )T (n-dimenzids) vektorra teljesiil

145 e < (15.35)

(Apwy); >4, 1<i<n,

valamint
a?® + b?

1Fnlle@n < lwllem = —



30 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

Az M-métrix tulajdonsagon alapulé technikaval vizsgalhaté a Poisson—
egyenlet (15.13)-(15.14) peremérték feladatanak negyedrend approximéacio-
jat ado alabbi 9-pontos differenciaséma is :

=21z € wy:

h? + h2
Yzrz1 + Yoazo T %ym@m +¢(z) = 0, (15.36)
h? h3
pla) = f(2) + 5 faen + E‘fm’ (15.37)
x=1a" €y
y(z) = g(a). (15.38)

Ez az approximéci6 kozvetleniil a IT. 11.4.1-beli (15.33) sorfejtés, valamint
a (15.13)-(15.14) egyenlet segitségével levezethets. A differenciaséma pon-
tossigi becslése miatt 1d. a 2. feladatot.

A kovetkez§ tablazat megmutatja a negyedrendd (15.36)-(15.38) eljaras
elényét a (15.16)-(15.17) mésodrendtihez képest — ha u megfelel§ simasaggal
rendelkezik. Az itt kozelit6leg megoldott (15.13)-(15.14) feladat adatai :
a=>b=1,és u(r) = 2% + 2§ a pontos megoldés, ennek megfeleléen f és g.
A tablazat tartalmazza a §(h) = ||t — Yn||c(w,) értékeit kiilonbozs h-kra, a
szamitas dupla pontossagban késziilt.

séma / h 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32
(15.16)-(15.17) 0.25 7.434-10"2 2.167-10"2 5.489-10_°  1.377-10"°
(15.36) 0.0281 1.728-103 1.079-10"% 6.744-10"°  4.216 - 10"

A fenti 15.5. és 15.6. tételekkel, valamint az azokbol kovetkezd (15.30),
ill. (15.28) becslésekkel még nem jellemeztiik a (15.24), ill. (15.25) felada-
tok megoldéasainak egy fontos tulajdonsigat, a nemnegativitds meg6rzését
(amely a 15.2. lemmabél kovetkezik, ha ott f® =0, ¢® = 0). A diszkrét
maximumelv fenti (15.27) definici6ja csak az abszolutértékekre vonatkozik,
ezenkiviil ez az elv nem analog a (15.10) maximumelvvel. Ezért most meg-
mutatjuk (az A, métrix M-tulajdonsaga és irreducibilitdsa alapjan), hogy az
utobbi elv diszkrét hasonmaésa is igaz, s6t ennek a szigoribb megfogalmazasa
is.

15.9. Tétel (szigori diszkrét Hopf-féle maximumelv). Legyen A, a
(15.18) matrix. Ekkor

a) ha (A,7,)¢ > 0 minden x¢ € wy-ra, akkor 7, vagy konstans wy-n, vagy
csak y,-n veheti fel a minimumat;

b) ha (A4,7,)¢ < 0 minden z° € wy-ra, akkor 7, vagy konstans vagy csak
~vp-n veheti fel maximumat.
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Bizonyitas. a) Tegyiik fel, hogy 7, nem konstans, és egy 2t = (214, 79¢) €
wp-beli minimumbhelyéhez tartozo vy, értéknél szomszédpontjaiban,

2OV = (it by, a), 2 = (210 — hy, 7o),

282 = (@1, wa + ho), Y = (310, 720 — ho),

legalabb egy nagyobb érték is van : y(z(579)) > y, valamelyik j € {1, 2,3, 4}-
re. Ekkor

S y(a“Y) = 2y, + y(=™)  y(a“?) - 2y, + y(=4Y)
(Ahyh)ﬁ = - h2 - h,2 < 0.
1 2
Ez ellentmondast jelent, igy a feltevés nem lehet igaz és csak az a két lehet&ség
marad, hogy vagy 7, konstans, vagy a minimumbhely csak ,-n van.

Analég modon igazoljuk a b) tulajdonsagot is. Az a)-bol és b)-bél kovet-
kezik a (15.30)-nal pontosabb becslés

min g(z') <y, < max g(z*), minden z‘ € wy-ra. O
' EYR T EYp

15.10. K&vetkezmény (pozitiv elem( inverz matrix). Az A, ' métrix
minden eleme pozitiv.

Bizonyitas. Induljunk ki a (15.34) blokkalakbol. Legyen y ) az Ay, =

esl) rendszer megoldasa, ahol 62) a j-edik n-dimenzids egységvektor. Ekkor

—(5) 1 I, 0 ) PR ,
yy az (Ap)~ = ( _ _1 | méatrix j-edik oszlopa és
h ( ) _Ah, 114,7 Ahl

()
: o (i e , 0
o€y (azaz j<m—n): 7 = < Z’)), v ew,: 7Y = ( (j)),
Y, Yn

()

ahol ey’ a j-edik (m —n)-dimenzi6s egységvektor. A 15.9. tétel most azt adja,

hogy z7 € 7h esetén yg) minimaélis (és maximéalis) komponense csak vj,-n van,

mert (Ahyh Yo =0, 2t € wy. Azaz ym > 0 (és minden komponense kisebb
egynél). Amikor viszont z7 € wy,, akkor ygj ) minimalis komponense csak 7y,-n
van, tehat y) > 0. O

Ezen és az el6z6 pont konstrukcioit, vizsgalati moédszereit nehézség nélkiil
alkalmazhatjuk a téglalapokbol Gsszeallitott {2 megoldasi tartomény esetére
(Id. a 3. feladatot), a hdromdimenzids Poisson—egyenlet téglaalaki tarto-
méanyban megfogalmazott els6faju peremérték feladatara is (1d. a 4. felada-
tot), ill. mas peremfeltételekre is (1d. 15.3.4.). Az &ltalanosabb tartomany
kérdése viszont tobb problémat vet fel (1d. 15.3.5.). Miel6tt ezzel foglalkoz-
nank, a kovetkezé pontban megmutatjuk, hogy a (15.33) egyenletrendszer
megoldasa mar kozepes racsméret esetén sem mellékes szamitasi feladat.
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15.3.3 A diszkrét Poisson—egyenlet megoldasa; a Fou-
rier-moédszer

A (15.33) egyenletrendszer numerikus megoldasa soran a lényeges koriilmény
az, hogy az Aj tipikus ritkamatrix. Ha pl. N; = Ny = 41, akkor n = 1600,
és az Osszesen 2.56 millié matrixelembdl csak 7852 nemzérus. Altalaban az
osszesen n? méatrixelembdl kevesebb mint 5n eleme nemzérus.

Mivel A, szimmetrikus M-méatrix (tehat pozitiv definit, 1d. 1. 3.2. tétel),
a kovetkez6 modszerek alkalmazhatok (v.6. I. 1.3., 1.6.) : Cholesky—modszer,
Jacobi- és Gauss—Seidel iteracio, egyszeri iteracié, konjugalt gradiens mod-
szer, inkomplett Gauss—elimindcié kombindlt egyszerii iteracioval, felsé re-
laxéacié (SOR) és szimmetrizalt valtozata (SSOR), végiil a Csebisev-iteracio.

A kovetkezékben (feltéve, hogy N és Ny OsszemérhetGk : vannak olyan
pozitiv ¢; és co konstansok, hogy ¢ N7 < Ny < ¢oN;. Ekkor n = (IV; —
1)(Ny — 1) = O(N2) = O(N2)) megadjuk a sziikséges tar- és miiveletigényt.
Ehhez az iteraciés modszereknél a pontossagot e-nak vélasztjuk, azaz, ha
érvényes (a (15.33) rendszer y;, pontos megoldaséaval és y,(Lm) m-edik iteracios
kozelitésével) az

lyi™ = yall < ellyy” — val (15.39)

becslés, akkor abbahagyjuk az iteraciot. Az e konkrét kivalasztasa attol fiigg,
hogy milyen norméaban vizsgaljuk az iteracios eljaras konvergenciajat. Pl. az
egyszert iteracio esetén ez I. 1.6.6-ban volt az euklidesi norma. Ekkor (15.39)-
et megszorozva hjho-vel kapjuk ugyanazt a becslést az Lo(wp)-norméaban.
Mivel a diszkretizacionk hibdja O(h? + h3) a maximum norméban, igy ész-
szert azt megkovetelni, hogy legyen

8_ h2+h2 \/ h1h2 73/2

Ekkor ugyanis

—(m — m 1
||y§L )_yh“C(wh) = ”y}(;, )_yh”C(wh > \/m“yh yh“L?(wh)

€ 0 .
< ity ||y,(1) — YnllLawn) = O(h? + h§)||y,(L ) _ Yl La(wn)s

ami célszertd, tekintve, hogy a ¥, és i, tavolsagat is a maximum normaban
mértiik.

Igy a kivetkezs tablazatban In1/e = O(Inn). Még egyszer arra mutatunk
ra, hogy mindig a diszkrét, kétdimenziés Poisson—egyenlet megoldasarol van
sz0, és n a racs bels§ pontjainak szama.
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eljaras tarigény miveletigény megjegyzés
Cholesky moédszer nZ/2 + 0(n) n3/6 + 0(n?%)
(telt matrix)
Cholesky (s&vos matrix) n372 ¢ O(n) n2/2 + O(n)
szim. blokk-tridiag.
Gauss—eliminéacié n3/2 4 O(n) % +4n3/2 4 O(n)
(1d. *** 18.10.3.)
konjugalt gradiens 5n 1002 prekondicionélas
moédszer nélkiil
egyszeri iteracio 2n O(nZlog1/e)
SOR(wopt) 2n 0(n3/%1og1/¢) wopt vélasztasa-
hoz 1d. lent
kb. n = 225-t6l
2-réteg. Csebisev 2n O(n3/2 log1/¢) kezdve jobb
mint SOR(waPt);
altalanosithato
SSOR (Szamarszkij-féle 2n 0(n®%/%log1/e) sltalanosithato
iter. paraméterekkel)
csak téglalapra
Fourier-moédszer n+ (13/2+ 2.5nlogon +n altalanosithat6:
(FFT) +1/21logg n)nt/? uzata(y)uyy+
+bo(y)uy+d(y)u=f
MG 8/3n O(n) altalan. ell. feladat

Itt az MG jelenti a 15.4-ben targyalasra keriils tobbracsos modszert (an-
golul ,multigrid”) és FFT a gyors Fourier—transzformaciot, 1d. lejjebb. A
haromdimenzi6s Poisson—egyenlet esetén az iteraciés modszerek miveletigé-
nye relative még jobb (Id. I. 1.6.1.), mint a savos Cholesky—modszeré, amely
akkor O(n"/3) miiveletet kovetel. A konjugalt gradiens modszer esetén abbol
indultunk ki, hogy az n 1épés utan a pontos megoldast adja, és hogy az A
matrixot nem kell tarolnunk. Ezen moddszer igen fejlett prekondicionalasara
visszatériink 15.8.5-ben.

Az SOR alkalmazasdhoz elGszér mégegyszer ramutatunk, hogy A, =
AT > 0 érvényes. Ezutan lassuk be, hogy az ismeretlenek sakktdbla elren-
dezddése utan a matrix blokk-tridiagonalis lesz. Mégpedig vilagos (az 6tpon-
tos differenciacsillag miatt), hogy egy-egy fekete pont csupa ,fehér” pontokkal
van koriilvéve — és ez biztositja az A, matrix emlitett blokkalakjat dltalanos
Ni, N» esetén. Ha hy = hy = h és az Aj, matrixot még +h>tel szorozzuk,
akkor fgatlojan I-blokkok &llnak — tehat az A-tulajdonsag is megvan (v.6. 1.
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1.6.4.), igy wep kiszamithato. Legyen pl. Ny = Ny =4 :

1 )
( 1 ) o \
1 -6 6 0 0 Jfekete” ismeretlenek sorai
1 0 0
2
h” A, = 1 )
0 6 ¢ -1
o ) : 1
0 9 ) 1 ,fehér” ismeretlenek sorai
\ 5450 1)
ahol ¢ := —i, az iires helyeken nullak allnak.

Foglalkozzunk most inkdbb a Fourier-modszerrel! Ez a fenti tablazatban
szerepl6 modszerek koziil a masodik legjobb, rdadésul ez iteraciomentes és
nemcsak (15.16)-(15.17) megoldésahoz hasznos. Az eljaras a gyors Fourier—
transzformdcion alapszik (Id. I. 4.7.), valamint azon, hogy az

(Apv)(z) + MNu(z) =0, T €wh; wv(z) =0, T €Y

diszkrét sajatérték feladat megoldésa a sin fiiggvény segitségével leirhato.
Ennek linearis algebrai alakja

Anyn = \"Yn, (15.40)
megoldasai a v(#9  diszkrét” sajat-racsfiiggvények és a \F, sajatértékek :

2 lﬁﬂ'l‘l £7T.’132

v®0(z) = T sin " sin 0 T EWh (15.41)
A= h%sin2 k;rgl + hi% sin? E;ZQ, (15.42)
1<k<N -1, 1</{<N,—1.
Az wp-n definialt u, v racsfiiggvényekre vezessiik be a
(u,v)(0,n) = Z u(z)v(z)hihe, (15.43)

TEW

skalarszorzatot! Ezzel a racsfiiggvények tere (az IR™) Hilbert-tér lesz, amelyet
Ly (wp)-val jeloljiik. Az (u,v)(o,n) skalarszorzatot (u,v)p,(w,)-nak is irjuk.
Ebben a skalarszorzatban a {v*9} sajatfiiggvények ortonorméltak.
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Ezenkiviil ezek a sajatfiiggvények a megfelel6 egydimenzios sajatérték fel-
adat (1d. I. 3.1.1. és II. 11.6.5.) sajatfiiggvényeinek a szorzata (ill. mint v,(LM)
sajatvektorok : ezen szorzat a sorfolytonosan rendezett bels6 racspontokban
felvett értékeibol Gsszeallitott vektor). A sajatértékek az egydimenzios sajat-
érték feladat sajatértékeinek az Gsszege.

Régi 2v/2z < sinmz becslésiinket 1. 3.1.1-bél alkalmazva és figyelembe
véve, hogy hi Ny = a, hoNy = b, rogton a
My> N =00 (4y) > 8.3 (15.44)
kt = M1 min\“th) Z— a2 b2
eredmény adodik. Mivel A, szimmetrikus, ez azt jelenti, hogy (15.35) mel-
lett az is igaz, hogy az euklideszi normaban, valamint a fenti Lo(wy,)-féle
norméban

a’b?

S 8@+
A (15.40) sajatérték feladat (15.41)-(15.42) megoldasahoz 1d. az 5., a
(15.45) becsléshez 1d. a 6. feladatot.
A (15.16)-(15.17) diszkrét peremérték feladat megoldasa a kovetkezSkép-
pen vezethet§ vissza a gyors Fourier szinusz-transzformaciora. FElsének a
peremértékeket eliminaljuk, igy f-b6l ¢ lesz,

145 ) = 1145 o (15.45)

fz’j; ha hl <z < a—hl, hg < Zg9; < b—hg,
fij + hi%gj, ha z1;, = hy és ©1;, = a—hl, hy < Toj < b—hg,
Piji= ,
" fij + hi%gi, ha z9; = hg és x9j = b—hg, hy < z1; < a—hy,

Jij + h—lggj + hl—%gi, ha z1;="hy és T1;=a—hi,T95="ho és xT9j=b—hy,
feltéve, hogy Ny, Ny > 2 (legalabb négy belss racspont van). Ezutan az

Ahyh = Ph (1546)

rendszer marad vissza. A csak a bels6 racspontoknak megfelels y;; ismeret-
leneket tartalmazo y, vektort kiterjeszthetjiik homogén peremértékekkel a
v, diszkrét peremre. Az igy keletkezé racsfiiggvényt y-nal jeloljiik. Ekkor
(15.46) differencia-jelolésben

Yzrzy + Yoz T 9 =0, (1,22) €Ewp; y =0, (x1,%2) € Y- (15.47)

Ezen feladat megoldéasat az

N1—1

y(o,22) = Y v® (@1)c®) (2r) (15.48)
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alakban keressiik, ahol a c¢®) racsfiiggvényeket meg kell hataroznunk, v(*)
pedig az (zq-irany1, egydimenzios)

Vgo, + A0 =0, 7, € w,(lll) ={ihy; 1=1,...,N;—1}; v(0)=v(a)=0

(15.49)
sajatérték feladat k-adik megoldasa :
(k) _ 2 . (1)
v (xy) = ~sin krzy, 1 € wy/, (15.50)
) 2 kr\’
A = (h_1 sin 2—N1> , k=1,...,N; — 1. (15.51)

Az eddig nem hasznélt \/g szorz6 normaltta teszi a v fiiggvényeket :

N1—1
2
IO ) = 10 Mon = 2 (0P (@) b = 1. (15.52)
1 i=1

A kiilonb6z6 k-hoz tartozoé sajatfiiggvények ortogonalisak :

N1—1

(0@, 0") gy = D v (@0 (1) =0, £#m. (15.53)

=1

Ezutén (15.48)-at (15.47)-be helyettesitjiik be. Ekkor azt kapjuk (figye-
lembe véve a (15.49)-(15.53) relaciokat), hogy

—/\Zlc(k) + 65—6262 +o® = 0, z,€ w,(f?), (15.54)
c(k)(o) = c(k)(b) = Oi w}(li) = {jh2: .7 = ]-7 <. '7N2 - ]-}a

ahol
o®) = ((p,v('“))(oyhl) , k=1,...,N; —1,
a  racsfliiggvény Fourier—egyiitthatoi.
A (15.54) feladatok megoldasat a roviditett Gauss—eliminacioval (1d. L.
1.3.9.) szamithatjuk ki, ami utan (15.48) alapjan ismert a megoldés.

A szamitas menete:
FA GE FS
g — p— {p®} — {B} —>g

Itt FA a Fourier-analizist, F'S a Fourier-szintézist és GE a Gauss—eliminaciot
jeloli.
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Az eljaras soran mindig ugyanazzal az (N; + 1)(Ny + 1)-méretii témbbel
dolgozunk, ezenkiviil még N;(3log, Ny + 2) tarhely kell a gyors Fourier—
transzformécidk soran, valamint egy No-méretii segédtomb a Gauss—eliminé-
ci6 alatt. A g peremértékek kezdettdl végig valtozatlanul maradnak a nagy
tomb szélén, mig ezen tomb belsejében f helyén all egymas utdn minden
felsorolt mennyiség és végiil y. Az egész eljaras miivelet- és tarigényét mér a
tablazatban megadtuk.

Megjegyzés. A Gauss—eliminaciot lehet xo-irdnya Fourier—transzforma-
ciokkal helyettesiteni — de ez nem célszerti. FEgyrészt ez tobb miiveletbe
keriilne (O (N1 N3) helyett O(N;Nylog, No)), masrészt, ha Gauss—eliminaciot
vessziink, akkor valtozatlan eljarassal még az

0?u 0?%u

ou
aa—x% + b(xz)a—xg + c(z9) =— + d(xo)u + f(x1,22) =0, a = const

8(E2
alaku egyenletek els6faji peremérték feladatait is megoldhatjuk. O
Ehhez a ponthoz Id. a 7. feladatot is.

15.3.4 Harmadfaja peremfeltételek

Ezutan a (15.13)-(15.14) peremérték feladat helyett a harmadfajiu perem-
érték feladatot vizsgaljuk. A harmadfaju peremfeltétel értelmezésérsl mar
I1. 11.2-ben széltunk.

(Au+ f)(z) = 0; z€{0<z<a, 0<zy<b} =0, (15.55)
n-gradu=— = o(x)(up(z) —u), zel, (15.56)

ahol 77 a I" perem kiils6 normalvektora, ug a kiils6 kozeg hémérséklete. Tovab-
b4, f ill. o adott fiiggvények (a héforrasok stirtisége ill. a h6atadasi tényezds),
és teljesiiljon
o(x) >09>0, ze€l. (15.57)
Feltételezziik, hogy ezek a fiiggvények elég simak, tigy hogy u, a (15.55),
(15.56) feladat megoldasa, C*(Q) eleme. Az Q téglalap diszkretizacitjara
hasznéljuk a 15.3.1-ben bevezetett w, = wy U 7, téglalap alaka racsot. Itt
majd sziikség lesz a sarokpontok megkiilénboztetésére a tébbi peremponttol,
ezért halmazukot vyo-val jeloljiik.
A (15.55) egyenlet approximécitja a belsé racspontokban a megszokott :

Yzra1 + Yzozs + [() =0, T € wy. (15.58)

Ezen approximécié ¥ = f + Uz, + Uz, képlethibajara (ahol u a (15.55)-
(15.57) pontos megoldéasa) ismerjiik a (15.23) becslést.
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A

(1d. 1. 11.4.5.) tanultakat. Ha pl. z; = a, 0 < z9 < b, akkor abbol indulunk
ki, hogy

2 2 93
Ou fu 07u :| hlau(a—ﬁhl,.’lfg), 0<’l9<1,

e = [671 2042 6 03
azaz (15.55), (15.56) alapjan

g Ny = [a(uo—u)+—(f+ 2“)Ll_a+0(h§)

T3
= [a(uo —u)+ % (f + ufm)} +O(h? + h2). (15.59)

Itt azt hasznaltuk fel, hogy a pontos megoldas feltételezett simasaga mellett
2 . .

% az x1 = a peremszakaszon jol definialt, és
2

0%u ho u Bu B
Ugpzs — 8—:55 =% [6 s(a,z0 + 97 hy) + (%g (a, 9 — 9 hy)

érvényes. Ekkor (15.59)-ben képzidik egy hiho-rendii hibatag, de hihy <
5(h% +h3).

Ezért a (15.56) peremfeltétel approximéciojaként az z; = a szakaszon
fekvé perempontokban a kovetkez6t vessziik :

h h
Y, + S s — Oy FOU+ S f =0, @=a, 0<w;<b  (15.60)

Ennek képlethib4ja

h h
Y= —uz, + é“@m —ou+ ouy + Elf,

becslése a fentiek szerint

hihs h? + h2
M; <
6 4
Teljesen analog modon kapjuk a téglalap tobbi oldalan (kivéve a 7y, sarok-
pontokat) az alabbi differencia-approximaciokat :

h h
Yo, + Elyfzxz — 0y +0ouy+ Elf = Oa 1= 0’ 0<ze < b’ (15'62)

[¥(z)| < 1M3 Ms, € /7. (15.61)

h h
Yy + fyml — oy + oug + EQf =0, 2,=0, 0<z <a,(15.63)

h h
a2+ Sz — oY Fouo+ 1f = 0, a2 =b, 0<ar <a. (15.64)
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Ezen approximéciok képlethibajara most is igaz a (15.61) becslés.

A (15.60), (15.62)-(15.64) approximéciokkal kapcsolatban érdemes meg-
emliteni, hogy van olyan peremfeltétel, amelyben mar eredetileg is szerepel
a peremmenti irdny szerinti masodik derivalt :

Ha a hévezets test feliiletén jobban vezet§ vékony réteg van, pl. z; = 0,
0 < x9 < b-nél, akkor

ou 0u

= tKhyz5 =0u—
oxy 013 g

a peremfeltétel, amelyben k pozitiv paraméter.

Az els6faju peremfeltételek targyalasdnal a téglalapos megoldéasi tarto-
méany sarokpontjainak nem jutott semmi szerepe. A harmadfaji perem-
feltételek esetén a sarokpontbeli approximaciokkal viszont kell foglalkozunk,
példaként vessziik a (0,b) pontot. Itt hasznaljuk azt, hogy

ou 0%u h2 33u

o, = |2 g B0 b—Th

o [ax2 : ax%]m_ﬁ 6 oz 0T )
ou  hy 0%u h? B3u —

o = | L pnl B G,
Y10 [83:1 T3 ax%]m:o 6 83:5{’( 1, 72)
(ahol 7,9 € (0,1)), tehat
2 2 2 Ou 2 Ou

gy = gy = o = 2O AU+ O(hy 4 hy). (15.65
h1u1’0 h2u N2 by By h28$2+ ut Ol + h) ( )

A (15.56) peremfeltétel alapjan igaz

2 Ou 2 Ou 20 20 o hiho
By Y T u—g) = —(u—ng), H:= 2
hl 8.’131 hQ 8332 hl (u UO) + (u UO) H (u UO)’ 2(h1 + hQ)

Igy a (15.55) differencidlegyenletet is figyelembe véve, (15.65)-bdl kévetkezik,
hogy a megfelel§ approximécio :

2 2
H h_ywl,() - h’_yimNz + f - O-(y - UO) = 07 ha‘ (xla '/1/‘2) = (0’ b) € Yo-
1 2
(15.66)
Ennek 1) képlethibja ugyanis a
hy + hy h} + h3
W(z)] < H M; < M;, € v, (15.67)

3 12
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7 O.N) 77 Ny 77
B E— 7 / (N, j+1) V2

(N=-11,.)) (N| b))

AN

abra 15.6: Harmadfaji peremfeltétel differenciacsillagjai

becslésnek tesz eleget. A tobbi sarokpontban érvényes approximaciok hason-
16k :

2 2
[hlyzl,o+h yx2,0+f —o(y—up) = 0, (z1,22)=(0,0), (15.68)

H
2
H[ hlywl,N1+ yw2,0+f —o(y—up) = 0, (z1,22)=(a,0),(15.69)

2
H 2o = ot ] =oly=) = 0, (52,22 =(a,0). (15.70)

Ehhez 1d. a 15. feladatot is. (15.68)-(15.70) hibajara ugyancsak érvényes
a (15.67) becslés.  Ezzel elkésziilt a differenciaséma : Az @, pontjaihoz
tartozo ismeretleneket (pl. sorfolytonosan) 7, vektorba rendezve és az y-
nal kapcsolatos kifejezéseket (15.58)-ban, (15.60)-ban, (15.62)-(15.64)-ben,
(15.66)-ban és (15.68)-(15.70)-ben a masik oldalra atrendezve kapjuk az

ATy =B (15.71)
egyenletrendszert. Ennek m dimenziéja megint h,-t6l és ho-t6l fligg, pon-

tosabban 7 := (N; + 1)(N2 + 1).
Az Ny = Ny = 2 specidlis esetben a matrix igy néz ki :

([ o -2 0 -2 0 0 0 0 0
ha (25 ha ; 1
~9 00—y 0 -5 0 0 0 0
0 —27 ap 0 0 =2 0 0 0
h1 y (1) 1 . hi1
Ap=| 0 -z 0 -5 a - 0 —5% 0
0 0 M0 —L o) 0o 0 M
2 1 2
0 0 0 -3 0 0 op % 0
1 h (2 h
0 0 0 0 " he 0 _ﬁ Q19 _ﬁ
\ 0 0 0 0 0 - 0 -2 o)



15.3. VEGES DIFFERENCIA ELJARASOK II 41

Itt hasznéltuk az a := % + ,f—z, valamint a kévetkezd jeloléseket :
1 2

g 220 L ey ke 1
t] - h% h% t] ij h% hl VR 1y h% hg "

Az N; és N, szamok novekedésével ng a bels§ pontok szdma, amelyekhez
olyan sorok és oszlopok tartoznak a méatrixban, mint fent az 6todik.

Ez az A, méatrix akkor szimmetrikussa valik, ha a sarokpontokhoz tartozo
egyenleteket hihy/(4H) = (hy+ hy)/2-vel szorozzuk meg, a (15.60) és (15.62)
egyenleteket ho-vel, a (15.63), (15.64) egyenleteket hi-gyel és a bels6 pontok
egyenleteit hqho-vel.

Az egyenletrendszer jobboldaldnak komponensei :

fe ha 2% = (214, To¢) € wh,
%fz + opuge, ha 2t € v, 0 < w9y < b,
b2 fo+ oguer, ha zt € 1, 0 <z <a,
H f; + opuge, ha zf € 7.

Qo= (15.72)

A (15.71)-(15.72) differenciaséma stabilitasi és konvergencia vizsgalata
megint az M-méatrix elmélet segitségével torténik.

15.11. Teétel (harmadfaju peremérték feladat differencia approxima-
ciojanak stabilitasa és konvergenciaja). Ha igaz a (15.57) feltétel, akkor a
(15.71)-(15.72) differenciaséma stabil : érvényes a

_ a?+bv 4+a+b\,
1l c@n) < 16 + 1oy 1@nllc@n)

becslés. Ha a (15.55)-(15.57) feladat u pontos megolddsa teljesiti az u €
C*(Q) feltételt, akkor a séma masodrendben konvergens.

Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkez6 majorans fiiggvényt :
w(z) :=c+z1(a—21) + 22(b — 72),

ahol a ¢ egy pozitiv konsténs, amelyet lejjebb alkalmasan valasztunk meg. A
wy = w(x*) szdmokbél a ), vektort Allitjuk dssze. A majorans fiiggvény és
a differenciaséma képleteib6l szamitjuk ki azt, hogy

4, ha z¢ € wy,
omwp — a+ 2hy, ha xt € v, 0 < 29 <D,
oywy — b+ 2hsy, ha xEEfyh, 0 <z <a,
owy+ H 2—2,%—2,7"2 ,haxee%.



42 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

Mivel
hy ha )
0<H<7’ H<7’ wp>c>0 é o42>00>0,
igy minden z¢ € v,-ra
_ 4 b
(Apip)e > ogc —a — b > 4, haCZi.
0o

Ekkor minden 1 < ¢ < m-re igaz (Apw), > 4, és mivel 0 < wp, < ¢+ #,
ezért : 2 2 4 ;
a” + +a—+
=: 15.73
6 4o b (15.73)

1(An) " Hlo@,) <
tehat (15.72)-t is figyelembe véve

_ _ a+b
Flcc < il = e max (1l 31l + lowler) -

Ezzel a tétel becslését belattuk, amely a séma stabilitasat jelenti.
Legyen most Zj := 7y, — U a hibavektor! Ez az

Apzp = Eh

egyenletrendszernek tesz eleget, és (15.73), valamint (15.23), (15.61), (15.67)
alapjan kovetkezik

- — c 1
Fnllcay < llBulloen) < 08+ 1) max (330,02 ) = (K + 1. ©

A (15.71) egyenletrendszer megoldasa itt is a gyors Fourier—transzforma-
ciora vezethetd vissza — ill. még hatékonyabban a tobbracsos modszerrel
végezhet6 el, 1d. 15.4.

Ha (15.56) helyett adott a

% =g(z), =zeTl, (15.74)
mdsodfaju peremfeltétel — ennek értelmezéséhez 1d. II-ben a 11.2. pontot —,
akkor a (15.60), (15.62)-(15.64) ill. (15.66), (15.68)-(15.70) approximéaciokban
elGszor oug-t helyettesitjiik g-vel, majd ezutén vegyiik o = 0-t. Amenynyiben
a peremen mindeniitt adott a (15.74) feltétel, akkor a (15.55), (15.74) fela-
dat szingularis, hiszen u = const tetsz6leges konstanssal elégiti ki az egyen-
leteket f = 0, g = 0 esetén (szingularis masodfaju peremérték feladatot
az egydimenzids esetben II. 11.4.11-ben targyaltuk). Ha a peremfeltételek
nem csak masodfajiak, hanem a perem egyes szakaszan ahelyett els6faji
vagy harmadfaju feltétel szerepel, akkor (megfelel¢ simasagot feltételezve) a
feladat egyetlen megoldassal rendelkezik és a leirt differencia-approximéacio6
M-matrix-eljarassal vizsgalhato (1d. pl. a 8. feladatot).
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X1

X2

abra 15.7: A récsra illeszkedd tartomany

15.3.5 A Poisson—egyenlet altalanos tartomanyban

Kovetkezének targyaljuk azt a kérdést, amely tobbdimenzios feladatoknal (az
egydimenzios feladatokhoz képest) j bonyodalmat jelent: Ha € nem téglalap
vagy téglalapokbol osszedllitott olyan tartomény, amelyre raborithaté az
ekvidisztdns hi, hy 1épéstavolsdgi wy racs, akkor hogyan approximéaljuk a
(15.13)-(15.14) differenciélegyenletet? Legyen Q2 véges, Osszefiiggs, I' pereme
viszont szakaszonként sima.

Els6nek vegyiik észre, hogy a (15.16)-(15.17) approximéacio addig értel-
mes, mig a perem csak racspontokban metszi a racsot alkotd egyeneseit és
mig minden bels6 racspontra igaz, hogy az 6t négy szomszédjaval 6sszekotd
szakaszok mind Q-ban vannak. Specialis tartomanyokra mindkét feltétel tel-
jesithets, 1d. a 7. abrat. Altalanos tartomany esetén a masodik feltétel
varhatoan a racs megfelel6 finomitasaval biztosithato, de mér az elsé feltétel
kizar sok érdekes tartomanyt.

A probléma megoldésara tobb otlet meriil fel. A legegyszeriibb az, ha
Q) belsejében mindeniitt téglalap alakt ekvidisztans racsot hasznalunk, és a
racs valamelyik egyenesére illeszked6 perempontboél vissziik at az ott adott
peremértéket abba a bels6 racspontba, amely tavolsdga a peremhez kisebb
mint hy, ill. hy. Sajnos ezzel altalaban csak els6rend(i konvergenciat tudunk
biztositani (1d. a 9.a) feladatot)! Egyszertisége miatt mégis ez az approximéa-
ci6 eléggé elterjedt.

A masodik és harmadik lehetGség az, hogy vagy lemondunk a racs ek-
I' és a racs egyeneseinek a metszéspontjait.

Mint negyedik lehet&séget megemlitjiik azt, hogy transzformélt téglalap
alaku rdcshoz mehetiink at: az (2 tartomanyt leképezziik egy téglalapra és ott
hasznéljuk a téglalapos racsot. Ez gyakran eléggé bonyolitja a differencial-
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abra 15.8: Shortley—Weller approximacié a perem kézelében

egyenletet, amelyet ugyancsak kell transzformalni, de pl. a kor esetén igen
hasznos (Id. a 10. feladatot).

Egyes tartomanyoknal nem nehéz a masodik lehet&ség megvaldsitasa,
azaz olyan racs megszerkesztése az adott perembdl kiindulva, hogy egye-
neseinek metszéspontjai a peremmel mindig racspontok lesznek.

De gyakran a kotottség a peremhez kellemetlen programozési szempont-
bdl (1d. a 11. feladatot).

Foglalkozzunk ezutan részletesen a harmadik otlettel! Ilyenkor a perem
kozelében nemekvidisztans approximaciot kell bevetni (a II. 11.4.7.- pont-
ban latottak mint4jara), a tartomény belsejében tovabbra is az ekvidisztans
racsot hasznalhatjuk. Annak lépéstavolsagait ezutan is hi-gyel, ill. ho-vel
jeloljiik. A konstrukci6 szerint ezek most a racs maximalis 1épéstavolsigai.
Az approximécié leirasédra hasznéljuk a kovetkezd jelléseket :

(ta1)+ = (1)) (o) = (Uaa)= (45 75
hi; h2j

(g, )t = F(uin1j — ugg) /BT, (Usgy)x = £ (w1 — uy) /by

(U’Svl)il = ) (uw2)362 =

A hi és hi lépéstavolsagok igenis fiigghetnek (4, j)-t61, de ezt nem jeldljiik.
Képletei (v.6. 11.4.7-tel) :

_ k. _ ot .
hl,i:l:l/Z = h1 = |$1,ii1 — T1,i|, h2,j:l:1/2 = hz = |-T2,z'i1 - xz,z‘\,

hai = 3(hf +hy),  hyj = g(hy + hy).

A Laplace—operéator approximacioja, részletesen kiirva :

~ +1,j (] j 1—1,j

hi + hy hi hy
2 Uijp1 — Uiy Ui — U1
: - . 15.76
T+ h ( hy hy 110

= —(Zs,hﬁh)ij-
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A peremre es§ (i, j) pontokban az egységmatrix megfelels sora adja az Agy,
sorat.

A (15.76) képlet — amelyet Shortley—Weller approzrimdcionak hivunk —
részben megoldja a felvetett problémat, ugyanis az a tény, hogy a perem
kozelében csak elsdrendd az approzimdcid (ez 11.4.7. alapjan belathat6), nem
olyan jelent&s: az eredd diszkrét megoldas pontossiga mégis mdsodrendi. A
képlettel viszont az a gond, hogy még az els6faju peremfeltételek eliminécidja
utan az Zg,h—bc’)l kaphaté Ag; matrix sem lesz szimmetrikus. Lehet, hogy a
matrix a pozitiv definitségét is elveszti.

Elgszor lassuk be, hogy a (15.18)-nak megfelels @, jobboldallal felirt

rendszer 7, megoldasa létezik, egyértelmt — és hib4ja méasodrendd. Ennek
bizonyitasa soran az wy, racs (14, To;) pontjainak most is kénnyen elkészit-
hetd, ¢-lel indexelt sorfolytonos zf = (%1¢, T2¢) Atszamozasara hivatkozunk.

15.12. Tétel (a Shortley—Weller séma stabilitdsa és pontossaga). A
(15.77) rendszer méatrixa regularis és stabil; érvényes a kovetkezd becslés :

_ 1 ..
|(As) o < 1+ 7 (diam(€2))*. (15.78)

Amennyiben v € C*(Q), akkor (15.77) megoldasanak pontossaga mésod-
rendti,

in = Tnllo@s) = ORI + h3).

Bizonyitas. Az Agj; matrix rendelkezik az M-tulajdonsaggal. El&szor
ugyanis vegyiik észre, hogy a matrix elemeinek az elGjeleloszlasa megfeleld,
1d. (15.76). Kovetkezdnek azt mutatjuk meg, hogy

w(z) =4+ c— (11 = 210)* = (B2 — T20)”

majorans fiiggvény és majorans vektor wy, a w értékeibdl Gsszedllitott vek-
tor, ha ¢ := (diam(Q))? és (z10,720) € Q. A c konstans valasztdsa azt
eredményezi, hogy w, = w(x%) > 4 minden /-re. Tovabb4, mivel

Wit1,j — Wij ow it i

hi = go(Tu+ 5, 025) = =2 (2u+ 3 — 310,
Wij — Wi-1,j ow hi hy
T = 3—m($1z’ - 7,$2j) = =221 — 3 —Tip
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stb., igy

- 4, hazte€ew
(As,hwh)e = { ’ h } > 4.
wy, ha z° € Yh

Ezért Agj valoban M-métrix és az 1. 1.8. lemma alapjén a (15.78) becslés
teljesiil, hiszen ||@||c(@w,) < [[wllom) < 4+ ¢
Most legyen z, := ¥, — i), a hiba és ¥, := Ag,(y), — i) a képlethiba :

¢ — (f + (uwl)ﬁ + (Uzz)@)z, ha fq € W,
“7 00, ha 2t € .

Ezzel a v, vektorral a hibaegyenlet
AshZn = Py (15.79)

Ennek becslésére alkalmazhatjuk a 15.7. lemmat, de nem a fenti, hanem
(valtozatlan ¢ konstanssal) a

w(z) :=c— (x1 — xl,O)Q — (z9 — $2’0)2

majorans fiiggvénybdl kiindulva, mert a v,-beli pontokat méar nem kell fi-
gyelembe venniink. A peremen a majoréns fiiggvénnyel képzett Ag Wy, vek-
tor komponensei nullak is lehetnek. Ha viszont z¢ € wy,, akkor tovabbra is
(Asp0p)e = 4. Igy (15.79) megoldasara igaz a

_ - C
19h = @nllow) = Z1¥nlloen (15.80)

becslés. Ez még nem mutatja meg a mésodrendd konvergenciat, hanem csak
az elsérendiit. Legyen ugyanis wj azon (z1;, ¥;) racspontok halmaza, ahol
a racs nem ekvidisztans, azaz hy ;172 # hi;-172 vagy hojii/2 # hoj1/2. Az
wy-beli (z1;, 2;) pontokban a II. 11.4.7. pont (105), (106) sorfejtései szerint
Yij = O(h1 + hy).

Az egyéb racspontokban viszont teljesiil (15.23).

Az emlitett sorfejtésekbdl, valamint a séma stablitasabél egyébként méar
az is kovetkezik, hogy abban az esetben méasodrendii a pontossag, amikor a
racs bar mindeniitt nemekvidisztans, de lépéstavolsagai csak lassan valtoznak
abban az értelemben, hogy

i = hi|=O(h7), |h3 —hy|=O(h3)

mindeniitt. Az ilyen feltételek &ltalaban nem adnak lehetGséget a perem
jo kovetéséhez, de elegendGek ahhoz, hogy a tartomény egyes kivalasztott
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*
o %h
X O
f"/ ’\(\\ ® @on
A
el R W] = 0 + o)
4 — RIS
/ - (Ae), > hlz + h,zz
I —qp—qp—qp—»—»—u—»—»—] %*\ ‘Ipl =‘ 0( h12 + h;)
L o (Ar),=4
N L L T 57

X2

abra 15.9: Shortley—Weller approximacié vizsgalata

részeiben vagy pl. a perem egyenes szakaszanak kozelében stiritsiik a racsot
megfelel6 mértékben.

A tovabbiakban csak azt az esetet vizsgaljuk — a Shortley—Weller appro-
ximéacio szerkesztésénknek megfelel6en — hogy wj-nak minden olyan pont-
jaban, amelynek nincs szomszédpontja ~,-bol, a lépéstavolsagok ekvidisztan-
sok. Ezen pontok halmazat w) := wy/wj,-val jelélve, tekintsiik a hibavektor
kovetkezs felbontésat :

o= HAR a=d=g=0 dem
. O(hy + hy), ha 2t € w}
Aspzp)e = (Vr)e= ,
( S,h h)é (d’h)é {O, ha z¢ c wg
- 0 ha zf € w!
A ZO = 0 = ’ h
( S,h h)e ('@bh)K {O(h% + h%), ha x@ c wg

(15.80)-bol kovetkezik az Ag;zh = ¥, feladat megoldasara, hogy 20 =
O(h? + h3). Az

Aspzi =, (15.81)

egyenlet megoldasat kiilon becsiiljiik. A homogén peremértékek eliminacioja
utdn visszamaradé matrixot Agp-vel jeloljik. Ez az M-matrix teljesiti a
w = 1 majorans fiiggvénynek megfelels w, = e, := (1,...,1)T vektorral az
Agpen > 0 feltételt. Ugyanis az wi-beli z¢ pontokban érvényes (Agpep)e = 0.
Ha egyébként példaul valamelyik wi-beli 2¢ = (z1;,22;) pontban egyik ;-
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irAnyban ill. egyik x,-irAnyban van szomszédpont 7y,-bdl, akkor ott

2 1

Aspen)t = ———= > 13

Asaen)e = Gr s iht = 12

ill. 5 .
Agpen)t = ——————+ > -5,

( ) (hy +hy)hy — B3

tehat mindkét esetben
1
0< m < (A&heh)g. (1582)
1 2

Itt el6bb azt hasznéltuk, hogy h; és h, a maximalis lépéstavolsagok, majd
azt, hogy Ag, M-matrix.

A (15.82) becslés akkor is igaz, ha tobb mint egy szomszédpont 7,-bol
valo. Ezért most a 15.7. lemméara hivatkozhatunk, amely szerint (15.81)
megoldasanak becslése

* ”w*“C w *
125l e < TR — 1t | (B2 + BE) = O (B3 + h3).
h}+h3

Ennek alapjan ||z}, || c(w,) még akkor is masodrendt lenne, ha csak ||} ||c(w,) =
O(1) volna! O

Megjegyzés. A meglepd eredményt, hogy a képlethiba mindeniitt a
perem kozelében lehet O(hy + hg) ill. s6t O(1) a séma méasodrendiiségének
csorbitasa nélkiil, azzal lehet magyarazni, hogy ott a diszkrét Green-féle fiigg-
vény értékei (az TlleAg,}z matrix elemei, v.6. II. 11.3-mal és 11.4.4-gyel) mar
kozeliek nulldhoz. A Poisson—egyenlet diszkrét Green-féle fiiggvényével majd
15.5.1-ben foglalkozunk részletesebben. O

Tehat a Shortley—Weller approximéacié pontossag szempontjabol elfogad-
hato6 (ehhez Id. a 12. feladatot is). A keletkez§ egyenletrendszer megoldasa a
tobbracsos modszerrel hatékonyan kiszamithato.

Az approximacionak azon hatranyanak kijavitdsara, hogy a peremkdzeli
approximéci6 miatt dltaldban megsériil az Ag ) matrix szimmetrija, a fenti
tétel utan kézenfekvs a kovetkezd otlet. Hasznéljuk (15.76) helyett az alabbi
approximaciot :

1 (w1 = Uij—Ui—1 1 fuijpi—wiy  wij—Ui 1
A i ~ — ¢ »J] v tJ ? 5] _ 1,] v 1] 2y
@y = (5 ) (M B
=: —(Asniln)i;- (15.83)
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Ekkor is a racsegyenesek és a perem metszéspontjai hozzatartoznak a racs-
hoz, és igy a pontos peremértékeket atvesszilk — de a hozzatartozo Agy
matrix szimmetrikus lesz. A differencidlegyenlet approximécioja viszont a
peremkozeli pontokban altalaban csak O(1)-rendi (13. feladat) —amia 15.12.
tétel bizonyitasanak alapjan mégis masodrendii konvergenciat biztosit.

A tetszGleges tartoményban megadott Poisson—egyenlet elséfaji peremér-
ték feladat approximécidjara mas otletek is vannak, 1d. a 9. feladatot.

Harmadfaju peremfeltételekre mar nehezebb differencia-approximaciot le-
vezetni akkor, amikor a tartoméany pereme altalanosabb gorbe (1d. a 14.
feladat). Ennek kényelmes levezetését (altalanosabb, valtozo egyiitthatoja
elliptikus egyenletek esetén is) 15.6-ban adjuk meg, a boxmodszer keretében.

15.4 A tobbracsos modszer

15.4.1 Az alapotlet

Ez a moédszer (angolul: multigrid) az N ismeretlent, diszkrét elliptikus
egyenletrendszer kozelité megoldésat a diszkretizacionak megfelel6 pontos-
saggal, O(N) miivelettel, valamint O(NV) tarigénnyel allitja els, tehat nagy-
sdgrend szerint a modszer optimalis.
Az alapdtlet a kovetkezé : Ha a differencidlegyenlet és a peremfeltétel
diszkretizaciojaval kapott
Ahyh == bh (1584)

egyenletrendszer y;, megoldasihoz y)) a tetszdleges kozelitése, akkor
yh = y3 + wh (15.85)
maris a pontos megoldas, amennyiben
Apwp =11, Th = by — Apyy. (15.86)

Abbol, hogy a (15.84) egyenletrendszer helyett a (15.86)-ot oldjuk meg,
még semmi nyereség nem szarmazik, mivel (15.86) ugyanolyan feladat, mint
az eredeti (15.84). Viszont ha most wy-t csak kozelitgleg allitjuk el6 olyan
egyenletrendszerbgl, amely az eredeti peremérték feladat egy durvdbb rdcson
valo diszkretizaciojabol ered, akkor wy, kiszamitasa kevesebb miiveletbe keriil,
és szamithatunk arra is, hogy a (15.85) szerinti y;. jobb kozelités y,-hoz, mint
Yh-

Kézenfekvs ezt iterativ moédon ismételni. Két racson dolgozva, a finom
wy, Tacson és a durva wy racson, és a hozzatartozoé vektorok kiilonbo6zd di-
menzidjat figyelembe véve, a kovetkezd iteracio adodik:
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1. y) adott, 7:=0

2 Th ‘= bh - Ah%

3. Apgwg =ry:=Ri'r, (Ri a restrikcids vagy leszikitd operdtor)
4. wy = P}}wH (PI’} interpolécids, mas néven prolongdcids operdtor)
5. Yy =y, +wn

6. 1:=1+1,— 2.

Itt az R olyan (h-t6l és H-t6l fiiggs) linearis operétor (azaz téglalapalaki
méatrix), amely az wy-n definialt diszkrét argumentumu fiiggvényeket (n(h)-
dimenzi6ju vektorokat) az wy-n definialt racsfiiggvényekre (n(H )-dimenzioju
vektorokra) képezi le, és n(h) > n(H).

A P! linearis operator (ugyancsak téglalapalakii matrix) forditott irany-
ban hat, interpolaciot hajt végre. (Az I betii kevésbé alkalmas a prolongacios
operator jelolésére, Gsszetéveszthet6nek tenné azt az egységmaétrixszal).

A nyereség tehat most az, hogy az Aj-val kapcsolatos egyenletrendszer
helyett az Ag-val kapcsolatos egyenletrendszerrel kell foglalkoznunk, amiben
kevesebb ismeretlen szerepel. Tipikusan n(h) ~ 4n(H) — amikor az eredeti
peremérték feladat kétdimenzios és H = 2h. Ekkor — az A, ritkamatrixa
egyenletrendszer direkt megoldasédnak koltségét O(n?(H))-tel becsiilve — a
nyeremény az, hogy a durva racson mar a finomracsi egyenletrendszer kolt-
ségének kb. 16-odara van csak sziikség!

Viszont nincs okunk wy-nal megéllni és az Aywy = ry egyenletet pon-
tosan megoldani: wgy-r6l még durvabb rdcshoz mehetiink 4t stb., igy eljutva
a tobbracsos modszerhez.

Sajnos az igy els6 nekifutasra szerkesztett iteracié adltalaban nem konver-
gens.

Mivel ugyanis wp-hoz tobb pont tartozik mint wg-hoz, van olyan v, # 0y
vektor, amelyre R7v, = Op (azaz R magtere nem trivialis). Ha most
TR, = vy, akkor

H h
rg = Ry, vy =0, wyg =05, w, = Pywyg = 0,

és igy y; = yy. Az iteracié ekkor helyben topog, és y) nem megoldés, hiszen
Th = by — Ahy,‘i # Op.
Masképpen magyarazva a problémat:
A durva racsrol valo visszatéréskor
Unt =y + Prwn
forméban akarjuk a finomracsiit megoldast javitani, tehat PRwpy akkor a
legjobb, ha megegyezik yi hibajaval. A fenti példaban az yp kozelités y, —
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y) = w, = A, 'ry, hibdjanak wy = AR 'Rir, = Ay'RHv, kozelitése egy-
szertien nulla a durva racson.

Tegyiik fel, hogy Aj és Ay szimmetrikus pozitiv definit matrixok (amire
szamithatunk, ha az eredeti elliptikus feladat énadjungalt volt — kiilénosen
akkor, ha a végeselem modszerrel készitettiik a (15.84) rendszert), 1d. II.
11.6.1. és lejjebb 15.7.1. Akkor a tapasztalt jelenséget a matrixok sajat-
vektoraival a kovetkezSképpen irhatjuk le, ezeket a vektorokat a hozzatartozo
sajatértékek novekvd nagysaga szerint rendezve :

Az Ap sajatvektorai tobbé-kevesebbé kozelitik az Ay, elsé n(H) sajatvek-
torat (és mindkét rendszer kozeliti az eredeti elliptikus differencidloperator
els6 n(H) sajatvektorat). Az Ap utols6 n(h) — n(H) sajatvektorainak vi-
szont nincsen megfeleltetése a durvabb racson (és n(h) — n(H) > n(H)).
Ezen magasabb sorszamiu sajatvektorok szdmara nem nyerhetiink hasznos
informaciot a durva rdcson. Ugyanakkor — reményiink szerint — Phwp kozel
lesz 4% hibajahoz — ill. a fenti iteracié sordn — az y; hibajahoz.

Ezért csak akkor lehet konvergens az eljaras, ha a magasabb sorszami
sajatvektorokkal kapcsolatos megoldasi komponensek lényegében mar yi-ben
jelen vannak és igy yj, — y:-bol hidnyoznak, tehat ha y! hibaja sima abban az
értelemben, hogy lényegében nincs benne magasabb sorszamu sajatvektor.
Ezt a lejjebb targyalasra keriils simito iterdciokkal lehet elérni — mig az
alacsonyabb sorszamu sajatvektoroknak megfelel§ megoldasi komponenseket
a durva racson megkapjuk kevés miivelettel.

Igy két egymast kiegészité miiveletet fogunk alkalmazni : a hiba kozelité-
sét a durva racson (Agwg = R}IL{ r, alakd egyenletrendszerbdl) és a simito
iteracidkat a finom racson. Ezzel a tobbracsos modszernek az R.P. Fedorenko-
ra visszamend alapotletét méris elmondtuk.

15.4.2 A simit6 iteraciok

Mint simité iteracidk jo szolgalatot tesznek a klasszikus iteracios eljarasok.
Ezek bar lassan konvergalnak, de a megoldas hibajat gyorsan lesimitjak az
el6z6 pont értelmében : a magasabb sorszamu sajatvektorokkal kapcsolatos
megoldasi komponenseket joval gyorsabban pontositjak az iteraciés vektor-
ban, mint az alacsony sorszamuékat. Ezt illusztraljuk az egyszeri iteracio
(v.6. I. 1.6.6, méas nevén a csillapitott Jacobi-iteracio) példajan.
Legyen A, € R™™>*™") gzimmetrikus és pozitiv definit, sajatértékei :
0 < Al"I‘l'llH S A;‘37'(14},') S A?nax’ k = ]‘7 .t '7n(h)’

és {01 az ortonormalt sajatvektor-bézis. Az iterdcio

y,(zo) adott , y,(lm) = (I — wAh)y,(lm_l) +wb,, m=1,2,...
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alaki. Az yf(tm) kozelitések egm) = y,(lm) — vy, hibajara érvényes

( ) (Ih — wAh) _1) (Ih —_ U)Ah) eh )

Legyen
. n(h)
eg) = Z ozkv,(L )
k=1

a hiba sorfejtése a sajatvektorok szerint (ahol ozkv,(f) akkor egy, a fent emlitett

magas sorszamu megoldasi komponensek kozott, ha &k Gsszemérhets n(h)-
val). Az m-edik kozelités hibaja

Zak (1—wAl mv,(f ,

és ennek euklideszi norméja

llef™||? = Zak — wAly2m

Ha
|1 - w/\ ax| < |1 - w/\m1n| < ]-7 (1587)

akkor a magasabb sorszami sajatvektorokkal kapcsolatos komponensek gyor-
san eltliinnek a megoldas egm) hibajabol, m noévekedésével. Ezek a sajatvek-
torok gyorsan oszcillalo racsfiiggvények, gondoljunk pl. az

u"(2)+ f(z) =0, 0<z <1, u(0)=u(l)=0

“ s,

1
Ap = e tridiag(—1, 2, —1)
méatrix (Id. IL. 11.4.1. és 1L 11.6.4.) o\") = V2h(sinkrx,, ..., sinkray_1)”
alakua sajatvektoraira (itt n(h) = N — 1), ha k > 1.

Ha ismeretes \? . akkor w-t kdzvetleniil megvalaszthatjuk :

max’?

w=1/\"_
és ekkor vz(h) komponense a hibabol mar az elsg iteracioval eltiinik (tehat ezt
a komponenst a megoldas kozelitése tartalmazza mar egzaktul), a tobbi ma-
gas sorszamu sajatvektor komponensei erésen lecsokkennek, a hiba ,lesimul”.
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Az el6z6 w-érték helyett az altalaban kénnyebben megszerezhets ||Ap||c(wy)
-val is dolgozhatunk,

w = 1/[[Anllcw);

hiszen 0 < A, < M <||A]|¢(w,) miatt ekkor (15.87) teljesiil. (Az iteracios
paraméternek ezen értékét 1. 1.6.6-ban a ,szegény ember iteraciés paraméter”-
ének neveztiik. Itt kideriil, hogy ez az érték milyen hasznos.) A 15.14. lem-
méban tériink vissza arra, hogy az egész toObbracsos modszer konvergenciaja-
nak a szempontjabol is w megfelel§ valasztasdhoz elegend6 az A, maximélis
sajatértékét vagy felsG becslését ismerni.

Végiil is, ha az n(h)-ponti wy, racsra és az n(H)-ponti wy racsra gondo-
lunk, akkor az A, matrixnak csak a k < n(H) sorszamu sajatvektoroknak
van megfelelGje a durva racson. Igy célszerti az n, = n(H) +1 < k < n(h)
sorszamiu sajatvektorok komponenseit erésen csillapitani a hibdban azéltal,
hogy az w iteraciés paramétert a kdvetkezé kovetelménybdl valasztjuk meg
(v.6. L. 1.6.6-gyel) :

1>1—wht =—(1—whi) > -1 (15.88)
Ez adja az

2

W= ——
A+ A

simitas szempontjabol optimélis értéket. A tridiagonalis matrix és H = 2h
esetén a sajatértékek explicit képletébdl azonnal kiszamithato, hogy ekkor

h? > h?
" 1+42cos?(wh/2) 3’

w (15.89)

és ez a valasztas azt eredményezi, hogy az n; < k < n(h) sorszamu sajatvek-

torok komponensei a hibédban legaldbb |1 —wA?| & 1/3-ra csékkennek minden
lépésben!

Az w paraméternek ilyen vélasztisa természetesen azt is eredményezi,
hogy a hiba simébb (k < n(H)) része még lassabban konvergél, mint az
Wopt = 2/(AF + /\Z(h)) = h%/2 optimalis iteracios paraméter mellett. Ez
utobbi esetben a hibacsokkenés

Ay — A h? 2

T =1 =M1 R
Xewy + A 2 ! 2

volt — tehat mar ez is igen lassii. De a simit6 iterécié célja éppen a gyors
simitas, és nem a gyors konvergencia. A kétdimenzids esetben hasonlot lehet
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elérni, ha a simités kritériumat megfelelGen valasztjuk meg, 1d. a 16. feladatot
is.

Most mar ismerjiik a tobbracsos moédszernek minden tartozékat, mert a
simit6 iteraciokkal kiegészitett fenti iteracios algoritmus konvergal. Ennek
bizonyitasara késGbb kitériink. El&szor a modszer programozasaval foglalko-
zunk.

15.4.3 Alapvetd tobbracsos algoritmusok

A tobbracsos modszer legattekinthetébb programja rekurziv, a benne szere-
pl6 v paraméterre (1d. lejjebb) teljesiiljon 1 < v < 3 kétdimenzios feladatok
esetén. Kz a vy dont6 szerepet jatszik és megadja a leszallasok szamat a
durvabb racsra. Erdekes csak a v = 1 eset (ilyenkor ,V-ciklus"-rél beszélnek)
vagy v = 2 (,W-ciklus") — amely elnevezések eredetére visszatériink.

Az algoritmus megadasahoz a korabbi jeloléseinket csak annyiban valtoz-
tatjuk meg, hogy a sok kiilonb6z6 racsnak megfeleléen nem Ap,yn, = by,,
hanem A,y, = b, alakban irjuk az ¢-edik racson megoldandé feladatot, ¢ =
1,..., %nax. A legdurvabb racs az ¢ = 1-nek feleljen meg, a legfinomabb racs
viszont ¢ = fpa-nak. ,Réacs” helyett most ,szintet” is mondunk. Az /-edik
szint pontszama N, := n(h) egyben az A, matrix dimenzioja.

Az algoritmus célja tehat az Ay, ve,... = be,... legmagasabbszinti egyen-
letrendszernek a megoldasa. RY ill. P! helyett R:', ill. RS~ szerepel, de
gyakran egyszeriien R-t ill. P-t irunk.

Elgszor egy kiilon eljarast adunk meg, amelyet tébbféleképpen lehet hasz-
nositani.

procedure MG(/,y,b);
begin
if £=1 then y:=A]'*b direkt megoldds az elsd szinten

else begin array r,w;

y:=S;' (A;,b)y; eldsimitds
r:=R(b-Asy) ; maradékvektor kiszdmildsa, restrikcioja

¥:=7; if £=2 then 7:=1;

w:=0; for i:=1 step 1 until 7 do MG(/-1,w,r);

y:=y+Pw; prolongdcio, javitds a finom rdcson
y:=S;>(A;,b)y; utdosimitds
end

end;
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| A AN

~y

o] maradékvektor kiszamitasa y = o-hoz 1 simito iteracid

(<] pontos megoldas ---»- EH javitas
\ restrikcio ---= BE javitas, utésimitas,

L maradékvektor kiszamitdsa
/ prolongacié

abra 15.10: Sima tobbrécsos moédszer, V-ciklus (7 = 1)

Ebben az eljarasban a direkt megoldast ritka métrixra specializalt LU-
felbontassal érhetjiik el. Ennek tobbszoros hivasat elkeriilendé a 7y szdmot
vezettiik be v helyett.

Az MG eljarast hasznosithatjuk az Ay, ys,... = b, rendszer megoldéasara
a kovetkezGképpen — ez az tigynevezett sima tobbrdcsos maodszer.

Adott frax > 1, az Gsszes matrix: { A }5me, valamint a legmagasabb szint
jobboldala: by, . Keresett az Ay, ve,... = by, rendszer kozelité megoldésa.

1. ye.. =0
2. 1:= 1(1)/}, MG(KmaX, Ylimaxs bgmax)
3. stop [eredmény: y,_. | Joval hatékonyabb a kdvetkez§ teljes tibbricsos

mddszer, ugyanis csak itt érjiik el a bevezetGben emlitett O(N,,_, ) nagysa-
grendd miiveletigényt :

Adott £ > 2, az Gsszes méatrix és jobboldal : {A@}ﬁ‘;‘i", {be}oma.

1. MG(1,y1,01)

2. £:=2(1)lmax

3. [ye:=PLiye

4. po= i, 7l = lmax 7 = o)

5 i=1(1)p  MG(£ ye be) e

6. stop [eredmény: y,, . |

Itt o az MG eljaras hivasainak szdma a mindenkori (¢-edik) legmagasabb
szinten. Gyakran elegend§ p; = po = 1 — amire még visszatériink. A P},
0ij szintre, hanem a megoldasét. Ezért érdemes, P/ ,-nek jobb interpolaciot
valasztani, mint P/ -nek. A kovetkezSkben megadjuk a tibbrdcsos mddszer
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4 X\’
3 o B -

~

abra 15.11: Teljes tobbracsos médszer, W-ciklus (y = 2)

nemrekurziv algoritmusat, amelyben £, tovibbra is a maximalis szintszam.

AR

©9°F1P3

Réacsok, métrixok, jobboldali vektorok kiszamitasa; ¢ := £ ax
nulladik kozelités az ¢-edik szinten (pl. y, := 0)

iteracios simitas: y, := S, vy,

maradékvektor kiszamitasa: r, := by — Apy,

leereszkedés az alacsonyabb szintre: by_q := Rﬁ_lrg, L:=0—1
hat>1: — 1.

ha £=1: y,:= A, ', (pl. ritkamatrixa LU-felbontéssal)
emelkedés a magasabb szintre: wy, := Pf“yg, =041

a megoldas javitasa: yp := yp + wy

iteracios simitas: y, := Sy,

. ha még nem végeztiik el a 7y iteraciot ezen a szinten: — 2.

10. ha ez a legmagasabb szint (£ = fmax): stop | eredmény : ]

ha nem: — 6.

Az itt leirt forméban ez a sima tobbracsos modszernek felel meg. A teljes
tobbracsos modszer algoritmusa viszont kénnyen készithets ebbdl (1d. a 17.
feladatot).

Egyebek kozo6tt ilyen tipust program is talalhaté W. Hackbusch "t6bbra-
csos” konyvében (a (15.13) feladat megoldaséra).

Kovetkezének a legelterjedtebb iteracidkat, restrikciokat és interpolacio-
kat tekintjiik 4t (e 1d. az ,Ellipsz” program segédszovegeiben az abrazolasokat

is!).

1.

simito iteraciok :

- csillapitott Jacobi (egyszert iteracio) : elméleti vizsgalatra a legkényel-
mesebb; gyakorlatilag kevésbé javasolhato,

- Gauss—Seidel (ez a standard simit6 iteracio; részleteket 1d. lent),

- szimmetrikus Gauss—Seidel;
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- SSOR (szimmetrikus felsGrelaxacio — valtakozo haromszog matrixok
modszere, Szamarszkij-féle paraméter valasztassal, Id. Szamarszkij és Nyiko-
lajev konyvét);

- konjugalt gradiens iteracio;

- Csebisev—iteracio.

A Gauss—Seidel iteracio hatékonysaga mint simité iteracié novelhetd, ha
kiilénleges sorrendben vessziik az ismeretleneket, amikor téglalap alakd ra-
cson helyezkednek el (e tehat nemcsak akkor, amikor — mint az Ellipsz pro-
gramban — a tartomény téglalap) : nem sorfolytonosan, hanem sakktabla-
szeri elrendezésben (1d. a 15.5. abrat, pl. elGszor a ,fekete” majd a ,fehér”
pontokat iterdlva), vagy négyszin elrendez6désben. Tovabba, kedvelt a zeb-
ra iterdcio is. Ennél a racs egyik irdnyaban az egyenleteket gy oldjuk meg
pontosan, hogy a szomszéd racsegyeneseken fekvd kordbbi kozelité megoldéasi
értékeket felhasznaljuk Gauss—Seidel modra. Ez az iteracié attdl ,zebra”,
hogy el6szor a paros, majd a paratlan sorszamu racsegyeneseket vessziik.

Ezek a ,szines” Gauss—Seidel iteraciok a haromdimenzios elliptikus stan-
dard feladatok esetén is jol miikédnek. Konvekcio-diffuzio feladatokban a
fekete-fehér iteracié viszont nem javasolhaté (mar két dimenzioban sem). A
tobbracsos modszerben hasznos iteraciokrol a 16.7.2. és 17.5.5. *** pontok-
ban is lesz sz0.

Egy kézenfekvs programozasi hiba elkeriilésének az érdekében (a tobbré-
csos algoritmus tesztelésénél hasznos sok tanacsot adnak egyébként Briggs,
Henson és McCormick kényvében) hangsilyozzuk, hogy a simito iteraciokat
(és a restrikciokat, interpolaciokat) mdsod- és harmadfaji, valamint peri-
odikus peremfeltételek esetén a peremen is kell alkalmazni! Az ilyen peremen
fekvG pontok is szamitanak belsGknek.

Az elsdfaju peremfeltétellel viszont csak a legfels6bb szinten kell foglalkoz-
nunk : a an’:’:;lygmw_l interpolécio el6tt betoltjiik a finom racsnak megfelels
peremértékeket, majd az interpolacié erre is tAmaszkodik. Az alacsonyabb
szinteken mindig homogének az els6faji peremfeltételek, hiszen ott a hiba-
egyenletekrdl van sz6, és még a Pfs:;_lygmw_l els6faju peremfeltételei is ho-
mogének.

2. restrikciok :

- direkt atvitel (fiiggvényérték szorozva o-val; leginkabb o = 1,0.5. Kon-
vekeio-diffuzio feladatoknal ennél kisebb, a 17.4.0-ban *** (42)-vel definialt
q lokalis cella-Reynolds—szamtol fiiggs o is lehet célszerti),

- 5-pont restrikcio;

- 7-pont (linaris haromszoges végeselem restrikcid);

- 9-pont restrikcio.
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Most érdemes ellendrizni, hogy a restrikciok magtere valéban a gyorsan
oszcillalo racsfiiggvényeknek felel meg! Ehhez 1d. a 18. feladatot.

3. interpolaciok :

- bilineéaris interpolacio;

- 7-pont (lineéaris haromszogos végeselem interpolécio);

- harmadrendii interpoléacié (perem kozelében méasodrendii).

Tovabbi lehetGségeket 1d. pl. Mohr és Wienands cikkében.

Megjegyzés. A felsorolt restrikcidokra és interpolacidkra nézve van bi-
zonyos valasztasi szabadsig, de 6ket nem ajanlatos tetszélegesen kombinalni.
Egyrészt, van egy korlat ezen miveletek rendjére nézve, 1d. 15.4.7. pont, mas-
részt, ha A, szimmetrikus a D, szimmetrikus és pozitiv definit méatrix altal
definialt skalarszorzatra nézve :

(DZAZU& W)l = (DgU,g, Aﬂ)z)g minden wuy, vy € ]RNl-re,

(ahol (-,-)¢ az f-edik szint euklideszi norméaja) azaz ha D,A, szimmetrikus,
akkor az — itt targyalt véges differencia alapi — tébbracsos modszer haté-
konysaga nagyobb, ha teljesiil

PIZe—l = De_l(Rg_l)TDe—l avagy Rg_l = De_—11(Pee—1)TD£- (15.90)
Erre a kapcsolatra a 15.4.5, 15.4.6 és 15.8.1. pontokban tériink vissza. Az
utébbi pontban kideriil, hogy a “beagyazott” végeselem alaptu tobbra-
csos modszer esetén nincs valasztasi szabadsag, mind az Ay, Pf_l és Rﬁ‘l
matrixokat a béazis hatdrozza meg és érvényes

Pee—l = (Rg_l)T-

Ez viszont egyben egy példa (15.90) teljesiilésére : ha a peremérték feladat
elliptikus operatora onadjungalt, akkor szamithatunk arra, hogy maga A,
szimmetrikus, azaz D, = I,. O

e Ehhez a ponthoz préobaljuk ki az ,Ellipsz” programot és oldjuk meg a
19., valamint a 27. és 28. feladatot! Egy olyan algoritmus kidolgozasa, amely
(egyszerti, problemamentes elliptikus feladatoknal) a mtiveletigény szempont-
jabol kiilonosen elényos, a 20. feladat targya.

15.4.4 A tobbracsos iteraciék mivelet- és tarigénye

Az alabbi elemzés adja a magyardzatot arra a fenti megallapitdsunkra, hogy
a 7y paramétertdl érzékenyen fiigg a tobbracsos modszerek miiveletigénye.



15.4. A TOBBRACSOS MODSZER 59

Igy a kétdimenziés peremérték feladatok diszkretizaciojabol szarmazo linearis
rendszereknél v = 3 még lehetséges, v = 4 mar tilos abban az értelemben,
hogy ekkor mar nem igaz, hogy a moédszer miveletigénye az ¢-edik szinten

Qe = O(N,).
Legyen @, a kovetkezs lépések miiveletigénye (£ > 2):
a Gauss—Seidel-féle elsimitas az f-edik szinten,
a maradékvektor kiszamitasa,
a bilinearis restrikcio kiszamitasa,
a bilinearis interpolacioé és a javitas kiszamitésa, (az ¢ — 1-edik szintrél
val6 visszatérés utan),
az utésimitas.
Ekkor

0, < 25+ +2(s+1) + 14—1 104+ 2(s + Do) Ny = O(N,). (15.91)

Itt egy mitvelet alatt barmely aritmetikai miiveletet értiink, ezenkiviil fel-
tettiik, hogy minden bels§ racspontnak legfeljebb s szomszédja van (azaz
soronként legfeljebb s + 1 nemzérus eleme van Ag-nak). Tovabba azt is
feltételeztiik, hogy v; és 15 nem nagyok, aminek alapozasat 15.4.7-ben fogjuk
latni (gyakran vesznek vy + vo < 2). A Poisson—egyenlet Gtpontos approx-

“ s,

adodik. B
Ezutan konkrétan feltehetjiik, hogy @, < coNg, 2 < k < 4. Ekkor

Qr=0Q,+7Qk1, k>2,

“, 0,

szinten, 1d. az eljarast. Ezt az eredményt azzal egészithetjiik ki, hogy Qg := 0,
és Q, az elsd szinthez tartozd direkt megoldasnak a koltsége.

A kovetkezGkben az egyszeriiség kedvéért 4Ny, | = Ni-val szdmitunk, 1 <
k < (¢, azaz a racs finomitdsa felezéssel torténik (ehhez 1d. a 21. feladatot).
Ekkor Qp-re azt kapjuk, hogy

-1 -2
Qe = D Qi <7v7'Qu+ ) Nyt
k=0 k=0

-1

< max(cq, ¢) ZNg_k"}’k < max(c¢y, o)
k=0

N,
ﬁ < 4max(cq, co) Ne,

amig @1 <c Ny és1<~vy<3.
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Megjegyzés. A Q, < c; N egyenlStlenség érvényessége néha problémét
jelent. Ugyanis ¢; := @Q,/N; nagy is lehet (és ezzel az itt vazolt eljaras
nehézkes), ha a legalacsonyabb, elsG szinten a peremérték feladat sajatossa-
gai (pl. a peremvonal erGs tagoltsaga) miatt mar viszonylag sok pontra van

sziikség. Ekkor N; > 1 és Q,/N; ; s N7, a legrosszabb esetben teltmatrixi
Gauss—eliminéciora gondolva. Ugyanemiatt (és kiilonosen akkor, ha még a
memoria is eléggé kicsi) varhato, hogy csak néhanyszor finomithat6 a racs —
tehat (%)e_l nem kicsi.

Ilyen esetben nehéz a tobbracsos moédszer alkalmazésa, 1d. a 15.4.10. pon-
tot. Ez a probléma viszont a ), < const N, eredményiinket nem érinti. 0O

A fenti koltségekhez hozzajon még { Ay }e_, és by kiszdmitasédnak miivelet-
igénye, ami becsiilhet§ mint cy Zizl N < 4/3c¢oNy, tekintve, hogy Ay Gsszes
nemzérus elemeinek szama (s + 1) V.

Ha a sima tobbracsos modszer egész koltségét akarjuk becsiilni, akkor
el6bb még azt kellene tisztdznunk, hény iteréciéra van sziikség egy adott
pontossig eléréséhez. Erre visszatériink a konvergencia tétel utan, 1d. a 15.17.
tételhez fiizott 2. megjegyzést.

Most a teljes tobbracsos modszer @g koltségének vizsgalatara tériink ré,
ebbe beleszdmitva minden aritmetikai mitveletet addig, mig ¢ az ideiglene-
sen legmagasabb szint és az algoritmus be nem fejezte ott a py = pup =: p
iteraciot. Qp-re az elébbiek alapjan (ld. az eljarast is) a kovetkezd becslést
kapjuk :

¢ ¢
Qe = Q+ Z pQx + c3Ny,) < Zcu+03
4
< N+ (ep+ 03)§Ne < const N,.

Itt a ﬁ,f’l interpolacio koltségét cs Ny-val szamitottuk. Ujabb feltételre nincs
sziikség és Q, = O(IN,) biztositott 1 < v < 3 esetén — kivéve azt, hogy
korlatosnak valaszthato legyen. Ez majd kovetkezik a konvergencia tételbdl,
Id. a 15.18. tétel 2. megjegyzését.

Kovetkezonek vizsgaljuk a tarigényt olyan kétdimenzios feladatra, ahol
megfelel§ egy 6tpontos approximécié. Ilyenkor a kovetkezét kell eltarolni, ha
egyszeri a tartomany (pl. téglalap) :

L
7-4
{4k, b, witim = G+ 14+1) Y Ny < —=Netarhely,

k=1
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ugyanis Rry elfoglalja by_; helyét (és Rry kiszamithato by, Ay, valamint yy
ismeretében ugy, hogy maga r, nem is késziil egész vektorként, csak az Rry
kiszamitasahoz éppen sziikséges komponensei), wg_1 = yx_1, stb. Kényelme-
sebb persze 7, kiilon kiszamitasa és tarolasa. Ekkor az el6bbi %Ng helyett
%Ng tarhely az eredmény. Valojaban viszont az ry tarolasara szolgaléd (v-vel
jelolt) segédtombet elegendd csak a legmagasabb szinten bevezetni, hiszen
ugyanazt hasznélhatjuk az alacsonyabb szinteken is.

Ha bonyolult a tartomany, akkor A, mellett még a kompakt tarolésat
biztosité ia, ja mutatovektorokat is el kell tarolni (I1d. I. 1.3.9., ezek egy-
ben a szomszédsagi viszonyokat is adjak, v.6. 15.7.7-tel). Ezenkiviil Ay
kiszamitasahoz és az eredmények kirajzolasahoz az (1, xo) koordinatak els-
nyosek. Ha most pl. a valés szamok nyolcbéajtosak, ia komponensei négybéaj-
tosak, ja komponensei kétbajtosak, akkor

)2
.. 1 5
v, {1a, ja, Ag, bk, v, m’f, .TIQC, }izl — N+ (5 + Z +5 +4> E N < 16N,
k=1

nyolcbajtos tarhely elegendd.
Ehhez a ponthoz 1d. a 22. feladatot is.

15.4.5 A kétracsos modszer konvergenciija

A tébbracsos modszer konvergencia bizonyitasat megkonnyiti, ha elészor a
kétracsos modszert vizsgaljuk. Ennek egy iteracidja az Ay, = b, rendszer
megoldésara felirhato a kovetkezSképpen (vy = v, vy = 0. Legyen T} az
iteracio folyamén a jobboldali vektorra haté métrix) :

y;;,()) = 2‘/2; ys;,m) = Shygmil) + Thbha m = 1a s, Y,
rho= by — Apyy,
Agpwy = Rfr,, (pontos megoldas)
yp = T+ Phwy.

Mar I. 1.6.2-bél tudjuk, hogy az iteracids eljarasok konvergencia vizsgala-
p . (m) ., (m) . . 21124 4
tahoz lényeges az e, ’ ==y, Yy, hiba egyenletének az elGallitasa

egm) = Khegmfl)

alakjaban, valamint a K, iteracios matrix spektralsugaranak (ill. normaja-
nak) a becslése. Mivel a pontos megoldas a simito iteracio fixpontja kell,
hogy legyen, érvényes

égm) = Sh?gmil) + Thby — yn = Shéﬁmfl) =...= SfTél(zO)a
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ahol e™ := 7™ — y,. Ezzel a by-val kapcsolatos tagok eltiintek (Id. a 22*.

feladatot *** is). Most

o= by — AT = Aulyn — 7)) = —Auey) = —A,Syey) = —A,Sued,
wy = A RHr, = —Aj 1R,IfAhShe
ey = @) — PRASRIA,SLE) = (I — PR AL REAL) Ste®
= (A" = PgAy Ry) AnSje,

Tehat az iteracidos méatrix
Kh = Kh(l/) = (A,:l - PAI__IlR) (AhS,’:) = ChAhS;:

K, alakjanak meghatarozasa utan rogton adodik a kévetkeztetés, hogy a pon-
tos megoldas a kétracsos (és hasonloképpen a tobbracsos) modszer fixpontja
is:e) =0 = ¢; =0.

Megjegyzés. Ha A, szimmetrikus a D, szimmetrikus és pozitiv definit
méatrix altal definialt skalarszorzatra nézve, akkor C}, = A;l —PAZ Risilyen
értelemben szimmetrikus, amennyiben igaz (15.90). Hogy milyen értelemben
lesz ekkor K szimmetrikus, azt majd 15.8.3-ban vizsgaljuk. O

K, szorzatalakjanak megfeleléen a konvergencia vizsgalatot két részre
bontjuk, valamilyen indukalt matrixnormét valasztva :

a) megmutatjuk, hogy az approrimdcids tulajdonsdg megvan :
IChll = [14," = PAL'R| < cq; (15.92)
b) megmutatjuk, hogy a simitdsi tulajdonsdg megvan :
|ALSH|| < ¢s, ahol ¢y =c4(v) =0, v — oo. (15.93)
Ezutan kovetkezik
[En()]l < cacs(v) <1

elég nagy v-re. Vilagos, hogy (15.92), (15.93) helyett az is megfelel, ha
érvényes
ICull = | 4" = PAG'R|| < cah®, (15.94)

és

|ALSY|| < ¢sh™®, ahol ¢, =¢5(v) = 0, v — 0. (15.95)
Ebben a forméaban (bizonyos o > 0-val) gyakran adodik a simitési és appro-
ximécids tulajdonsag, a norméatol fiiggden néha o = 0-val, néha o« = 2-vel stb.
Lényeges csak az, hogy (15.94) és (15.95) ugyanazt az « szamot tartalmazzak,
egyszer plusz, egyszer minusz elGjellel.
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15.4.6 Az egydimenzids eset

A tobbracsos modszer alkalmazasa az egydimenzios esetre nemlinearis felada-
toknél lehet indokolt. Linearis egydimenzités feladatok esetén viszont nincs
szitkség a tobbracsos modszerre (mert ekkor a sdvos Gauss—eliminaci6é miive-
letigénye O(N)). De egyszeriibb és tanultsdgos ezen eset elemzése. Ezért
vizsgéljuk elGszor részletesen az idevonatkozo legegyszertibb modellfeladatot
(v.6. II. 11.4.2-vel) :

'+ =0, 0<z<1; u(0)=u; u(l)=uy,
és annak megoldéasat a szokéasos sémaéaval :
Yoo+ f =0, TE€EwWh; Yo=u, Yo=us, h=1/n

Itt n = 2N. Ugyanezt a sémat az wy racson is vizsgaljuk, ahol H = 2h =
1/N. Ekkor

1
Ay = o tridiag(=1,2,-1) € R Dx-1),
Ag = — tridi (—1,2,-1) € RWV-Dx(N=1)
H = g tridiag(—1,2, .
Mint simit6 iteraciot valasztjuk az egyszert iteraciot w paraméterrel :
g = (I = wADT + wbs,
U ug\ T
bh = (.f1+h_;afZ:"':fanafnfl'i_h_;)
A restrikcié legyen harom szomszédpont silyozott atlaga :
1 21 0
. 1 21
R=Rl = 1 € RIV-1Dx(n=1),
1 21
0 1 21

az interpolaci6 a szakaszonkénti linearis interpolécié :

Lo
1

P=P! .= % c R Dx(N-1),

— N

\0 1)
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Nyilvanval6an ezeket a matrixokat nem fogjuk tarolni, a veliik val6 szor-
zast két-két programsor intézi el. Egyébként azt latjuk, hogy P = 2RT,
R = 1P". Ez egy példa (15.90) teljesiilésére : Az A, métrix szimmetrikus
az egydimenzios (0, h)-skalarszorzatra nézve (1d. IT 11.4.6., (88)), vagyis itt
Dy, = hl,. Ekkor Dy = HIg = 2hIy és D, ' RT Dy = 2RT = P.

Szamitsuk ki most az RA, P szorzatot! El6szor kapjuk, hogy

(0 e en e 0)

2 -1 0 0
0 ... 0

1 [-1 2 -1 0 0 ey
0 -1 2

\ 0 .. 0/
majd

4 -2 0 0
-2 4 -2 0 0

1

RALP = 3I? = Ayg. (15.96)
g

0 -2 4

Ebbsl kévetkezik, hogy ChAy és Qn = A;°ChA;* (ahol C, == (4;" —
PAL'R)) projektorok. Vegyiik pl. a Qp = I, — A,ll/ QPA;RA,IL/ * métrixot :

Q2 = I,-24°PA;'RA)” + A}*PA,} (RA,P) A, RA}/* (15.97)

= I, - APPAZ'RA? = Q. (15.98)

Ezenkiviil (), szimmetrikus és kovetkezésképpen pozitiv szemidefinit is :

(@nz, 2) = (Qhz, 2) = ||Qna]* 2 0.

Mivel @, # 0, igy norméaja 1. Az a tény, hogy @) projektor, varhatéan
el6nyos a konvergencia vizsgalatnal (1d. 15.8.2-ben a 15.40. lemmét). De ha
csak ezt hasznéaljuk, akkor a

1Knlla, = 1A Kn Ay ) = 1| A2 ChAnSE A 2| = 1QuSall < 1Sk

osszefiiggést kapjuk, amely nem ad valos képet K, hatésarol. Hogy ezt belas-
suk, szamitsuk ki a Khv,(f) szorzatokat az A, matrix U,(LJ) sajatvektoraira
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2 sin %)2 és (W) := sinjirh.
Ezek a vektorok igy nem normalizéltak, de ez egyeldre nem lényeges. Ezen
vektorok mellett az Ay méatrix vg) sajatvektorai és )\f sajatértékei is els-
fordulnak. Ervényesek a kovetkezd Osszefiiggések (vegyiik figyelembe, hogy

mindig n = 2N) :

(j = 1,...,n — 1), tudva, hogy M} = (2

| (W), hal1<j< N—1, .
(v,(f))zi =20, ha j = N, i:1,...,§,
—(@0 ), ha N+1<j<2N—1,

mh
A= )\hCOSZJ—, 1<j<N-1,
J 2

h
ML= ,\QCOSQ%, N+1<j<2N -1,

(Ul(,j))z'—l + (’U}(l]))z-l—l = 2C03j7rh(vl(lj))i’
WP)i + WP)i1 = 2cos jrh(v))ai 1.

Ezekbdl a relaciokbol kovetkezik

j 1 j cosjmh+1, (;
(Rv’(lj)>i ~ 3 [( )21+ 20 )i + (0 )21 | = f(vf(f))zi
jmh Jm (v (]))“ hal<j<N-1,
= cos’ 5 (v h])) ;=cos” ——1¢ 0, ha j = N,
~(§™);, ha N+1<j<2N-1.
Ezért
[, hal<j<N-—1,
A Rol? = cos® % 0, ha j = N,
(ML) W) haN+1<j<2N -1,
és

(A1)~ L)y, hal1<j< N —1 |
(P43 13”2”); 0, ~ haj=N =\ (W)
(A" (0P)a;, ha N+1<j<2N—1

Itt azt is felhasznaltuk, hogy (v,(ZN))gi = sin2iNhm = sinim = 0. Tovabba
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kovetkezik
- 1
(panet), . =3[, + (),
. (A=, 1<j<N-1
h J f) . .
=cos2% - <0, j=N (v)2 +2(Uh )2i—2
(AL)™, N+1<j<2N-1
= (A1) cos jmh(vf)ai1.
Osszesitve :
j j j 0 k=21
CrA v(”) :(] —_ PA:'RA v(’)) — (yO, . ,
( h‘1hUp & (h H h) h & (h )k 1—cosj7rh, e 1.

(15.99)
Ahogyan latjuk, kicsi j-re a Cj, A, er6teljesen csillapitja a vgj ) vektort, de pl.

(ChAh’U,(lN))k = (’U,(ZN))]C, ha kK =27 — 1.

Most figyelembe vessziik az elGsimito iteracionak egy lépését is. A kovet-
kez6kben tehat a Kj(1) métrix norméjat fogjuk becsiilni. Abboél indulunk
ki, hogy mivel

1 — cos jmh = 2sin® j7h/2
és )
(U(n—j))k _ —( h]' )k, ha k = 24,
h (W), ha k =2 —1,

a fenti (15.99) eredményt igy is lehet irni :

. . _ . ith  R?
CrAw? = ;- (’l),(lj) + o J)) , ;= sin’ % = Z)\;-‘, (15.100)
és a j <> n — j cserével kovetkezik (felhasznalva a s, ; = cos® % =: ¢j

relaciot)
ChAhU,(Ln_j) =¢Cj5- (Uéj) + U}(Ln_j)) .

Ez azt jelenti, hogy a span{v,(lj), v,(Ln_j)} altér invarians CpAp-ra (valamint
K, = Ki(1) = CLA,Sk-ra) nézve. Emiatt vezessiik be a j' = n — j jelolést
és vizsgaljuk az

av,(lj) +BU,(lj’) (1<j<N)

vektor sorsat. Az egyszert iteraci6 egy lépése alatt ebbdl

(1- w)\;-‘)av,(zj) +(1- w)\;?,)ﬁv,(lj’)
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lesz és a durva ricsii pontos megoldas utan kapjuk

[(1- w)\;-’)asj +(1- W)\?:)Bcj} (U’(Lj) 4 U’(Lj')) '

c sz

h2
Cj = Sj/ = Z)\;l,
Ennek alapjan Kj(1) = Cy Ay Sy-ra kovetkezik
2

. N h . ,
Ky(1) (ow,(f)+ Bul )) = [(A—wA)Ma+ (1—wA)) N 8] (U,(f)—% v )) :

Ezen Gsszefiiggés mindkét oldalat megszorozva v/2-vel, a v,(lj ) normalt sajat-

vektorokhoz megyiink 4t. Ekkor hivatkozhatunk az

IN—1 1/2
1Yl = Y]] Logwr) = (Z yz?h)
i—1

stilyozott euklideszi norméaban érvényes

relaciora. Mivel nalunk csak két sajatvektor van jelen, igy
: y B
1Kn(1) (avf? + o) I = 2

2
= [(l—w)\?))\?a+ (1—@92)&35] 2 <

h* 2
<5 2 (—w)X) (@ + 57,
k=j,5'
a Cauchy—egyenl6tlenség segitségével. Ez igaz j = j' = N esetén is, amikor
a =1, B =0. Eredményiinket a kovetkezs formaban is felirhatjuk :

. . hi
1Ka(1) (o + 8o ) IP < 25 (104 (1= (20-1)*(2p=£)%] (02 +57).
(15.101)
Itt a kivetkez jeloléseket vezettiik be : p:= Zw, t:=wAl € [0,2p], és azt
hasznaltuk fel, hogy

iTh
wAj = 2pcos’ % =2p—wl;=2p—t.



68 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

Ezekkel a jelolésekkel (15.101)-ben az o? + 3? szorzéja
1
fi(p,t) := or [(1=8)* P+ (1=2p+1)*(2p—t)°].

Ha
IN-1

y=2>_ o,
j=1

akkor (15.101) szerint

N—-1
N
1Kyl < oA lIER Q)12 + D 1K) (0 + oo )P
7j=1
2N—1
S max fl pa Z Of = Imax fl(pa )||y||2

0<t<2p 0<t<2p

Mivel fi(p,t) > 0, a konvergencia attol fiigg, vajon maxo<i<a, fi(p,t) < 1.
Nem nehéz kiszamitani, hogy ez akkor all fenn, amikor

(2-V2)/4 < p< (2+V2)/4,

vagyis ha
h? h?
(2—\/5)§ <w< (2+\/§)§

A p-intervallum kézéppontja p = 1/2, azaz

R 1

4 [ Anllcen’

ld (15101)7 és ekkor maXOStSQp fl(p; t) = %
De van optimalis iteraciés paraméter is. Ennek meghatarozasahoz vegyiik

észre, hogy

w =

2
R =5 (120 <1) -,
p
ha p = pept := (3+1/2)/7. Ttt Ty jeldli a negyedfoki Csebisev—polinomot, 1d.
I. 294. o. Mivel az a [—1, 1] intervallumban veszi fel maximalis 1 értékét pl.
-1-nél (ami ¢ = 0-nak felel meg), igy — jra f; nemnegativitasat is figyelembe
véve — végiilis

18 — 8v2
R —_ 2 —_ )
min max fi (p,t) = f1(Popt; 0) = (1 — popt) 9 0.13645.. .,
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6S Wopt = %2/)0@: =3+ \/5)%

Akar ezt az értéket vessziik, akar w = ’Z—z-et, a konvergencia sebessége
nem fiigg h-t6l! Az optimélis w esetén pl. 4 iterécié utén a hiba mar kisebb
mint az eredetinek 50-0d része, és

(18 — 8v/2)1/2
7

| Kn(D]| < =0.36939....

Ha egynél tobb simit6 iteracidt végziink, akkor még jobb lehetGségeink is
vannak.

Ha pl. két simito iteraciot vesziink, valtozatlan w-val, akkor az egyébként
megegyez6 el6bbi jeldlésekkel legyen

fa(p,t) = 2%2 (A=) 4+ (1—2p+18)*(2p—1)%].

Ekkor K},(2) := C,A,S? becsiilhets a kovetkezképpen :
1Kn(2) (v + 8o I < falp,t) (02 + 5. (15.102)

Amennyiben most p = %, akkor a Ty Csebisev-polinommal teljesiil

200 = 155 (=0 +3),

tehat

. 2 2
min max fa(p,t) = fg(g, 0)= T 0.02469. . .. (15.103)

Ap= % azt jelenti, hogy w = ’g—z, amivel mar el6bb a 15.4.2. pont (15.89)
osszefiiggésében talalkoztunk. Ilyenkor (15.102) és (15.103) szerint

2

1K (2)] < % —0.15713....

Az el6bbi gondolatsorhoz hasonléan azt az esetet is lehet vizsgalni, hogy

az els6 és a mésodik iteracios lépésben mas-mas iteracios paramétert valasz-
tunk (Id. a 23. feladatot).

Térjiink most vissza a (15.100) azonossaghoz! Azt ugy is lehet érteni,

hogy igaz
. h2 . y
Cth(L]) == (vf(lj) 4 U}(L] )) ’
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vagyis
. , h2 . y
Ch (ow,(f) + BuY )> = (a+ ﬁ)z (v,(f) + o )> :
. y hi . , hi
1 (v + 8o ) 1P = (a+ 8235 (oI + 0f”1) < (a2 + 8%
Innen, megint a {v,(lj )} rendszer ortogonalitdsa miatt, kovetkezik, hogy

h? _ _
= > Gl = 145" = PAZ'RI.

Ez nyilvan a (15.94) approximacios tulajdonsag specidlis esete : @« =2, ¢, =
%. Masképpen kifejezve: a PA;IIR operator masodrendben approximalja
At

Ez utoébbi tulajdonsagot az altalanos, tobbdimenzios esetben is be lehet
bizonyitani, megfelels feltételek mellett.

Ehhez a ponthoz 1d. a 24. feladatot is.

15.4.7 A simitasi és az approximaciés tulajdonsag

Az approximacios tulajdonsag a kovetkezét jelenti az altalanos, akar tobbdi-

menzids esetben. Az
Anyn = fn (15.104)

diszkrét elliptikus feladat mellett (ahol f-t a differencidlegyenlet f jobb-
oldalabol és a peremértékekbdl szamitjuk ki) vizsgaljuk az

Anyn = Ry fa (15.105)

egyenletet is, és keresett egy
s — Pliyalln < e[| il (15.106)
alaki becslés az wy, racson definidlt || - ||, normaban és a h-tol fiiggetlen ¢

konstanssal. Ha ez teljesiil minden f,-ra, akkor ugyanis
1(Ay" = Pa Ay Ry) falln = lyn — Pryymlla < ch?|| falln,

vagyis ekkor érvényes (15.94), a = 2,¢, = ¢. A (15.106) becslés bizonyithato-
sadga nem csak az Aj, és Ay méatrixoktol (azaz a megfelel§ diszkretizaciotol),
valamint a restrikci6 és interpolacid kivalasztasatol fiigg, hanem az eredeti
feladat simasagatol is, azaz a differencidlegyenlet egyiitthatoinak, jobboldala-
nak, peremértékeinek, és a tartomany peremének differencidlhatosdgéatol.
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A differenciaséméaknal szokésosak az
lyn — Rpulln = O(h?)

alaki becslések, ahol || - ||, pl. a C(wp)- vagy a Lg(wp)-norma és Ryu a
folytonos pontos megoldas restrikcidja a réacsfiiggvények terére. Ezen becs-
lés klasszikus modszerekkel valo levezetése esetén (1d. a 15.3. pontot) eléggé
erds simasagi feltételek kellenek, mert az O(h?) tag tartalmazza az u de-
rivaltjainak norméjat (mig végeselem approximécio esetén ismeretes, hogy
llu — upllo < MR?||f]lo, ami megkdénnyiti az approximéaciés tulajdonsig bi-
zonyitéasat, 1d. 15.8.1.).
Ezutan viszont

|lwg — Rpullg = O(H?)
is érvényes, ahol Aywy = fy, és
lyg — Ruully = |lwg — Ryullg + |lyg — wllp = O(H?) = O(h?)

is kézenfekvd, ha
|RY fr — fulla = O(H?).
Végiil, ha

| Rvu = P Ryulln = O(R?) és || Pyl < co,
(ahol gyakran ¢y = 1-re szamithatunk,) akkor

lyn — Rpulln + ||[Rou — Pl Rgulln + || PhRuv — Phyglls
O(h?) + O(h?) + col|[Ruu — yullm = O(h?).

lyn — PﬁyHHh <
<

Az itt mutatott elvi becslési lehetGség aldhtizza, hogy a tobbracsos mod-
szer egyes elemei (az approximéacio (Ay), az interpolacio és a restrikcid) kozott
szoros Osszefiiggés kell, hogy legyen. Hatranya, hogy til sok simaséigot kell
feltételezni — és hogy a normdk nem dsszehangoltak a simité tulajdonsag bi-
zonyitasdnal alkalmazott normakkal a kovetkezd értelemben. Ha a célunk
(15.94)-nek és (15.95)-nek megfelelGen a

1K (v)]

matrix norméjanak becslése pl. a || - ||o diszkrét Lo-féle norméaban, akkor
ehhez ugyan nem kell, hogy Kj(v)-vel egyiitt Cph-t is és ApSp-t is mint
Ly(wp) — Lo(wp) leképezést értelmezziik. De amennyiben bizonyos W (wp,)
diszkrét fiiggvénytérrel vessziik

o = ||Ch - AnSy|

0,h

AhS;: : Lg(wh) —>W(wh),
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akkor kell, hogy legyen
Ch : W(wh) — Lg(wh).
Ennek megfelelGen (15.95) azt jelenti, hogy a

| ARSH frllw ) < esh™ || fallLan) (15.107)

becslésnek kell teljesiilnie, mig (15.94) azt, hogy

1ChynllLon) < cah®[lynllw(wn)- (15.108)

A W (wp) térrel egyiitt valtoznak a (15.107)-ben és (15.108)-ban szerepld
normaék is.

Ezt a problémat meg lehet oldani : az ilyen vizsgalat N.Sz. Bahvalov,
M. Dryja, W. Hackbusch és méas szerzéknek az érdeme, és végiilis olyan
kévetelmény mellett adja a differenciasémék esetén az approximéciés tula-
jdonsag érvényességét, hogy a restrikcio rendje plusz a prolongdcio rendje
legyen nagyobb mint az elliptikus operdtor 2m rendje. Ennek levezetésére
nem tériink ki. Itt a prolongécidé p rendje azzal definidlt, hogy igaz

|1Pf Raw — Ryulln < O(R)

minden elég sima u fliggvényen. A restrikci6 transzponaltjat (1d. 15.4.6.)
értelmezhetjiik mint interpolaciot, és ennek ¢ rendje adja a restrikcié rendjét :

I(Ry)" Prru — Pyulln < O(R).

Mint példat emlitjiik, hogy masodrendii feladat esetén az el6bbi ered-
mények értelmében kell, hogy p+¢q > 3 legyen. Ekkor megfelels pl. a bilinéris
interpolacio, valamint a bilineéris restrikci6 hasznalata, mert mindkettének
a rendje 2. Amennyiben viszont mint restrikciot a direkt atvitelt valasztjuk
(amelynek rendje 0), akkor az interpolacié rendje kell legyen legalabb 3 (amit
a kobos interpolacio teljesit). Ezt az esetet vizsgalta N.Sz. Bahvalov, és erre
bizonyitotta be elsének a tébbracsos modszer konvergencidjat altalanos el-
liptikus operatorra.

Ha (15.108) bizonyitésa sikeriilt, mondjuk
IChll = |4, = PAG'R|| < c,h?

alakjaban, akkor emellett az approximécios tulajdonsiag mellett a Kj(v)
matrix norméjanak konvergencia becsléséhez elégséges az

C
A 87 < 5
lAwSKI < &

I (15.109)
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alaku becslés, amelyben most ¢, fiiggetlen v-t6l. Ezzel a simitasi tulajdonség-
gal most foglalkozunk olyan feltételek mellett, amelyek tipikusak masodrendii

.« s,

15.14. Lemma (az egyszerti iteracio simit6 tulajdonsaga). Legyen A, =
Ay > 0, |Anllc@ws) < co/h? és a || - || norma az euklideszi. Az egyszerd
iteraciénak

h*feo < w < 1/ Al
esetén megvan a (15.109) simit6 tulajdonsaga c¢s = ¢y/2 konstanssal.

|[Kommentar: Ha pl. w = 1/||Ap||c(w,), akkor a feltétel teljesiil, 1d. a 25.
feladatot is.|

Bizonyitas. Feltételeink mellett hasonl6 optimalizacios probléméahoz ju-

tunk, mint az el6z6 pontban fi(p,t)-vel kapcsolatban (k = 1,2).
Most

Sy o= (In— wAp),
1
v _ h _ hyv _
[4nSyIl = A?_H;%h)I/\j(l W)’ < = max |f,(#)],
ha
t:= w)\;-’ € [wAr w1 C [0, tmax),  fo(t) == t(1 —t)".
[0,1]-ben f, felveszi maximumét ¢ = t, = 17%)/-né] (v > 1), ami feltételeink
mellett mérvado, mert tyay := wAl, = w||A4s]] < 1. Ekkor
1 v Yo 1
ApSr| < < S 15.110
I hh”_w(l-l—y) <1+1/) ~ h22(1+v) ( )

Itt egyrészt 1/w becslését alkalmaztuk, masrészt azt, hogy
1 14
2<|1+—-) —e v— o0
v
Tehét aszimptotikusan

1
v(O)] ~ ——,
n[%%ﬂf ) e(v+1)
vagyis : nem sokat vesztettiink a (15.110) becslésnél. O

Megjegyzések. 1. Ha alkalmazhat6 a lemma és érvényes ||Cy|| < ¢, h?,
akkor most az koévetkezik, hogy

1
| Ky]| < cah?s2 — e

= 1
220 +0) 20+0) &
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ha v elég nagy, fiiggetleniil A-tdl.
2. Vegyiik észre, hogy w megfelel§ valasztasdhoz elegendé az Aj, maxi-
malis sajatértékét vagy annak egy co/h? alaku fels6 becslését ismerni!
3. Az egydimenzids esetben2igaz | Anll = 1l An]| Lagwn) =2,:1—2 cos? It <
| Akl cwn) = % és ||ChllLawn) < 2, ami azt jelenti, hogy w = - esetén
h? 2 1
Ky (v < —. =
|| h( )||L2(Wh) — 2 h2(1+l/) 1+V’

tehdt a fenti elemzésiinkkel egybehangzoan ||K,(v)||1,w,) < 3, mihelyt v >
S

1. Ha viszont az w paramétert a [, %] intervallumbol véalasztjuk és v > 5,

akkor || K, (V)| y(wy) < Hiy

4. Felhivjuk a figyelmet a kovetkezd koriilményre : Az w = 1/||Ap|| esetén
ad6do

1
14 < -
468K < Ml 5755

alaku becslést nem lehet levezetni az
1ARSHI < || Anll l|SK]]

egyenlGtlenség alapjan: ha szimmetrikus Ap, a norma az euklideszi norma
(mint ahogyan feltételeztiik), akkor I. 1.6.6. szerint

cond Aj, — 1)”

v _ - hl/:
Ispl =m0 - ] = (S0

A=2(Ap)

1 2v 1\” P 2v
= - e —— .
(14+condAp)v) — *P\ "1+ cond Ay,

Ekkor az egész becslés hasznalhatatlan lesz, természetesen csak azt mutatja,
hogy a simito iteracié nagyon lassan konvergal.

A h-t61 (ill. cond Ap-t6l) nem fiiggd, gyors konvergencidnak a bizonyitasa
annak koszonhets, hogy

(1—wAf)”  helyett  A;(1 —wAl)”.

szerepelt.
5. A lemma csak a v; = v, v, = 0 esetrdl szol, de valojaban az altalanos
esetrdl is ad informaciot, amikor utéiteraciot is alkalmazunk. Legyen ugyanis

C, = A;l — PAZ'R, & Kp(v,v) = Sy CrALSY,
akkor (ehhez 1d. a 26. feladatot is) vy + vp =: v-vel

123 v\ v1+ve v CaC
p (S ChAnSy") = p (ChdnSy ™) < IICull | ARSKIl < 2(17+Oy)
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mésrészt az iteracid soran tgyis az utdésimito iteraciot koveti az elGsimitod
iteracio :

Kﬁ(yl, 1/2) = SZZCh(AhSZ)Ch(AhS;:) e ChAhS;:l,
ahol 4 — 1 darab C},A,S} szorzo all. Tehat

KK (v, vl < NS INCRll ARSI - - ICRll 1 ARSE I ICRll I ARSE I,

és megint ||A,Sy|| becslése donts.

6. (V.V. Sajdurov) Legyen rogzitett az iteraciok v szama és engedjiik
meg, hogy minden itericiés lépésben mas paramétert alkalmazunk — agy
mint I. 1.6.7-ben a Csebisev-iteracional. Ezt a lehetGséget az el6z6 pontban
is emlitettiik. Ekkor optimalisan valasztva az w paramétert elérhetd, hogy

Co

Vi< 0
||AhSh|| = h2(1+l/)2

teljesiiljon.

7. A simit6 tulajdonsag bizonyitasa birtokdban érdemes visszatekinteni
a 15.4.4-beli, a miiveletigényre vonatkoz6 becsléseinkre. A 14 és vy iterécio-
szamok ott feltételezett korlatossdga megfelelének bizonyult, hiszen biztosit-
hatja, hogy || Kr(v1,12)|| < 1, viszont a gyakorlatilag elegenddnek emlitett
v, + vy < 2 (bar az Ellipsz” programmal ellenorizhets de) az itt bemuta-
tott elmélettel nem garantélhaté. Mindenesetre a (15.91) miiveletigényben a
dontd rész az iteracidkkal kapcsolatos. O

Mint kovetkez6 simito iteraciot tekintsiik a szimmetrikus Gauss—Seidel
iteraciot! Ehhez felidézziik ezen modszer képleteit (v.6. I. 119. o.) abban
az esetben, amikor feladatunk az Ay = b egyenlet megoldasa, ahol A szim-
metrikus és pozitiv definit méatrix :

A = L+D+U L"=T,

y© adott,
(D + L)y™*+/2 = _yy™ 4,
(D+U)y™Y) = —Ly™mt2 L m=0,1,....

Eliminalva az y™+/2)t azt kapjuk (feltéve D regularitasit, amely D + U =
(D + L)T regularitasat is jelenti), hogy

(D+U)y™ = L(D+ L)"'Uy™ +b— L(D + L)™'
Innen azt olvassuk le, hogy

S=(D+U)'L(D+L)y'U
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az iteraciés matrix. Ezt az 1. 1.27. tétel bizonyitasaban latott médon (ahol
Wlet V-vel jeloltiik) alakitjuk at :

S=I-W'A, ahol W:=(D+ LD (D+U).

Ez a W a prekondicionalasi matrix, amelynek segitségével az iteraciot az I.
1.6.3. pont (1.80) képlet alakjaban irhatjuk. Mostani jeloléseinkkel ez

W (y™H) — g™y 4 Ayt =b, m=0,1,.... (15.111)

Vegyiik észre, hogy W inverzét nem kell explicite kiszdmitanunk és A-n feliil
nem keletkezik tovabbi tarigény! Ha valamilyen b vektorra érdekel W~1b,
akkor 7(©) = 0-val a szimmetrikus Gauss-Seidel iteraciot beinditjuk és kapjuk
y) = Wb

Néhany, a simit6 iteraciokkal kapcsolatban érdekes esetet (15.111)-alaka
iteraciora sorolunk az alabbiakban :

L1, az egyszert iteracio,

D, a Jacobi-iteracio,

D + L, a Gauss—Seidel modszer,

(D+ L)D™Y(D +U), a szimmetrikus Gauss—Seidel modszer.

Jelen esetiinkben W nem csak szimmetrikus métrix (ez régton LT = U-
bol kivetkezik), hanem pozitiv definit is :

W=D+L{I+D'U) = D+L+U+ LD 'U=A+LD'T,
(LD 'Uz,z) = (D™'Uz,Ux) >0,

hiszen A-val egyiitt D is pozitiv definit. Innen
W=A+LD'U>A>0.
Maga az S métrix nem feltétleniil szimmetrikus, de
X o= W2 AW -1/2

igen. Most tekintsiik a (15.84) egyenletet, amikor ott Aj; szimmetrikus és
pozitiv definit, és az Ap-bol levezetheté matrixokat h indexszel latjuk el :
Ap = Ly + Dy + LT; Wy = Ay + LDy LY, X, = W, 2 4,W, % A
szimmetrikus és pozitiv definit W), méatrixhoz norma rendelhets hozza :

|zllw, == (Wha,z)Y? = |W} ),
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és ha a kétracsos modszer K, = CpApS) iteraciés matrixat ebben a W-
norméban vessziik :

| Khzlw,

1/2 —1/2
|| Knlw, = max = w2k Wy,

220 ||zllw,

akkor
1/2 —1/2 1/2 1/2 —1/2 v —1/2
[ Knllw, = W, 2B W, 2 < W20, 2 - Wy 2 Asywr, 2.

Vegyiik észre, hogy ez egy konkrét példa Osszehangolt normakra! Még-
pedig az A,S; matrixot tekintjiik mint az

{R", Wy} — {R", W'}

leképezést (ahol {IR", W}, } jelenti a Wj-norméaval ellatott IR"-et stb.), és Cj-t
tekintjiik mint az
{R", W, '} = {R",W,}

leképezést. Ekkor az A,S; norméja éppen ||W,:1/2Ah5,';Wh_1/2||, hiszen

v —1/2 v —1/2 v —1/2 1/2
1Syl = Wy 2 ASyal| = (W, 2 AnSy vy )W, P
< W, P Asaw R I
= |[W, P AnSew P 2],

javithatatlan becslés. Hasonl6an C} norméja ||W,}/ 2ChW}}/ 2||
Ezek miatt az approximécios tulajdonsagot most a

W (4" = PR Ay ROW,I| < cq
alakjaban kell bebizonyitani, a simitasi tulajdonsag viszont teljesiiljon igy :

W2 A P < 0

|| h hp h ||—2(1+V)7

(15.92)-nek és (15.93)-nak megfelelGen. h-hatvanyok nem keletkeznek, mert
a normabeli kifejezésekben A, és W), > A, egyenstlyban vannak.

15.15. Lemma (a szimmetrikus Gauss—Seidel iteraci6 simitasi tulaj-
donsaga). Legyen A, szimmetrikus és pozitiv definit. Ekkor a szimmetrikus
Gauss—Seidel iteracio rendelkezik a simitasi tulajdonsidggal abban az értelem-
ben, hogy igaz a

—-1/2 vyry—1/2 v 1
W, AuSi W, 2 = X = X)*1) < 5775
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becslés.

Bizonyitas. Elsének lassuk be, hogy X} pozitiv definit. Pontosabban
igaz 0 < X, < Ij,. Definicidja szerint ugyanis egyrészt

(Xpx,2) = (AhWh_1/2m, Wh_lpac) >0,
és itt az egyenlség csak x = 0 esetén igaz, mésrészt 0 < A, < W), alapjan
N (AW, 2, W ) < (Wl P, Wy %) = o
relaciobol kévetkezik X, < I,. Ekkor
WS W, P =1, — X, >0 & WY2SW, V2 =1, — Xy < .
A simitasi tulajdonsag ezutan abbdl adodik, hogy mivel

WP WP =1, - X, s WPSiW? = (I, — X,

igy
1

172 4 ) = 1 X0 — X)) € ———
W, " ARSEW, | = [[ X (In — X)"]| < 20T 0)

Id. a 15.14. lemma bizonyitasat. 0O

Amennyiben az A, méatrix nem feltétleniil szimmetrikus, akkor is hasznal-
hatjuk a (15.111) iteraciot. Ekkor a kovetkezs eredmény biztositja a simitasi
tulajdonséagot.

15.16. Lemma (Reusken; Ecker—Zulehner; simitasi tulajdonsag a nem-
szimmetrikus esetben). Legyen A, := P, — Qp, ahol ||By|| < cpl|Ap]| és
|1, — P, Ayl < 1. Legyen W), := L P, a (15.111) prekondicionaldsi métrixa
az w € (0 1) iteracios parameterrel

Ekkor az Sy, := I — wP; ' A, iteraciés matrixszal teljesiil a kovetkezs
becslés :

[ARSEI < cpl|Anlln(w, v),

ahol
2max(l —w,w), hav =1,
n(w,v) := ¢ 2max((1 — w)?,2w(l — w),w?), hav =2,
2/(mv(w(l —w) — (1:,,)2)))1/2, hav>2, - <w<{%. O

Megjegyzések. 1. Nagy v-re ezek szerint n(w,v) = O(v~'/?). Paratlan

v-re az w = = érték elényds, paros v-re az w = i + , 1d. Ecker és

2
Zulehner dolgozatat.

2. Az ||, — P'A,|| < 1 feltétel teljesithets, ha Pyt az inkomplett
Gauss—eliminécioval allitjuk els (1d. I. 1.6.5.), és ennek soran elegendGen sok

nemnulla elemet A,-boél vesziink figyelembe. O

1
2(1+v)

N[
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15.4.8 A tobbracsos mdédszer konvergenciija

A kétracsos modszer vizsgélata utan a tobbracsos mddszerrel foglalkozunk.
Ekkor, mint mar az algoritmusoknal is, nem a h és H indexeket hasznéljuk
a szintek megkiilonboztetésére, hanem ehelyett a szint sorszaméat adjuk meg
(az ¢ indexszel). A tobbracsos modszer iterdcios matrixat Mg-val jeldljiik.
Els6nek ezt szamitjuk ki.

Amikor az (¢ — 1)-edik szinten (¢ > 2) végrehajtjuk a - iteraciot, akkor a
cél az Ay _1y,1 = dy_1 egyenlet megoldéasa. Az iteraciot

yo =0, yltl=M_ 1y +Neadey, j=0,...,7—1, (15.112)

alakjaban tudjuk leirni. Itt az N,_; matrix M,_;-b&l szamithat6 ki, hiszen
ismert, hogy — tetszGleges dy_; esetén is — az iteracié fixpontja a pontos
megoldas, azaz A; ' dy_; :

Al dooy = Moy A7 dg—y + No—idy—s-
Tehat, mivel az elébbi relacio tetszéleges dy_i-re all fenn,
Ne—y = (L-1 — M)A (15.113)

(Hadd mutassunk ré, hogy a tobbracsos modszer végrehajtasahoz nem sziik-
ségeltetik az A;' métrix. (15.113) a modszer soran hasznalt Ny_;-nek csak
egy felirasmodja.) (15.112)-bél kapjuk

v—1
Yy, = Z(Me—1)]Ne—1de—1 = (L= — (Mg—1)") AL do—r.

=0
Ezutan tériink vissza az f-edik szintre,
ye:=ye+ P{yl s,
és vy ut6simito iteracio utan a ciklust az f-edik szinten befejezziik,
ye =Sy (A, de)ye = Sp* (ye + Piy (L1 — (Me1)") At dpr) + dp-tagok.
Ehhez a szamitashoz 1d. a 22*. feladatot ***. Figyelembe véve, hogy
de—1 = Ry N de — Agye) = — Ry " Agye + dp-tag,

ahol az y,-t a ciklus elején rendelkezésére 4ll6 kozelitésbdl vy elGsimito itera-
cioval nyertiik, végiilis a teljes, y,-re hatéo matrix

My = S (Iies = PLy Loy — M)A RIUAG) S
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Ezt a képletet ugy alakitjuk at, hogy M, lényeges része, a kordbban vizs-
galt Ky = Ky(v1,v5) kétracsos iteracios matrix latszodjék :

My = 8P (Ie1 — Py AL Ry Ag) S + SP P MY By
= K¢+ S*P_M] |E,, (15.114)
Eg = Ae__llRﬁ_lAgSZI.

Ha ¢ = 2, akkor valéban a kétracsos modszer miikodik : tehat
M, = K, (vagyis M7 := 0 vehetd).

A 15.14. és 15.15. lemmakbol tudjuk, hogy ||K,|| tetsz6legesen kicsi lesz,
ha v elég nagy. A kiovetkezd tétel megmutatja, hogy || Ky||-nél nem lényegesen
nagyobb (; := || M,||, és igy a sima tobbracsos modszer konvergens, ha v = 2.

15.17. Tétel (a W-ciklusos sima tobbracsos mddszer konvergencidja).
Legyen v = 2 és ny := || Ey||, teljesiiljon fiiggetleniil £-t6]
1Pl < 1, 1P 2]l > ol

minden z vektorra, és ||S;?|| < 1. Ha ekkor ||K,|| < ¢ =((v) < i min(1,2),
akkor || M,|| = ¢, < 2¢ < 1 kovetkezik, pontosabban :

GL<C G CH+Gam £>2

fiiggetleniil /-t6l.

Bizonyitas. Ha ¢ = 2, akkor {, = ||Ms|| = ||K»|| = ¢ < 5. Legyen most
v=2. A (15.114)-beli S;?Pf M} | E, tag becslése kézenfekvé :

157> Py Mgy Bl < (1S3 N1 Pe— 1Ml P Eell < (Ge-1)?7e.
Az 1 becsléséhez hasznéljuk azt, hogy Pf E, = S;* — Ky(11,0) :

1 o 1, . 2
e < —IPLAZL R AP = 1157 - K, 0)] < =

P P Cp
mivel sem S;', sem K, nem novelik a normét. Akkor (15.114)-bél kapjuk
Co < CH (Gem1)’me < ¢+ (20)%me = C(L+4Cme) < 2¢ <1,

hiszen (,_1 < 2¢, 4n¢ < %g <lés(<i O
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Megjegyzések. 1. A v > 2 eset gyakorlatilag kevésbé érdekes, de erre
altaldnosithato a bizonyitas. A fenti indukciéval mutathatjuk meg azt, hogy

G < %C <1, ha
1/(y=1)
¢ <X ming, (C—P> ).
7 2y
A v =1 esetre 15.8.2-ben tériink vissza.

2. Azon eredmény birtokaban, hogy a sima tobbracsos modszer h-tol
fiiggetleniil konvergal, a megoldas € pontossaggal valé kiszamitasanak telg'es
miiveletigényét is megadhatjuk. Az f-edik szinten, mivel ei™ = Mel ),
tételiinkbdl kovetkezik

m m 0 m 0 0
1™ 1 < ¢ 1el)] < 0™ 1e]] < ellel™],

ham =1n % /1n % iteraciot hajtunk végre. 15.4.4. szerint egy iteracidé miive-
letigénye O(Ny), tehat osszesen O(NgIn 1) aritmetikai miivelet sziikséges a
sima tObbracsos modszer megvalositasdhoz. O

Azutén, hogy belattuk, a (sima) tobbracsos modszer h-tol fiiggetleniil
konvergal, mar csak kevés kell annak a bizonyitasidhoz, hogy a teljes tobb-
racsos modszer O(N;) miiveletigénnyel allitja el6 a megoldast O(h*) pon-
tossaggal — ahol k a diszkretizacioé rendje.

A kovetkezd tétel ezt bizonyitja. Az eredmény a végeselem diszkretizacio
esetén a kovetkezdk miatt kézenfekvd :

Ha mar az f-edik kozbiils6 racson a O(hj)-pontossagi (végeselem) meg-
oldast szamitottuk ki, akkor ez egyben az ¢ + 1-dik racson is a peremérték
feladatnak egy (ugyanekkora hibaji) megoldasa (a ,kanonikus interpolacio”
révén, 1d. 15.8.1).

Legyen pl. 2hyy 1 = hy és k = 2, az f-edik szintl végeselem megoldas
hibaja legyen chi. Akkor az £+ 1-edik szint szempontjabol ez a hiba 4ceh? 15
és az ott beinditott sima tobbracsos modszernek (mint a teljes tobbracsos
modszer részének) a feladata most az, hogy ezt a kiindulasi hibat legalabb
a negyed részére csokkentse. Mivel a sima t&bbracsos modszer egy 1épés
alatt — a szintszamtdl fiiggetleniil — a hibat a (-ad részére tudja csokkenteni
(¢ = const < 1), tgy a sima modszert elegend§ p-szer alkalmazni, ahol u
teljesiti a 4C* < 1 feltételt.

Legyen most Ay, = by az £-edik szinthez tartozé egyenletrendszer és ﬁf_l
az az interpolacid, amelynek segitségével a teljes tobbracsos modszer soran
magat a megoldast az ¢ — l-edik szintrél az f-edik szintre vissziik (I1d. az
algoritmust : a Pf | interpolacié viszi 4t a megoldas javitdsat a magasabb
szintre).

A tételhez fogalmazzunk meg néhany feltételt :
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1. Legyen ||Pf,|| < 1 (ez nemcsak a bilineris interpoléciora igaz, hanem
a bikvadratikus, s6t a bikobos interpolaciora is);

2. ||PE ye—r — yel] < co(u)hs, ahol co(u) = const, u a peremérték feladat
megoldésa (ezt gy is lehet mondani, hogy Igf_l ne rontsa el a diszkretizaci6
rendjét — amihez kézenfekvs gy valasztani ﬁffl—t, hogy rendje legalabb
legyen (egydimenzios példankban, ahol k = 2 volt, a szakaszonkénti lineéris
interpoléacié megfelel ennek a feltételnek);

3. az fl-edik szinten a (sima) tobbbracsos moédszer csokkentse a hibét
Ce-re, ahol max <<y, G =: ¢ < 1 fiiggetleniil h-tol és £rax-t6l.

Legyen p = p; = pg azon iteracidk szama, amelyeket az f-edik szinten
(az MG eljaras hivasaval) végziink a teljes tobbracsos modszer keretében.

15.18. Tétel (Hackbusch; teljes tobbracsos modszer konvergenciaja).
Minden 1 < £ < lac-ra legyen hy 1 = 2h,. Valasszuk p-t ugy, hogy (* <
1/(1+42%) és teljesiiljenek az 1-3. feltételek. Ekkor a teljes tobbracsos modszer
konvergal, 7, megoldasanak és az Ay, = by egyenletrendszer y, megoldasanak
eltérésére igaz a kovetkezd becslés :

[ge — vel| < cohy.

Itt ¢y a 2. feltételben szerepld konstans.

Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitjuk a

15e = well < T—gzacohi (15.115)

becslést, 1 < £ < lmax- (15.115) teljesiil a legalacsonyabb szinten, hiszen ott
Y1 = Y1 _
Az (-edik szinten legyen y) = P} 9,_; a kiindulasi kézelités. Ekkor a

sima tGbbracsos modszer 1 1épése utan kapjuk az y;’ kozelitést, amelyet ezen
a szinten végsd 7, megoldasnak tekintiink. g, — yo = M} (y) — y,) miatt

T = yell < IMEN lye = yell < ¢Plly = vell.

Tehat
198 = ell = I1P_afe-r = vell < NP_yyer = yell + I1PLo )l -1 — yer |
K CM K
S Cohe + mCohe_l
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Q
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hiszen h, | = 2h,. Egyiitt az el6bbi becsléssel :

~ ¢H
— || < cohy ——.
19 = yell < colg 1 2r(n

Ha most (# < ﬁ, akkor a tétel allitasa kovetkezik. O

Megjegyzések. 1. Gyakran ¢ < 0.2, 1d. a 19. feladatot (valamint a
15.4.6. pontot). Ilyenkor, ha masodrendi a diszkretizacio, elég pu = 1.

2. Tételiink bizonyitasa szerint a teljes tobbracsos moédszer folyaméan
elegends p = In(1 + 2%)/ ln% iteraciot végezni a mindenkori f-edik szinten,
igy az utolsd, fmac-adik szinten is. A 15.4.4. pont eredményeivel egyiitt ez
azt jelenti, hogy O(N,) a teljes aritmetikai miiveletigény, amellyel az ¢-edik
szinten O(h}) hibaval allithatjuk el§ az y, megoldast, 1 < ¢ < lypx. O

15.4.9 Nemlinearis egyenletek megoldasa

Peremérték feladatunk, ill. diszkretizécidja az utolsé szinten legyen L(u) = 0,
ill.
A(ye) =0, €= Llmax, (15.116)

ahol A, tehat nemlinearis R — IR™ leképezés.

A tobbracsos megoldas restrikcioi és interpolécioi lehetnek olyanok, mint
a lineéris esetben. Mint simito iteraciot vehetjiik a nemlinearis Gauss—Seidel
iteraciot (1d. I. 6.6.). Ilyenkor, ha az f-edik szinten megoldand6 A,(y,) = d,
diszkretizalt egyenletrendszert egyszeriisitve az

F(y)=0, F : R RY,
alakban irjuk, akkor az i-edik 1épésben az
F,-(yyﬂ), cel, yfil), Yis yzgi)l, ce yr(f)) =0, 1<i< N, (ciklikusan),

y;-ben nemlinearis, egyvaltozos egyenlet megoldasaval foglalkozunk. FEzt
egyetlen Newton—lépéssel intézziik el (a derivaltat differencia-képlettel helyet-
tesitve).

A probléma a kozelité megoldas javitasa a durvabb réacs segitségével.
A legfels6bb racson adott a (15.116) egyenlet, annak jobboldala d,_,. = 0.
Legyen ismert az /-edik racs egyenlete a sima tobbracsos modszer folyaman :

A(ye) = dy,

valamint y, pontos megoldasénak y jelenlegi kozelitése. Az £ —1-edik réacson
csak maga az Ay, leképezés ismert.
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A kérdés ekkor az olyan d, ; kiszdmitésa, hogy az /—1-edik szint megolda-
sanak segitségével az yP-t javithatjuk.

A. Brandt &tlete, hogy a durvabb réacsra az y) kozelits megoldast is vigyiik
at, és az ¢ — 1-edik szint egyenletének jobboldali vektorat a kévetkez6képpen
hatérozzuk meg dy-bdl és a lesztikitett y9-bol :

dg_l = Ae—1@{¢]_1) - Rg_l(Ag(yg) — dg), ahol @(e)—1 = Rg_lyg. (15117)
Ezutdn a durvabb racson megkozelitjiik az

A1 (Ye—1) = do—y

nemlineéris egyenlet megoldasit. Ehhez a kezdeti kozelités g ;. Ezen szint
végss kozelit6 megoldasa legyen 7,_1. Amikor ezzel rendelkeziink, kovetkez-
het a javitas az f-edik szinten :

yt} = y? + Peeq(gé—l - @?71)-

A (15.117) képletet magyarazza a kovetkezd gondolatsor. Az f-edik racson
kellene az Ay(y,) = d, egyenletet megoldanunk. A rendelkezésiinkre 4116 y)
kozelitéssel az egyenlet nem teljesiil. Igy keresiink olyan v, javitast, amellyel
igaz

Ag(yg + U@) = dj.
Ekkor, a Newton-modszer Gtletét és az A, nemlineéris leképezés Aj Jacobi-
matrixat hasznélva,
de = Ag(yp +ve) = Ad(yp) + Ave,
vagyis
Aé’l)g ~ d(g — Az(yg)

Igy a v, javitast definialjuk mint az
He = dy — Ad(ef) (15.118)

egyenlet megoldasat. De v,-t nem hatarozzuk meg pontosan, hanem a durva
racs segitségével kozelitjiik : az Rf’l restrikcioval a durva rdcsra atvitt y
kozelitéshez, azaz ) ,-hoz keresiink olyan v,_; javitast, amellyel teljesiil

Ap 1 (Uo—q + veer) & Apm1 (Tg-y) + Ap_1ve-1. (15.119)

A kézenfekvs otlet ezutan az, hogy (15.118) alapjan itt az Aj ,ve_; tagot
helyettesitjiik a kovetkezGképpen :

Ap_ve—1 & R Ay & Ry7THdg — Ad(yy))-
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Ezért, figyelembe véve (15.119)-et is, a durvaracsi vy ; javitast a kovetkezd
egyenletbdl hatarozzuk meg :

Apoi(wemr) = A1 (T3-1) + Ry (de — Ae(y))) = dor,

ahol wy_1 := ¥ | +ve_y (és 70, = Ry 'y)).

wy_1 kiszdmitdsa utdn a vy_; = wp_1 — 37?_1 javitast az f-edik szintre
interpolaljuk : v, := Pf (we—y — 30_,). lIgy kozelits Newton-modszert
hasznalunk anélkiil, hogy derivaltakat vagy szokasos differencia-approximéa-
ciojukat kozvetleniil kellene kiszamitanunk!

A kovetkezGkben megadjuk az el6bbi, sikeresnek bizonyult Gtletnek meg-
felel6 NMG eljaras programjat, amelyet — Ggy mint MG-t 15.4.3-ban — a sima,
valamint a teljes tobbracsos modszer keretében hasznosithatjuk. Az eljaras
feladata az Ay(ye) = dy nemlinearis algebrai rendszer megoldasa; a legma-
gasabb szinten a fentieknek megfelelGen d, = 0.
procedure NMG(/,y,,d;) ;
begin

if /=1 then y,:=®(y,,d;) pontos megoldds az elsd szinten

else begin array r,w;

ye:=S; (A¢,de)ye; eldsimitds
r:=A,(y¢)-dy; a maradékvektor kiszdmitdsa

Vo—1 ::Rﬁ_lyg; dg—1:=84—1(ye—1) —Rﬁ_lr; dtmenet az £ — 1-edik szintre
WisYeo1; a durvardcsi megoldds kezdeti kézelitése
for i:=1 step 1 until v do NMG(/-1,w,ds1);

Yei=Ye+Pf;_1 (W-yo—1) ; javitds az £-edik szinten
Ve:=8y" (Ag,de) ye; utdsimitds
end

end;

A szamitasi tapasztalatok szerint ilyen tobbracsos moédszerrel a nem-
linearis elliptikus peremérték feladatoknak jelentds részét lényegében olyan
raforditassal meg lehet oldani, mint a linearis feladatokat (az N, szorzdja
az l-edik szint O(N,) miiveletigényében megnovekszik annyival, amennyi
miivelet /racspont sziikséges az y, 1 és dy 1 kiszamitasahoz).

Kiilonosen fontos a sikerhez itt viszont az a ®(y,, dy) eljaras, amely az
elsGszint i egyenletek megoldéasat intézi: ha nem megfelel§ (azaz : nem vagy
alig csokkenti a kozelit6 megoldas maradékvektoranak normajat), akkor ex-
ponencidlis sebességgel divergalhat az egész algoritmus! Tehat a nemlinearis
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peremérték feladatok lényeges nehézsége a legdurvibb racsra megy at. A-
mennyiben a legdurvabb racson tobb megoldast talalunk, akkor mér ott kell
koziiliik valogatni (ami a kevés ismeretlen miatt konnyebb). Ezutan a fi-
nomabb ricsokon rendszerint mar csak egy megoldas vonzaskorében dolgo-
zunk.

Az, hogy tobbértelmi a megoldas, a nemlinearis egyenletek megoldasa
soran ki szokott deriilni — és gyakran els6nek éppen a nemkivant megoldast
kapjuk : nem azt, amit fizikailag lehet értelmezni, pl. negativ abszolit hémér-
sékleteket vagy koncentriciokat stb. Ilyenkor nagyobb munka sziikséges, a
program kib6vitendd folytatdsos mddszerré (v.6. 1. 6.4.8-cal, valamint pl.
R.E. Bank és T.F. Chan cikkével), annak érdekében, hogy a feladatnak egy
paraméterét (vagy a megoldasnak normajat vagy értékét egy rogzitett pont-
ban) varidlva az Gsszes megoldasi utat bejarjuk.

15.4.10 Befejezd megjegyzések

Tisztazzuk elGszor is, vajon mikor nem el6ny6s a tébbracsos modszer?

Olyan feladatoknal, ahol a tartomény elég bonyolult (pl. apré lyukai van-
nak) és mar az elsG szinten sok pont kellene, annyi, hogy tovabbi finomi-
tas (ahol a tobbracsos modszer be tudnéa bizonyitani az elényeit) az adott
szamitogépen vagy mar nem kivitelezhets, vagy méar nem érdekes. Ekkor az
adott racs a legfinomabb. Ebb6l a durvabb racsokat kell 1étrehozni, csokkend
szintszammal parhuzamosan egyszerisitve a tartomanyt. Ehhez 15.8.1-ben
megadjuk Galjorkin—reldcio cimén az A, 1 matrix kiszdmitasat A,-bél. Ezen
relaci6 hasznélataval a nehézség az interpolacié megszerkesztésére tolodik at.
A restrikci6 akkor mar annak adjungaltja, Id. Adams cikkét is (véges differen-
cia esetben 1d. (15.90)). A bonyolult tartomany esetén lehet pl. a perem finom
részleteit fokozatosan elhagyni a durvabb racsok létrehozasahoz, és azokon
akkor az interpolaciot definidlni. De ez nem egyszeri miivelet. Ekkor a
nemkonform réacsok és a quadtree algoritmus hasznalata segithet (1d. Gaspar
Cs. dolgozatait).

Ilyen feladatoknél, ill. maskor, amikor a tobbracsos modszer nem vezet
elfogadhaté eredményekre (pl. id6t6l fiiggs feladatok esetén amikor mozgod
vonalak vannak a tartomany belsejében, amelyeken keresztiil ugrasszeriien
valtoznak az egyenlet egyiitthatoi vagy megoldasa), ill. amikor tal bonyolult
nekiink a tobbracsos modszer bevetése, akkor javasolhaté az prekondicionalt
konjugéalt gradiens modszer megfelels valtozata (1d. I. 1.6.8., itt gyakran olyan
valtozat sziikséges, ahol nemszimmetrikus lehet a métrix, 1d. van der Vorst
vagy Hegedis munkait). Mint prekondicionalé eljaras az inkomplett Gauss—
eliminaciot javasoljuk (I. 1.6.5.).
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A fenti problémék mellett a tobbracsos modszer programjanak relativ
bonyolultsaga miatt van az a természetes jelenség, hogy kisméreti felada-
toknal (kb. 200-500 ismeretlenig) az egyenletrendszerek megoldasa direkt
modszerrel vagy jobb iteracios eljarassal (pl. konjugélt gradiens modszer in-
komplett Gauss—eliminécidval kombinéalva) gyorsabb.

A tobbracsos modszernek viszont eddig még nem targyalt elényei is van-
nak. Mig a simit6 iteracio altalaban a peremérték feladat egyszeri (ala-
magasabbrendii (s6t kevésbé stabil) approximéciot nem nehéz : elegendd a
maradékvektort magasabbrendii approximacionak megfelelGen kiszamitani.

Egy lehet6ség az Ay, kiszamitasdnak megvalasztasara az is, hogy a meglé-
v6 Ag durvardcsi approximéciéhoz, ugyanazon a durva récson, magasabb-
renddi approximéciot vessziink. Hibabecslés céljabol ugyanezt tehetiink a
legmagasabb szinten. Példaul Ay legyen els6rendd végeselem approximé-
ci6 eredménye téglalapon (R, bilinearis elem) ill. hdromszogon (73 linearis
elem), viszont az A kiszamitasahoz masodrendii approximaciot valasztunk,
az el6bbi elemekben felhasznalt csomoépontokon kiviil a felezGpontokat is
hasznalva (Rg ill. Tg).

Ezenkiviil, mivel rendelkeziink a teljes tobbracsos médszerben kiilénb6zé
finomsagu diszkretizaciokhoz tartoz6 megoldasokkal, kézenfekvs ezeknek oly-
mo6da kombinécidja, hogy magasabbrendiibb approximéciét kapjunk. Ezt
szolgalja az 1. 5.6-ban targyalt Richardson extrapolaci6 — amely peremérték
feladatokra altalanosithato, 1d. Marcsuk és Sajdurov kényvét.

15.5 Differencia-approximaciok; kiegészitések

15.5.1 A ,diszkrét” Green-féle fliggvény becslése

Tekintsiik a (0,a) x (0,b) téglalapon a Poisson-egyenlet elséfaju homogén

.« s,

racson (1d. 15.3.1),

_(Ahy)u = (yilzcl + yi2w2) = f(.’L'z]) =: fij; Tij € wp,
y(zij) = ¥y =0, my € (15.120)

Az adott f;; értékeket és a keresett y;; ismeretleneket f—,;, ill. y, vektorokba
rendezve, pl. sorfolytonosan, (15.120)-bol kapjuk a homogén peremértékek
eliminacidja utan az

A%y = fi (15.121)
n-dimenzios egyenletrendszert (n := (N; — 1)(Ny — 1)), amelynek (korabban
Ap-val jelolt) A9 métrixardl tudjuk, hogy az szimmetrikus és pozitiv definit
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M-matrix. Igy inverze létezik és nemnegativ (azaz minden eleme nemnegativ
— s6t, ebben a specialis esetben : minden eleme pozitiv).
A diszkrét Green—fiiggvény
1
GY = — (A1 15.122
h h1h2 ( h,) ’ ( )
tehat (az eredeti i, j-indexelésnél maradva), a (15.120) feladat megoldésa

felirhato mint
Ni—1Ny—1

Yij = Z Z Gg,ij,szkzhlh}
k=1 {¢=1
Célszertibb ezt indexmentesen felirni :

y(@) =Y G, ) f()hhs, T Ewp, (15.123)

EEwp

mert ez takarékosabb és jobban megmutatja az analégiat a Au + f(x) = 0,
z € Q; u(zr) =0, z € T feladattal és annak

ulz) = /Q G (a,€) £(€) de

alakt megoldéasaval, ahol G° a ,folytonos” Green—fiiggvény.

Célunk most a (15.122) ,diszkrét” Green—fiiggvény becslése, mert ezzel —
és (15.123) segitségével a (15.120) feladat megoldésa is becsiilhets. Ezenkiviil
az itteni eredményeknek a hasznat még a végeselem modszer, valamint para-
bolikus és hiperbolikus egyenletek targyalasa soran is latjuk majd.

Nem varhatjuk azt, hogy Gh-ra hi-ben és hy-ben egyenletes becslést nyer-
hetiink, mert a folytonos feladat Green-fiiggvénye r = &-nél logaritmikus
szingularitassal rendelkezik.

15.19. Lemma (a Laplace—operator diszkrét Green-féle fiiggvényének
becslése). A (15.122)-vel definialt Green-féle fiiggvény eleget tesz a kovetke-
z6 becslésnek :

0<G%z, ) <v+m In(v2max(Ny, N,)), x,& € Wy, (15.124)

ahol
ab T

Yo = 2(@2 +b2)7 T = 5
Amennyiben h; < 1/(2a?), hy < 1/(2b?), akkor érvényes

3
Y2 := (v +M)- (15.125)

< QY < Avln —FF—
O—Gh(x’é-) —72 nmin(hl,hg)’ 9
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Bizonyitas. ElGszor azt a feladatot irjuk fel, amelynek megoldasa a
diszkrét Green—fiiggvény, majd ezt pontosan megoldjuk (diszkrét Fourier—
analizissel). Onnan levezethetjiikk a kivant becslést (felhasznalva a diszkrét
sajatérték feladat pontos megoldéasat).

Mivel az (A))~' matrix j-edik oszlopét tigy kapjuk meg, hogy a (15.121)
egyenletrendszer jobboldala gyanant a j-edik koordinata egységvektort vesz-
sziik, a GY (z, €) fiiggvény rogzitett & = xy, € wy, esetén megoldésa a kovetke-
z§ feladatnak :

6(z,¢)

, T €wp; GYz,6) =0, € (15.126)
hihs

—(AwGh)(@,€) =
Itt
6(x, &) = 6(xij, xre) = Sik - Ojs
két Kronecker—szimbolum szorzata. (15.126) linearis algebrai alakja éppen
AV(ANT = I

A diszkrét A-operator sajatérték feladatanak megoldasat a (15.41), (15.42)
képletek adjak 15.3.3-ban, tehat a v*9 normalt ,diszkrét” sajatfiiggvényeket
és a A\, sajatértékeket. Az ott (15.43)-mal bevezetett La(wp)-féle skalarszor-
zatot is hasznéaljuk a kovetkezSkben. Ennek segitségével a (15.120) feladat
(15.123) megoldasat azonnal révidebben irhatjuk fel :

y(z) = (G?L(x, ‘)f)(o,h), T € W

Sorba fejtve a sajatfiiggvények szerint az f,; vektort (azaz az f racsfiigg-
vényt, f(z;;) = fij) és a (15.120) feladat y megoldéasat, azt kapjuk x € wy-ra,
hogy

f@) = (£,0%9) o 0" @), yl@) =) (), (15.127)

k¢

ahol a ¢y egyiitthatokat (15.120)-bol hatarozzuk meg :

0 = (Ahy'i'f,v(ij))(o,h)

= > {Z [—ckeXie + (f, %) om] v“(x)} v () hyhy

TEWP k.l
= Z [—creXie + (f, U(M))(o,h)] dik0je
k.t

= —cy A+ (F,0) 0)-
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Innen és (15.127)-bdl kovetkezik

ya) =3 uv(u) ().

kL /\zﬂ
Ezt a képletet alkalmazzuk a G9(z, £) leirasara, v.6. (15.120)-at és (15.126)-
ot :
ke
g (&)
= Z )\_hv(klf) (z),
k.0 ke

ahol

kerer . (0058) (ké)) (k0)( (kt)
0 = (Gae®) | = X o0 =10

TEWH

Vagyis érvényes a kovetkezd diszkrét Hilbert—Schmidt-féle magképlet :

A (z,6)=3" o8 (@)™ () (15.128)

h
k.2 )\kﬁ

Ez a képlet is példa arra, hogy a racsfiiggvényekre tdmaszkodo felirasmod
célszertibb lehet a vektorokat ill. matrixokat hasznal¢ felirasmodnal (1d. az 5.
feladatot is). (15.128)-bol mégegyszer latjuk, hogy a Green—fiiggvény eleget
tesz a peremfeltételeknek és szimmetrikus. Mivel (15.41) alapjan [v*9(z)| <

2/v/ab és G nemnegativ, igy (15.128)-bol azonnal kévetkezik
0
0<Ghx,6) < — Z N

Feladatunk ezutan a sajatértékek alsd becslése. Feltettiik, hogy Ny, Ny >

2 (mert méskiilsnben wj, iires lenne), azaz 0 < T2, ™2 < T Jgy a A}

sajatérték (15.44) becslése 15.3.3-bol alkalmazhato.
Altalaban viszont 0 < %, 6752‘2 < 3, és emiatt sinz > %x segitségével
kovetkezik

w0+ ()]

Osszegezve:

a

G (x zf)<i iJrlZ; (15.129)
PYST = ab \ 8(a2 +02) 4 (& %)2 ’ '
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ahol a dupladsszegaz 1 <k < N; —1, 1 <l < Ny—1, k+£¢> 2 indexekre
terjed ki. Itt legyen

2 2
1 1
B+ - #Jaerergord-nco

k? 02
7'2 = kz + 62, COS2 Q=5 .n2 Y = m

Ezzel az egészszamu k,{ értékekre definiélt (%)2 + (f)2 kifejezést minden

r>0,0< < 5 értékre terjesztettiik ki.

Tekintsiik a g(r, ) fiiggvényt az egészszamu (k,£)-racsnak egy sgo =
{k—=1< 2z <k; £—1< 2y <L} négyzete felett. Mivel A, g = (12—2 + b% > 0,
igy g(r, ) a maximumelv szerint maximumat a négyzet peremén veszi fel,
pontosabban : annak jobb fels6 sarkdban. Ott viszont értéke (%)2 + (%)2
Ennek alapjan

1 dx
w = /SM g(r(x1, 22), (21, 22))’

a b

és (15.129)-bsl kovetkezik

GOz < L / : / vame ) 1 dr dp
MUY T ab | 202+ 02) Sy g(r,e) [

Egy formulamanipuléciés program segitségével (valamint elemi mértani
ismeretek felhasznalasaval) kapjuk azt, hogy

/’; do mab
12 12— 3
0 ZCOS“ Y+ sin“p 2

ezenkiviil vilagos, hogy

- ln(\/imaX(Nl, Ny)).

ﬁmax(Nl,NQ) d,r
J ;

Ezzel bebizonyitottuk a (15.124) becslét, amelynek (15.125) mar a kovetkez-
ménye :
Mivel Nl,NQ 2 2, igy

1 < In2v2 < In(vV2max(Ny, Ny)) < Ind,
ahol d := v/2max(a, b)/ min(hy, hy), tehat

Y0 + 71 In(v2max(Ny, Ny)) < (70 + 71) Ind.
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Most hasznaljuk azt, hogy h; < 1/(2a?), hy < 1/(2b%) esetén
2max(a?,b%) < 1/min(hy, hy) ésigy d < 1/min(hy, hy))*/?,

és a lemma be van bizonyitva. O

Egy, a 15.19. lemma (15.124) becslését pontosito egyenlGtlenség bizonyi-
tasa a 29. feladat.

Megjegyzés. Numerikus kisérletek szerint az a = b =1, hy = ho = h
esetben igaz a lemma (15.124) becslése pl. a 79 = 0, 71 = % konstansokkal.
O

A Green-féle fliggvény becslései altaldnosithatok a véltozo egyiitthatdja
egyenletek esetére, amit a kovetkez6 pontban mutatunk meg.

15.5.2 Valtoz6 egyiitthatdja differencidloperatorok

Most foglalkozzunk az aldbbi altalanosabb elliptikus egyenlet peremérték fel-
adataval, amely tartalmazza pl. a div(k gradu) + f = 0 alaku kétdimenzios,
valtozo egyiitthatoji hévezetési egyenletet mint specidlis esetet, ha k; =
ko = k. Az () tartoményt az egyszertiség kedvéért téglalapnak feltételezziik :
Q:={0< 1z <a, 0<zy < b}; ehelyett téglalapokbol Gsszeallitott Q-t is
lehetne vizsgalni.

Lu+f = 0, 2€Q; u(r)=gx), z€T, (15.130)
0 ou 0 ou

— 2 B L) —du, (15.131

Lu o (kl(ac) 8:61) + 0% (kg(x)am) du, (15.131)

feltéve, hogy teljestil
ki(z), ko(z) > ko >0, d(z) >0, z €. (15.132)
Ezen feladat diszkrét megfelelgje (v.6. II. 11.4.8-cal)
Ay=f, == (T To) EWp; Y=9g, TEW, (15.133)
ahol A a kovetkezd differencia-operator :
Ay = —((k1Yz1)z + (k2ys,)7,) + dy. (15.134)

(Korabbi egyezményiink szerint differencia-kifejezésekben hasznaljuk az y
racsfiiggvényt, amelyet vektorként y,-nak irjuk.) A (15.133)-(15.134) séma
méatrixalakja a peremfeltételek eliminicidja utan legyen

Ahyh = Ph; (15135)
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ahol ¢, az f és g értékeibdl osszeallitott oszlopvektor (a 15.3.3. pontban ezt
ki1 = ko = 1 esetén részletesen felirtuk (15.46) kapcsan).

Els6nek foglalkozunk a (15.133)-(15.134) séma stabilitasaval, azaz meg-
mutatjuk, hogy A reguléris és inverzének norméja h-t6l fiiggetleniil korlatos.
Ehhez egyrészt a (15.43)-féle skalarszorzatot hasznaljuk, mégpedig akar y, 2
racsfiiggvényekre, akar a megfelels y;, z, oszlopvektorokra (a racs bels6 pont-
jait pl. sorfolytonosan végigszamozva) :

(Y, 2)0,n) = (Yn, 21) (0,h)-

Masrészt a kovetkezG skalarszorzatokat vezetjiikk be a peremre nullaval
folytatott y, z racsfiiggvények differenciahanyadosaira :

(yl'l’ z$1]1 = Z (ymlzwl)i+1/2,jh1h2,
(w14,T2;5) €W},
(ymv Z$2]2 = Z (yl‘QZaL‘g)i,j-I—l/thhQ?
(11,225 ) €W},
(ya Z)Hé(wh) = (ya Z)(l,h) = (ywm Zavl]l + (ywza ng]Q-

Ezen mennyiségek kiszdmitasa éppen azt jelenti, hogy az Gsszegzéseket min-
den olyan wj-beli rdcspontra ki kell kiterjeszteniink, ahol y;, és z;, definiélt,
k=1,2:

wy = {x = (215, 225) €Wp; 0 < my; KT —hy, hy <95 <1—hy},
Ld,zl = {.T = (.’Eli,l‘gj) € wh; h,1 S T1; S 1- h1, 0 S xgj S 1-— hg}

Ezekhez a definiciokhoz 1d. a 30. feladatot. A fenti H; (wy,)-féle skalérszorzat-
hoz tartozoé normét | - |(1)-val jeloljiik, két tagjat viszont ||y, ||z-val (tehat
ezeknél az also k index az irdnyra mutat ra, k = 1,2) :

[Ynltny = [WlEn = 1Ye 17+ (192, [12-

15.20. Tétel (6nadjungalt elliptikus egyenletet approximalé differencia-
séma stabilitdsa). A (15.135) differenciaséma stabil az | - | 4) norméban;
érvényes a kovetkezG becslés :

ab
< -
ynlam < 2%kor/2(a% 1 07) lnllom)

ahol ko a (15.132)-ben szerepld konstans.
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Bizonyitas. A differenciaséma (15.135) egyenletét skalarisan megszoroz-
zuk yp-val, majd alkalmazzuk a Cauchy-egyenl&tlenséget :

(AnYns yn) o,n) = (Pn Yn)on) < ll@nllio,myllynlliom- (15.136)

Az (AnYn, Yn) (o, kifejezés also becsléséhez kényelmesebb a differencia-jelolést
és a parciélis Osszegzést alkalmazni :

(Ahyhayh)(o,h) = (Ay,y)(o,h)
= (klym,ymh+(k2ym,ym]z+(dy, Y)o,n) (15.137)
> ko{llya, 17 + 1y, 13} = ko

(Lh)‘

Vegyiik észre, hogy (15.137)-ben a
(AnYns yn)on) = ko(ARYn, Yn) (0,n) (15.138)
becslést kaptuk, ahol A a diszkrét Poisson—egyenlet (15.121) matrixa, hiszen
(7% H% + ”yzzug = (A?Lyha yh)(o,h)-
Ezutan azt hasznaljuk, hogy
Ynltimy = (AU, Yn)0.h) = Aemin (AR YA ITopy

Ide \*. (15.44) becslését behelyettesitjiik, majd az eredmény négyzetgyokét

mln
vessziik :

2(a? +b?)

(11h)'

Ezt az egyenl6tlenséget ko|yn|1,n)-val megszorozva, folytathatjuk a becslést
(15.137) és (15.136) segitségével :

2k
Ov (a? + 02)[lynllo,m) lynla,n) < ko

és innen a tétel allitasat kapjuk. O

1h) < llenllo,mllynllo,p),

Megjegyzések. 1. Ha a parcidlis Gsszegzést nem (ApYn, Yn)(o,n)-12
hanem (ApYn, 21)(0,n)-Ta alkalmazzuk, akkor a (15.137)-nek megfeleld tton
az A, 6nadjungaltsagat a (15.43) skalarszorzatban kapjuk.

2. A (15.133)-(15.134) séma 1y, képlethibaja az adatok megfelel§ simasa-
ga esetén masodrendd (Ild. a 31. feladatot), igy a tételbdl az y, megoldas
konvergenciaja is kovetkezik. Ekkor (15.135)-ben y;, helyett y, — i) all, ¢y,
helyett 1, (és annak részeként f_;;, a peremeértékek zérusok).
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3. (15.138) és (15.44) azt adjak, hogy
a’b?

1
< <
= TN (A9) = 8ko(a® + b7)’

min

145 0.0y

és mivel a (-,-))-vel jelolt euklideszi skalarszorzat csak a hihy szorzéval
kiilonbozik az Lo(wp)-féle skalarszorzattol, hiho(u, v) ) = (u,v),n), a kapott
korlat egyben ||4,"||«2) korlatja is, azaz

AL

(Ap) > koAl (AD). O

min

Most a Green—fiiggvény vizsgalatara tériink ra. A (15.133)-(15.134) fela-
dat Green—fiiggvényét Gy (x, €)-vel jeloljiik, tehat rogzitett £ € wy-ra legyen

(4G (w.8) = 55,

x €wp; Gup(z,&) =0, € (15.139)

A Green—fiiggvény Osszefiiggése az A;l méatrixszal a szokasos. Mindkét mét-
rixnak a (ge-lel, ill. ay-lel jelolt) oszlopaira lesz sziikségiink lejjebb a 15.19.
lemmat altaldnosité becslésekben :

((1/1, caey Ojn) = Agl = hthGh = hlhg(gl, faay gn) (15140)

Hasonléan az (o}, ...,ad) = (A%) 1 = hiha(g?, ..., g%) oszlopvektorokat is
vezetjiik be és az egységmatrix oszlopait es-lel jeloljiik.

15.21. Tétel (6nadjungilt elliptikus egyenlet diszkrét Green—fiiggvényé-
nek becslése). Ha igaz (15.132), akkor a (15.139) altal definidlt Green—
fliggvény teljesiti a kovetkezd becslést :

1

1
(x,6) < 2n
ko

< < min(hy, hy)
0 < Gp(z,§) < ~ ko min(hy, hy)’

ahol v, a 15.19. lemmaban definialt konstans.

Bizonyitas. Rogzitett £ = x¢ € wpy-ra legyen gi(z) = Gi(z,€) és
9(x) := GY(z,€), z € wy. Ha G-t nem kétargumentumii racsfiiggvénynek
tekintjiik, hanem matrixnak, akkor g, annak fent mar bevezetett oszlopa
és g¢(r) annak egy komponense (analog g9, értelmezése). Igy pl. g, l-edik

komponense
1
gee = go(2%) = Gu(2*,2°) = —— (4, .
hihy

Az el6z6 tételbdl tudjuk, hogy

(Ange, 90)0,n) = kollgella,n)-
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Ezutan hasznéljuk, hogy
AVl = ep = AYh1hogy,
tehat

Gie = (e, 900 = (Aphihagy, ge)fy)
= (Ahgds 900 < (AN90, 90) 0n) (ARge ge) oy, (15.141)

ahol arra val6 hivatkozéssal, hogy AY) szimmetrikus és pozitiv definit (Id. az
el6z6 tételt), az dltaldnositott Schwarz—egyenldtlenséget alkalmaztuk :

(Az,y)* < (Az,z)(Ay,y).

Ez akkor érvényes, ha A 6nadjungalt és pozitiv definit a (-, -) skalarszorzat-
ban. Ilyenkor ugyanis énadjungalt és pozitiv definit A2 gyoke létezik, és
igy a Schwarz—egyenl6tlenségbdl kovetkezik

|(Az,y)| = (A2, A'?y)| < | AY22]| | A2y = ((Az,2)(Ay, )",
hiszen || AY/2z||? = (AY?x, AY?7) = (Az, 7).

Mivel 1
(Ahges gl(f))(O,h) = %(ee, 92)(0,@ = (e, g/(z))(z)
és 1
(AR ge, ge) o) < k—O(Ahge, 9e)(0,1)5
igy, folytatva a (15.141) egyenl6tlenséget azt kapjuk, hogy
1
9y < k—o(ee, 90)(2) (Ange, 9)(o,n)

1 1
0 0
= g €e,9¢)(2) = Yoo 9ee-
%o ( )@ s

Itt g > O ismert, hiszen A,-val egyiitt A,' és G} is szimmetrikusak és
pozitiv definitek. Ezért

1
0 < gee < +—Gor (15.142)
0

Valéjaban minden j indexre 0 < gjp, mert A, M-matrix (az elgjel-feltéte-
lek (15.132) mellett azonnal ellendrizhet8ek, és Aj, szimmetrikus és pozitiv
definit). Akkor a maximumelv is alkalmazhato, amely szerint oy = hihagy,
az Apa = ey > 0 megoldasa, nemnegativ vektor és felveszi maximumat ott,
ahol ey, azaz

0 <gje < gee minden j-re.
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Most térjiink vissza a Green-féle fiiggvényhez! Ekkor ez utébbi egyenlGtlen-
séget és (15.142)-t kombinalva azt kapjuk, hogy

0< Gul(e,8) < Ga(6,6) < -GA(EE),  minden 7,€ € wyra
0

G, szimmetridja miatt az is igaz, hogy
0< Gh(.’li,é-) < Gh(x,a:).

A 15.19. lemmaval egyiitt ez adja a tétel bizonyitasat. O

Még 4ltalanosabb elliptikus operatorok differencia-approximécidja a 32.
feladat. Polar- és gobmbkoordinatakban megadott feladatokkal a parabolikus
egyenletek targyalasakor foglalkozunk.

15.5.3 ,Diszkrét” beagyazasi tételek, maximumnorma-
beli konvergencia

Tovabbra is csak a kétdimenzios esetet vizsgalva, itt a 15.19. lemmébdl és a
15.20. tételbsl vonunk le néhany kovetkeztetést.

15.22. Lemma (,tilos” beagyazasi tétel). TetszGleges, az Wy, racs pere-
mén elting y racsfiiggvényre teljesiil

1 1/2
Yll o) < (% In m) [T (15.143)

Itt 2 a (15.125)-ben definialt konstans.

Bizonyitas. Tekintsiik a (15.120) feladat y megoldasat! Ez f-fel egyiitt
befutja az egész IR"-et, mivel (15.121)-ben AY regularis. Ennek és (15.123)
alapjan tetszGleges y racsfiiggvényre igaz a kovetkezG azonossag :

= Z G%(xaf)(—AhQ)(thM = (G%(x, s _Ahy)(o,h)-
EEwWp
Innen az altalanositott Schwarz—egyenlétlenséggel kapjuk
(Gh(@, ), —Any) o)
(=GR (&, ), GA. 2, ) (B 0) b
Gh(, )21yl 13 )

(@) = |
<
=

és most a 15.19. lemma adja az allitasunkat. O
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Megjegyzés. A (15.143) egyenlGtlenséget azért hivhatjuk bedgyazasi
tételnek, mert azt mondja ki, hogy a H(wy)-beli racsfiiggvények egyben
C(wp)-nak is elemei. A beagyazasi tétel viszont ,tilos” abban az értelem-
ben, hogy a beagyazasi konstans h-tol fiigg, azaz a racsfiiggvények terének
fiiggvények korében (amikor Q € R?) ilyen tétel nem igaz (végtelen dimenz-
i6ju térben korantsem minden norma ekvivalens). 0O

A (15.143) becslés igen hasznos. Legyen ugyanis a téglalapon adott
egy elliptikus peremérték feladat, amelynek v megoldésara és y, differencia-
kozelitésére ismeriink a Hj(wp)-normaban egy konvergencia becslést (mert
azt konnyebben allithatjuk el), mondjuk

lyn — @nll 3y < MA°

alakban (legyen h; = h, = h). Ekkor ebbdl (15.143) segitségével rogton
kapjuk az egyenletes konvergencia becslést is:

1\ /2
llyn — Uth(wh) <M (72 In E) h2.

Ebben — a szokésos 1épéstavolsagok esetén — a (72 In %)1/ ? 70176 még nagy
szamnak sem mondhaté: a = b = 1 esetén 75 < 2, és ha most h = 5-107'%,

akkor (2In %)1/2 még mindig 10 alatt van.
Alkalmazzuk ezt a gondolatot a (15.130)-(15.131), (15.132) feladatra és

“ s,

15.23. Lemma (valtozo egyiitthatoju feladat megoldasanak maximum-
normabeli stabilitdsa). A (15.135) feladat y, megoldasara igaz a kovetkezd
becslés:

1 1 1/2
o < — (el ———— )
”yh“C( h) — k() (72 n min(h1,h2)> ||g0h||H0 (wh)

ahol v, a (15.125) konstans és

lonllg1(y) == sup M
0 0#veEHY (wp) ||U||H3(wh)

Bizonyitas. A (15.133)-(15.134) feladat megoldasa y, = A;'py =
h1hoGrpp, igy az f-edik komponense

Yo = (Oée, @h)(z) = (ge, @h)(o,h),
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1d. a (15.140) jeloléseket. Innen

[yel = (g, en)om]| < [19ell 3wy 1€l g1 )
ahol (Id. a 15.21. tételt)

1

ko (ee, ge)( 2)

1
lgell oy = (Ahge, 90)on) < +— (Ange, 90) o) =
0( h) k
1 < 1
790 = _g .
kO 124 kg 17
Ebbdl és a 15.19. lemmabol kapjuk az allitast. O

A lemmabol kiovetkezik az is, hogy a (15.133)-(15.134) séma konvergal
maximumnormaban, 1d. a 33. feladatot.

A folytonos argumentum fiiggvények korében egyébként igaz a HZ — C
beagyazas (amikor Q € R?, d < 4). Vezessiik le annak diszkrét megfelelsjét
a vizsgalt kétdimenzios esetben! Mint a HZ(wy,) tér normajat definialjuk

Yall 2 ) == 1A Yl 0.0)-

15.24. Lemma (diszkrét beagyazasi tétel). Tetsz6leges, az W), racs
peremén eltiing y racsfiiggvényre teljesiil

Yl < M(a, D)1yl a2 ()
ahol

a3h3 \ 1/2
M S L b . 15.144
(a,0) (16(a2+b2)2 + 32(“ + )> (15.144)

Bizonyitas. Legyen yj, tetsz6leges vektor és fj, :== A%y;. Ekkor (15.123)-
nak megfelelSen y, = (g7, fn)(o,n) és igy

lyel < Ng¢llo,mll fullo,n) = Ilge
= ||92||(0,h)||yh||H0 (wn)*

Ezért elegendd a kovetkez6 becslést bebizonyitani :
1911Ton = D (Ga(a",€)) hihy < M?,
EEwy

alkalmas M konstanssal. Ehhez kiindulunk (15.128)-b6l. Felhasznélva a
sajatfiiggvények ortonorméaltsigit azt kapjuk hogy

0 , Ni—1Ny—1 U(J N1 1 Ny—1 2
jeetor = 3 () <X Y ()

k=1 j=1 k=1 j=1
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és a 15.19. lemma bizonyitasanak gondolatmenetét megfelelGen modositva:

4 4b4 1 w2 ﬁmax(Nl,NQ) d d
G < et i) )
ab | 64(a? 4 b?) 16 J, J1 g2(r, )

< M?*(a,b),

ahol M = M(a,b) a (15.144) konstans. Itt felhasznaltuk, hogy

// Tdrdgo /% dop /wﬁ_wab(cﬁ—kb?)
0 (a%c0s2<p+b%sin2<p)2 g 8 '

15.5.4 Differenciasémak vizsgalata L,-beli jobboldal es-
etén

Ebben a pontban vizsgaljuk a Poisson—egyenlet els6faji peremérték feladat
megoldasat differenciaséma segitségével és megmutatjuk, hogy hasonl6 becs-
lés kaphato, mint a linearis végeselem modszer esetén.

Legyen Q:={0 <z < a, 0 <zy <b} és f € Ly(Q).

Ekkor a homogén peremérték feladathoz tartozo altalanositott megoldés
H?(£2)-bol val6 és jellemezhets mint az az u € H*(Q)NH} (), amely teljesiti

) / Au(z)v( // f(z)v(z) dz(15.145) (15.145)

egyenletet minden v € Ly(Q)-ra.
Legyen wy, a szokasos téglalapalaki racs Q-ban hy := a/Np és hy := b/N,
racsallandokkal, h? := h? + h3, és teljesiiljon x > 0 konstanssal

1 M

— < — <k, 15.146

Pl ( )
Ha T := (71,72) € wp, akkor O(Z)-szel jeloljiik a hozzatartozé elemi

téglalapot :

hy h
D(T) = {($1,$2) € Q |£C1 —$1| < ? |£C2 —$2| < 72}

Legyen xp az elemi téglalap karakterisztikus fliggvénye :

(2) 1, zen,
x) =
B 0, maéskor.
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Ez a fiiggvény Ly(€2)-ba tartozik. Behelyettesitve (15.145)-be

Tt TS 52,
[ renewar = ~[[ awar= [ 7 [ 5 s
A 2

m+i w2 2u
> drad 15.147
oy Loy g tomton (13247

[l o

+/;i+h71[§_xu2 (3:1,52 + %)—g—;i(xl,EQ — %)}dxl_

A fenti miiveletek kényelmes leirasat adjak a Sztyeklov-féle dtlagoldsi operd-
torok :

Ry 1
1 [Tty 3
(S1v)(T) = I . v(x1,To)dzy = / 1 v(Ty + shy, Ty) ds,
1 52:’%2 %2
(Sov)(z) = I - o v(T1, 29) dzy = / v(T1, To + the, ) dt,
2 Ja =
%
(Sngv)(E) = // d.’I? = / / U(El + Shl, To + thg) dsdt.
hlhg 1J_1
0(@) 2 2

Az 515, operatort alkalmazva (15.145)-re megkapjuk a (hiho-vel osztott)
(15.147) azonossigot. Az ott kiszdmitottak szerint v € H'(Q)-ra érvényes

(smr) @) = [o(or+2.22) = o - 4.2)],

(sm) @ = ol ms ) =o(mm =)
Ezekkel a jelolésekkel (15.147) tehat felirhat6é mint

() )

w5 (s (o 5) - (m-5)

+ (15.148)

To=T2

+ (S152/)(7) =0

Ir1=x1
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Itt a 15.6-ban targyalasra keriil6 boxmodszernek megfelelGen a 83—;‘1 ill. aa—;;

integraljait approximaljuk a kézéppont szabaly segitségével, pl.
— ho
ou h1 1 T2ty ou h,l
s (e )
2 (8(1}1 7 + 2 >

= — — 7T+ = d

T2=T2

1
h—(U(jl + hl,jQ) — U(fl,fg)).
1

Q

Ez az approximacio u € H?(Q) feltételiink mellett jol definialt, hiszen mig
dimenzi6ja nem nagyobb 3-nal, addig a H?()-beli fiiggvények folytonosak
is.

Igy eljutunk az

Yriar T Yma, T 0(T) =0, T E€wp; y@) =0, TEy,  (15.149)
differenciasémahoz, ahol v, a racs pereme,
©(T) = (51521) (@), (15.150)

és ahol az y racsfiiggvény kozeliti az u pontos megoldas értékeit a racspon-
tokban. Hogy milyen jo ez a kozelités, azt a kdvetkezékben tisztazzuk az

190723y = N T3 + Ny, 12

megoldast a kovetkezd félnormaban vessziik :

i = [ |(55) +2 (50m) + (53) |
“ H2Q) - ax% 81'18372 8:1:% v
Q

illetve a szokasos H?(Q)-norméban. Az aldbbi tétel a differenciaséma yj,
megoldasvektorat a pontos megoldas racspontbeli értékeibsl képzett iy, vek-
torral hasonlitja Gssze.

15.25. Teétel (differenciaséma konvergencidja f € L, esetén). Tel-
jesiiljon (15.146). Akkor a (15.149), (15.150) séma y megoldasa els6 rendben
konvergal a (15.145) feladat v € H%(Q2) N Hy () megoldasahoz : Igaz az

v — nll gy < MAllull ey (15.151)

becslés, ahol az M > 0 konstans nem fiigg h-tol.
Bizonyitas. A tételt a kovetkezd l1épésekben bizonyitjuk :
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1) felirjuk a hibahoz, z := y — u-hoz tartozo egyenlet jobboldalat ,diver-
gens” alakban, mint 71z, + 72z,, & levezetjiik ||zl m1(.,) becslését az ni, n,
segédfiiggvények Lo(wy)-féle norma segitségével;

2) alkalmazva a Bramble-Hilbert lemmat (1d. II. 11.7.2.-3.), megkapjuk
M (), n2(T) becslését ||ul|m2(n@)) segitségével, T € wy;

3) Osszegezve az eredményeket eljutunk a (15.151) becsléshez.

1) A hibaegyenlet

Zgvm + Zmgm, T W(T) =0, TEwy 2(ZT)=0, TE, (15.152)
ahol

1/) = Uzin + Uzyzo + 5152f = (771)1:1 T (772)I2’

. L 5u o h1
= 771(“) = Uy — S (a—xl(xl - ?’>) )

. L ou _ h2
e = 772(“) = Uz, — S1 (6—332( y Ly — 5)) )

1d. (15.148). Ezutan a (15.152) differencia-egyenleteket skalarisan megszoroz-
zuk z-vel :

(¥, Z)(O,h) = ((nl)wnz)(o,h) + ((12) 225 Z)(o,h)
_(Zflwu Z)(O,h) - (Zfzcvza Z)(O,h) = ”Zfl‘ﬁ + ||ZE2|]§

A parcialis Gsszegzést alkalmazhatjuk az 7, n.-féle tagokra is, mivel z
homogén peremértékkel rendelkezik :

||Z||§15(wh) = (771$1’Z)(0,h) + (22 Z)(o,h) = —(m, 2z, 11 — (M2, 22, )2
< imllullzz l + lmellellzzll2 < (lm 13+ 172013) 2121 2 on)»

ahol a Cauchy—Schwarz egyenl6tlenséget hasznaltuk.
Ezzel megkaptuk az els§ kozbiils6 eredményiinket, :

121l a73 oy < (3 + lIma[15) 2. (15.153)

2) Vizsgaljuk pl. az n, segédfiiggvényt. Ehhez legyen

a2

egy tovabbi elemi téglalap, amelyet

0,(Z) := {(.’El,ﬂfg) € Q,

$1:fl+(8—1)h1, $2252+<t——>h2
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segitségével az F egységnégyzetre képezziik le. Legyen
U(s,t) :=u(z1(s),z2(t)), (s,t) € E.
Ekkor
_, hy
1 hy [®T2 Ou hy
= 7 _7_ - __ha_ - 7 —(___7 )d
=g {U(xl Ta) — u(T1—h1,T2) T /@_%2 gy \T1 750 %2 ) Ao

felirhato mint

m = hill(U), I(U) = U(1, %) . U(o, %) _ /01 %_Z(%,t) dt.

Azért mentiink at 7;-r6l I-hez, mert igy a diszkretizaciotol fiiggetlen kons-
tanssal alkalmazhatjuk a Bramble-Hilbert-lemmé&t. Ehhez jegyezziik meg,
hogy u € H?(Q) miatt U € H?(F). Ennek alapjan [ valoban linedris
funkcional, I : H?*(E) — R.

Korlatossaga kovetkezik a bedgyazasi tételekbdl :

1
v (o, 5)‘ < co|U |2

Y

H2(E) — C(E), igy ‘U(l%)

és Ey :={(s,t) € E, s=1/2}-del érvényes
H*(E) — H'(Ey),

1/2
Lou /1 LroU /1 2
- — < - - < , '
| as(z’t)dt‘— (/ (as (Q,t)) at) < alUlmew

Itt co és ¢; a megfelel§ bedgyazasi konstansok (fent (15.144)-ben szerepelt a
H? — C beagyazasi konstansa).
Osszesitve :

HU)] < (2c0 + e)l|U |l

= (2¢c+ ¢1) /E/U2+<%—Z>2+<%—[tj)2

A Bramble-Hilbert-lemma alkalmazasahoz hidnyzik még annak ellenér-
zése, hogy [(p) eltiinik az Gsszes, legfeljebb masodfoki p polinomon. Csak a
p = s? és p = st eseteket nézziik meg. Ekkor

igy

1/2

dsdt+ |U|H2(E)

l(p)=1—2/ Lar=o0, il l(p):——/tdt:().
0 2 2 Jo
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Most a Bramble—Hilbert-lemma szerint van olyan M, konstans, hogy

M,
LU)| < Mo|Ul g2y vagyis [mi(u)] < h—lo\U\H%E)

Ezutan kovetkezik az |U|p>(p) visszaszamitasa |u|g2(o,)-re, amelynek so-
ran elGkeriil az egész gondolatmenet lényege, mert itt nyeriink egy h-hat-

vanyt :
U2 _ // 0*U 0*U 2+ 62_U 2
o (E®) 0s? dsot ot
1 ,0%u > 2u \’ , 0% 2
— Z - 2 Z -
hﬂh//[(hlax%) * <h1h28x18x2 + hz(‘?x% dz
01

h4
S W‘U‘H%Dl)'

dsdt

(Emlékeztetiink, hogy h? = h? + h2.) Igy végiilis
Myh?

I (u)| < 7h1(h1h2)1/2|u\m(u1). (15.154)
Egészen analég modon nyerjiik |n(u)| becslését, bevezetve a
h h h
DQ(T) = (.Tl,CCQ) € Q, |ZC1 — 51‘ < —1, ) (fg — —2) < 2
2 2 2
elemi téglalapot stb.. A végeredmény
Moh2

A (15.154) és (15.155) becslésekben all6 (hyhy) /2 szorzo ,,magatol” tiinik
el a bizonyitas 3. lépése soran, mig az 1/hq, ill. 1/hy szorzok miatt kényte-
lenek lesziink egy h-hatvényt feldldozni.

3) A (15.154) és (15.155) becsléseket behelyettesitjiik (15.153)-ba. Fi-

gyelembe véve az ||n:|]%, ||72]]%, valamint a O; és O, definicio6it, azt kapjuk,

hogy

: LAY 2
it < (M) ¥ X o

h1<7z:1<1 h2<52§b—h2

- () [ [ ) ()]

h2
(Moh—1> |U|H2(Q)

IN
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Hasonlban

R2\2 =3 o[ /920 2 Pu \? [0%u)\?
A PN / / ouY L, —— ) | dzpd
In2l; < ( °h2> h o | \0x? * 0109 + 0z e
h2\?
< (Moh_2) ‘“‘%{2(0)’
és igy

1 1
Mgy < MR+ 1 (35 + 2 ) by
1 2

i ha\’
= 3+ (432 ol

1\? 1 2
]\Jgh2 (K—f- ;) |U|%12(Q) < (Moh (H-i- E) ||u||H2(Q)> s

felhasznéalva a (15.146) feltételt. Ezzel a tétel be van bizonyitva. O
Megjegyzések. 1. Feltételeink mellett folytathato a (15.151) becslés,
mert van olyan c konstans, hogy ||u||z>(q) < || fl|z.@)-

2. Akkor is igaz a tétel, ha — elhagyva az u € Hj feltételt — (15.145)
mellé el6irjuk az

IN

u|F =g€ H3/2(F)

peremfeltételt. Ugyanis ekkor is u € H?(2), a g fiiggvény folytonos T'-n, igy
y szamaéra elGirhatjuk g értékeit a racs v, peremén. Ennek eredményeképpen
tovabbra is érvényes z = y—u = 0, € 3, és az egész bizonyitas valtozatlan
marad. Jelen esetben van olyan ¢ konstans, hogy

v = @l ggany < Mbllull @y < M|l oy + lgllrogey] -

3. Hasonléan, mint a végeselem modszer esetén, itt is felmeriil a kérdés,
hogyan kell a (15.150) integraljait kiszamitani. Amennyiben f — egy-két szin-
gularitastol eltekintve — sima fiiggvény, akkor azokban az elemi téglalapok-
ban, amelyekbe a (négyzetben integralhat6) szingularitas esik, annak lénye-
ges részének integraljat analitikusan szamitjuk ki. Egyébként (a szingula-
ritast tartalmazo elemi téglalapokban a maradékfiiggvényre, az egyéb tégla-
lapokban f-re) elegendé a kozéppont szabalyt alkalmazni.

4. Az 5,5, atlagolasi operator akkor is hasznalhat6 differenciaséma le-
vezetésére, ha a peremérték feladat

0 ou 0 ou
- - - . — Q
axl (lﬁl(ﬁﬂ) 81‘1> + ax2 (kg(.’L’) 6332) =+ f(.’E) 0, T el
u = 0, rzel,
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ahol
kl,kg ECI(Q), 0< Sk1($),k2(l‘) < ¢, .TEQ,

és [ € Ly(Y), u € H?(Q). Ekkor is érvényes a tétel (valamivel bonyolultabb
bizonyitassal: az n hibamennyiségek ekkor az u megoldas és a ki, ko egyiitt-
hatok linearis funkcionaljai). A differenciaséma — eltekintve a jobboldaltol —
a szokéasos:

(a'lyfl)lj + (G’nyz).’la + SISZf = 05 MRS Wh,
Yy = 07 T € Yh,
ahol

al(x):kl(xl—%,@), ag(x)zkg(:cl,xg—%).

15.5.5 Dirac-féle /-fliggvényt tartalmazé jobboldal

El6z6 eredményeink nem fedik le azt a gyakorlatban fontos esetet, hogy a
Poisson—egyenlet f jobboldala tartalmaz Dirac-féle J-fiiggvényt. Ilyen fela-
datra jutunk pl. abban a kornyezetvédelmi probléméiban, amelyet a 16.1.1.
pontban vazoljuk, ha ott nincs szél és ha a forras id6tél fiiggetleniil miikodik
(ez pl. egy ipari kémény modellje lehet). Hovezetési értelmezés esetén a pon-
thegesztés vezet ilyen feladatra, és ha az egyenlet a megfeszitett, megterhelt
membran modellje, akkor egy pontszerii teherrél van sz6. Ilyen esetekben
a szingularitas kis kornyezetében valojaban mas modellt kellene alkalmazni.
Ennek ellenére a o-fiiggvényt tartalmazo egyenletek elfogadottak a gyakor-
latban.

Mig egy vonalra koncentralt f forras esetén — mint amilyennel modellez-
heté kornyezetvédelmi szempontbol egy forgalmas orszagit — f € H (),
addig a d-fiiggvényt tartalmazé f-rél ismert (ha Q € IR?), hogy f € H(Q),
tetszGleges v < —1-gyel, a kovetkezd értelemben :

|| f1|zz> := sup fs9)o véges.
a70 9]l -

Ez azt jelenti, hogy a peremérték feladat megfogalmazéisa a szokisos
variacios egyenlet segitségével sem elegends, hiszen ott feltételezziik, hogy
legalabb f € H™'(Q).

Amennyiben v > —3/2, Necas szerint mégis definidlhato egy altalanosi-
tott megoldas.

A masodrendii feladatokra korlatozva Necas vizsgalatat, megallapithato,

hogy az
a|a‘ua|ﬂ|v
= op————>d
a(u,v) L E Gap 5 58 12
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bilinearis formanak, ha H!-elliptikusnak tételezziik fel, akkor is van jol defini-
alt értéke, ha

1
ue HO, §>6>0, de ve HI,

ahol multiindexes jelolést alkalmaztunk, 1d. I1. 11.7.2. elején (itt o = (a1, az),
la] = a1 + ay stb.).

A peremfeltételt egy alkalmas uy € H'~°(Q) fiiggvény segitségével fogal-
mazzuk meg : legyen

u—uy € Hy 2(Q).

Ezen feltételt kielégits u-t keressiik, mint az
a(u,v) = (f,v)o minden v € H'™-re

variacios egyenlet megoldasat, amikor f € H~'~%. Ennek van Necas szerint
pontosan egy u € H'~% megoldasa tigy, hogy (u-tol fiiggetlen C' konstanssal)
érvényes

||U'||H1—5(Q) <C (||f||H—1—6(Q) + ||U0||H1—6(Q)) .

Ez nekiink éppen elég lesz ahhoz, hogy azt az esetet kezelhessiik, amikor
[ a Dirac-féle §-fiiggvény. Kozben az f € H™1() esetet is intézziik el.

Az q bilinearis forma a Laplace—operatornak feleljen meg (ans = 1, ha
a=L0=(1,0) vagy a =5 =(0,1), de ap.p =0, haa = g = (1,0)).

Mint differenciasémat megint a (15.149) séméat fogjuk vizsgalni, de mas
jobboldallal :

(@) :=TTof, T € w, (15.156)
ahol
T1+h1 =
@@ = o [ (1= [P s m) b = (820,

mn@ = [ (1=

h2 ZTo—ho

) F (@, 22) dz, = (S2£)(@).

Ezekkel az atlagoléasi operatorokkal mar a spline-fiiggvények targyalasa soran
talalkoztunk (1d. I. 267. o., (4.62)) : a méasodrendd differenciahanyados segit-
ségiikkel kifejezhetd :

2
Taf

A T\T, operatort a Poisson—egyenletre alkalmazva, megkapjuk a

0= T2uT1$1 + Tlu@mz + o= (TQu)Twl + (Tlu)fzm + ¢ (15'157)
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sz 0z

hasznalni.

Mivel majd a konvergencia bizonyitasa soran meg fogjuk mutatni, hogy a
kiilonb6z6 (15.157)-ben felléps kifejezések jol definidltak, itt csak a kovetke-
zOre hivjuk fel a figyelmet :

Ha (15.156) jol definialt, akkor a (15.149), (15.156) séma y megoldésa is
az. Kozben viszont az u altalanositott megoldés pontbeli értékei mar akkor
sem jol definidltak, amikor f € H~(Q) és igy u € H'(9).

Vagyis : nem jo kérdés az, vajon y — u amikor h — 07

Azt fogjuk bebizonyitani, hogy y — @, ahol

o L (SlsQU)(E), T € Wp,
u(z) == {0’ e, (15.158)

A differenciaséma megoldasa — a (15.156) jobboldal esetén — tehat a pon-
tos megoldas integrdljdt kozeliti a O(z) elemi téglalap felett.

15.26. Tétel (Szamarszkij, Lazarov, Makarov; differenciaséma konver-
gencidja Dirac-féle J-fiiggvény jelenlétében). Legyen f € H7, =3 < < —1,
u a Poisson—egyenlet altalanositott megoldasa, homogén peremfeltételek mel-
lett (Necas értelmében), és y, legyen a (15.149), (15.156) differenciaséma
megoldasvektora. Ekkor érvényes

lyn = Raull o) < MB*F| fl (0,

ahol Rpu jeloli a (15.158) altal definialt racsfiiggvényhez tartozé vektort (a
15.3.1-beli jeloléssel Ryu = (ﬁ)h)

Bizonyitas. A tételt hasonlo harom olyan 1épéssel fogjuk bebizonyitani,
mint a 15.25. tételt.

1) Legyen z :=y — @ a hiba. Ekkor (hasznalva (15.157)-et)

Zjlml-i- ZEoxy — _TlTQf - Eilml - Efz.’rz = (771)51z‘1+ (772)52I21 (15159)
m o= Tou — u, N 1= Tiu — u, T € Wh-

Ugyanezekkel a képletekkel definidlhato n; (ill. 7,) akkor is, amikor T €
és T1 = 0 vagy T = a (ill. Ty = 0 vagy Ty = b), és értékiik ekkor nulla. A
perem egyéb oldalain el6irjuk a homogén peremértékeket 7y, ill. 7, szdmara.
[gy mindeniitt 7,(T) = 7(F) = 0, T € -

Legyenek Ay, Ayp, Ao azok a matrixok, amelyek (a homogén peremérté-
kek eliminéacidja utan) hozzatartoznak zz,,, + Zz,2,-h0z, 2z, 4,-hez, ill. 2z,,-
héz. Mar kordbban megmutattuk, hogy A, = Ay, + Ag, szimmetrikus és
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pozitiv definit, viszont Ay, és Ay, felcserélhetSk (mint az xq, ill. x5 szerinti
differenciahanyadosak képzése is az). Igy (15.159) a

zn = — A, (Aimn + Aonnon) = — A Ay 'min — Aan Ay non (15.160)

vektoralakban felirhat6. Mivel tetszéleges, v,-n eltling w racsfiiggvény esetén
az Lo(wp)-normaban igaz

[Apwall® = [0z |I? + 2(Wa20, Wany) + | Wi ||
||A1hwh||2 + 2(“}51127 wiwz) + ||A2hwh||2
> || Avpwnll?, || Aznwn|l?,

igy
lonll > |4 Ay onll = |4, Ao, 1=1,2,
ahol v, = Apw, is tetszbleges, v,-n eltiing racsfiiggvény vektora. FEzért

(15.160)-bol kovetkezik

12l 2awn) < l1mnllpan) + 1720l 2a(en) - (15.161)

2) Necas szerint, ha f € HY(Q) és v > —3, akkor u € H*™. Azt fogjuk
megmutatni, hogy 7, és 1, az u funkcionaljai a H?™(0O) téren, ahol most
0=0) :={z € Q |z1 —T1] < hy, |3 —T2| < hg} az elemi téglalap
T € wp-hoz.

ElGszor is, [ udz jol definialt, mivel a beagyazasi tételek szerint H*+7 (D)
— Ly(0) ha 0 < 2+ . Tovabba, H*"(0O) < Ly(0;), ha 2(2+7v) > d =2,
vagy ha 0 < 2 —2(2+ ) < 1, azaz : ha vagy v > —1 vagy —% <7y < -1
Itt 0y := {.’L' € D,.TQ = fg}, ha Tlu—t ViZSgéljllk, ill. Oy = {$ € D,ﬂ?l = Tl},
ha Thu-t nézziik. Ezzel megvan 7, és 7y korlatossaga (additivitasuk vilagos),

M5 In2| < collull 2+(o)-

A Bramble—Hilbert lemma alkalmazésahoz megjegyezziik, hogy u = const

esetén
Sngu = Tlu = TQU = Uu.

Ugy mint a 15.25. tétel bizonyitasaban, elvégezziik a transzformaciot az
egységnégyzetre (0 — E, u — U), ahol a Bramble-Hilbert lemma szerint

I, 1n2| < Mo|U|g2tv(m)
h1-t61 és ho-t6l fiiggetlen My konstanssal és a H*17(E) félnorm4javal. Vissza-
transzformalva O-ra kapjuk
2+

Imls me| < Mow\“\mﬂw),

(15.162)
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ahol 4hyhy a O(T) elemi téglalap térfogata és h? = h? + h3.
Most vizsgaljuk még

p =) = (ML) = ( )¢(f, z)f(x) de
O
Jé deﬁnléltségé‘c iS, ahol ’(p(f, LE) = (1 - ‘.’L‘l - El|/h1)(1 — |.T2 — §2|/h2) !
Ha f € H7'(Q), akkor ismeretes, hogy felirhat6 mint

0 0

= —_— e 7 L Q; ) = :172'
f fo+8x1f1+6x2f2’ fie Ly(Q), i=0

Itt a derivaltakat altalanositott értelemben kell érteni. Folytatva a 1 fiigg-
vényt O(7)-on kiviil nullaval, irhatunk az Lo(2) skalarszorzataban

0 0
P = (fa 1/1)0 = (foaw)o - <f1, 8—f51¢)0 - (fQ, 8—mw)0,

ahol mar szokiasos modon (majdnem mindeniitt) értelmezhetjiik a derival-
takat. Ha most

0 0 _
f_f0+a—$1f1+a—l‘2f2+6(x_x*)’ x*GD(Jt),

tehat f € HY(2), v < —1, akkor

0 0
0 = (fo,¥)o — (fl, aT:f”)o - (fQ, 8—x2¢>0 +1p(x).

Az x,-hoz legkozelebbi négy racspontban a Dirac-féle d-fiiggvény ad nem-
nulla értéket @-hez, és ezen négy érték osszege 1/(hihs).

3) A (15.161) és (15.162) becslésekbdl kivetkezik a tétel allitasa, hason-
l6ban mint a 15.25. tétel 3. bizonyitasi lépésben. Itt csupan arra kell figyelni,
hogy most az elemi téglalapok részlegesen atfedik egymaést, és emiatt

2
2 2 < o[ 7
||771h||L2(wh)a||772h||L2(wh) > 05 |u|H2+7(Q)

1
§(M0h2+7)2||u||§12+7(9)- 0

IN

Megjegyzések. 1. Ha tehat f J-fiiggvényt tartalmaz, akkor f €
H=17¢(Q), és ekkor |lyn — Rpul|r,w,) = O(h'™%). Ha f € H7'(Q), tehat
amikor u a szokéasos variacios feladattal definialhato, akkor ||y, —Rpt||py(w,) =
O(h).
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2. A bizonyitasbol kideriil, hogy az inhomogén peremértékek esete ne-
hézség nélkiil kezelhets (sem a bizonyitasban, sem az eredményben nem lesz
valtozas), ha u(z) = g(x), * € [, g € H¥*™(T), és ha a diszkrét feladat
peremfeltételeként elGirjuk y = T3_;9 a perem azon oldalain, amelyek x;-vel
parhuzamosak (i = 1, 2).

3. A tétel lényeges feltétele v > —%, de ilyen altalanossagban (71, 72
tulajdonsagai mellett) csak

1Yn — Butel| o) < MBI f]] (o)

bizonyithat6. Viszont v > —1 esetén méar nincs sziikség u bevezetésére, igy
vehetiink 7y := Tou — u, 1y := Tiu — u, és ekkor jobb becslés levezethets (1d.
a 34. feladatot).

Ezen pont tanulsidgaként azt mondhatjuk, hogy a differenciasémdk rdcs-
pontokhoz kotdtt értéker alatt nem kell feltétleniil a megoldds értékét érteni :
az eqy lokdlis dtlagérték is lehet, és igy a differenciaséma képes dltaldnositott
megoldds kozelitésére.

15.6 Véges térfogat modszer

15.6.1 Bevezetés

Ahogyan lattuk, a differenciaséméak altalanosithatok arra az esetre, hogy a
differencialoperator valtozo egyiitthatot tartalmaz, bar ekkor bonyolultabb a
stabilitasi és pontossagi vizsgalat : valtozo egyiitthatok esetén nehéz az alkal-
mas w majorans fiiggvény meghatarozasa, amely a matrix M-tulajdonsagat
mutatna, 1d. II. 11.4.8-ban az egydimenzios esetet. A tobbdimenzios esetben
ekkor altalaban Lo-féle technikat kell alkalmazni, 1d. 15.5.2-3.

A tobbdimenzids feladatok masik, tipikus nehézsége viszont az, hogy a
megoldasi tartomany nem téglalap. Ekkor mar a Shortley-Weller approx-
imécié sem garantéilja azt, hogy az onadjungalt elliptikus peremérték fela-
dat diszkretizicidja szimmetrikus pozitiv definit matrixi egyenletrendszerre
vezessen. Ez nem csupan a matematikai szépség csorbitésa, hanem a megol-
dasi algoritmusok munkéjat megneheziti, és sajatérték feladatok esetén ming-
ségileg hibas eredményeket vonhat maga utan.

Tovabbé, a gérbevonali peremen megadott mésod- vagy harmadfaja pe-
remfeltétel differencia-approximacioja sem problémamentes (1d. a 14. felada-
tot), kiilonGsen akkor, amikor a peremfeltételek egyiitthatoi is valtozoak.

Ezen nehézségek elkeriilésének az érdekében a kovetkezSkben a wvéges

térfogat modszert, mas névén meérlegegyenlet- vagy bormddszert a differen-
ciasémak szerkesztésére irjuk le.
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Tekintsiik az alabbi peremérték feladatot a (15.2) egyenletre :
div(kgradu) + f(z) = 0, == (z1,22) € Q, (15.163)

u(D) =) T €Ty, k)5

['=T1UTly, Ti#0.

+ o(z)u=g23(z), x € I3, (15.164)

ahol ) véges tartomény. A peremérdl, I'-r6l az egyszertiség kedvéért feltesz-
sziik, hogy az olyan torottvonal (nulla bels6 és kiilss szogek nélkiil), amelynek
csak véges sok toréspontja van.

Az egyiitthatok illet6leg feltessziik, hogy

O'(.’E) > oy > 0, T e Fg, 0'(.’17) = 0,.’13 € FQ; FQ U F3 = F23, (15165)
0<ky<k(r)<k >0, z€Q. (15.166)

A kovetkezd simaségi feltételek teljesiilését koveteljiik j = 0-ra ill. j = 1-
re :

k € CIH(Q)a [ € HHj(Q)a 0,023 € H1+j(r23)a u € H2+j(Q)a

ezenkiviil legyen ¢g; € C(I'y). Megjegyezziik, hogy az egyiitthatok felsorolt
tulajdonsidgai nem biztositjak az u megoldas tartalmazasat H?™/-ben. A
peremfeltételek tipusa valtozasanak pontjaiban (valamint a perem sarokpont-
jaiban, 1d. 15.2.) olyan szingularis komponensek jelenhetnek meg a megoldés-
ban, amelyek miatt csupan v € H'(f2) igaz; maguk a szingularis megoldasi
komponensek C(€2) N C2%(0)-bol valok.

A lejjebb részletesen szemléltetett boxmodszer olyan y;, megoldasvektort
nyijt, amely tavolsdga a pontos megoldéas racspontbeli értékeinek ), vek-
toratdl becsiilhetd mint

. ) . ) 1 1/2 .
lon = Gl < MR, o = oy < Mot (1), =01,

ahol még a j = 2 eset is elérhets, ha I' = 'y, u € H3(Q) és a racs csak
téglalapokbol ill. egyenléoldali haromszogekbdl All.

Az el6bbi konvergencia eredményt nem fogjuk bebizonyitani. A bizonyi-
tas Heinrich konyvében talalhato és a kovetkezd 1épesekbdl all :

1. a differencia-egyenletek matrixabol kiindulva diszkrét Poincaré-féle
egyenl6tlenségeknek (ilyen pl. II. 11.4.10-ben a (174) relacio) a levezetése;

2. a képlethiba elemzése és becslése a Bramble-Hilbert lemma (I1d. II
11.7.) segitségével;

3. a zp := yp — Uy vektor egyenletébdl ezutdn adodik, 1-re és 2-re ta-
maszkodva, a konvergencia becslés az (1, h)-norméaban;
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4. az el6z8bsl kovetkezik a becslés C(wp)-ban tilos” bedgyazasi tétel
segitségével (1d. 15.5.3, (15.143)).

Arra is mutatunk ra, hogy e konyv harom helyén szerepel a boxmod-
szer altal 1étrehozott differenciasémék konvergencia vizsgélata: a Poisson—
egyenletre (15.5.4-ben f € Lo(Q)-ra, 15.5.5-ben f € H~'7¢(Q) esetére), és a
fenti (15.163) egyenletre 15.7.9-ben (sszehasonlitids a Courant—végeselemes
modszerrel, f € Ly(Q) ill. f € H(Q) esetén).

15.6.2 A diszkretizacid levezetése

Célunk ebben a pontban mindenekel&tt az, hogy a differencia-egyenleteknek
a gyakorlati levezetését részletesen megmutassuk. A *** 17.4. pontban ezt
folytatjuk az olyan egyenlet esetén, amely (15.163)-hoz képest még az u elss
derivaltjait is tartalmazza v - grad u alakjaban, és *** 18.10.3-ban elsérendii
hiperbolikus egyenletet kozelitiink a boxmodszer segitségével.

Els6 1épésként a tartomanyt diszkretizaljuk egy téglalap alakt, nem ek-
vidisztans rics segitségével, amelynek egyenesei a koordinata iranyokkal par-
huzamosak : z; = z1;, ¥y = x9;. A racs tipikus pontjéit f— (@14, T25)-vel
jeloljiik.

Ugy valasztjuk meg a racsot, hogy a perem minden toéréspontja, a perem-
feltétel tipusa valtozasanak ((15.164)-ben a T'y és 'y kozotti dtmenet) min-
den pontja, valamint I' minden metszéspontja a racs egyeneseivel maga is
racspont legyen. Ez azt jelenti, hogy a réics elég finom kell, hogy legyen.

A kapott racs a tartomény belsejét ,elemi” téglalapokra osztja fel, mig a
perem mentén téglalapok helyett derékszogii haromszogek is lehetnek. (Mas
elemi tartomanyok is lehetségesek, de éppen az emlitettek igen kényelmesek.)
A racs egyenesei kozotti tavolsdgokat a kovetkezGképpen jeldljiik :

hl,z’:l:l/Q = hﬁ = \331,&1 - $1i|, h2,j:|:1/2 = hgij = \CEQ,jﬂ - $2j\-
A maximaélis ilyen tavolsag legyen h. Azt koveteljiilk meg, hogy a racs ne
legyen til irregularis a kovetkezs értelemben. A récs tetszéleges hi ill. hQij
lépéstavolsaga elégitse ki a

h
0<—< hi;, hy; < kh (15.167)

feltételt, ahol k(> 1) alkalmas konstans. A peremmenti haromszégekben
ebbdl a feltételbdl kozvetleniil a

1
—2§tan19§m2
K
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xsyzs,h
A H(x) E ;
X2 v 200 I
S(x) j ' T
I M e S
2 O T I Y S 1]
! : T
'_____________:__'_ _{I'::;I___ ! | _h\xgw
i i -;\\\ h
i i ! H(x)
] S@)
X,

abra 15.12: Véges térfogatok

egyenlGtlenség adodik a haromszégek minden nem derékszogi o bels§ szogé-
re. Ez az eredeti (I'-ra vonatkozo, nulla szogeket kizard) szogfeltétel pon-
tositasanak tekinthets. A racs minden Q-ba ill. Q-ba esé pontjanak a hal-
mazat itt is wy-val ill. wp-val jeldljiik. A

Yo3,n 1= Loz Ny,

perempontok az approximacié és az algoritmusok szempontjabol ugyanolyan
kezelést kivannak, mint az wp-beliek, ezért tobbszor szerepel a wy U 7235
halmaz is.

A kovetkez6 modon, az elemi téglalapok oldalfelezdinek a segitségével a
differencidlegyenlet diszkretizaci6janak elgkészitésére minden z° € wy, U V23,4
pont koriil kijelsliink egy H(z°) ,elemi” tartoményt, a boxot, cellat avagy
véges térfogatot : Ezekkel a H(z°) elemi tartomanyokkal létrejon az Q-nak
egy mésodlagos felosztasa; az 1j, masodik racs vonalait a H (z°) tartomanyok
S(2%) peremei képezik.

A differencidlegyenlet diszkretizéci6ja most a kovetkezSképpen torténik.
Adott z € wy U y93-hoz az egyenletet H(x°) felett integraljuk, a masodik
derivaltakat tartalmazo tagokat a Gauss—Osztrogradszkij tétel segitségével
alakitjuk &t :

ou

/ div(kgradu) dz = / kgradu -nds = / k——ds,
H(a®) S(a0) CEONCL
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ahol az S(2°) perem az éramutaté jarasaval ellenkezéleg irdnyitott, n az S
kiils6 normalvektora. Igy adodik a H(z°)-hoz tartozé mérlegegyenlet, amely
azt fejezi ki, hogy a H(z)-ban elgallitott h6mennyiség egyensilyban van a
be- és kidramlé hémennyiséggel :

/ k% ds + / fdx =0. (15.168)
S(x9) on H(x0)

Ezen a helyen méar tudunk arra a kérdésre valaszolni, amely a pont elején
is felvetGdhetett : minek még egy diszkretizaciés modszert targyalni, amikor
mar differencia-mddszer és végeselem modszer is van és barmely ilyen mod-
szer végiilis csak egy tobbé-kevésbé kiilonboz6 it a differencidlegyenletts] az
algebrai egyenletrendszerhez?

A boxmodszernek mérndki szempontbol elényei vannak.

A (15.168) egyenlet felirasahoz rogton hozza lehet fogni, nem kell el6szor a
differencidlegyenletet levezetni, aztdn azt diszkretizalni. Ehelyett elegend6 a
folyamat leirasadhoz lényeges fluxusokat ismerni (itt példaul —k S—Z a héfluxus)
és azokkal a megmaradasi tételt felirni egy elemei térfogatra. Igy a modszer
konnyen értelmezhets, és alkalmazasi teriilete korantsem a (15.163) egyen-
let peremérték feladataira korlatozodik, hiszen csak arra van sziikség, hogy
a differencidlegyenlet valamilyen fluxus divergenciajat tartalmazza és adott
forrasokat. Eppen ilyen formaban a fizika alapveté megmaradasi tételei
felirhatok. Ezért pl. a Navier-Stokes (17.4.0., 327. 0.) és az els6rend( hiper-
bolikus (*** 18.10.3, 453. 0.) egyenletek is kezelhetSk vele (ez a végeselem
modszernek nem ergs oldala — az pedig a negyedrendi feladatoknal, variacios
elv jelenlétében feliilmulhatatlan).

Ami viszont a feladat adatainak sziikséges simasagat illeti, szeretnénk
arra ramutatni, hogy 15.5.4-5-ben éppen a boxmodszer szolgalta a differen-
ciasémat abban az esetben, amikor a forras csak Lo-bél, ill. H~'=*-bsl valo
volt.

Vegyiik észre végiil azt is, hogy a boxmoédszer kiindulasi pontjat képezd
lokalis megmaradasi tételekbdl kovetkezik a globéalis is : 6sszeadva két Hy, Hy
szomszédos elemi tartoményra a hozzatartozo (15.168) egyenletet, az S; N
So kozos, bels6 peremszakasz feletti peremintegral kiesik a csak az elGjel-
ben kiilonb6z6 % értékek miatt. Kozben a forréstag feletti integral mar
H, U Hy-re vonatkozik. Ez a megmaradasi tulajdonsig tovabboroklsdik a
diszkrét rendszerre is, ha csak az S perem szakaszain az integrilokat tgy
helyettesitjiik kvadratira képlettel, hogy az fiiggetlen legyen att6l, melyik
elemi tartomanyhoz tartozik az illets szakasz. Kozben az elemi tartomanyok
nemcsak téglalapok lehetnek, hanem akér ferde vagy goérbevonali négyszo-
gek, haromszogek, hatszogek stb., és haAromdimenzios feladatokra kozvetlentil
adodik az altalanositas.
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A (15.168) relacié hasznos a 1) képlethiba elemzése soran is (amelyet fent
a konvergencia vizsgélat méasodik lépéséként emlitettiink). Ehhez (15.168)-at

(M(u))(z) = (<P( ), z=2a° Eth%sh,

1
M) @) = s / s @@ = gy [, fa

alakjaban irjuk fel. Ha most A, a (15.168) diszkretizicidja soran (amire
mindjart ezutan ratériink) M (u)-bol létrehozott egyenletrendszer méatrixa és
by, annak (p(f)-bdl levezetett) jobboldali vektora, akkor

Apzn = Apyn — Aptiy, = by — Aptiy =: Y,
= by — Aptip + Rp(M(u) — o(f))
= [Ra(M(u)) — Aptp] + [bn — Rale(f))],

ahol Ryv jeloli az Q-n definialt folytonos v fiiggvény lesziikitését az (z1;, xo;)
racspontokban kiszamitott v-értékek vektorara, és Rpu =: i},

A képlethiba itt bemutatott két része (amelynek els§ részében az u-nak
mar csak els6 derivaltja fordul el6, és az is integral alatt) a Bramble—Hilbert
lemma segitségével becsiilhetd a megfelel Szoboljev-terekben.

A (15.168) relacio egraktul érvényes, diszkretizaciojara tobb lehetGség
van, 1d. Versteeg és Malalasekra vagy LeVeque konyvét. Itt a relacioban sze-
repl§ integralok kvadratira képletekkel valo helyettesitésével foglalkozunk,
olymoédon, hogy differencia-kifejezéseket kapjunk. Az f-fel kapcsolatos inte-
gralt kozelitsiik egypontos képlettel : az 2° = (214, T2j) € wp U Yo3,, pontban
vesziink

[ F =G G)

Amennyiben 2% € 735, akkor kg—z helyett a (15.164) I'y3-ra vonatkozo
peremfeltétel alapjan vehetjiik go3 — ou-t, amikor az integral S(z°)-hoz tar-
toz6 részét approximaljuk. Ezutén visszamarad az S(z°) N Q menti integral.
Az S(z°) N Q olyan sf, si szakaszokbol 4ll, amelyek az z;,7, koordina-

tairanyokkal parhuzamosak, hossztisdguk

1 _ ) 1 _
hui = (4 ), Ll by = S (5 + hyy). (15.169)
Az st szakasz felezi az z° és (%14, T2,541) TAcspontokat Gsszekots szakaszt,
5 felezi az 20 és (@141, To;) Osszekots szakaszokat. Ezért kézenfekvs a
kovetkezd approximéciok hasznélata :

ou ou
/ k%ds ~ :thli(kvwg)i,j:tl/Qa / k%ds ~ :l:th(k"le)iil/Q,j,
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+
§1 X

h3 (x50)

hy(x90)
_ /¥/ i hy(x50)
52 S booooo
! ! +

abra 15.13: z° € wy, kérnyezete

ahol

hi; hi
k‘i:l:l/Q,j =k (xlz' + #,.’132]') s ki,j:l:l/2 =k T14, Toj + 77 ,

v az u(x) approximéacioja az x € wy, racspontokban, és a v diszkrét iranymenti
derivaltjai

bty = (o m) - @) B, (15.170)
Fgyijare = (v(z1,22 £ hy) —v(z)) /R (15.171)

A Vg, it1/25 J, Vs i j+1/2 €ls6rendii differencidk helyett, valamint a k egyiitthato
“feles” pontokra vonatkozé értékei helyett révidebben azt fogjuk irni, hogy
le,:l: ’UJJQ,:I: és ki:l: ,J ki,j:l:'

Irjuk ki részletesen az igy kapott approximaciot két specialis esetben!

0

a) 2° € wy, tehat 2° a tartomany bels6 pontja, és ott Hy := H(zP)

téglalap :

hai [(kvw2)i,j+1/2 - (kvm)i,jqp]
+haj [(kve,)iv12; — (kvey)ic1y24] +  |[Holfo =0,

és rovidebben
hi [(Kvay)ijr — (KVgy)ij—] + hoj [(kve, )iy j — (kva, )i- 3] + [Holfo = 0,

ahol |Hy| := hi;hoj és fo := f(2°). A |Ho|-ra valo osztés utén ez egy jol ismert
differenciaképlet (I1d. (15.133)-(15.134) 15.5.2-ben). A 36. feladatban annak
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hy (xy0)

HKO)

hl_(xlo) hf'(xlo)

abra 15.14: 2% € 703, kérnyezete

0

vizsgalata szerepel, amikor z° egy (peremmenti) derékszogii haromszognek

1S csucsa.

0

b) 2% € Yos,h, €s I'ag része az z*, 2°, = pontokat Gsszekdtd torottvonal

+ hi; h; ‘
(legyen xr— = (3311' + T’,:L‘gj + T))’ mig (.’11‘1,i+1,$2j), (-Tli; .’Ez,j_1) € Wy :
—h1i(kvg, )i j1/2+haj (kve, )iv1jag + (|87 1+ s, 1) (gas—0ov) (2°)+|Hol fo = 0,

ahol

53 =

V2 4 (222 hi; [(hy hay hi;hy;
((hlz) + (th) ) , ill. ‘HO‘ = 71 (77 + TJ + TJ

DN | =

a peremszakaszok hossza, ill. az elemi tartomany teriilete. (Azon eset vizs-
galata, amikor z° € 73 ,-nal a bels6 szog 5, a 35. feladat targyat képezi, 1d.
a 37.a feladatot is.)

Kézenfekvs az a) esetben kapott approximaciot négy tagbol allo Gsszeg-
ként felfogni és mind a négy taghoz Hy-nak egy-egy részét hozzarendelni :
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abra 15.15: Elemi tartomany felosztasa

HOI -
h’;—j V1= hi; V2 —"o h;' hf
—Lkiy g ki + L2 fo = — (AD)  + [Hou fo,
2 T RE T 2 T g 4 (%),
H02 :
h; vy  h3 —vy  hg:hy;
- k’”TO 22] ki h‘ - 2]4 = fo = — (A®v) | + [Hoz| fo,
17
H03 :
h2_g V3 — hi; —vg | hgjhy
kz_, — + ik, — — J Zfo = — A(3)U + |H03|f0,
2 Y h 2 M hQJ 4 (4%)g
H04 :
h+z —v hy. v, —v h Zh*
Lk, ij— h_ R 22] kiy j hT > 14 21 fo=1— (A(4)U)O + |Hosl fo-
1i

Ezeket a relaciokat osszefoglalva :

M%

—(AYv) + |Hoe| fo) =t —(Av)o + by, bo = |Hy|fo.
/=1

Tehat (A©v)g, ill. [Hoy|fo értelmezhetd mint a Hoy, elemi résztartoméany
jaruléka az Av = b egyenletrendszernek azon sorahoz, amely az 2° ponthoz
tartozik. Az (Av), kifejezést gy is lehetne elGallitani, hogy a Ho,-kre irjuk fel
a mérlegegyenletet, majd ennek a £ = 1,2, 3,4 értékekre kapott eredményeit
osszeadjuk : a Hyy ,,bels” (H(x°)-beli) pereméhez tartozé mennyiségek kol-
csonosen kioltjak egymast, a bels6 peremszakaszok ellenkez§ atjaréasi irdnya
miatt. Eredmeényiil fy mellett megjelenik H (z°) egész teriilete mint szorzo, de
(A©y), csak a Hy, résztartomany (0Ho,NS(2°) kiilss peremével kapcsolatos.
Hasonlé mddon értelmezhets a b) esetben kapott approximécio is.

Mindkét esetben szimmetrikus az A métrix, hiszen két pont kozott csak
egyidejiileg jon létre kapcsolat és a képletek csak elGjelben kiilénboznek.
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IR S | [ I i R T N A IS S
7.7/ IR | iy
v X i AN AN
oA el SAL AL
abra 15.16: A madtrix szimmetrigja
Példéul :
0 I " 1 I o ee . . V11—
x° 1= (@14, Tg;) €8 T = (T1,i41, To;) kOzOtti kapesolat :  hojkitq/2; L5,
17
z' és 20 kozotti kapesolat :  hojkiii/2 St
14

Ekkor tehat 19 = —hgjki+1/2’j/h_1+_i = Q921-
Ha az approximaciot |H|-ra osztjuk, akkor altalaban nemszimmetrikus
lesz a métrix, de akkor is szimmetrikus az

W )om =Y y@)o(@) H) (15.172)

TEWRUY23,n
skalarszorzat értelmében (amely (15.43) kézenfekvd altalanositasa).

Az itt javasolt racsszerkesztés téglalapokbol és peremmenti haromszogek-
b6l oda vezet, hogy az Gsszes képlet konnyen attekinthetd lesz; az egyszeriibb
struktira réven még az eredd linearis egyenletrendszer megoldasa is kony-
nyebb.

15.6.3 A véges térfogat mdédszer haromszogek esetén

Annak érdekében, hogy a boxmoddszerben rejl§ lehetGségeket jobban szem-
léltessiik, és mivel a téglalapok esetén ismert differencia képletekre jutottunk,
most azt mutatjuk meg, hogyan kell a diszkretizaciot levezetni, ha a résztar-
tomanyok haromszogek. Ehhez az (2-t véges sok haromszog Osszegeként al-
litjuk el& gy, hogy tetsz6leges haromszog csicsa nem lehet méas haromszog
belsejében, és peremén csak tigy, ha ott csiccsal esik egybe. Ilyen felbon-
tast az € konform trianguldcidjanak is hivjuk. Ekkor elég egyetlen, A-val
jelélt haromszdget vizsgalnunk, amelynek cstcsai legyenek az 2¢ = (114, T9),
¢ =0, 1, 2 pontok. Oldalait so1-gyel, s1o-vel, ill. sgp-val jeloljiik. Természete-
sen azt tessziik fel, hogy a haromszog nem elfajult :

det (5511 — X110 T12 — $1o) ‘ # 0.

To1 — T20 T22 — T2

|A| =

1
2
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R

abra 15.17: Konform és nemkonform triangulacié

Erre a A haromszogre a mérlegegyenletet irjuk fel :
k— ds +/ fdx =0, D:=0A, (15.173)

és ezt approximaljuk. Ehhez mindenekel6tt az u(x) gradiensét kell kozelite-
niink, amire a kozépérték tételt és a parcialis integralast hasznaljuk :

1 1
graduzm/gradudxzm/ unds.
A D

Itt n = n(z) a haromszég D peremének a kiils normalvektora. A kapott
integralt a trapézszabaly segitségével approximéljuk :

grad u ~ ﬁ [, unds ~ ﬁ [2oto (D4

+ Ui () 4 v, p@)]
ahol vy =~ u(z?), £ = 0,1,2, és hyn'® a haromszog z°-t és -t dsszekots
so1 ill. s9¢ oldaldhoz tartoz6 normélvektoranak a szorzata az oldal hosszaval,
£=1,2:
h1n(1) = (3321 — 220, —(3511 - ﬂUlo))T, h2n(2) = (3320 — 22, —($10 - $12))Ta
mig hsn® az (x19, 290)-val szemben 16v6 55 oldalhoz tartozik,
h3n(3) = (3322 — X21, —(3512 - 3311))T

Felhasznélva azt, hogy

0= / nds = hynY + hyn® 4 han®, (15.174)
D
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A
2
n® hy
1
nOh 1Oh,

abra 15.18: Haromszoges térfogat : jolések

(arra is hivatkozhatunk, hogy az n()-iranyt oldalak a 90° fokkal elforgatott
haromszoget alkotjak) végiilis

1

gradu =~ m [(vo - Ug)hln(l) + (vo — vl)hm@)}
1 Vo — V2 (1) Vo — U1 (2)
= —_— =: grad 15.1
el n'/ + » n grad, v (15.175)

adodik, ahol 99 = 9(2°) az 2°-nal bezart szog (tehat sindy = 2|A|/(h1hy)).

Az 2° pontot t6bb haromszég veszi koriil (z° € € esetén legtébbszor hat
ilyen haromszog lesz), és mindegyiknek egy részébél az x°-hoz hozzarendelt
Hj elemi tartoményt képezziik.

Ilyen részt a fenti, x¢ csticst haromszdgben (¢ = 0, 1, 2) a kdvetkezSképpen
jeloljiik ki.

Legyen z° a haromszog stlypontja és 3¢ azok a szakaszok, amelyek z*-
t és az sg1 ill. sy oldalak felez&pontjait kotik ossze, £ = 1, 2. Ekkor Hy;
az 0 és x® kozti négyszog, 1d. a 16. dbrat Az z0-t kériilvevs A, tovabbi
haromszogek megfelel6 Hy ; részei képezik egyiitt a Ho-t.
Tovabbi jelolések : 7 az 5 szakasz (H,, szempontjabol) kiils nor-
malvektora, £ = 1,2, 5 := 5! U3

Ekkor (15.173) és (15.175) alapjan a Hy-hez tartozo jarulékot a kovet-
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kez6képpen kapjuk meg :

k%ds + fd:cdyz/kgradu-nds—i— fdxdy
B 8” Ho 1 5 Ho1

~ k(z®)grad, v - /nds—i— |Ho 1

k(z?)
2|A|

fo

[(UO—Ug)hﬂ’L(l)+(’U0—U1)h2n(2)] -/nds+ |Ho 1| fo-

Itt az
/nds = / nds = [5'|aW + [3%2[n® = lhgﬁ@
5 slus? 2
képletet behelyettesitve (amely Osszefiiggés onnan kovetkezik, hogy a fent
emlitett, 90°-kal elforgatott haromszogben a [3*|7() + [32|n( vektor az sq,
és sop oldalak kozéppontjait koti 6ssze), a A haromszog keresett jaruléka all
eld :

k(z
(A(A)v)o = —ﬁ [(Uo—’l)g)hln(l) + (vo—vl)hzn@)] hgn®. (15.176)
Ez tehat a jarulék az z° sordhoz az A matrixban, mig |Hoq|fo = ‘?—'fo a

jarulék a jobboldali vektor 2°-hoz tartozé komponenséhez.
Felhasznéalva, hogy A-ban minden mennyiség hi-gyel, ho-vel és 1y-val
meghatarozott, és pl.

n - han® = hycos 9y — hq, n® . hyn® = hy cos 9y — ho,

(15.176) a kovetkezs alakba is irhato at :

k(22 - -
(33 ) Yo% (hz COS 19() - hl) + Y%

A(A)v)g = —
( ( )U)O 2sin190 hz h1

(hl COS 190 — hg) .
A = A(2°) haromszogiinket most Ag;-val jelsljiik, és figyelembe vessziik,
hogy z° 8sszesen ng = ng(z°) haromszog cstcsa. Ezeket Ag; = Aj(z%)-val
jeloljik, 1 < 7 < ny.
Az 2%-hoz tartozo sort a linearis rendszerben a (15.176) szerinti jarulékok-
bél adjuk Gssze :

S o [Agj]

(Av)o = (A(Ag)v)o =Y 25 fo =1 | Holfo. (15.177)

Ezt a sort lehetne még (a differencia modszer hagyoményat kovetve) |Hg|-val
osztani. Az akkor ered6 métrixot A,-val fogjuk jelolni.
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Szamitsuk ki ezeket a fenti kifejezéseket és az ad6do approximéciot arra a
specialis esetre, hogy az Gsszes haromszog szabalyos (a derékszogii haromszog
vizsgalata a 36. feladat), az oldalak hossza h és egyik oldaluk parhuzamos az
x1-tengellyel! Ekkor

T V3
= 3 sind = 1v/3, |H0,1|:—12 h?
T 1
n® = (0,-1)7, n® = (——23, %) .zt = (5, —?) h+ °,

T
0= o, 7= (52)", @Y= =

Igy a haromszog jaruléka az approximéciohoz

S 22 ()25 ()] o

Hasonl6 jarulékok tartoznak a tovabbi haromszogekhez, és pl. a £k = 1
esetben, tehat amikor (15.163) a Poisson—egyenlet, az 2%-hoz tartozo (15.177)
approximacio

IZU] +£h2f0_0

vagyis a linearis egyenletrendszernek az z° ponthoz tartozé sora (ahol most
a |Hyl|-val osztottunk) :

(Apv)o = (—Apv)o %Z 1% _ . (15.178)

Taylor—sorfejtéssel belathatjuk hogy ezen képlet hibaja masodrendid. Ha

viszont fy helyett fo + 3= (A f)o-t vessziik, akkor az approximéci6 hibaja ne-
gyedrendii. Ebben a kepletben a (Af)o helyettesithets a (Ap,f)o-val.

A (15.178) képlet egyik altalanositasa a 37.b feladat. A maésik az, ha az
adott racspontot nem 6, hanem n pont veszi koriil szimmetrikusan :

4 vy —
(=Apv)o = —— o UO-

D (15.179)
Jj=1

“ s,

hatjuk polarkoordmatakban megfogalmazott feladatoknal az origoban.
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15.6.4 A véges térfogat mdédszer matrixai

Térjiink vissza az altalanos, nem elfajult A = A(z°) haromszoghoz! Ami
minket, elsének érdekel, az az A matrix szimmetrigja, amely a (15.176) kép-
letb6l nem azonnal lathaté (de a szabélyos haromszogre vonatkozo (15.178)
approximéci6 esetén megvan). Ezért irjuk fel ugyanazon A(z°) haromszog
jarulékait a tobbi vele kapcsolatos matrixsorokhoz! Az z' soraba tartozo
jarulék :

k(z®
(A(A)); = — 4(|A|) [(v1 — vo)han® + (v1 — v2)hn®] - hyn®,  (15.180)

mig az x? sordba tartozik

(A(A)U)2 = _k4(|xAA|) [(IU2 - Ul)hgn(2) =+ (1)2 — Uo)hgn(3)] . hln(l). (15181)

Most kozvetleniil ellenérizhets, hogy pl. (A(A)v)e-ban a vy = v(x?) szorzoja

k(z2) (1) (3)
mhln . h3n y

mig (A(A)v)s-ben a vy = v(2°) szorzoja

k(z®)
2 T pen® L p )
TN

A t6bbi megfelel§ szorzo is egyenls, és igy szimmetrikus az ezen szorzok
segitségével definialt (15.177) matrix. Ha még |Hy|-val osztjuk az x9 sorat,
akkor keletkezik az Ay, métrix és az szimmetrikus lesz a (15.172) skalarszorzat
értelmében, ha ott vo3, =0 :

(Ahyav)(o,h) = (yaAhU)(O,h): ahol (yav)(ﬂ,h) = Z y(x)v(z)|H (z)].

TEWP,

Az Ay és A kozti Gsszefiiggés alapjan az (-, -) euklideszi skalarszorzattal tel-
jesiil

(Any, v)om = Y (Ay)(@)o(z)|H(2)| = ) (Ay)(@)v(z) = (4y, ).

TEW TEWP

Ha harmadfaju a peremfeltétel, akkor még egy peremmenti 6sszeg is sze-
repel a (15.172) skalarszorzatban, v.6. II. 189. o., (102)-vel is.

A (15.176), (15.180), (15.181) képletek alapjan az A valamint A, métrixok
pozitiv definitségének feltételét is tudjuk levezetni. Ehhez is elegends a
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A = A(x°) haromszoggel foglalkozni. Mint az dsszes bels§ pontra kiterjeds
(Apv,v)(0,n) Osszeg részét tekintsiik a kovetkezd kifejezést, amely tartalmazza
a haromszog z¢ csiicsaiban felvett vt értékeket, £ = 0,1,2 :

S(A) = > (A(A)v)ew

A
= — k4(|mA|) {[(’UO — Uz)hln(l) =+ (U() — Ul)hgn@)] . h3n(3)?)0
+ |:('U1 — ’Uo)hgn(g) + (Ul — Ug)hln(l)] . hgn(Q)Ul

+ [(Ug — ’Ul)h2n(2) + (Ug — Uo)h3n(3)] . hln(l)vg} .

Egyszeri atrendezddéssel azt kapjuk, hogy

A
S(a) = —’iffN) {(v0 — 1) - hyn®
+ (U() - U1)2h2n(2) . hgn(?’) + (U1 — 02)2h1n(1) . hgn(2)}
k(z?)

= = {(vo—vg)2 cot 91 + (vg—v1)? cot Vs
+ (vi—vs)*cot¥p } . (15.182)

Itt hasznéltuk, hogy érvényes

hin® « hon® hin® - han®
= -—— th=—-—""— 15.183
hon® - han®
cot 192 = —T

(15.182)-bél az olvashaté le, hogy 0 < ¥, < 7 biztositja a pozitiv definit-
séget valtozd k egyiitthatdo mellett is. Amikor viszont & = const, akkor
figyelembe vehetjiik, hogy az egész racsra kiterjed§ Gsszegzés soran a mésik,
az x° és 22 pontokat 6sszekdts sop oldalra illeszkedd haromszog is sorra keriil.
Annak syg-val szemkozti szoge legyen 93. Ekkor (vg — vs)? szorzdja végiilis

k
B (cot ¥y + cot V) .

Ez a pozitiv k& mellett akkor pozitiv, ha 0 < 1 + 93 < 7, mert ekkor (mivel
(0, 7)-ben a cot-fiiggvény monoton csokkend) cot ¥ > cot(r—13) = — cot ;.

Az altalanos feltétel ezutan az, hogy minden bels§ s, oldallal szemkozti
két szog, ¥, és 9, , teljesitse a

0<Of+9, <m (15.184)
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feltételt. A mésod- vagy harmadfaji peremfeltétel esetén vannak olyan
haromszogek, amelyeknek egyik oldala a peremvonal része. Ekkor a szemkoz-
ti sz0g (mivel nincsen pérja) kell, hogy (0, %)-bél valo legyen.

Annak érdekében, hogy a pozitiv definitség h-ban egyenletes legyen (azaz
Amin(Ap) > const > 0, amikor h — 0), (15.184) helyett az olyan 0 < J* < &
sz0g létezését kell kovetelniink (azaz a racssorozatot ugy kialakitanunk), hogy
igaz legyen

0<d* <O+, <m—9* (15.185)

minden bels§ oldallal szemkozti szog esetén, ill.
0< 9 <dp < g _ (15.186)

minden perementi oldallal szemkdzti szog esetén.

Kovetkezének vegyiik észre, hogy (15.183) és (15.176), (15.180), (15.181)
alapjan az A matrix elemeinek elGjelei megfelelnek az M-matrixok elgjel-

eloszlasanak, és
Ae>0 (e:=(1,...,1)T) (15.187)

is érvényes, ha
T

(15.187)-ben a szigori egyenlGtlenség a harmad- és els6faju perempontokra
vonatkozik, mig az egyenl&ség a belsé pontokra, ill. masodfaji perempon-
tokra.

Emlékeztetiink arra (1d. 15.3.2-ben a 15.2. lemmat), hogy amennyiben
a diszkretizaci6 matrixa M-tipusi, akkor pl. az alkalmazasok szempontjabol
fontos tulajdonsag megvan, hogy a nemnegativitas megorz6dik : nemnegativ
jobboldal esetén nemnegativ megoldast kapunk.

Az elGjeleloszlas nem elegendd ahhoz, hogy a matrix valoban M-tipust
legyen. Ezt biztosithatja pl. a matrix irreducibilitdsa. (Annak definicidja I.
3.7.3-ban talalhato.)

Az irreducibilitas akkor megvan, ha (a boxmoédszer 15.6.2.-ben leirt verzi-
6janak megfelelGen) csak a perem mentén vannak (derékszogti) haromszogek.
Amennyiben a tartoményt tetszéleges haromszogekre bontottuk fel (15.6.3.
pont), akkor (15.176)-(15.183) szerint az irreducibilitas elégséges feltétele az,
hogy a haromszogek barmely belsd szoge kisebb legyen 7 /2-nél.

Mutassuk meg most azt, hogy (15.187)-bdl, az
a;j <0, 1<i#j<n (15.188)

feltételbsl, valamint az A = (a;;) € IR" irreducibilitdsabol kévetkezik M-
métrix tulajdonsaga!
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Ha A irreducibilis, akkor (15.187) mellett regularis is, 1d. az 1. feladatot,
tovabba, ekkor A + eI M-métrix minden ¢ > 0O-ra, azaz (A +¢l)™! > 0
elemenként. De ez, folytonossag révén, A=! > 0-t vonja maga utan.

Ez méar, (15.188) mellett, az M-métrix ekvivalens definicioja. Ugyan-
is ekkor egy majorans vektor azonnil megadhato : vegyiikk az Ag = e
megoldasat! Igy Ag > 0 biztositott, és ¢ > 0 komponensenként, 1d. I. 52.
0., 3. megjegyzés. Ezutan viszont (ld. megint az 1. feladatot) a 15.13. tétel
szerint még a maximumelv is érvényes.

Megjegyzések. 1. A-priori-becslést nem kaptunk, igy az sem vilégos,
vajon a boxmodszer stabil-e, azaz A, métrixa eleget tesz-e |4, || < const
fiiggetleniil h-t6l? De a stabilitas a pont elején emlitett diszkrét Poincaré-
féle egyenlGtlenség és a méatrix fent levezetett pozitiv definitség segitségével
belathaté.

2. (15.185) és (15.186) mellett az A méatrix elemei egyenletesen korla-
tosak hi,hy — 0 esetén, és vagy a;; = 0 vagy £ %k < ay; < kik? 1d.
(15.165)-(15.166))-ot és (15.167)-et. Ennek megfelelen az A, méatrix ele-
meinek nagysagrendje O(h~?).

3. Ha a (15.173) mérlegegyenletben a [, k2% ds tagot gy approximéljuk,

hogy 2¢ helyett grad, u - n-t vessziik (a (15.175) képlet szerint),

ou
—ds~ [ kgrad,u-nd
/Dkan s /D grad, u - nds,

akkor ez annak felel meg, hogy u-t a A haromszogon linearisnak tekintjiik.
Ennek alapjian, mig a H résztartomany A-beli részének pereme az sg; és So
oldalak felez6pontjait 6sszekdts folytonos, de egyébként tetszéleges vonalbol
all, azt meg lehet mutatni (Id. a 15.36. tételt 15.7.9-ben), hogy az eredd
linearis egyenletrendszer matrixa megegyezik azzal a matrixszal, amely egy
specialis végeselem modszerbdl keletkezik. A jobboldalak kiilonbsége viszont
h-val ill. h?-tel becsiilhets. Ebbdl is kovetkezik az eljaras stabilitdsa, valamint
hibabecslése. O

15.6.5 Specialis kérdések

A boxmddszernek van olyan véaltozata is (ez — mint az el6bb emlitett 15.36.
tétel 15.7.9-ben — Hackbusch-ra megy vissza), amely elényGsebb a tobbréacsos
modszer szempontjabol. Az egyes haromszogeket tehat mind négy hasonld
haromszogre bontjuk fel, az oldalak felez6pontjait Gsszekotve. A H = H(x)
résztartomany mind az z-csicsi kisebb haromszoégeket tartalmazza, mig a
nagy haromszogek belsejében elhelyezkedd kis haromszogeket H' = H'(z)-be
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H(x)

X

H(x)

abra 15.19: Hackbusch—felosztds : méasodrendii boxmddszer

soroljuk. Annak peremét S’-vel jel6ljiik. Vegyiik észre, hogy S’ tartalmazza
a H tartomény S peremét is!

Legyen a mérlegegyenlet ekkor ((15.173) helyett)

1
0 = /(kgradu)-nds+§/(kgradu)-nds
S !

1
+/fdx—|—— fdz.
H 3 H'

Ehhez megjegyezziik, hogy az (2 feletti 6sszegzésnél minden kis belsé harom-
sz0g haromszor szerepel, mig a H(z) elemi résztartomanyok csak egyszer.

Ha k-t helyettesitjiik haromszogenkénti k atlagaval és grad u-t (15.175)
lesz, igy a linedris egyenletrendszer métrixat csak az S feletti integralbol
kell kiszdmitanunk. Most alkalmazhato az idézett 15.36. tétel, és a kapott
megoldas tavolsdga a specidlis végeselem megoldast6l masodrendd.

Az el6ny itt az, hogy a tobbracsos modszernél legelterjedtebb racsfinomi-
tast hasznaljuk, és hogy a négy kisebb haromszog teriilete és alakja meg-
egyezik.

Mi fent csak a (15.163) egyenlet esetén szemléltettiik a boxmodszert. A-
mennyiben a differencidlegyenlet els6rendd derivaltakat is tartalmaz (mint
dramldsi feladatok esetén, 1d. *** 17.4.), akkor hasonléan folyik a diszkrét
egyenletek levezetése. De mivel egy a problémara jellemz§ irany jelent meg,
az dramléasi irdny, ilyenkor mar nem k6zombos, hogy a résztartoméanyok pere-
mei (amelyekre merglegesen approximéaljuk a fluxusokat) hogyan fekszenek
az dramlési irdnyhoz képest! Ugyanis kedvezGtlen felosztas esetén elGfordul-
hat (kiilonosen haromszoges felosztasnél), hogy csupan olyan iranyu fluxusok
szerepelnek, amelyek a valodi aramlas szempontjabol lényegtelenek. Ekkor
jobb téglalapokkal dolgozni, legalabb a peremek mentén.



15.7. A VEGESELEM MODSZER II 131
15.7 A végeselem moédszer 11

15.7.1 Bevezetés

A Ritz—Galjorkin modszer fejlédése akkor torpant meg, amikor tobbdimen-
zi6s, altaldnos tartomanyban megfogalmazott peremérték feladatokra mar
nem sikeriilt olyan fiiggvényrendszert megadni, amellyel egyrészt a konver-
gencia garantélt, de masrészt a diszkretizalt feladat jol kezelhets lenne. (A
javaslatok olyanok voltak : vegyiik a lényeges részére leegyszeriisitett differ-
encialoperator sajatfiigvényeit, ill. ha Q C IR? és I egy w(x) fiiggvénnyel jelle-
mezhet§ : w(z) = 0 <= = = (z1,22) € T, akkor vegyiik az {z!zlw(z1,22)}i
rendszert.)

Ekkor a szakaszonként ill. résztartomanyonként definidlt polinomokkal
valo kozelités jelentette a kiutat, 1d. II. 11.6-ban az egydimenzios eset tar-
gyalasat. Az ott bevezetett és szemléltetett végeselem modszer {6 alkal-
mazési teriilete a tobbdimenzids, altaldnos tartomanyon megfogalmazott ma-
sodrendt és negyedrendd peremérték feladatok numerikus megoldasa. Néz-
ziik meg a modszernek az ilyen feladatokra valé alkalmazasanak lényeges
lépéseit (1d. II. 249. o.) az elméleti oldalrél (a gyakorlati oldalat késébb
15.7.4-ben és 15.7.7-15.7.11-ben részletesen vizsgaljuk majd). Itt kideriil,
hogy a peremérték feladat dimenzidjatol fiiggetleniil hivatkozhatunk a II.
11.20. tételre, valamint a 11.21. lemmaéra - mint 1ényeges elméleti alapjainkra.

1) Legyen Q C IR%. Parcialis integralast alkalmazva a peremérték fel-
adatrol attériink a kévetkezd variacios egyenletre az alkalmasan kivalasztott
V Hilbert-térben.

Keressiink olyan u € V' elemet, hogy
a(u,v) = p(v), minden v € V-re. (15.189)
Itt pl. V = H'(Q), ha a feladat masodrendt, és ekkor a norma

1/2
lully = llulls == (Juf? + [ul?)"”,

lul? = /i<6u>2dx—/|gradu|2dx
b Q55 oz; Q ’

lull2 = / W2 da,
Q

ahol | grad u/ jeloli a grad u vektor euklideszi normajat.
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Negyedrendii feladatnal ||u||; helyett ||u||o szerepel, ahol

I = [, Z

2
dz + [Jul|3.

(%8

2) A (15.189) feladatnak van egyértelmii, stabil megoldasa (II. 11.20.
tétel), ha az a(-,-) szimmetrikus bilinearis forma, és az V-elliptikus, azaz
érvényes

a(u,u) > mg||lully minden u € V-re, m, := const > 0,

és ha ¢(-) linearis funkcional. Az ellipticitas bizonyitasa itt a donté lépés.
3) A variacios feladat kozelit6 megoldasahoz a V' végtelen dimenzioju
térrdl attériink a
Vi, = span{wj}j-vzl cV

végesdimenzioju térre. Ez utobbiban is van egyértelmii, stabil megoldasa a
variacios feladatnak :

keressiink olyan u, € Vj-t, azaz egy

N
Up = E ijj
j=1

alaku fiiggvényt, hogy
a(up,vp) = @(vy) minden v, € Vj-re. (15.190)

A Céa-lemmara tamaszkodva mondhatjuk (II. 11.21. lemma), hogy az
uy, tavolsaga a pontos megoldastol — egy konstans szorzot nem szamitva —
ugyanakkora, mint a legjobb kozelitésé.

4) A Vj,-beli variacios feladat ekvivalens egy lineéris egyenletrendszerrel :

a(up, w;) Zyj a(wj, w;) =: (Ay); = b; == p(w;), (15.191)

ahol
A = (ake), ke = a(we,wg), by = o(wg),

és annak A matrixa pozitiv definit és szimmetrikus — ha a differenciélegyenlet
operatora 6nadjungalt (azaz a bilinearis a forma szimmetrikus) és elliptikus.
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A fenti 1épéseket most megvizsgéljuk egy altalanosabb d-dimenzi6s, ma-
sodrendii differencialegyenlet példajan (els6sorban a d = 2 és d = 3 esetekre
gondolunk) :

Legyen T az Q C IR korlatos tartomany Lipschitz-folytonos pereme, a
differencidlegyenlet legyen

Zd: i (k(x)%) — Xd:v(ac)a_u ~ @)+ fz) =0 (15.192)
ij=1 Ori \' 0z; i=1 O o :

ahol ¢, v;, kij € C(Q2) és f € Ly(2). A K matrix legyen szimmetrikus és
pozitiv definit : az euklideszi skalarszorzatban teljesiiljon

kolé” < (K(2)€,€) < Kol¢)?, minden & € R%re;  (15.193)
K := (kij), 0 < consty = ko < Ky = const; .

A (15.192) egyenletre (ill. az ebbdl és a megfelels peremfeltételekbdl lev-
ezethet$ variacios feladatra) nézve ez a tulajdonsag szoros kapcsolatban all
az ellipticitasi feltétellel, ahogyan aldbb kideriil.

Elsének azt vizsgaljuk meg, hogy a fenti 1-2. 1épések altal kijelolt tton
milyen akadalyok lehetnek? (A 3-4. lépesekkel a 15.7.4. ponttol kezdve
foglalkozunk.)

a) A parcialis integralas elégséges eldfeltétele az, hogy az ) tartomany
pereme Lipschitz-folytonos legyen (v.6. 15.2-vel).

b) Az a forma és a linearis funkcional folytonossagaval gond lehet nem
korlatos tartomany, ill. egyiitthatok esetén. FEzen megfelel§ sulyfiiggvény
bevezetése segithet.

c) Az a forma azon tulajdonsaganak bizonyitasa, hogy folytonos, vagyis
az
la(u, w)| < M||ul|v||w|]y minden u,w € V-re

becslés belatasa gyakran megoldhaté a Schwarz- és a Cauchy—egyenlGtlensé-
gek, valamint a beadgyazasi tételek (1d. 11.4.6., valamint *** 19. fejezet)
segitségével. Hasonl6an belathato

lp(w)| < My||w|ly minden w € V-re.

d) A forma pozitiv definitségét, azaz az

a(u, u) > mallully
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becslés érvényességének belatédsat megfelels Poincaré-féle egyenlétlenségek
(Id. II. 11.7.2.) és beagyazasi tételek segitik.

e) A forma szimmetriaja sem feltétleniil all fenn, mert a differencialegyen-
let, az adott peremfeltételek mellett, esetleg nem 6nadjungélt — mint ez a
(15.192) egyenlet esetén altalaban igy van (pl. az elsérendii derivaltak jelen-
léte miatt).

Az elmondottakat most a (15.192) egyenlet példajan szemléltetjiik. El-
sének (15.192)-re a parcialis integralas

awzdx:/wzni ds—/waz dz (15.194)
r Q

alaka képletét alkalmazzuk, amelyben n; = cos(7i,z;) a I' perem 7 kiils§
normalvektoranak i-edik komponense. Ha (15.194)-ben z helyett egy adott

—

7 : R? = R? vektorfiiggvénynek i-edik komponensét értjiik és i felett
Osszegziink, akkor ebbdl az azonossaghol a kovetkezoét kapjuk :

/gradw-gjdx:/ng-ﬁds—/wdivg'dx. (15.195)
Q r Q

Itt y- 7 az euklideszi skalarszorzatot jeloli. Legyen most el6szor §f = K grad u.
Ekkor

/ gradw - (K gradu) dz = /w(Kgrad u)-fids — / wdiv(K grad u) dz.
Q r Q
(15.196)

K = I esetén ez az ismert 1. Green-féle képlet. Ezutan legyen (15.195)-
ben w = u és §f = wv, akkor kiovetkezik

/wgradu-ﬁdx:/uwﬁ'-ﬁds—/udiv(wﬁ)dx.
Q r Q

(15.196)-tal egyiitt azt kapjuk, hogy a w-vel megszorzott és €2 felett integralt
(15.192) egyenlet a kovetkezd forméaba alakithato at :

1 1
a(u,w) = / [(K grad u) - grad w + iwﬁ'- gradu — —u div(w?) 4+ cuw |dz
Q

2
+ /F w {—Kgradu—i—%uﬁ]-ﬁds:@(w):: /Q F(@)w(z) dz. (15.197)

divw?y = wdivv + v - grad w
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azonossagbol kovetkezik
1

a(u,w) = / [(K grad u) - grad w + cuw — FUw div ¢/

Q

1, 1 | 2

+§v - (w grad u — u grad w)} dz — / w [K grad u — Euv] -7 ds.
r

Ahogyan latjuk, az a forma ¢ # 0 esetén nem szimmetrikus : a wgrad u —
ugradw el6jele megfordul az u <+ w cserénél. (Eppen az volt a fenti ata-
lakitasok célja : hogy az a(u,w) kifejezést szimmetrikus és antiszimmetrikus
részre bontsuk fel. Matrixok esetén jol ismert az A = 1(A+ A7)+ 1(4— AT)
képlet.) A peremtag kiesik, ha a peremfeltétel elséfaju :

w=u=0, el =T,. (15.198)

Ekkor a V tér Hj(f2), tehat a végtelen sokszor derivalhat6, a ' perem
kozelében eltiing fiiggvények lezarasa H'(Q)-ban; norméaja a | - |; norma,
és az ekvivalens a || - ||;-norméaval.

A (15.198) peremfeltétel mellett (mésod- és harmadfaju feltétellel lent
15.7.2-ben foglalkozunk)

1
a(u,w) = / [(K gradu) - grad w + cuw — FUw div ¥/
Q

—_

+-7- (wgradu — u grad w)} dz. (15.199)

\)

Vizsgaljuk most az u = w esetet! Ekkor az a pozitiv definitsége kovetkezik :

1
a(u,u) = /Q [(K gradu) - grad u + u?(c — 3 div 17)] dz
> mglul?,  mg = ko, (15.200)

amennyiben teljesiil (15.193) és
1
¢ 5 dive>0. (15.201)

A (15.201) feltétel egyoldali korlatot szab divd-re. A feltétel pl. akkor tel-
jesill, ha divy = 0 (6sszenyomhatatlan kozeg aramlésa, 1d. 17. fejezet) és
¢ > 0 (nyels).

Ac— %divﬁ > 0 feltétel ugy teljesithetd, hogy u-t az exp(a1z1 + asxe +
azz3)w(z) alakban keressiik megfelels (a1, as, a3) konstans vektorral, de ilyen
transzforméci6 gyakorlatilag nem javasolhato az exponencidlis fliggvény gyors
novekedése miatt.

A (15.200) becsléshez 1d. a 38.a-c feladatokat is.
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15.7.2 A peremfeltételekrdsl

Az inhomogén elséfaji peremfeltételek kezelésérsl mar I1. 11.6.8-ban szdl-
tunk. Az ott elmondottak a tobbdimenzids esetnek megfelel§ valtoztatassal
ugyanugy alkalmazhatok. A lényeg az, hogy a feladatot (megfelels fiigg-
vény kivonéaséaval) olyanra vezetjiik vissza, ahol a peremen homogén elséfaji
peremfeltétel adott, majd a diszkretizacié soran a homogén peremfeltételt
beépitjiik a végeselem térbe (azaltal, hogy csak ezeket a homogén feltételeket
teljesité bazisfiiggvényekkel dolgozunk). Erre nincs sziikség a mésodfaju és
harmadfaju peremfeltételeknél.

Az altalanos szabaly kimondasahoz meg kell kiilonboztetni a feladat lé-
nyeges és természetes peremfeltételent.

A 2me-edrendii elliptikus differencidlegyenlet peremérték feladatéanak lé-
nyeges az a peremfeltétele, amely legfeljebb m — 1-edrendii deriviltakat tar-
talmaz. Természetes az a peremfeltétel, amely a variacios feladat kovetkez-
ménye.

Ami a lényeges peremfeltételeket illeti, arra mutatunk ra, hogy az 6nad-
jungalt feladat esetén a varidcios fogalmazas a keresett fiiggvénynek a k-
adrendd derivaltjait 0 < k < m — 1-re a peremtagjaiban nem is tartalmazza
(1d. pl. (15.189), (15.197), ha ¥ = 0) : a lényeges peremfeltételeket mar
felhasznaltuk a variacios fogalmazas levezetéséhez és a V' tér definiciojanak
részévé tettiik.

Maésodrendii differencidlegyenlet esetén a masodfaji és harmadfaji pe-
remfeltételek természetesek, ahogyan lejjebb megmutatjuk. Az els6faju pe-
remfeltétel ekkor lényeges.

Negyedrendii feladat esetén viszont a keresett fiiggvény és els6 derivaltja-
nak kombinaciojat tartalmazé peremfeltétel lényeges, és azzal kezelendd,
hogy (alkalmas fiiggvénynek a keresett megoldasbol valo kivonasa utén) min-
den bazisfiiggvénytdl azt koveteljiik : teljesitse a megfelel6 homogén feltételt
a peremnek azon szakaszan, ahol a vizsgalt peremfeltétel adott.

A végeselem diszkretizacional a lényeges peremfeltételeket be kell épiteni
a bazisfiiggvényekbe, a természetes peremfeltételeket nem (az utobbiaknak
megfelel§ tagok a variacios egyenletben jelennek majd meg). 2m-edrendi
feladat esetén, ha csak természetes peremfeltételek vannak, nem megfelels,
ha olyan bazisfiiggvényekkel akarunk dolgozni, amelyeknek értéke, az els6
m — 1 derivélttal egyiitt, elttinik a peremen. Ekkor ugyanis nem a kivant,
hanem a homogén els6faji peremérték feladatot oldjuk meg valgjaban és a

s sz

Fentieket szemléltetve az alabbiakban a méasodfaju és harmadfaji perem-
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érték feladatot vizsgéljuk a (15.192) egyenlet azon esetében, amikor
#(x) =0, c(z) >co >0, minden z € Q-re, (15.202)
(a U # 0 eset a 38.d feladat targya) és a peremen adott a

(K gradu) - @i + ou)(z) = g(x), o(x) >0, xz€Tl (15.203)
peremfeltétel, amely o = 0 esetén méasodfaju (a c¢(z) > ¢y > 0 feltételnek az
értelme az, hogy a masodfaju feltétel esetén ne jussunk szingularis feladatra)
és 0 > 0 esetén harmadfaju.

Készitsiik el ezen feladat variacios megfogalmazasat! Ekkor (15.197)
helyett masképpen osztjuk fel a parcialis integralas adta tagokat a(u,w)-re

és p(w)-re
/f z)dz = /[(Kgradu)-gradw+cuw] dz —/w(Kgradu) -7 ds
0 r
= /[(K grad u)-grad w+cuw] dz —i—/w(au—g)ds, (15.204)
0 r

a (15.203) feltételt is figyelembe véve. Ezutan a bilineéaris formét, valamint
a linearis funkcionélt a kovetkezGképpen definidljuk :

a(u,w) := /[(K gradu) - grad w + cuw] dz +/wau ds, (15.205)
r

o(w) = /f daH—/F w(s)g(s)ds. (15.206)

Ebbdl azt latjuk, hogy az informacio a (15.203) peremfeltételrdl teljesen
elveszne, ha a fenti meggondolasok ellenére mégis Vj, C H; végeselem tér-
rel megprobalnank a (15.189), (15.205)-(15.206) variacios feladat kozelits
megoldasat. Nyilvan a V}, végeselem tér kell, hogy a peremen nem elting
bazisfiiggvényeket is tartalmazzon.

Az 1j a(u, w) forma pozitiv definitségét kevés modositassal ugy lathatjuk
be, mint korabban. Az a(u,u) peremintegralja a (15.203) feltételnek koszon-
het8en alulrél nullaval becsiilhets, és (15.193) és (15.202) mellett a (15.200)
becslés helyett az

a(u,u) = / [(K gradu) - gradu + cu®] dz +/au2 ds
0

r
> mgllull}, ma := min(k, co),

egyenl6tlenség is igaz.
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A peremmenti integralok értelmezésével nincsen probléménk, u és w le-
sziikitése T'-ra jol definialt, mivel u és w (a vizsgalt kétdimenziés esetben,
de a haromdimenzi6s esetben is) mint a H'(Q) fiiggvénytér elemei a beé-
gyazési tételek szerint egyben Lo(T')-nak is elemei (1d. a tablazatot a *** 19.
fejezetben) :

[ullzo@y < Cullullm(o)- (15.207)

Ez a becslés érvényes mint specialis beagyazasi tétel (és a C; konstans csak
Q-t06l és ['-tol fiigg), ha az 2 tartomény pereme pl. Lipschitz-folytonos (ehhez
1d. a 60. feladatot is). A (15.207) becslés segitségével megmutathatjuk, hogy a
((15.199)-hez képest) peremintegralokkal kibgvitett a(u,w) forma bilinearis
és a p(w) funkcionél linearis. Ehhez mar csak ezeket a peremintegralokat
kell feliilr6l becsiilniink. Ha pl. o szakaszonként folytonos és korlatos, akkor
a Schwarz—egyenlGtlenség alapjan

/ cuwds
r

Ezt a becslést (15.207)-cal folytatva kovetkezik a kivant eredmény :

‘/ cuwds
r

Hasonl6an kapjuk azt, hogy alkalmas C5 konstanssal igaz

/wgds
r

Ezek utan a II. 11.20. tétel biztositja a (15.189), (15.205)-(15.206) varia-
cios feladat megoldasanak létezését és unicitasat. Mutassuk meg befejezésiil,
a Il-beli 11.19. lemmé&t altalanositva, hogy ez a megoldis, ha elég sima,
nemcsak a (15.192) egyenletet, hanem a (15.203) peremfeltételt is teljesiti,
masszoval, ez természetes peremfeltétel.

zel

< maXff(x)/ uw|ds < maxo(z)|ul|zom [w]lzam)-
r

< Collull g l|wlar), Co:= C? rsrclealgca(x).

< Csl|w|| g1 o)l|9] o) -

15.27. Lemma (a masodfaju és harmadfaju peremfeltétel természetes).
Legyen (15.192)-ben ¢, f, v;, kij € C(Q2) és g,0 € C(T), teljesiiljon (15.193)
és (15.202). A (15.189), (15.205)-(15.206) variacios feladatnak az u € H' ()
megoldasa legyen C%(Q)-bol valo.

Ekkor (15.192) mellett (15.203) is teljesiil.

Bizonyitas. Ha a (15.189), (15.205)-(15.206) feladatnak az u megoldésa
klasszikus, akkor a parcialis integralast megforditva, eljutunk (15.204)-t61 a
kovetkez6 azonossdghoz :

/ wf + div(K grad u) — cu] dz = /w[(K gradu)-i+ou—g]ds. (15.208)
Q r
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Ebbsl w € H}(Q) C HY(Q) esetén kdvetkezik, hogy u kielégiti a (15.192)
egyenletet is (itt w tetszéleges, és H{ tartalmazza azokat a végteleniil sok-
szor differencialhato fiiggvényeket is, amelyek a perem kozelében eltiinnek).
Ekkor viszont (15.208)-bol az maradt vissza, hogy

Oz/w[(Kgradu)-ﬁ—i-au—g]ds, we HY(Q),
r

vagyis, H'(Q)-t az Q-ban végteleniil sokszor differencidlhaté fiiggvényekre
sziikitve, a (15.203) érvényessége kovetkezik. O

Megjegyzés. Amennyiben pl. a perem I'y # () részén els6fajia, I's #
() részén harmadfaji peremfeltétel adott, akkor az ellipticitas egy specialis
Poincaré—egyenlétlenséghdl kévetkezik, 1d. Aubin konyvét. Ilyenkor olyan
bazisfiiggvényekkel kell dolgoznunk, amelyek I';-en elttinnek, I's-on viszont
nem. A I's-on adott peremfeltétel ekkor is a variacios feladat kdvetkezménye.
O

15.7.3 A variaciés feladat megoldhatésaga

Annak ellenére, hogy a (15.199) szerint definialt a(u,w) forma nem szim-
metrikus, a 11.20. tétel létezési eredménye érvényes. Ehhez viszont ahhoz
a (15.189) alakua variacios feladathoz masképpen allunk hozza, amelyben a,
ill. ¢ a (15.199), ill. (15.197) altal definialt és teljesiil a (15.201) feltétel (és
ezen variacios feladat eredeti, peremérték feladat alakja (15.192), (15.193),
(15.198)).

Rogzitett u-ra az a(u,w) egy linearis funkcional a w argumentummal,
amelyet a(u, -)-tal fogjuk jelolni. Ez azt jelenti, hogy u € V-hez hozza van
rendelve az a(u, -) € V’-hoz, ahol V'’ a V-hez tartozo linearis funkcionaloknak
a tere. A leképezést V-bsl V’-be A-val jeloljiik. Ez a leképezés additiv és
homogeén, hiszen pl. u + v-hez hozzatartozik a(u + v, -) = a(u, ) + a(v,-). A
leképezés korlatos is, mert az a forma korlatos és igy a leképezés eredménye,
a(u, ), becsiilhets u segitségével:

la(u, v)| < M,||u|lv||v|]y minden v € V-re,

azaz M,||lu|lv az a(u,-) funkcional norméajanak fels6 korlatja. Ebbdl kovet-
kezik tovabba az, hogy ||A|| < M,.

A (15.189) variacios feladatot ezutan gy értelmezhetjiik, hogy megolda-
sdhoz olyan u-t kell meghataroznunk, amellyel a(u,-) éppen az adott jobb-
oldali ¢ funkcionallal egyenls. Mivel a(u,-) és ¢ egyarant V-n definialt
linearis funkcionalok, ennek a feladatnak lehetnek megoldasai.
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A variaciés feladatnak az ebben az értelemben vett megoldhatdsigat,
valamint az a bilinearis forma és az altala definidlt A operator kapcsolatat
rendezi a kovetkezd eredmény.

15.28. Lemma (Babuska; variacios feladat megoldhatosaga). Legyenek
Vi és V; Hilbert—terek és a(vq, v9) bilinearis forma ugy, hogy pozitiv C;, Co
konstansokkal teljesiil

1. |a(vy,v9)| < Ch||v]|1 ||ve|l2, minden v; € Vi-re,
ahol || - ||; a V; norméja, i = 1, 2;

2. SUDy, evs oy |i=1 @(V1,v2) > 0, minden nemzérus vy € Vo-re;

3. SUDy,evy flus|la=1 a(vi,vy) > Cy|lv1]|;, minden v; € Vi-re.

Végiilis, legyen f tetsz6leges linearis funkcional V5-n. Ekkor van pontosan
egy v = vy € V; gy, hogy

a(vs,v2) = f(v2) minden vy € Va-re,

tovabba, teljesiil, hogy
1
< — . O
[logll < CQ”f”VZ

15.29. Kovetkezmény (linearis funkciondl altal definialt operator in-
vertalhatosaga). A 15.28. lemma feltételei mellett az a formahoz rendelhetd
A : Vi — Vi operétor invertalhatd. Az els6 feltétel alapjan A korlatos
(és igy linearis, mivel homogén és additiv), a masodik feltétel miatt érvényes
A(Vy) = VJ, a harmadik feltétel viszont biztositja az inverz operator korla-
tossigat : [|[A Y| <1/Cy. O

Megjegyzések. 1. A lemma 2. és 3. feltétele aszimmetrikus a (v, ve)-re
nézve. De az eredmény, az inverz operator létezése és korlatossaga, egyben az
A* adjungalt operator, A* : V5, — V], inverzének létezését és korlatossagat
is maga utan vonja. Ez azt jelenti, hogy a kovetkezd feladatnak pontosan
egy megoldasa van:

Keressiik v = vg-t Vo-ben tgy, hogy
a(vi,v) = g(v1) minden v; € V;-re.

Ezenkiviil ez a megoldéas stabil : érvényes

1
vglle < - llgllve-
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Valoban, meg lehet mutatni, hogy a 2. és 3. feltétel azzal ekvivalens, hogy
érvényes 3. és

2. sup  a(vi,vs) > Cyllvgl; minden wy € Va-re.
v1€VL,|vr[li=1

2. Amikor a Babuska—lemmaban szereplé két Hilbert—tér megegyezik :
Vi =V, =1V, és a bilinearis forma V-ben elliptikus :

a(v,v) > ma||v|y,

akkor a lemma 2. és 3. feltétele teljesiil Co = my,-val, és a hozzatartozo
operator linearitasa és invertalhatosidga kovetkezik. Ezt az eredményt ekkor
(amikor a nem feltétleniil szimmetrikus) Laz—Milgram tételnek hivjuk. Mivel
Riesz tétele szerint a V' Hilbert—téren definidlt tetszéleges funkcional mint
(v, )y irhato fel, alkalmas ¢» € V-vel, azért az A operatort mint V — V
leképezést is értelmezhetjiik. Eszerint

a(u,-) = (Au, ")y & o(v) = (¥, )v.

Ekkor a fentiek szerint a V-beli Au = 1) egyenletnek van egyértelm és stabil
u megoldasa. O

A 2. megjegyzéshez 1d. a 39. feladatot is.

A végeselem modszer konvergencia vizsgalatanal (1d. a 15.32. kovetkez-
ményt), valamint a végeselem alapu tobbréacsos modszer approximécios tulaj-
donsaganak bizonyitasanal (1d. a 15.37. lemmat 15.8.2-ben) fontos az, hogy
a variacios feladat megoldasa nem H', hanem HZ2-b&l valo, tehat reguléris-
abb. Ezért itt az ezt biztosito feltételeket idézziik (1d. a részletes targyalast
Hackbusch ,elliptikus” kényvében és v.6. I1. 11.6.3-ban a Nitsche-fogéssal is)
a mi esetiinkre specializalt alakban.

15.30. Tétel (Kadlec; variaciés megoldas H?-ben). Legyen 2 € IR"
korlatos és konvex, teljesiiljon (15.193), ' = I’y (els6faju peremfeltételek) és
(15.201). Ezenfeliil legyenek a k;; egylitthatok Lipschitz-folytonosak. Ekkor
a (15.189), (15.197) variacios feladat gyenge megoldasa H*NH} (2)-bol valo és
van olyan (csak a tartoméany atmérgjétdl, valamint m,-t6l fiigg6 C' konstans,
hogy

ul@y < Cllflb. O (15.200

Megjegyzések. 1. A fenti eredményhez a (15.201) feltétel nem sziik-
séges. Ekkor az unicitas ugyan nem biztositott, de (15.193)-bol kovetkezik
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egy Garding-féle egyenlétlenség (1d. a 38.b feladatot) és, (15.209) helyett, a
variacios feladat minden megoldasara igaz

[ulmey < Clllfllo + luli]. (15.210)

Ha viszont (15.201) is érvényes, akkor (15.200) igaz és a variaciés megol-
dés stabilitasabol (1d. II-ben a 11.20 tételt és a (216) képletet, 240. o.) :

c
uly < —|Ifllo
Mg

(megfelels ¢ konstanssal) és (15.210)-b6l kovetkezik (15.209).

2. A fenti tétel hasznos a II. 11.6.3-ban az egydimenziés modellfeladat
példajan bemutatott Nitsche—fogds dltalanos megalapozasahoz is.

3. A tartomany konvexitésa lényeges. Legyen ugyanis

v(r,p) = (1 - 7'2)7“2/3 sin((2¢ — ) /3)

a 15.2-ben vizsgalt u fiiggvény szorzata 1 — r2-tel. Ekkor egyrészt v|p = 0 a
15.2. 4bra szerinti ) tartomény peremén, masrészt az ottani (15.191) képlet
segitségével kozvetleniil kiszamithato, hogy

20
A= ——u=: —f.
U 3 U f

Ekkor f € Ly(f2), mert ez a fiiggvény folytonos, de v ¢ HZ(S), hiszen

2 2
/Q (%) rdrdep

nem véges. [

15.7.4 Véges elemek 2- és 3-dimenzioés feladatokban

A Galjorkin—-moédszer kovetkezd 1ényeges 1épése az, hogy a megfelel§ V fiigg-
vénytér linearis, végesdimenzioju Vj, alterét ki kell vilasztani.

Ehhez a végeselem modszer azt javasolja, hogy a kévetkezGképpen jarjunk
el :

1. Az Q@ C RR? tartomanyt felosztjuk €; Lipschitz-folytonos résztar-
toményokra, ¢ =1, ..., M, kétdimenzios feladat esetén mindenekel&tt harom-
szogekre vagy konvex négyszogekre gondolunk) gy, hogy

b) Qiﬁsz(D,i;éj,
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Q; és Q; kozds csicspontja,
c) Q;NQ; = < vagy Q; és Q; kozos oldala, p és nincs més lehetdség.
vagy 0,

Az Q tartoméany ilyen Ty, := {Q;}M, felosztasat konform trianguldcidja-
nak hivjuk (akkor is, ha az €2;-k nem feltétleniil haromszogek). Ehhez 1d. a
17. abrat 15.6.3-ban.

Ilyen felosztéas akkor 1étezik, ha I' toréttvonal. A h bettivel a triangulécio
finomsagat jellemezziik — mint az egydimenzios esetben. Itt

h := max diam(;),
1<i<M

tehat a maximalis (;-beli tavolsidg maximuma az egész triangulacion.

2. Minden Q;-n egy {z%',..., 2"} ponthalmazt jeldliink ki, az z%-k a
csomopontok. A csomodpontokhoz tartozik a résztartomany Gsszes csticspont-
ja, de tovabbi perem- és bels6 pontjai is. Itt n; > d 4+ 1 és f6ként arra
gondolunk, hogy n; = const fiiggetleniil :-t8l.

A csomépontoknak az {z% 72, a résztartoméanyonkénti, lokalis sorsza-
mozéisa. Emellett a csomopontok globalis sorszamozéasat is elkészitjiik :
{z*}N . Ez utobbi felsoroldsban minden csomépont pontosan egyszer for-

dul elé.

3. Minden z‘ csoméponthoz hozzarendeljiik azt a ¢ linearis funkcionalt,
amely megadja az z’-beli fiiggvényértéket : 1%(u) = u(z%). Ezeket a funkcio-
nalokat szabadsdgi fokoknak hivjuk. (Magat a fiiggvényértéket is hivhatjuk
szabadsagi foknak, de derivaltak értékei is el6fordulnak mint szabadsagi fo-
kok, 1d. a pont végét. Igy jobb az dsszefoglald ,funkcional” elnevezés.) Ami-
kor — mint eddig itt — minden szabadséagi fok fiiggvényérték, akkor Lagrange-
tipusi elemrdl beszéliink.

Az Q;-hez tartozo szabadsagi fokok halmaza legyen 1; := {1¢, 2* € Q;},
amelyet a lokalis megszamozasban v; = {1 }%,-vel jeloljiik.

4. Minden t%hez hozzarendeliink egy w, € V fiiggvényt tgy, hogy

a) wy lesztikitése OQ;-re legyen polinom (=: p;,);

b) minden egyes (;-n a {p; ¢} polinomok a P(Q;) lineéris halmazt alkotjék,
és ha

{abt, . oty = {zb . gt}

azok a csomo6pontok (elgszor a lokalis, majd a globalis felsorolas szerint),
amelyek (2;-hez tartoznak, akkor a

g
Zpi,éj (x)oyj =:p(x), =€,
7j=1
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képlettel definialt P(§2;)-beli polinom «;; egyiitthatéi egyértelmtien meg le-
gyenek hatirozva a {¢(p),...,¥"i(p)} értékkel, pl. annak koszénhetGen,
hogy érvényes

V9 (Diny) = Ojms  Jom=1,...,n; (15.211)
c) haz%, ... , ') azok a csomopontok, amelyek (;-nek egy tetszéleges,

rogzitett s oldalan vannak, akkor a

ni(s)
Pie; (SC)Oéij =:q(x)

j=1

polinom egyértelmiien meg legyen hatarozva az s oldalon a {1% (q)}?”‘:(f)
értékek megadésa utdn. Viszont a tSbbi p; e, polinom (j = n;(s) +1,...,n;)
legyen azonoson nulla azon az oldalon, tehat ha % (q) = % (p), amikor
j=1,...,n4(s), akkor érvényes p|; = q.

Ezutan, amennyiben ¢™(wy) = dpe, m,£ =1,..., N, akkor a V}, véges-
elem tér béazisa éppen {w,},_,. Maga az (i-edik) ,véges elem” a kovetkezd
hérmas :

{Qia 7/% P(Qz)}a
tehat a {résztartomany, hozzatartozé funkciondlok halmaza, polinomtér}
hérmasa.

A P(£);) polinomtér alapjan definidlhatjuk az elem rendjét.
Definicié. Legyen P(;) az Q;-n definialt, legfeljebb k-adfoki poli-

nomok lineéris halmaza, azaz Py, (€;) az osszes 27" - - - 2J¢ alaki polinom (ahol
0 < Z?Zl v¢ < k) minden linearis kombinéci6jat tartalmazza. Ekkor k-
adrendinek hivjuk az elemet, ha P (£2;) C P(£2;), de Pyy1(2;) & P(;).

Tovabba, legyen Q(€;) azon z]* - --z)* alaki tagok Gsszes lineéris kom-
binécidja, amelyeknél v; < k,... 74 < k a feltétel. O

Megjegyzések. 1. A Py(Q;) polinomterek tipikusak a haromszoges
(Altalanos dimenziéban : szimplicialis) Q;-vel rendelkezs elemekre, mig a
Qr (%) polinomterek tipikusak a négyszoges elemekre.

2. A 15.7.5. pont szerint gyakran arra szamithatunk, hogy a k-adrendi
elemek alkalmazésa esetén az ered§ végeselem megoldas konvergenciarendje
h-ban éppen k.

3. A c) feltétel azt eredményezi, hogy a w, baziselemek folytonosak két
szomszédos elem kozos oldalan keresztiil is. Ha ott szakadés lenne, akkor wy
nem lenne H'(Q) eleme (mert nincsen négyzetesen integralhato derivaltja)
és igy a Vj, végeselem tér nem lenne H'(Q)) része. Hasonléan a negyedrendii
feladatok esetén, ahol a természetes tér a H?(Q) (vagy a HZ(f2)), arra van



15.7. A VEGESELEM MODSZER II 145

(T3)

abra 15.20: A T3 elem

sziikség, hogy két elem kozos oldalan tetszGleges v € V}, elsé derivaltja is
folytonos legyen.

Az olyan végeselem modszerek, amelyek teljesitik a V, C V' feltételt,
konformnak hivjuk. Ebben a konyvben — a *** 17.5. rész kivételével — csak
konform mddszerekkel foglalkozunk. O

Most az el6bbi, eléggé absztrakt meghatarozast tobb példaval szemlél-
tetjik.

1. példa : Q = [0,1] & Q; = [z; 1,7;] az i-edik intervallum a 0 =
Ty < 1 < ... < xp = 1 felosztasbol, az §; szabadsagi fokainak halmaza
v = (Y1, 95?), ahol ¥b!(u) = u(zi_1) és ¥2(u) = u(x;) — tehat n; = 2, és
polinomtere P(;) = Py ().

A bazist alkotjak a w, kalapfiiggvények II. 11.6.2-b6l, amelyekre teljesiil
Y™ (we) = we(Tm) = Ome, mégpedig els6faju peremérték feladat esetén a béazis
{w}t,' (igy N = M — 1), méasod- és harmadfajt esetben {w,}}, (tehat
ekkor N = M + 1);

2. példa : Az Q € IR? pereme legyen toérottvonal, a tartoméany triangula-
cibja Q; = A; nem elfajult haromszogekre rendelkezésiinkre all. Az i-edik
haromszdg csomoépontjai a haromszog x®!, 22, 253 csticsai.

P() = Pi(A;) a A; felett definialt linearis fiiggvényeknek, tehét az a; +
bix1+c;zo alaki fiiggvényeknek a tere. Ezeknek n; = 3 szabadségi fokuk van :
P (u) := u(z™’), 1 < j < 3, amelyeknek az a;, b;, ¢; szabad paraméterek
felelnek meg. A v funkcionilok tehat a A; haromszog cstcsaiban felvett
értékeket adjak meg :

bi = {95 M (p) = p(a™), pe Pi(Ay), j=1,2,3}.

Ez az ugynevezett Courant—elem, 1d. 1. 4.10.3. és lejjebb is 15.7.15.7.8-ban és
15.7.10-ben. Ezt a gyakran hasznélt elemet roviden 73-mal jeloljiik, rendje
1.

?
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1 4 2

abra 15.21: A Ty elem

3. példa : € most is poligonalis tartomany, amelyet A; nem elfajult
haromszogekre bontottuk fel. A csomépontok egyrészt a A; hiromszog
csucsai, 1 < j < 3, masrészt a haromszog oldalfelez pontjai :

g == (2P 4 2™7?), 4<j <6, (ahol 2t :=2"").

N =

Py(A;) a A; felett definialt masodfoki polinomok tere (tehat az a; + bz, +
ciTy + d;x? + e;x179 + fiz2 alaka fiiggvények. Ezeknek n; = 6 szabadsagi

fokuk van : wu(2™),j = 1,...,6, a 6 szabad paraméternek megfelelGen :
aiy---, [;). A megfeleltetés az u(z’) értékek és az aj, ..., f; paraméterek

kozott egyértelmid (1d. a 40. feladatot). A linearis funkcionélok tehat :
¥ o= {5 Y (p) = p(a™), pe Py(A;), 1<j<6}.

Ezt a masodrendii hiromszogi elemet Tg-tal jeloljiik.

Mindkét kétdimenzios példanal a w, bazisfiiggvények lesztikitését A;-
ra (azaz a p;, polinomokat), az ugynevezett interpoldcids vagy formafigg-
vényeket legegyszertibben a haromszog {\;(x)}_; baricentrikus koordinatai-
nak a segitségével (I1d. I. 4.10.3.) adhatjuk meg :

Ts esetén  x™I-hez tartozik p;; = \;, 1 <7 < 3;
Ts esetén  z%I-hez tartozik p;; = X\;(2\; — 1), 1 <j <3, (15.212)
z*I-hez tartozik p;; =4\j_3)\j_2, 4<j <6.

Itt az interpolécios fiiggvényeket a lokalis sorszimozasban adtuk meg : p; ;,
ezekre teljesiil (15.211) a 9% (p;x) = ik, J,k=1,...,n; formaban.

A baricentrikus koordinatik fiiggdségét a mindenkori A; haromszogtsl
nem jeloltiik, tovabb4, a kényelmes A\, := \; jel6lést hasznaltuk.

A T3, Tg elemek egy olyan sorozat elejét alkotjak, amelynek k-adik tagja
Ta@ey, n(k) := 5(k + 1)(k + 2) szabalyosan elhelyezked§ csomoponttal ren-
delkezik, ebbdl a haromszog barmely oldalan k£ + 1 darab talalhato, és amely
elem k-adfokd polinomokat hasznal : a haromszoges standard Lagrange-
elemek sorozata.
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4 3 4 7 3
- Q; 11— Q

8e ®06

1 2 1 5 2

abra 15.22: R, elem és Rg elem

4. példa : Q; a O; téglalap, cstcsai 29, 1 < j < 4. A P(€);) polinomtér
a O; felett definialt bilinearis fiiggvények Q1(0;) tere. 4 szabadsagi foka a O;
csticsaiban felvett u-értékek : u(x™), j =1,...,4, annak megfeleléen, hogy
4 szabad paramétere van az elem a;+b;x1+c;xs+d;x1 29 alaki polinomjainak,
és lathatoan igaz P, (Q;) C P(), de Py (%) ¢ P(;) . Ezt az elemet Ry-gyel
jeloljiik és bilinedris elemnek is hivjuk.

Polinomjainak négy szabad paraméterét az u(z"/) szabadsagi fokok egyér-
telmien hatarozzak meg. Az elem funkcionaljai tehét

’(ﬁi = {wij; wij(p) = p(xi’j)a p S Ql(ﬁl)a 1 S .7 S 4} .

5. példa : Q; a O, téglalap, csomoépontjai az 2™/ cstcsai, 1 < j < 4,
tovabbi csomoépontjai az 27, 5 < j < 8 oldalfelezé pontok.

Itt P(Q;) a Q2(0;) azon polinomjaibol 4ll, amelyekben az z2x2 tag hiany-
zik. Ezzel Py(Q;) C P(), az elemnek 8 szabadsagi foka van : {u(z"7)}5_,,
és 8 szabad paraméterrel rendelkeznek az elem polinomjai is : a; + bz +
ciTy + dix? + e,z 119 + fi22 + g;x2wy + himi22. Az elemet Rg-cal jeldljiik, ¢/
funkcionaljai az %9 csomopontokbeli értékeket rendelik hozza p € P(£);)-hez
(amivel ez egyértelmiien meghatarozott, 1d. a 41. feladatot).

Az alappontokhoz hozzatehetnénk mint kilencediket a téglalap kozép-
pontjat, de mivel ez még nem eredményezi azt, hogy P5(Q;) C P(Q) -
amivel biztositanad a harmadrendii konvergenciat — (csak a 10. szabadséagi
fok tehetné, de az megbontja a szimmetriat), azért a 9. szabadsagi fok (a
kozéppont) elhagyhato.

Ugyanezzel az érveléssel még tovabbi két szabadsagi fok is elhagyhatonak
tinik anélkiil, hogy a konvergencia sebesség csokkenne, de ez lehetetlen, 1d.
a 42. feladatot.

A kozéppont mint szabadséagi fok figyelemen kiviil hagyasa két okbdl is
elényos :

1) kevesebb ismeretlennel dolgozunk, a konvergenciarend csokkentése nél-
kiil (ez a szokasos — 15.8.2-ben targyalt bedgyazott — racssorozatokon igen,
de altalanos racssorozaton nem érvényes, 1d. Arnold, Boffi, Falk dolgozatat);
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10

3
6

1 5 2

dbra 15.23: A T}, tetraéderelem

2) a 9. pont behozn4 a x2x2 tagot is és ezzel negyedfokiva valna a bazis.

Amikor az Rg formafiiggvényeit szerkesztjiik abbol a kiévetelménybdl,
hogy teljesiiljon p; ;(z%) = 6,4, 1 < j,¢ < 8, akkor kideriil, hogy éppen az
2229 és 2122 harmadrend( tagok jonnek be. Ehhez egy tetsz6leges csomoépon-
tot kijeldliink és a tobbi csomoépontot 3 egyenessel lefedjiik. Ezen egyene-
seknek egyenleteit Gsszeszorozzuk, majd a szorzatot alkalmas konstanssal
megszorozzuk 1gy, hogy a kivilasztott pontban a fiiggvény értéke 1 legyen
(és konstrukci6 szerint a formafiiggvény a tobbi csomoépontban eltiinik) :

wi(z) = (1—x1)(1—22)(1—221 —229), wa(x):=21(1—29)(1—22,+21,),
w3(x) :=x129(3— 221 —225), wy(x):=(1—z1)2o(14 221 —215),

ws(z) :=4x1(1—21)(1—2z9), we(z):=4z129(1—13), (15.213)
wr(x) : =4z, (1—x1) 22, wg(x) :=4(1—z1)z2(1—23).

Most néhany haromdimenziés elemet mutatunk be.

6. példa : A Courant—elem &ltalanositdsa harom dimenziéra a linearis
tetraéder-elem (73). Itt tehat €; az 2% (nem egy sikban fekvd) csticsok
altal meghatéarozott tetraéder. A négy szabadsagi fok az 2/ pontban felvett
fiiggvényérték, j = 1,2,3,4. Az elem polinomtere az &sszes a; + b;x1 + ¢;x0 +
d;z3 alakt linearis fiiggvény, vagyis P(€;) = P(Q;), és igy rendje 1.

Egyébként egyaltalan nem egyszert egy adott Q € IR® tartomanyt tetra-
éderekre szétbontani, ehhez 1d. 15.7.11.

7. példa : A mésodrendii tetraéder-elem (77,) csomopontjaihoz a csi-
csokon kiviil (7, 1 < j < 4) a oldalfelez6 pontok (z/, 5 < j < 10) is tar-
toznak hozza. A 10 csomoéponttal éppen az x1, o, x3-ban legfeljebb méasod-
foku polinomok 10 szabad paraméterét ki is meritjiik, és a felsorolt csomopon-
tokban megadott fliggvényértékekbdl egyértelmtien meghatarozhato egy ilyen

polinom : tehat P(£%;) = P»(€;). Az elem formafiiggvényeit itt is a baricen-
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=

3
2

dbra 15.24: Az R} kockaelem

trikus koordinatak segitségével adjuk meg :

%9 hez tartozik A2 —1), 1<j5<4,
xi’S—héz, xi’6—hoz, ill. z%"-hez tartozik AX1 A9, 4Xo A3, ill. 4X3)q,
z"I-hez tartozik A7y, J=28,9,10.

8. példa : A trilinearis kocka-elem (R3) konnyen kezelhets és az Ry-elem
altalanositasa 3 dimenziora. A kocka 8 csiicsiban megadott fiiggvényértékek
képezik itt a szabadsagi fokokat. Az elem polinomtere kifeszithets az olyan
z]' z3? 23 alakd polinomokbol, ahol minden j = 1,2, 3-ra y; = 0 vagy v, = 1.
Igy az elem elsérendii, és P(€);) polinomterének a kovetkezd bazisa van, ha
Q; csomopontjai az AttekinthetSség kedvéért azok a (14, v, v3) pontok, ahol

minden j-re v; = £1, egyméstol fliggetlen eldjelekkel :

1
Wi () 1= g (1 +1121)(1 4 1575) (1 + vs3).

A kétdimenzios Rg-elem 3 dimenziora valo altalanositasahoz, a 20 szabad-
sagi fokt R3,-elemhez 1d. a 43. feladatot.

Minden eddig targyalt elem Lagrange-tipusi. Ha az elem valamelyik
funkcionélja derivalt értékét ad meg, akkor Hermite—elemnek nevezziik. Ezek
pl. negyedrendii peremérték, valamint olyan interpolécios feladatok megoldéa-
sanél hasznalatosak, ahol a kovetelmény az, hogy a fliggvény mindeniitt dif-
ferencidlhato legyen (C'-interpoldcid); 1d. a 44. feladatot.

Az Hermite—elemeknél a kovetkezdképpen alakulnak a pont elején adott,
az elemet definiélo felsorolas részletei, ha minden csomépontban ugyanannyi
derivalt megadasat tételezziik fel.

Az 1. és 2. pont véltozatlanul érvényes.

3’. Minden z‘ csoméponthoz hozzarendeliink r + 1 linearis funkcionalt :
{’l/)ék)}zzo. Ekkor wéo) megadja az z’-beli fiiggvényeértéket : 1/)é0) (u) = u(zb), a



150 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

wek) funkcional a k-adik derivalt értékét adja, k = 1,...,r. Ezek a funkciona-
lok a szabadsagl fokok Az Q;-hez tartozo szabadsagl fokok halmaza ezutan

= {{we }k 0 T8 € OQ;}. A lokilis sorszamozas szerint ¢( J_val jeloljiik a
szabadsagl fokokat.

4’. Minden W -hoz hozzérendeliink egy w, ® ey bazisfiiggvényt gy,
hogy

a) wék) lesziikitése Q;-re legyen polinom (= pgkz))

b) minden egyes Q;-n a {pg?} polinomok képezik a P(Q;) linearis halmazt,
és az §);-hez tartozo

{x¥', ... 2P} = {xel, . ,xe“i}

(k) funkcionéljaival teljesiil az, hogy a

csomopontok wg«) = wi,a
T ng
. :
> i (@)af) = p(a)
k=0 j=1
polinom egyértelmtien meg van hatérozva a
k k
WP, 80 0¥y
értékekkel, mert érvényes

w&n)(wéfn)) = 5jm5nk> 0< n, k < T, jam = 17 -y Ty

c) ha zf,... 2" azok a csomopontok, amelyek (;-nek egy s oldalan
vannak, akkor a
r ni(s)
DR Al = q(z)
k=0 j=1

polinom egyértelmitien meg legyen hatarozva €; oldalan {1/11(12 (¢)} megadésa
utan (K = 0,...,7, 7 = 1,...,n;(s)). A tobbi pz(?] polinom (5 = n;(s) +
1,...,n; k=0,...,7) legyen azonoson nulla az s oldalon.

Ha S (wék)) = OmeOnk, akkor a Vj, végeselem tér bazisa {wék) Z’ivo,e:l-

A fenti jelolésekkel most az Hermite-féle véges elemrél is elmondhato,
hogy az a résztartomény, a hozzatartozé funkcionélok halmaza és a polinom-
tér altal képzett {€;,1;, P(£2;)} harmas.

9. példa : (egy dimenzioban) az Hermite—bazis II. 11.6.7-b6l;
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10. példa : (két dimenzioban) a Felippa—Bell elem (F Byg), amely folyto-
nosan derivalhato fliggvényekre vezet és igy negyedrendi differencidlegyen-
letek megoldasara alkalmas. 18 szabadséagi fokat a haromszég minden csi-
csaban a fiiggvényérték, a két els6rendd parcialis derivalt és a harom maéso-
drend parcialis derivalt alkotja. Ehhez azt a mellékfeltételt kell hozzatenni,
hogy az oldalak mentén a normélderivalt harmadfoki legyen. Ez a 21 feltétel
egyértelmiien hataroz meg egy 6todfokd polinomot. Az elem polinomterére
igaz Py(Q;) € P(Q;) C Ps(9). Bazisanak explicit képleteit 1d. Mitchell és
Wait kényvében, 74-75. o.

Még magasabb rendii elemeket is lehet konstruélni, 1d. V.G. Kornyejev,
ill. Szabo és Babuska konyvét. Ilyen elemekre van sziikség a végeselem madd-
szer p-verzidjdban, amikor a konvergenciat nem hA — 0-val érjiik el, hanem
a polinomterek rendjének novelésével. Ez a verzié kevésbé ritka matrixokra
vezet (szélesebb a savjuk, amit mar a ,Velem” program magasabbrendii ele-
meinél is meg lehet figyelni), gyakran lényegesen gyorsabb konvergenciat ad,
mint az itt targyalt, dgynevezett h-verzié — de jobb felkésziiltséget is kivan.

15.7.5 A végeselem modszer pontossaga

A Céa—lemma akkor alkalmazhato, ha az a forma bilinearis és pozitiv definit
(1d. II. 241. o.), és azt biztositja, hogy a végeselem modszer u — uy hibaja
lényegében ugyanakkora, mint a legjobb kozelitésé :

M,

a

lu — up|ly < C inf ||Ju—wplly, C:= (15.214)
v EVR

Mivel a legjobb kozelités nehezen szerezheté meg, helyette vessziik az u

“, 0,

||U—’U,h||v S C’||u—Hhu||V (15215)
A TI,u interpolacié egy-egy Q; végeselemre azonnal definidlhato a kivet-
kez$ (Lagrange—elemek esetére felirt) képlettel :

n;

o = D ula)pig (@) (15.216)

j=1

Myu(z)

g

= Zu(xzj)ng (:E) = Hh,iU(iﬁ), S Qia

j=1

ahol el6szor a csomopontok lokalis, majd globélis megszamozasat alkalmaz-
tuk és ahol IIj, ; egy lokalis (k-adrendii) interpolacios operator. Figyelembe
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véve, hogy az elemek peremén a w, bazisfiiggvények folytonosak (1d. 15.7.4-
ben a 4.c kovetelményt), innen kapjuk a IT,u definiciojat az egész (torottvo-
nallal hatérolt) Q tartomanyra.

(15.215)-tel a konvergencia kérdését arra a — peremérték feladattol fiigget-
len — approximacio-elméleti kérdésre vezettiik vissza, vajon hogyan viselkedik
az interpolacio hib4ja h — 0 esetén.

Az aldbbiakban ezt a kérdést — és vele a konvergencidt — tisztazzuk
Lagrange—elemek esetén a kovetkezs uton, feltéve, hogy €2 kétdimenzids poli-
ként :

1. Leirjuk a tartoméany felosztasat szolgalé triangulaciokbol allo, A — 0-
val kapcsolatos sorozatoknak egy bizonyos (egyenletesen regularisnak neve-
zett) osztalyat;

2. Vizsgalunk a sikon egy speciélis interpolacios problémat;

3. Bebizonyitunk egy az I;(2) interpolacios operatorra vonatkoz6 becs-
lést;

4. Megmutatjuk a konvergenciat akkor, amikor a triangulici6é kongruens
haromszogekbél all;

5. Belatjuk a konvergenciat egyenletesen regularis triangulacion.

Most nézziik a részleteket.

1. A kétdimenzids esetben a tartomény triangulaciéinak nem minden
sorozata elfogadhato : azt kell biztositani, hogy a triangulacié A — 0-val ne
fajuljon el. Ezt a kovetkezs definicioval fogalmazzuk meg pontosabban.

Definici6. Legyen {73, }5°, az Q tartomany {Qf}?i‘l triangulacidinak egy
sorozata, amelynek h, := max; diam(f2,) paraméterei nullsorozatot alkotnak
(agy hogy M, — oo, amikor h; — 0). Ezen {7} sorozatnak minden tri-
angulacioja legyen konform. Ekkor a sorozatot egyenletesen reguldrisnak
hivjuk, ha van olyan h,-t6l fiiggetlen x > 0 konstans, amellyel teljesiil

he < /{p(ﬁf) minden 1 <4 < Mj-re és minden f-re. (15.217)

Itt p(ﬁf) a legnagyobb Qf-be beirhat6 kor sugara. 0O

Egyszertisitett moédon azt is fogjuk mondani, hogy maga a triangulécié
egyenletesen regularis (elképzelve, hogy & egy egész sorozatnak a tagja), az
¢ indexet is elhagyva.

Megjegyzés. (15.217) helyett azt is kovetelhetjiik, hogy az ﬁf elemek
oldalai altal bezart ﬁge) legkisebb bels6 szog teljesitse a kdvetkezs feltételt :

sin®!” > — minden i-re, (15.218)

x|
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h-tol fiiggetlen k > 0 konstanssal, vagy pedig a 0 < const < 192@ < 7 — const
feltételt. O

Ehhez 1d. a 45. és 46. feladatot. Ahhoz a téméhoz, hogyan lehet a
haromszogek “mingségét” értékelni, 1d. Pébay és Baker cikkét is.

2. Abbol indulhatunk ki, hogy a k-adfokd kétvaltozos

p(z,y) = Z ai;z'y’

i+j<k
polinomnak n = n(k) = (k;“2) egyiitthatoja van, és ezeknek meghatarozasa
n (paronkét kiilonboz6) pontban adott érték alapjan elképzelhetd, de nem
mindig lehetséges.

Speciélis interpoléaciés problémank a kovetkezd : Dobjunk a sikra k& + 1
egyenest : {, ..., 0, mégpedig lgy, hogy barmely tetszGleges két egyenes
legfeljebb egy pontban metszi egymast. Az £, egyenesen egy pontot jeloljiink
ki (legyen ez (xop,%00)), ¢1-en kettSt (legyen ez (z10,Y1,0) € (T1,1,Y1,1))
stb., végil f-n k + 1 pontot ((%k0,Yk0),---» (Tkk Ykk)), s egyik pont se
legyen az egyenesek metszéspontja. Akkor pontosan egy (legfeljebb) k-adfoku
kétvaltozos polinom létezik, amely az (z;;,y; ;) pontban az adott f;; fiigg-
vényértéket interpolalja, : =0,...,k, 7=0,...,1.

Ezt indukcioval 1atjuk be : Az elsé pontban adott érték konstans polinom-
mal interpolalhat6. Tegylik fel, hogy a k—1-edfoki polinom meghatérozhato-
saga az Lo, ..., 0x—1 egyenesen fekvé n(k — 1) = 2(k + 1)k pontbol ismert.
Vegyiik az /) egyenest, amelynek képlete legyen oz + Sry + v = 0, és an-
nak mentén, n(k) — n(k — 1) = k + 1 pontja alapjan a (legfeljebb k-adfoku,
egydimenzios) Ly (z,y) Lagrange-féle polinomot szamitjuk ki. Ekkor az inter-
polacios feladat megoldasa (az I (4.14) Newton-rekurzié 6tletét hasznalva)

pe(z,y) = Li(z,y) + (o + Bry + ve)pe—1(2, y),
ahol a pi_; polinomot indukci6 szerint ki tudjuk szamitani abbél, hogy

fig — Le((wig, vi) . . .
X Yis) = = Mo =0,...,k—1 =0,...,1.
Pk 1($Z1]5yZ7]) akxi,j'i‘ﬁkyi,j'f‘r)/k’ ? ) ’ y J ) )2

Megjegyzés. A legfontosabb helyzet az, amikor a £+ 1 egyenes parhuza-
mos (standard Lagrange—elem), de el6fordulnak ettdl eltérd esetek is. O

3. Legyen Q € R? Lipschitz—folytonos tartoméany (ez lesz majd a minta-
elem tartomanya), k¥ > 1, Q-ban adottak a zi,..., 2, pontok, amelyek a
fenti leirdsnak megfelelGen £ + 1 egyenesen fekszenek és amelyekben az u €
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H**1(Q) Szoboljev—térbeli fiiggvény értékeit irjuk els. Ekkor az interpolacio
eredményét, a k-adfoka polinomot I (Q)u-val jelolve, igaz az alabbi becslés :

[l = Le(Qullrr < co(82, k) [ulkia, (15.219)

ahol || - ||k+1, ill. | - [g+1 & Szoboljev-tér norméja, ill. félnorméja.
A bizonyitéas (1d. Braess kényvét) azzal indul, hogy belatjuk :

1ollks1 2= [olkrs + ) o(z)], v e HY(Q),
i=1

normét definial H*+1(Q)-ban, és |||-||[x+1 ekvivalens ||-||x+1-gyel. Ehhez meg-
jegyezziik elsének, hogy k + 1 > 2 és a beagyazési tételek miatt a H*T'(Q)-
beli fiiggvények folytonosak, igy a képlet jol definialt, tovabba |v(z;)| <
c1(Q)]|v||g+1 minden i-re, tehét

Holllksr < (14 con(E)vllk41,

és ekkor ||| - |||s41 mar félnorma H**1(Q)-ban. Ha most ||[v]|xs1 < col||v]|[511
hamis lenne minden ¢, és v € H¥*1(Q) esetén, akkor létezne olyan {v,,} C
H*1(Q) sorozat, hogy 1) [[vm|lk+1 =1 € 2) [||vmllle+1 < &, m=1,2,....

Viszont ekkor 1) miatt a {v,,} sorozatnak egy részsorozata H*(Q)-ban
konvergens lenne (kompakt bedgyazéas) — amelyet Gjra {v,, }-nek jelélhetiink.
Mivel H*(Q) teljes, ott {v,,} Cauchy-sorozat. De 2)-bél és a definici6 sze-
rinti [vplp41 < ||| Um|[641-b6l kovetkezik |vm |11 — 0, igy ||[vm — vellzy; <
|vm —vel|2+2(Jvm 341+ |vel741) — 0, vagyis : {vm} Cauchy-sorozat H¥(Q)-
ban is. Ezutan méar H*¥*1(Q) teljessége alapjan {v,,}-nek van v, limesze
H*1(Q)-ban, és 2) miatt teljesiil : 0 = [||vy]||g41 > |vs|g41- De ez ellent-
mondasra vezet, ugyanis ekkor v, k-adfokt polinom kellene, hogy legyen, és
[||ve|||k+1 definicioja alapjan v, (z;) = 0 is kévetkezne minden i-re, ami I;(2)
egyértelmiisége miatt v, = 0-t jelentene — ellentmondéssal 1)-hez, amely sze-
rint ||v,|lx41 = 1. Igy kell léteznie egy cy konstansnak tigy, hogy

[vllk+1 < coll[v[llk+1 minden v € H***()-ra,
ami egy Poincaré—egyenlétlenség. Innen v = u — I (2)u-val kapjuk

lu = L (Qullerr < colllu = Te(Q)ulllk41

= cof[u=L(@ulirs + Y (=L Du)(2)]) = colusn,

hiszen (u — I(Q)u)(z;) = 0 és [ (Q)u|p1 = 0.
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Megjegyzés. A (15.219) becslés a Bramble-Hilbert lemmanak (v.6. 11
11.28. lemma) egy formaja, hiszen az Ly := I — I;() : H* — H**!
operator magtere a Py ({2) polinomtér. (Itt I az identitast jeloli.) O

4. Legyen a mintaelemiink az S egység-szimplex : 0 < & <1 —§& < 1,
és Sy := hS a 0 < h < 1-méreti hasonméasa. Olyan () tartomanyt és olyan
triangulaciojat vizsgalunk, amelynek minden eleme Sy, csak esetleg el van
forgatva (ami nem fog szerepet jatszani, mert haromszogenként dolgozunk).
Legyen k£ > 1, a mintaelemen I;(S) a fenti interpoléaciés operator, amelynek
Sp-n az Ij(Sp) = I, lokalis operator felel meg, és II, a globalis (15.216)
interpolacios operator. Ekkor igaz a kovetkezs becslés :

lu — Mpullm < b " ™|ulpyr, 0<m<k+1, co=co(Q k). (15.220)

Bizonyitas. Az alabbiakban érdemes a normékhoz tartoz6 mindenkori
tartomanyt is emliteni.

Ha u € HF1(S,), akkor v(€) := u(hf) = u(x) definidlja a v € HT1(S)
fliggvényt. Itt = = (i;) = h(g) = h&. Tovabba, a deriviltakra kapjuk

multiindex-jeloléssel 9 = h*9% (|a = a1 + a2), és igy

ms—Z/af )2de"= “Z/Shmaa 2h~2 dz =

lal=m laj=

mSh

(15.221)
Innen

lullys, =Y lulfs, = > B Pplfs < B2™loll7 5,

i<m i<m

mert h < 1. Ezt a becslést u — I (Sy)u-ra is alkalmazhatjuk :
[ = Tx(Sh)ullm,s, < P[0 = Te(S)0llm,s < h Tl — T(S)llkta,s

hiszen || - ||2, ¢ egyszertien a || - |, ¢ része. Most emlékezziink a (15.219)
egyenlGtlenségiinkre :

v = Tk (S)vllkt1,s < colvlriss

ahol a ¢y konstans nem fiigg h-t6l. Itt a |v|z11,s félnormat (15.221) segit-
ségével |u|k41,5,-Ta atszamitva kovetkezik

lv — I (S)v||k+1,5 < Cohk|u|k+1,5h )
és osszefoglalva

= Ii(Sh)ullm,s, < coh™ ™ |ufpr1,s, -
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Most mar csupan ezt az egyenlStlenéget kell négyzetre emelni és Q = U,-?h,i
esetén Osszegezni, hogy (15.220) kovetkezzen. O

Megjegyzés. Ahogyan latjuk, a (15.220)-ban az m < k + 1 esetben
pozitiv h-hatvany onnan ered, hogy a bal oldalon az || - ||, o normaét, a jobb
oldalon || - ||g+1,0-t hasznaljuk. Példak mutatjak, hogy ezt a h-hatvanyt nem
lehet javitani. O

5. Most foglalkozzunk az altalanos (A-val jel6lt, nem elfajult) harom-
szoggel. Erre az S mintaelemet affin leképezéssel transzformalhatjuk :

S—=>A : feS—ox=x2(& =2+ B €A, (15.222)

ahol zy a A haromszog egy csiicsa és B regularis 2 x 2-es métrix. Ekkor a
¢ = £(x) inverz leképezés is affin, és az S-beli és A-beli polinomok megfelelnek
egymasnak.

Ha u € H™(A), akkor v(§) := u(z(¢ )) € H™(S), és (15.221) altalanosita-
saként érvényes (|| Bllr = (3, j—1.0 b2,)}/? a Frobenius—normat) jelenti)

[0]m,s < || BIl%| det B|~"/?|ulm,a - (15.223)

Megforditva, ha v € H™(S), akkor u(x) := v(&(x)) € H™(A), és
[lm,a < | B7H|%| det BJ'2[v]m,s - (15.224)

A két relaciobol elegendd pl. az els6t bizonyitani, mert B~! kozvetiti az inverz
leképezést. Az m = 0 eset vilagos : a (15.222) transzformécié Jacobi-matrixa
B. Tekintsiik az m = 1 esetet, a lancszabalyt alkalmazva :

ou Oz ou
\Y% ! b~— = (B"V =1,2
(Vev): Z Oz 0&; Z U0x; i 1=1,2,
(15.225)
avagy
Vev = BTV, u.

Ennek négyzetét integralva, a (15.222) transzformaciot és a |B|| = || B|| <
|B||r egyenl6tlenséget hasznalva (ahol || - || az euklideszi norma), kapjuk

1 _
s = [ Vel de = [ 1BV .ul g do < Bl det Bl ulf .

Vizsgaljuk az m = 2 esetet. (15.225) alapjan :

0%u Oz S
8&86] IchQ ik _Z 8$k6$g 8§ Z b Z Jjt 6$k8x5 ] = 172-

=1,2 (=1,2
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2 .
Innen kapjuk a D :=3",_,,> ., 2(62% )? =137, 14 Dj Gsszeg

2
0%u
E b CL és LL(]) = bTi
4 172( tk™Yk ) k ]Kaxkamz

k=1,2 =12
tagjainak becslése Cauchy-egyenlStlenségek segitségével :

. . 0%u
D <IBIZ S (@@ es 3 () < ||BI% Z(axkax@)Q’
{=1,2

k=1,2 j=1,2

ahonnan D < || Bl > 41, 252172(3@083c )? kovetkezik. Ennek S feletti inte-
gracioja és a (15.222) transzformécio figyelembe vétele adja a (15.223) relacio
m = 2 esetét. A fentieknek megfelel6 gondolatmenettel kapjuk az egyen-
16tlenséget akkor is, amikor m > 2.

Most minden készen all a végeselem moédszer interpolacios hibdjanak becs-
léséhez :

az u — I (A)u hibat mérjiik a H™(A) félnorméjaban;

ezt transzformaljuk az S egység-szimplexre;

ott alkalmazzuk a (15.219) becslést (a Bramble-Hilbert lemmat) a h-tol
fiiggetlen ¢o(S, k) = co(k) konstanssal;

a jobboldalon megjelend |v|g41 ¢ félnormat visszatranszformaljuk A-re :

1B~ |7 det B|*?|v — It(S)vlm,s

IB7 ||| det B'colv] k11,

|IB~!||7| det B'*co|| Bl | det B| ™ |ulg 41,
co(k)(IB el Blle) ™I B ™ ulksr,a . (15.226)

|U, — Ik(A)u\m’A

VAN VANHVAN

Hétra maradt a | B||r és a ||B7!||r becslése — amihez a (15.217)-beli p(M)
jelolést hasznaljuk M = S, A-ra. El&szor azt fogjuk belatni, hogy az euk-
lideszi norméban igaz

IE=nll, 1B~ (@-y)|l <

[BE=n)l <

dlam(?) di&(‘?)”x—y”, (15.227)

(S 2p(A

ahol &, € S tetszolegesek és 2 = z(£),y = z(n) € A a (15.222) transzfor-
méci6 alatt. Ekkor ugyanis elegends a [|€ — n|| = 2p(S) esetet nézni, amikor
tudjuk, hogy ||z —y|| = || B(£ —n)|| < diam(A) — és az els6 relacié kovetkezik.
Hasonléan a masodik is igaz. Felsorolva a (15.227)-beli mennyiségeket, ill. a
(15.217) egyenletes regularitas szerinti becsléseit :

diam(S) = v2, p(S) = % diam(A) < hy, p(A) >

> he
++/2’ K’

(15.228)
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az kovetkezik || B||r < v/2||B|| figyelembe vételével (2 = d a B méatrix dimen-
zi6ja), hogy
K

—, és igy condp(B) < (1+V2)x. (15.229)

1BllF < he(14+V2), [|B Y||r < e

Osszesitve a (15.226)-(15.229) egyenlétlenségeket, latjuk, hogy igaz
4= L(A)ulma < colk)™ (1 + V2R oy

amibdl négyzetre emeléssel és A = Qf behelyettesitéssel, majd i feletti dsszeg-
zéssel (ehhez 1d. a 15.31. tétel utani elsé megjegyzést) adodik az alabbi ered-
mény.

15.31. Tétel (k-adfoku Lagrange-féle interpolacioé hibédja egyenletesen
regularis haromszoges triangulacion). Teljesiiljenek a kovetkezo feltételek :
1. © € R? korlatos tartomany, I' pereme poligonalis;
2. Az interpolalando u fiiggvény elég regularis : v € H**1((2), ahol k > 1;
3. Az Q = UM Q; tartomany 7, triangulacidja egyenletesen regularis &
konstanssal, 1d. (15.217), és h = max; diam(;) < 1;
4. Az m < k + 1 egészszam olyan, hogy II,u € H™().
Akkor 0 < ¢ < m-re igazak a kovetkez6 becslések :

lu — Mpulgegy < Cohk+1_z‘U‘Hk+l(Q), Co := Co(k,m, K), (15.230)
||U - Hhu”Hm(Q) S Clhk+1_m|U|Hk+1(Q), Cl = C() V 1+4m. O (15231)

A (15.231) eredmény h < 1 miatt az el6z6bdl ugy kaphatd, hogy azt négyzetre
emeljiik, majd 0 < ¢ < m-re 6sszegziik.

Megjegyzések. 1. Abbdl, hogy II,;u polinom 2;-n és igy bizonyara
[y u € H™(S;), még nem kovetkezik II,u € H™(N2), 1d. a 3. megjegyzést
(15.7.4)-ben. A 4. feltétel viszont m = 0-ra és konform elemek esetén legalabb
m = 1-re teljesiil.

2. A tétel altalanositasa harom dimenziéra problémamentes, ha tetraéde-
res elemekrél van szo.

3. Kett6 dimenzioban a négyszoges elemekre vald dltaldnositas akkor nem
gond, ha paralelogrammakra korldtozzunk magunkat : ekkor még mikodik a
fent bemutatott, Ciarlet-re visszamend “affin végeselem csaladok elmélete”. S
helyett a mintaelem ekkor az E egységnégyzet, amely affin transzformécioval
a paralelogrammara képezhetd le. Az E-n definialt R4, Rg stb. véges elemhez
tartozo I interpolacios operétor viszont nem az 2 = E esetre fentiek szerint
konstrualt és (15.219)-ben szerepl§ I (E) operator : utobbinal az I — I (FE)
magtere éppen Py(FE), mig I — IF magtere ennél nagyobb. A négyszoges
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elemeknél ugyanis nincs olyan k szam, hogy P(FE) = Py(E), de van olyan
k, hOgy P]c(E) C P(F) és Pk:—|—1(E) g P(E) (k =1: Ry, Kk =2: Rg, Id.
részletesen a 15.7.4. pontot).

Emiatt arra hivatkozunk, hogy van olyan linearis L, : H*(E) —
H*1(E) operator, hogy L, magtere tartalmazza a Py(FE) polinomokat (még-
pedig Ly, = I — IF), tehat LyIx(F) = 0. Ekkor (15.219) alapjan ||Lyv|/x11 =
26T = L(EDollisr < ILalllo — T(E)ollisr < Lileololes.

Egyébként a (15.222) transzformacioval kapcsolatos eredményeink érvény-
ben maradnak és a (15.228)-beli konstansok S — FE-nek megfelelgen valtoz-
nak (1d. a 47. feladatot is).

4. Altalanos (konvex) négyszdges elemeknél (és a magasabb rendt harom-
szOges izoparametrikus elemek esetén) tobbféle bonyodalom adodik : az
S — Q;-féle, Fi-vel jelolt leképezés nem linearis, az €2;-n adott u(x) polinom-
nak a mintaelemen megfelels v(€) = (®;u)(€) := u(F;(€)) fiiggvény altalaban
nem polinom, és (15.226)-(15.227) helyett az F;, F, ', ®;, ®; ' leképezések
Lipschitz-folytonossagéaval kell foglalkozni. De ekkor is teljesiilnek végiil a
(15.230)-(15.231) becslések, 1d. pl. Girault és Raviart konyvét.

5. Amennyiben Hermite—elemekrdl van sz6 és a legnagyobb (szabadséagi
fokként eléforduld) derivalt rendje s, akkor azt kell kovetelni £ > 1 helyett,
hogy igaz legyen H**1(€);) — C*(€);), folytonos beagyazassal. O

A 15.31. tételbsl a Céa—lemma segitségével adodik a konvergencia.

15.32. Kovetkezmény (Lagrange-féle konform végeselem modszer kon-
vergenciaja egyenletesen regularis triangulacion). Teljesiiljenek a 15.31. tétel
valamint a II. 11.21. lemma feltételei a (15.189) variacios feladat esetén. An-
nak u megoldasa legyen H**1(2) eleme.

Ekkor a modszer konvergens, mégpedig érvényes a kdvetkez6 becslés :

M,

a

Bizonyitas. A tétel kovetkezik a (15.214), (15.215) becslésekbdl, vala-
mint az el6z6 tételbdl, £ = 1 behelyettesitéssel a (15.231) becslésbe. O

Megjegyzések. 1. Emlékeztetiink arra, hogy a 15.7.4-ben megtargyalt
elemek rendje a kovetkezs :

elem T3 R4 T6 Rg T10 F B18 Tf Rg T130 RgO
rendje | 1 1 2 2 3 4 1 1 2 2
Egyenletesen regularis triangulacié esetén, valamint a megoldas megfelel6

simasaga mellett (k = 1 esetén 1d. a 15.30. tételt) ez tehat egyben a konver-
genciarend is.
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2. A tablazat szerint egyértelmiien el6nydsebbnek tiinnek a haromszoges
és tetraéder elemek a téglalapos elemeknél, de erre a kérdésre 15.7.11-ben
tériink vissza.

3. A (15.232) becslés javithatatlan (ami a h hatvanyat illeti), 1d. Ciarlet
vagy Oganeszjan és Ruhovec konyvét.

4. A Nitsche—fogds segitségével (1d. II. 11.6.3.) megmutathato, hogy
a masodrendi feladat megfelel6 regularitasa mellett (ezt a 15.30. tétel biz-
tositja, ha k = 1) érvényes az

lu = unll o) < c(B)A*Hlull e o

becslés, és ez is javithatatlan.

5. Legyen k£ = 1. Ekkor elméleti szempontbdl a 15.32. kévetkezmény
szépséghibajanak tiinik, hogy a variacids feladat v megold4dsa H'-ben van,
de konvergenciat csak H2-ben kapunk. Viszont a H'-beli konvergencia ténye
innen kovetkezik : Mivel H? siiri H'-ben, létezik olyan u, € H?, hogy

lu — uel||mm < i Ez az u. azon variacios feladat w megoldasa, hogy
a(w,v) = a(ue,v) minden v € H'-re, és u. ) végeselem kozelitésére igaz
(15.232) alapjan, hogy ||ue — uepllar < const hf|ucl|pz < 53, ha h = h(e)
elég kicsi. Emiatt a Céa-lemmabol kapjuk ||u — up||m < %—Zﬂu — Ue || <

e (Jlu— el g +Jue — e pllr) < e, vagyis a konvergenciat - de ez tetszélege-
sen lassu lehet és h-val nem jellemezhets. O

15.7.6 Numerikus integralas

Eddig abbél indultunk ki, hogy az Gsszes, a végeselem modszer hasznalataval
kapcsolatos integralt pontosan szamitjuk ki, igy az el§z6 pont becslései is ezt
tételezik fel.

Az integralokat legtobbszor csak kozelitSleg tudjuk kiszamitani (és erre
megy el a végeselem program lényeges futési ideje). Egyrészt az A = (ax)
végeselem matrix ax, = a(wy, wy) elemeirsl, masrészt a jobboldallal kapcso-
latos by = @(wy) integralokrol van szo, 1d. pl. a és ¢ (15.197) definicigjat.
Ha ezeket az integralokat kvadratira képletek segitségével kozelitjiik (konkrét
ilyen lehet&ségekre lejjebb tériink ki, alapvet§ kvadrattra képletekkel méar I.
5-ben foglalkoztunk), akkor ezt réviden ugy tudjuk jellemezni, hogy az

a(we, wi) = ap(we, wg), @(wg) = op(wy)

kozelitésekkel dolgozunk, tehat egy kozelité ap bilinearis forméaval és egy
kozelits ¢y, linearis funkcionéllal.
Itt azonnal két lényeges kérdés meriil fel :
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1. Az 4j bilineéaris forma, és linearis funkcionél rendelkezik-e minden sziik-
séges tulajdonsaggal ahhoz, hogy a keletkez6 variacios feladatnak,

keressiink olyan u, € Vj-t, hogy
ap(up, w) = @p(w) minden w € Vj-ra (15.233)

— gy mint a (15.189) eredetinek — van-e egyértelmi és stabil megoldasa
Vh—ba,n?

2. Milyen jo kozelitésre van sziikség annak érdekében, hogy adott véges-
elem esetén annak konvergenciarendjét ne csokkentsiik?

Az els6 kérdéssel kapcsolatban rogton felmeriil az a probléma, hogy az
a-bol és ¢-bél kvadratira képletek segitségével elGallitott ay bilineéris forma
és oy, lineéris funkcional — eltekintve az egydimenzios esettsl — dltalaban V-n
nem lehetnek definialtak, mivel a V = H! esetben a fiiggvények pontbeli
értéke nem definiélt.

Legyen ezért az ay, bilinearis forma és a ¢, linearis funkcionél definidltak
Vi X Vi-n, ill. Vj-n. Ezenkiviil legyen az a; forma h-ra nézve egyenletesen
elliptikus Vy,-ban, azaz létezzen olyan h-tol fliggetlen o szdm, hogy a V' tér
normajaval érvényes

an(vn,vp) > allvp]l3,  minden v, € Vj-ra. (15.234)

Ekkor a 11.20. tétel alapjan a fenti kozelité variacios feladatnak létezik
egyértelmi és stabil megoldasa Vj,-ban. Ezzel a valasz a fenti els6 kérdésre
megvan.

Az a; forma egyenletes ellipticitasanak elégséges feltételeit lent adjuk
meg, megkiilénboztetve a Py(Q;) és a Qx(;) polinomtereket (Id. a 15.7.4-
beli definiciot).

Definicié. A haromszoges k-adfoki végeselemre vonatkozé kvadratira
képlet akkor teljesiti a P(k)-feltételt, ha vagy egzakt Po,_o(€);)-ben, vagy az
alappontjaihoz rendelhet§ szabadsagi fokok (vagy részhalmazuk) az Osszes
Py,_1(9;)-beli polinomot egyértelmtien hatarozzak meg.

A négyszoges tartomanyon megadott kvadratira képlet akkor teljesiti
a Q(k)-feltételt, ha az alappontjaihoz rendelhet§ szabadsagi fokok (vagy
részhalmazuk) az Gsszes olyan Py 1(£2;)-beli polinomot, amely egyben a
Qr(€;)-nak is eleme, egyértelmtien hatarozzik meg. 0O

Mint els6 példat emlitjiik, hogy az I. 5.11-ben talalhat6 (5.39) képlet
(a kozéppont szabalyt altalanositja haromszoges tartomanyra és amelynek
egyetlen alappontja a haromszog stulypontja), egzakt P;(A;)-ben, igy k =
1 (azaz T3) esetén teljesiti a P(1)-feltétel mindkét alternativajat. A P(2)
feltétel viszont nem érvényes.
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Mint méasodik példat vessziik a kozéppont szabaly altaldnositésat négy-
szOges tartomanyra (a képlet egyetlen alappontja a négyszog sulypontja).
Ez egzakt @Q1(0;)-ben, de nem teljesiti a Q(1)-feltételt, mert ahhoz legalabb
3 alappontjaval kellene rendelkeznie (annak megfelelden, hogy a P;(0;)-beli
polinomoknak 3 szabad paramétere van).

Tovéabbi példaként tekintjiik a 2-pontos tenzorszorzat Gauss—képletet (ar-
ra az esetre felirva, hogy a O téglalap kézéppontja (z1;, z2;), oldalhossza hy,

i1, hy) :

2
1
/ fane)de ~ 200 S FEnm), (15.235)
O 4 m=1
V3 V3
§12 =11 = ?hl, M2 = Toj + ?ha-

Ez a képlet teljesiti a Q(1)-, de nem a Q(2)-feltélt.

Ezek a definiciok segitik a kovetkezd tétel rovidebb megfogalmazésat,
amelyet bizonyitas nélkiil adjuk meg (1d. Ciarlet konyvében a 4.1.2. tételt).

15.33. Tétel (Ciarlet; kozelits bilinearis forma egyenletes ellipticitasa).
Legyen a a (15.197) bilinearis forma és ott ¥ = 0, teljesiiljon (15.193),
legyen a, az a-bdl kvadratira képlet segitségével létrehozott kozelité bi-
linearis forma. Akkor a; egyenletesen elliptikus, ha érvényesek a kovetkezs
feltételek :

1. Minden €2; tartomany affin leképezéssel leképezhets vagy d-dimenzids
egységszimplexre, vagy d-dimenzids egységkockéara.

2. A trianguléci6 egyenletesen regularis.

3. A végeselem polinomtere haromszoges elem esetén P(€;) = Py (),
négyszoges elemnél teljesiiljon Py (€2;) C P(€2) C Qr(€2), és mindkét esetben
legyen k£ > 1.

4. Az ap-t létrehozo kvadratira képlet teljesiti a P(k)- ill. a Q(k)-feltételt.

5. A képlet Osszes stlya legyen pozitiv. O

A kovetkezd eredménnyel készitjiik el6 a vélaszt a fenti 2. kérdésre, ezzel
egyben a Céa-lemmaét altalanositva.

15.34. Lemma (Strang; kozelit6 variacios feladat hibaja). Legyen az ay,
bilinearis forma egyenletesen elliptikus V}, x V},-n, legyen ¢}, lineéris funkcionél
Vi-n és u, ill. up, a (15.189), ill. (15.233) variacios feladat megoldasa.
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Akkor érvényes a kovetkez6 becslés :

||“_Uh||v < C( inf [”U_Uh“\/-i- sup |a(vh,wh)—ah(vh,wh)|
vp €V wpEVh ||wh||V

o)~ pnon)l) .y mexil)

+ sup
wpEVR ||wh||V

Bizonyitas. Legyen tehat u, € V, a (15.233) feladat, illetve u € V a
(15.189) megoldésa. Tetszéleges vy, € V}, fiiggvénnyel up, — v, € Vj, C V, és
ezért

ap(up, up, — vp) = op(up — vp) és alu, up — vp) = @(up — vg)-
Igy (15.234) alapjan
allun, — vally, < an(un — va, un — vn) = En(un — vi) — an(vh, up — vs)
= SDh(Uh - Uh) - Gh(Uh; Up — Uh)

+[CL(U — Up, Up — Uh) + CL(’Uh, Up — ’l)h) - QO(’U,h - ’Uh)]

= a(u—"vp, Up—Vh) +a(Vp, Up— V) — x(Vh, Up—Vp) +On(Un—vp) — @ (Up—p).

Az a forma folytonossagéanak koszonhetGen innen azt kapjuk, hogy u; #
vy, esetén

a(vh, up — Vh) — ap(vp, up — vp)|

allun = vnlly < Mallu —onllv +

lun — vallv
4 |<Ph(uh - Uh) - @(Uh - Uh)\
lun — vallyv ’

ahonnan az a-val val6 osztas utan, |u — upllv < ||u — vallv + ||un — vallv

segitségével (és mivel vy, tetszleges volt) a lemma allitasa kovetkezik. O

Megjegyzések. 1. Ahogyan a lemma bizonyitasabdl is kideriil, a
(15.234) feltétel éppen a kozelités stabilitasat biztositja.
2. Amennyiben most V = H' vagy V = H| és igaz

cth¥|Jwpllv llvallv,
coh®(| f1llwnllv,

\a(vn, wp) — ap(vp, wp)| <
lo(wn) — n(wn)| <

minden vy, wy, € Vj-ra, akkor a lemmabol, ||u — Myull; < csh*|ulpy1-b6l és
[TTpull; < eqf|ul|kr1-bOl az kovetkezik, hogy

lu — unllv < Ch*[(cs + crea)|ullksr + c2|| flle] - O
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Ezzel a lemmaval a 2. kérdés vizsgalatat fiiggetlenitettiik a peremérték
feladattol ill. a variacids feladattol — kivéve azt a koriilményt, hogy a varidcios
feladat Szoboljev—térbeli megoldasa miatt a kvadratira képleteknek az ilyen
fiiggvényeken valé konvergenciijat kell vizsgilni. Ez megteheté a Bramble—-
Hilbert lemma segitségével, 1d. II. 11.7.3., ahol a trapézszabaly példajan a
mésodrend konvergencia becslést bebizonyitottuk abban az esetben, amikor
az f integrandus H2-bdl vals. A kovetkezd eredmény bizonyitasa mégis elég
hosszii (emiatt bemutatésatol eltekintiink), mert éppen nem az [, f(z)dx
integral kvadratura képletek segitségével valo kiszamitdsanak hibajat kell be-
csiilni, hanem kett6 (¢(wy) kozelitésekor), ill. harom (a(vp, wy) kozelitésekor)
fiiggvény szorzata szerepel az integral alatt, és a becslést H*-ban ill. H¥*1-
ben kell elkésziteni meghatarozott alakban. Az alabbi tételben ilyen vizsgalat
végeredményét fogalmazzuk meg. A benne el6fordulo & > d/2 feltétel a
H* — C beagyazast biztositja, amely a @-integralok becslése soran fontos.

15.35. Tétel (Ciarlet; végeselem konvergencia kvadratira képletek hasz-
nalatakor). Teljesiiljenek a 15.33. tétel feltételei, a végeselemek legyenek
Lagrange-tipustiak és folytonosak Q C IR%ben. Ha érvényes a P(k)-feltétel
(ill. Q(k)-feltétel), akkor a kvadratira képlet legyen egzakt Po, o(€2;)-ben (ill.
Q2k-1(€2;)-ben). Ezenkiviil legyen k > d/2, tovabba teljesiiljon k;;,v;,c €
Ck(Q) és f € H*(Q). Az (15.189) varidciés feladat megoldasa legyen a
H*1(Q)-térbol valo.

Ekkor érvényes a kovetkezd becslés :

lu —unlly < CR*(Jullk+ + 11 £ 1le)-

Itt a C konstans nem fiigg h-t6] (hanem csak Q-t6l, k-t6l, valamint a (15.192)
egyenlet egyiitthatoitol). O

Megjegyzés. A 2k — 2-fokszami polinomokra vonatkozo feltétel azt
jelenti a valasztott kvadratira képletre nézve, hogy a (15.192) differencial-
egyenlet fGegyiitthatoinak megfelels (K grad uy) - grad wy, integrandust a bi-
lineéris forma (15.197) képletébdl akkor kell egzaktul integralnia, amikor a
K maétrix k;; elemei konstansok (hiszen a grad uy, és grad wy, vektorok kom-
ponensei k — 1-edfokd polinomok). O

A kvadratira képletek gyakorlati kivalasztésa a fenti eredmények ismere-
tében a kovetkezSképpen torténik. A végeselem polinomtér a k szamot
hatarozza meg. A 15.35. tételbdl tudjuk, hogy a ¢-integralokat olyan képlet-
tel kell kozeliteni az ; végeselemen, amely Poy_2(£2;)-beli (ill. Qo —1(€2;)-beli)
polinomokat pontosan tud integralni. Az a formaval kapcsolatos integrélok
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kiszamitasdnal ez lehet, hogy nem elég. Ekkor az egyenletes ellipticitédsa biz-
tositasa érdekében még azt kell ellendrizniink (1d. a 15.33. tétel 4. feltételét),
vajon a kvadratura képlet teljesiti a P(k)- ill. a Q(k)-feltételt, tehat alap-
pontjai (mint szabadséagi fokok) az 6sszes €;-n definialt f-edfokt polinomot
egyértelmiien hatarozzak meg (¢ = k—11ill. £ = k-d—1). Ez csak akkor lehet-
séges (mint sziikséges feltétel), ha legalabb annyi alappontja van a képletnek,
mint az ilyen polinom szabad egyiitthatéinak szdma : (d#), ha P,(§2;)-r6l
van sz6 és (£ +1)% a Q,(€;) esetén.

Egydimenzi6s feladatok esetén a k-ponti Gauss—képletek elegendGek, mert
ekkor a képlet még a 2k — 1-edfokii polinomokat is egzaktul integralja, 1d. I.
5.8., az Osszes silya pozitiv, és a k — 1-edfoki polinomokat biztosan meghaté-
rozza a k alappont (hiszen mind kiil6nb6z6ek).

A t6bbdimenzi6s esetben is szoba jonnek (és elterjedtek a végeselem pro-
gramokban) a Gauss—képletek, de azért gyakran helyettesithet6k hatéko-
nyabb képletekkel, mert alappontjai mind a végeselem belsejében vannak,
azaz koltséges f(x)- és k;;(z)-kiszamitas esetén az egyszer kiszamitott fiigg-
vényértéket nem lehet a szomszédos elemek kezelése soran tjra hasznositani
— mint amikor a képlet alappontjai a végeselem peremén vannak. Igy pl.
a T3 esetén hasznalhato, fent megemlitett kozéppont szabaly N haromszog
esetén N fiiggvénykiértékelést kivan. Ha ahelyett az 1. 5.11-beli (5.40) kép-
letet vesziink (a trapézszabaly altalanositasat), akkor aszimptotikusan csak
fele annyi kiértékelés sziikséges, mert bar 3 érték kell ekkor egy elemhez, de
atlagban 6 haromszog tartozik egy csicshoz.

A fenti T3, Ty, Ry, Rg példaknal a kovetkezs kvadratira képletek az el6z6
elmélet szerint megfelelGek (v.6. a 48. feladattal, valamint az elemek 15.7.4-

: z e e . aw w'L .
beli leirasaval. A g integrandus lehet pl. fw; vagy kémﬁng)
Al ¢
Ty [ag(w)ds ~ =23 g(a™); (15.236)
j=1
Al ¢
To: [p9(@)de~—==) g(a"); (15.237)
j=4
0l
Ri: [og(e)de ~ = Zlg(:v”); (15.238)
]:

Rs: [p,g(x)de ~ (169($i’9)+zg($i’j)+4Zg(zi’j)>. (15.239)

Jj=1



166 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

Ezekben a képletekben |A;| és |0;| jeloli a haromszoges, ill. a téglalapos elem
teriiletét. Az Rg elemhez ajanlott képlet alappontjait az Rg-elem (I1d. 41.
feladat) 2!, ..., 2"° csomoépontjai képezik. Az Rg-elemhez més kvadratira
képletet javasol a 49. feladat. Annak viszont negativ siulyai vannak, ami
miatt azon képlet hasznalatakor h kell, hogy elég kicsi legyen. (Tovabbi,
a numerikus integraléssal kapcsolatos, fontos szempontokat 16.4.8-ban tar-
gyaljuk.)

Ezen pont elmélete ugyanigy a haromdimenzids esetre is vonatkozik.
Mint hasznalhat6 kvadratira képletet a 77 elem esetén a kdzéppont sza-
balyt emlitjiik meg (egyetlen alappontja a tetraéder stlypontja), a T}, esetén
a tetraéder sulypontjat (2/15 sillyal) és négy cstucsat (1/120 sullyal) tar-
talmazo, masodfoki polinomokat pontosan integralé képletet (l1d. Sajdurov
konyvét), és az Ri-elemhez a kocka mind 8 csiicsat egyenlSen silyozo ké-
pletet.

Az elmélettsl megkovetelt 2k — 2 szam (mint a pontosan integralando
polinomok fokszama) még kevés is lehet: Ha az egyenlet

—ediv(gradu) + 7 - gradu + cu = f

és ¢ kicsi |U]-hez képest (tehat K = €l (15.192)-ban, amely konvekcid-diffizio
egyenlet egydimenzios esetével méar I1. 11.6.6-ban foglalkoztunk), akkor elmé-
letileg elegendé és numerikus kisérletek alapjan sziikséges a kovetkezd.

A k-adik hibarend (egyenletesen e-ban) akkor érhet6 el, ha a (hdrom- vagy
négyszoges) elem rendje k, ha a ¢, f fiiggvényeket elemenként k& — 1-edfoka
polinomokkal interpolaljuk, a ¥ vektorfiiggvényt pedig k-adfokd polinommal,
majd az Osszes integralt pontosan szamitjuk ki. Ez tehat 2(k — 1)-edfoka
polinomok pontos integralasat jelenti a (15.199) bilinearis a forméanak az
¢ grad uy, grad w, része esetén, 3k — 1-edfokuét a v-vel ill. c-vel kapcsolatos
integralok esetén, ld. F. Schieweck dolgozatat.

15.7.7 Algoritmusok

Kovetkezének a végeselem modszer egyenletrendszerének az osszeallitasat
mutatjuk meg. Az alapunk a (15.190)-bdl levezetett Ay = b alaka (15.191)
egyenletrendszer, ahol

A = (age), ke = a(we,wg), by = p(wg),

amelynek megoldésa utan, az y vektor birtokaban

N
Up = E YWy
=1



15.7. A VEGESELEM MODSZER II 167

adja az u megoldas keresett u; kozelitését.

Legyen itt példaul, a (15.199) bilinearis formaval és a ¥ = 0 esetnek
megfelelGen,

a(u,w) = K grad u) - grad w + cuw| dz,
Q

p(w) = / fwda.

Legyen M az Osszes elemnek és N az Osszes szabadsagi foknak a szama.
Az elemeket és a szabadséagi fokokat a triangulacioé sordn megszamozzuk :
1<i< M,1</{< N. Eza globdlis megszdimozds. Az i-edik elemnek a
szabadsagi fokok n; szdma véltozhat i-vel, ha pl. a perem mentén a Tg-elemet
hasznéljuk, beliil pedig az Rg-at. A szabadsagi fokok elemen beliili szAmozasa
(1 <j<mny) adja a lokdlis megszdmozdst. A triangulacioval egyidejiileg egy
kétdimenzios egészértékid tomb forméjaban rogzitjiik a racs Osszefiiggéseit :

ind(7, j) = /.

Tehéat az ind tomb (i, j) eleme megadja az i-edik elem (a lokalis szamozéas sze-

rinti) j-edik szabadséagi fokahoz a globalis megszamozés szerinti £ sorszamat.
Az elején az egész A matrixot és a b vektort lenullazzuk. (A mechanikabol

szarmazo feladatokban A a merevségi mdtriz és b terhelési vektor.)

Ezutan a kovetkez§ algoritmus allitja el6 a matrixot és a jobboldali vek-
tort :
Ci=1(1)M

|m == 1(1)n,[k := ind (i, m), by := b + B

n = 1(1)n;[¢ := ind(4,n), are = are + Cmnlnlmli

W=

Itt

Q. 1= / [K grad p, - grad py, + cpapm] dz, By = / fpmdz,
Q; Q;
és pm az ind(i,m) = k-adik bazisfiiggvény lesziikitése (2;-re, azaz az elem
m-edik formafiiggvénye (amelyet kordbban p; ,,-vel is jeloltiik) :

(15.240)

(2) = wg(z), ha ind(i,m) =k és x € Q;,
Pm 0, egyébként.

Hasonléan p, az ind(i,n) = f-edik bazisfiiggvény lesziikitése ;-re. Az
Qmn szémok (rogzitett i-re) alkotjak a lokdlis (vagyis elemi) A, mdtrizot
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(mig A a globdlis mdtriz). Az algoritmus természetesen azon alapszik, hogy
az integralok elemenként kiszamithatoak :

M
age = alwg,wg) = Z/ [K grad w, grad wy, + cwowy] dz,
i=1 7

M
by = <P(wk):2/ﬂ fwy dz,
i=1 J

de kihagyja a sok nulla jarulékot, amely keletkezik, ha wy(z)wg(z) =0, z €
Qi-

Ahogyan latjuk, a végeselem program kell, hogy tartalmazza a p; for-
mafiiggvényeket és derivaltjait (negyedrendii feladat esetén még a masodik
derivaltakat is), de nem a w, bazisfiiggvényeket.

Ha nincs olyan elem, amelyben jelen volna az ind(i,m) = k-adik és az
ind(i,n) = f-edik szabadsagi fok, akkor ay, érintetleniil marad nulla. Az

s:= max |ind(i,m) —ind(i,n)|
1<i<M
1<m,n<n;

szam ezért adja az A matrix (fél)savszélességét. Az algoritmust lehet tgy
megvaltoztatni, hogy a sdvon kiviili nulla elemeket nem taroljuk, vagy pedig
ugy, hogy a kompakt tarolasi matrixot késziti — ami a célszertibb. A kompakt
tarolashoz (v.6. I. 1.3.9-cel) sziikséges ia (sorelejét add) és ja (a globdlis
sorszamozas szerinti oszlopszamot tartalmazd) vektorokat egy, a by és axy
értékeit kiszamito, fenti ciklusra hasonld algoritmussal allitjuk el§ az ind
tombbdl (1d. az 50. feladatot).

De a réacsszerkesztés soran az ia, ja vektorokat kozvetleniil is ki lehet
szamitani, az ind tomb hasznalata nélkiil. Ekkor az A maétrixot és a b
vektort kiszamito ciklus nem az elemeken fut végig (1 < i < M), hanem
az ismeretleneken (a szabadsagi fokokon : 1 < ¢ < N). Az l-edik sza-
badsagi fok (csomépont) szomszédjai ja-ban talalhatok az ia(¢)-edik kom-
ponenstdl az ia(f + 1) — 1-edikig. Tehat az f-edik csomopontnak m, :=
ia(¢ 4+ 1) — ia(¢) darab szomszédja van, és ezeknek globalis sorszamai j; :=
ja(ia(¢)), ja(ia(f) + 1),..., jm, = ja(ia(¢ + 1) — 1). Ekkor, betartva egy
koriiljarési iranyt, egyértelmiien meghatarozhatjuk az elem sorszamét. Pl. a
Ts-elem esetén ez az (£, ji, jr+1) csucsok alapjan megtehets, £ = 1,...,my
(ahol jm,+1 = j1).

A Ts-elemnél ugyanazt lehet elérni, ha a hdromszogek csicsait és oldalfele-
z6 pontjait megfelel§ sorrendben végigjarjuk ja elkészitése soran, és Ry, Rg
esetén analég modon dolgozhatunk.
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jatia(i)+2) /_\

Jja(ia(i)+1)

Ja(ia(i))

¥/l\/( Jja(ia(i+1)-1)

abra 15.25: Kompakt tarolas elkészitése T esetén

Amennyiben a peremfeltételek els6fajuak, akkor a teljes A matrix és b
jobboldali vektor osszeallitasa utan a II. 11.6.8-ban részletezett miiveletek
kovetkeznek, tehat az elséfaji feltételeknek megfelels szabadsagi fokok sorait
a matrixban (ezekre az indexekre hasznaltuk II-ben az Z jelolést) felvaltjuk
az egységmatrix soraival, a b vektorba ott beirjuk a peremértéket. Ezutan
azonnal kovetkezhet a linearis rendszert megold6 algoritmus, amennyiben ez
nemszimmetrikus matrixra is miikédik. Ha nem, akkor még a 4’. és 5. 1épés
kovetkezik II. 11.6.8-bol.

Mar itt arra mutatunk ri, hogy a sima Gauss—eliminicié alkalmazasa
a végeselem modszer altal elGallitott linearis rendszerekre miihiba, a savos
Gauss—eliminacié még hasznalatban van, de helyette javasolhat6 a tobbréacsos
modszer vagy a prekondiciondlt gradiens moédszer. Ehhez a téméhoz 1d. a
15.8. és 15.4.10. pontokat.

A (15.203) harmadfaju peremfeltétel esetén mérvadé a (15.205)-(15.206)
bilinearis forma és linearis funkcional. Ekkor a fenti algoritmusban sziikséges
egy ellen6rzés, vajon peremen vagyunk vagy sem — az «j, és [3; jarulékok
kiszamitasakor (az Osszes index véltozatlan marad!). Ha igen, akkor még
peremmenti integralokat is kell kozelitentink.

Kiilonosen egyszerii a 0 = 0, g = 0 eset (fizikai interpretacioja : szigetelt
perem, 1d. I1. 11.2.), ekkor a peremet igyszolvan nem is vessziik észre : a pere-
men fekvd csomoépontoknak megfelel§ métrixsorokhoz ugyantgy szadmitjuk ki
a jarulékokat mint a bels6 csomo6pontokban, csakhogy a peremen kevesebb
résztartomany talalkozik a csomopontokban (ez viszont a tobbracsos mod-
szer keretében a finom és a durva réacs kozti, 15.8-ban megtargyalt (15.258)
osszefliggést is befolyasolja).
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s 4

—_—

h r
abra 15.26: Haromszog lokalis (r, s) koordindtarendszerben

15.7.8 Modellfeladat végeselem megoldasa

Ebben a pontban az eddigieket a legegyszeriibb modellfeladaton szemlél-
tetjiik (a pont végén egy altalanosabb feladat alkalmabol ratériink a véges-
elem modszer és a boxmodszer kozti kapcsolatra is).

Tekintsiik a Poisson-egyenletet téglalapalakt tartomanyon homogén el-
s6faju peremfeltételekkel, 1d. (15.13) 15.3.1-ben!

Szamitsuk ki el@szor az elemi matrixot a Ts-elemhez (1d. a 15.7.4-beli
leirasat)! Ehhez tekintsiik a kovetkez6 T haromszoget lokéalis (r, s) koordiné-
tarendszerben : Itt 1, 2, 3 a szabadsagi fokok lokalis megszdmozasat adjak,
a hozzatartozo formafiiggvények (baricentrikus koordinataknak megfelelGen)

r s r S
p1:1————:)\1(7°,8), p2:h_1:)‘2(r,8): p3=h—2=)\3(7“,8)-

A lokalis métrixot, ill. a lokalis jobboldali vektort az

OG5 = GT(pj,pz'), Bi == SOT(pz'),
ar(u,v) = /T[%g—:f—l—%g—?ﬂ drds, cpT(v):/Tf(r,s)v(r,s)drds

képletek hatérozzak meg. Innen, mivel a p;, p; derivéltjai konstansok, kapjuk

pl., hogy
by 1)? 1)?
a1 = 9 ( I +( h2> )

hihs ( 1)
Q2 = -7
+

2

hihy [ 1 1
= 040 —
o3 9 _h]_ h2:| 3
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2 5 )=y
3 0 !
hy
6 /4 h

abra 15.27: Courant—elemek téglalapos alapracson

és Osszesitve

1 1 1

bop (FTR TR TR

Ao (T — _Mmhe 71 1t
toe(T) := (aviz) = 9 hZ h2

_ 1 0 L

h3 h3

Ez a lokalis métrix szingularis, ami nem véletlen : a méatrix a

Au+ f =0, (r,s) €T, Z—Z=O, (r,s) € OT

feladattal 4ll kapcsolatban, amelynek megoldasa csak egy tetszGleges kons-
tans erejéig van meghatarozva. A hozzatartozo variacios feladat ugyanis :

Oovou Ovou
— a0 tao A = i H'-
/T [87‘ En + 95 63} drds /Tf(r, s)v(r,s)drds minden v € H -re,

és a feladat kovetkezményeként kell, hogy teljesiiljon

0= /Tf(r,s) drds,

egyébként nincs megoldas.

Hasznos észrevenni, hogy az egységes % szorzOn kiviil a matrix ele-
meinek értékeit kolcsonhatasoknak tekinthetjiik. Ez a kolcsonhatas a ko-
ordinatairanyokban 1/(tavolsag)? alakt. Az 4tlok iranyaban nincsen kol-
csOnhatas. Ennek alapjan régton felirhato a keletkezd globalis diszkretizacio,
ha az egész () téglapot a 15.27. abra szerint Courant—elemekkel felosztjuk :
Ekkor az el6zGekbél kiindulva az 2 := (z1;, 29;) pontban (amelyhez tartozik
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az (up);; =: Yij ismeretlen), azt kapjuk, hogy

e — Qs o L — Qs L
(Ay)i; = —hihs (‘%“” 2’2” Tty | Y 52” T Yiy 1) . (15.241)
1 2

Itt azért szerepel a % szorz6 kétszerese, mert mindig két haromszoégbdl
jon egy-egy jarulék két pont kozotti kolesonhatashoz. Tovabba, itt a racs-
nak megfelel§ szemléletesebb kétindexti (Ay);; jelolést hasznaltuk a métrix
leirasara ahelyett, hogy

N

N
uh_zyﬁwﬁa (Ay)k_a'uhawk :Zawbwk Ye, :15"':Na
=1 /=1

alapon a globalis (pl. sorfolytonos) sorszamozast alkalmaztuk volna, amely a
valodi szamitasnal hasznilandé.

Ahogyan latjuk, a T3- vagyis Courant—elem esetén annak globalis A méat-
rixa pontosan megfelel a Laplace-operatorra alkalmazott véges differencia
modszer 0tpontos standard séméjanak : utébbinak A, matrixat csak még
h1ho-vel kell megszoroznunk, A = hihoAy,. Innen azonnal kovetkezik, hogy
hivatkozhatunk a differencia médszer targyaldsakor 15.3.2-ben levezetett kii-
lonféle becslésekre, pl. (15.35)-bol, ill. (15.45)-bol kapjuk
a® + b? 2p?

[E -
16h hy’

8(@2 + b2)h1h2 ’

1A o) <

Tovabba, mivel A;l = hi1hoG}, adja az Osszefiiggést a differencia-approxi-
mécié matrixa és a G diszkrét Green-féle fliggvény kozott, most kideriil,
hogy A=! = G),. Ezért hasznalhatjuk a Green-féle fiiggvényre levezetett
becsléseket kozvetleniil a végeselem megoldas jellemzésére is, 1d. 15.5.2. Pl
a 15.19. lemma szerint

0 S (A_l)ij S Yo + Y1 111(\/5 min(hl, hg))

Ezenkiviil

4 4 he Ry
Amax(A) = hihoApax (A hiho| =+—= | =4 =+ —
() 1 (4a) < 12(h%+h%) <h1+h2>

< 4 (m + 1) : (15.242)
K
8 8
)\min(A) 2 h1h2 (_ b2> )

ha érvényes k=! < hy/hy < k.
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Numerikus példaként tiizziik ki a Poisson—egyenlet szaméra ugyanazt az
u(z1,29) = 2% + 2§ pontos megoldassal rendelkezs, elséfajiu peremérték fe-
ladatot, mint mar 15.3.2-ben! A kovetkezo tablazat tartalmazza itt is §(h) :=
in — Ynllc(w,) értékeit kiilonboz6 h-kra. A jobboldallal kapcsolatos inte-
gralokat a (15.236) kvadratiira képlet segitségével szamitottuk ki.

R 1/2 1/4 1/8 1/16 1/32
5(h) | 0.2969 0.1647 0.03279 6.826-10° 1.557-10 3

Amennyiben az (f,w;)o integralokat pontosan szamitjuk ki, akkor ese-
tiinkben a végeselem megoldas a racspontokban megegyezik a pontos meg-
oldassal (51. feladat).

Kovetkezének, a
—Au=Mu, (21,22) €Q=1(0,1)% u=0, (z1,75) € =09,

sajatérték feladat miatt (v.6. II. 11.6.4-gyel és 15.9.3-mal), vizsgaljuk még
azt az esetet, hogy az f jobboldal helyett Au all. Ekkor

(wfawk)oyfa k= 1a"'aNa

WE

N
Up = Zyzwe, (By)k = (un, we)o =

=1

~
Il

1

alapjan képzdédik a Courant—elemekhez tartozé B tgynevezett tomegmdtriz.
Az A, B matrixokkal a sajatérték feladat Ay = ABy alaku.

Kezdjiik a szadmitast az 2°, z', z° alappontii Agis haromszogében! Itt
up a wy, Wy, ws béazisfiiggvények segitségével felirva az

Up = YoWo + Y1W1 + Ys5Ws5

linearis fiiggvény. Ezzel keletkezik egy els6 rész a tomegmaétrixbdl :
(BO)y)y = / up(x)wo(x) dz
Ao1s

1 p€
= by / / (1= ) [yo(L = &) + 91 (6 — 1) + yon] dydé

1 2 2
= ths [ |ue1 -+ n(1- 95 +10 - 95| anae

2
hihg

= 2 .
24 {2y0 +y1 + y5}
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A Apso hédromszogben a képletek az el6z6ekbdl kovetkeznek az z; <
Zo, hi <> hy cserével :

_ hyhy
DY

(3(052)y)0 : {20 +y2 + s}
A Agez haromszégben a képletek némileg eltérnek : ott u, = yowo +

Yows + ysws, és wo(r) = 1+ & —n, wa(z) = 0, ws(z) = =&, ahol § :=
x1/h1, 1 := x9/hs. Ekkor

(B(023)y)0 = / up(x)wo(x) da
Aop23 0 e
= h1h2/_l/0 (T+&=n)[yo(1 +&—n) +yon — ys&] dnd§

0
= tuta [ ng1+9° + g0+ 9 - s +67| anag
hihy

= 2 .
Y {2y0 + y2 + ys}

Ezutan az 6sszes tobbi haromszog jarulékai mar indexcserékkel kaphatok.
Osszesitve irhatunk

. hiho
(By)o = 19

6
{690 +> yk} ;
k=1
azaz

hihs
(By)ij == ?{Gyi]’ + Yir1j + Yirrga1 T Yiger T Y1t Y11+ Yigo1)
(15.243)
Ennek és (15.241)-nak a segitségével — figyelembe véve azt is, hogy v;; = 0,
amikor (z1;,79;) € I' — allithatjuk 6ssze az Ay = ABy egyenleteket.

Masodik példaként most foglalkozzunk az Rs-elemmel. Formafiiggvényei
a &, n-sik egységnégyzetén

wo(z) = (1 =&)L —n), wiz) =&(1—n), wa(x) =1 —En, ws(z) = En,

ahol & := x1/h1, n := xy/hy adja az Osszefiiggést az (r1,z9) sik elemi
téglalapjaval. Ennek megfelelGen az abra 1-es téglalapjaban

Up = YoWo + Y1W1 + YoWa + YsWs,
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6 2 5
2 1
| (6 X)) = X9
3 1
o
3 4
7 4 8

abra 15.28: Az Rg elem

és derivéltjaira azt kapjuk, hogy

0 1

a_j;’ll = h_l{—yo(l—n)+y1(1—7))—y27]+y577},
0

a—ZZ _ hig{_you—g)—ylg+y2(1—§>+y5f}-

Ezen relaciok birtokaban kiszamithatjuk az 1-es téglalap jarulékat az A,
lokalis méatrixhoz :

oot (TR0t oy Dy Duwig Du
(AD )y = / / 0 Jup 0 Jup
locY o T2.0 011 6331 + 0y 015 dz
= s [ / [—— (=) L= ) (=) + (5=}

La-op {(yz—yoxl—f)ﬂ%—yos}] dé dn

ho
1 (1 1
= hihy [_h_% {g(@h—yo) + g(ys—yz)}

—hi% {é(yz—yo) + é(ys—yl)}] :
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Indexcserével megkapjuk a tobbi, z%-csticsi téglalap jarulékait :

2 1 (1 1
(Aio)cy)O = hihy [_h_% {g(y Yo) + 6(’!/6 y2)}
1 (1 1
_h_%{g(yz y0)+6(y6 y3)H ;
3 1 (1 1
(Aio)cy)o = hihs [_h_% {g(ys yo) + 8(@/7 — y4)}
1 (1 1
—h—% {3(314 —Yo) + 6(317 — y3)H ;
4 1 (1 1
(Aio)cy) = h1h2 [_h_% g(?ﬁ - yo) + é(yg — y4)}

A lokalis jarulékok Osszeadasaval megkapjuk az A globélis métrix szorza-
tat az ismeretlenek y vektoraval :

2 - - - —_—
(Ay)o = hth{—— [yl Yo B Y% 2 U yo]

3 h? h? h3 h32
Llys—v2  Y6—Y2  Y6—Ys Y7— Y3
6[h2+h§+h§+hg
Y=Y+  Ys—Ys  Ys— U1 Ys — U1
+h%+h%+h%+h%”
Differencia-jelélésekkel és az 2° = x% = (zy;,79;) helyen ez rovidebben
felirhato mint
h? + h2
(Ay)lj = _h1h2 {yflﬂh + Yzorxs + %yfll'lle? . (15'244)
J

Ha ebben a képletben nem 6, hanem 12 lenne a nevezd, akkor ez a Laplace—
operator negyedrendi differencia-approximaci6ja lenne, 1d. (15.36)-et 15.3.2-
ben.

Kovetkezének szadmitsuk ki még az els6 téglalapra vonatkozo

T1,0+h1 fx2 0+h2

z2,0

integralt! Ez egyrészt a sajatertek feladat (1d. 15.9.1.) miatt érdekes, de a
jobboldali p(wy) = (f, wp)o érték approximacioja miatt is. Ez utobbi esetben
up, helyett a

fh(l') = fowo(x) + flwl(x) + fQ’UJQ(.T) + f5’(U5(.Z‘) =~ f(.T), x €[ (15246)
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képletet be kell helyettesiteniink (15.245)-ba (ehhez 1d. a 52. feladot). Fel-
hasznélva u, és wy explicit alakjat, azt talaljuk, hogy

(B{) y)o = hih / / (1=&)(1—n) [go(1 = &)(1 =) + ;&1 —n)

+y2(1 = &)+ ysén] d€dn
hihy

= 36 [4yo + 2y1 + 2y2 + ys) -

A tobbi résztéglalap jarulékait indexcserével kapjuk meg gy, hogy az yo = yi;
stb. relaciokat is figyelembe véve azonnal a globalis matrixot fel tudjuk frni :

hih
(By)ij = ;62 [ 16yij + 4(Yiv1,j + Yijr1 + Yi15 + Yij1) (15.247)
+ Yirr, 01 T Yicrgr1 T Yic1jo1 T Vi1 -
A (15.244), (15.247) jelolésekkel tehat a diszkrét sajatérték feladat alakja
(Ay)ij = MBy)ij, x =14 €wp; y(x) =0, T €y, (15.248)
és a Poisson—egyenlet elséfaji peremérték feladatanak bilinearis végeselem
diszkretizacioja

(Ay)ij = (Bf)ij, ® =z €wp; y(x) =0, = € 7,

ahol f az f fiiggvény racspontbeli értékeibdl osszeallitott vektor.

A példa targyalasat azzal fejezziik be, hogy ismételten a kovetkezére mu-
tatunk ra : a végeselem modszerre nem tipikus a kiilonféle integralok kézi
kiszamitasa, mint fent. Ezt a munkat megfelel§ kvadratira képletek segit-
ségével a szamitogép végzi, 1d. 15.7.6. Mi itt egyrészt a 15.7.7. szerinti 4l-
talanos munkamenetet akartunk szemléltetni, masrészt az ered§ egyenleteket
a specialis esetekben konkrétan felirni — és mindkét esetben lattuk a kapcso-
latot ismert differencia képletekkel.

15.7.9 Veégeselem és véges térfogat mddszer

Tekintsiik a kdvetkezs altalanosabb elliptikus peremérték feladatot!

div(k gradu) + f 0, (x1,29) € Q, (15.249)
k = k(zi,25) > ko= const > 0,
u = 0, (x1,70) €T,
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ahol 2 korlatos tartomény. T legyen tordttvonal, tigy hogy €2 konform
haromszoges triangulécioja elkészithet6. A héaromszogeket A;-vel jeloljiik
(1 <4 < M), csicsait o := (214, T9¢)-vel. Ezek koziil féként az Q szem-
pontjabol belsé pontok (1 < ¢ < N) érdekelnek minket, mivel (15.249)
peremérték feladatunk els6faju.

Legyen V,, = span{wi,...,wy} a Courant-elemeknek megfelel§ véges-
elem tér, ahol wy = wy(z) = we(z1,22). A (15.249) feladat kozelits variacios
megfogalmazasa :

Keressiink olyan

N
up = upewy € Vi (15.250)
=1
fiiggvényt, hogy

//(k grad uy) - gradw; dz = //fwj dz, minden 1 < j < N-re. (15.251)
Q Q

(15.250) behelyettesitése (15.251)-ba az
At =0

egyenletrendszert adja, ahol

A = (ap), ap:= //kgradwg-gradwi dz,
Q

b = //fwi dz, dp:= (uh,l,...,uh,N)T,
Q

vagyis @, az uy, fiiggvény projekcioja IRY-be.
Alkalmazzuk (15.249)-ra a boxmodszert is! Ehhez az 2* csom6ponthoz a
30. abra szerinti H;; részt rendeljiik hozza. Legyen

Hi = H(.’L‘Z) = U Hij;
7j=1

ahol m; azon haromszdgek szama, amelyeknek z* csticsa. Ezeket a harom-
szogeket A;j-vel is jeloljik. H; pereme legyen S;. Csak annyit tesziink fel,
hogy H;; C Ajj, és hogy H;; pereme a kovetkezd 3 részbdl all (ha 27 és 2% a

A;; masik két cstcsa) :

11 a7 = xiad szakasz x’-hez kapcsolodo fele,

Wl
-

a 7? = izt szakasz x’-hez kapcsolodo fele,
S; = 8HZ]/(§Z1 U 512) = aHzg N Aij :

i -
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abra 15.29: FElsérendi boxmodszer

Ennek pl. a boxmoédszer 15.6-ban részletezett haromszoges valtozata tesz
eleget (1d. ott a 18. abrat, ahol Hy; a haromsz0g azon része, amely az elemi
térfogathoz hozzatartozik). Ezekkel a jelolésekkel a

0= / k(gradu) - nds +/ fdx (15.252)
S H;

P

mérlegegyenletet irjuk fel (1d. 15.6.). Az egyenletet azaltal diszkretizaljuk,
hogy u helyett az (15.250) mintajara definialt

N
Up = E Vh e Wy
=1

fiiggvényt (15.252)-be helyettesitjiik be. Ekkor (15.252)-bél keletkezik a

B’l_)'h =cC
egyenletrendszer, ahol
0
B=(b), biu:=— | k2%ds, ¢ ::/ fda.
Si on H;

Vegyiik észre, hogy a Courant—elemek segitségével definialt v, fiiggvény
behelyettesitése (15.252)-be olyan diszkretiziciora vezet, amely a 15.6.3-ban
vizsgéaltat tartalmazza, mint specialis esetet! Ha ugyanis v, haromszégenként
lineéris, akkor a 15.6.3. pontban, a (15.173) egyenlet alatt hasznéalt mindkét
grad u-kozelités egyenléségbe megy at : v, gradiense konstans vektor, és a
linearis vy, fiiggvényre alkalmazott trapézszabély pontos eredményt ad. A
specializalas abbol adodik (v.6. a 30. és 18. abrat), hogy milyen S; vonal
mentén kell a k(grad u) - n integraljat kiszamitani. A kovetkezd tétel olyan
feltételt fogalmaz meg, hogy ez mikor nem hat ki a méatrixra.

15.36. Tétel (Hackbusch; a boxmodszer és a Courant—elemes végeselem
modszer eltérése).
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a) Amennyiben a boxmoédszerben a (15.249) feladat k egyiitthat6jat ha-
romszogenként k atlagértékével helyettesitjiik, akkor megegyezik a két mod-
szer matrixa : A = B;

b) ha f € Ly(2), akkor a mddszerek két jobboldali vektoranak, c-nek és b-
nek a kiilonbsége elsérendti h-ban és igy a két megoldés kiilonbsége els6rendii
az || - ||;-norméban :

lun — vallr < k_||f||°'
0

Bizonyitas. Az alabbiakban csak az a) részt bizonyitjuk be, a b) rész
miatt 1d. Hackbusch 1989-es cikkét. Mivel

Qip = //k grad wy - grad w; dz = Z //k grad wy - grad w; dz,

A I=1A;

csak az z* csicst tetszoleges A;; haromszoggel és H;; részével foglalkozunk.
A;; felett grad w, és grad w; konstans vektorok, ezért

//k gradwy - gradw;dz = k|A;;| grad wy - grad w;

= E//grad wy - grad w; dz,

ahol |A;;| a haromszog teriilete és

o
= kdzx
| Al

a hGvezetési egyiitthatod atlagértéke. Parcialis integralassal kapjuk

//grad wy - grad w; dor = / wi% ds — //wiAwg dzx,
ony;  On

de Aw, = 0. A visszamarado6 vonalintegralban vegyiik figyelembe, hogy az
z' ponttal szembelévé ; oldalon érvényes w; = 0, mig a masik két oldalon
(7} U¥? =:7,) a w; fiiggvény z'-beli 1 értékérsl lecsdkken nulldra. Emiatt,
és mivel i-n és 77-n teljesiil 32 = const, igy

/ aUJe / 811)1{
aA”
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A H;; résztartomany s; :=35
a fele. Ezért

Egyébként annak alapjan, hogy

//Awgda::/ %ds,
)t OH,: 8”

és H;;-ben Aw, = 0, érvényes
¥ 3

//kgrad wy - grad wedx = — E% ds.

%

(Emlékeztetiink arra, hogy s; = 0H;; N A;; = 0H;;/35;.) Innen, az z' csicsi
haromszogek feletti Osszegzéssel,

azaz valoban A = B. O

A tétel kovetkezménye, hogy a (15.249) feladat esetén a boxmodszer a
Courant-modszerrel egyiitt stabil és elsérendben konvergens, hiszen matrixai
megegyeznek és 15.7.6. szerint a k egylitthaté helyettesitése résztartomé-
nyonként konstans fiiggvénnyel nem csokkenti a Courant—elemes megoldés
konvergenciarendjét. A matrix képlete ilyenkor (15.177) 15.6.3-ban.

Ha (15.249) megoldéasa elég sima (v € H?(?), f € H'(Q)) és ha min-
den z'-ra a H(z") elemi térfogat minden Hj; részére igaz |Hy;| = 1[A;l,
akkor a boxmodszer megoldasa csak O(h?)-tel tér el a végeselem modszer
megoldasatol.

15.7.10 Az izoparametrikus médszer *** 15.7.9.

A felsorolt példak még nem mutatjik a végeselem modszer teljes erejét, hiszen
ugy tinik, hogy itt csak téglalapokrdl, haromszoégekrsl van szd. Viszont
ezeket a standard résztartoméanyokat a &, n-sikba helyezhetjiik, ahonnan egy
sima, invertalhato

7”1(5,77) = 1,
31(6777) = I,
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i (r,-, s,’)

i TG
abra 15.30: Izoparametrikus leképezés

leképezéssel az xq, xo-sikbeli €; gérbevonala résztartomanyba (1 < i < M)
vihetjiik 4t. Ilyen leképezést az izoparametrikus modszer biztosit konstruk-
tiv, lejjebb targyalt médon. Ezzel egyben azt a problémat is oldjuk meg, hogy
az Ty, x9-sik gorbevonali harom- vagy négyszogeihez tartozo, és mas mo-
don nehezen megszerezhets formafiiggvényeket is kezelhets formaban kapjuk
a &, n-sikbeli standard résztartomanyok formafiiggvényeib6l. Valojaban az
x1, xo-sikbeli formafiiggvényekre nincs is sziikség! Az Gsszes miivelet (inte-
gralas, a lineéris egyenletrendszerbél kapott megoldasi értékek interpolacioja
az egész ()-ra) a £, n-sikban végezhets el.

Legyen E a standard tartoméany a &, n-sikban. Akkor, ha pl. kiszamitando
az f(x1,x9) integralja () felett, a kovetkez6képpen jarhatunk el :

M

/Qf(xl,xg)da: = Z f(z1,29) dz

i=1 V8

"
= > [ e sieiDiE ) dan
i=1 VE
ahol

9 oy Org
D; :=|det J;|, ¢ésJ; ::MZ (5’;’% %)
o€ an

a(&,m)

az (2;-hez tartozo6 Jacobi-matrix. Ezek a szokasos matematikai 6sszefiiggések.
A végeselem modszer viszont még az (14, s;) leképezésre is kinal konstruktiv
eljarast. Ezt részletezziik a kovetkezGkben, ahol az attekinthet&ség érdekében
az §2; sorszamara utal6 ¢ indexet elhagyjuk.

A & n-sikbeli E tartoméany csomépontjai legyenek (&;,7;,), a formafiigg-
vényei legyenek p;(£,7n), 1 < j < n. Ekkor nemcsak a keresett megoldast
Q;-ben szamithatjuk ki

uh(xla ‘TQ) = uh(r(g, 77)’ 8(5, 77)) = Z Uh,jPj (55 77)
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alapjan, hanem kézenfekvs, ezt minden més kivant fiiggvényre is megtenni,
pl.

-7/'1_74577 le 6]:77] p](§ 77) mZ_Sé-a sz fgﬂ?] p](é-a )

(15.253)
Innen az ,izoparametrikus” elnevezés : a megoldast és a koordinatakat ugyan-
olyan parametrikus formaban keressiik. (15.253) egyértelmi megadéasahoz a
(&,m;) csomopontjainak (x1;,x2;) = (z1(&j,1;), x2(&j,m;)) képeit az x;, xo-
sikon, €2;-ben elegend6 megadni.

Most legyen
(67 T’) = 8(p1’ — ’pn)’
a(¢,m)

akkor a Jacobi-matrix

_ o xl(flﬂ?l);---ﬂh(fnﬂ?n))
J_XW r= <x2(§1:n1)7"'7x2(§n:77n) ‘

Innen a D;(§,n7) = |detJ;| konnyen kiszadmithaté, hiszen a determinans
mérete 2 X 2.

Sziikségiink van még (méasodrendii feladatnal, 1d. pl. a (15.192) egyen-
lethez tartozo6 (15.199) bilineéris format) tetszéleges P(€2;)-beli ¢(z1, z2) poli-
nom elsg derivéaltjaira is. Ezeket mint (15.225)-ben kapjuk meg :

Vﬁmq = JTVJH ,l‘zqa

ahol a polinom ¢ = >"7 ¢(&;, n;)p; (&, n) képlete alapjan :

0q dq\"
— | 22 1 — T > 7 e— T
Vf,nq = (aé-a aﬂ) 14 q9, 4¢q: (q(glanl)aaq(gnann)) :

Igy vegiil is
Vi 2.4 = J_Tvﬁmq = (Wj_l)T(F

Az itt felvazolt izoparametrikus eljaras kiilonosen érdekes a Tg- és Rg-elem
esetén : ha a perem mentén alkalmazzuk, akkor moéd nyilik a I' peremnek
parabola darabokkal valé kozelitésére.

Konstrualjuk pl. a Tg-elemhez azt az ,izoparametrikus” leképezést, amely
a &, n-sikbeli egységszimplexet (0 < &,n<1,0<E+n<1) az z, zy-sikbeli
(0,0), (h1,0), (0, hs) csticsi haromszogbe viszi at, ahol a (0,0) — (hy,0) és
(0,0) — (0, hs) oldalak egyenesek, a (hy,0) — (0, hy) oldal viszont gorbe lehet :
az (1,1) pontnak az z,zo-stkon feleljen meg az (uhi,vhs) pont. (Ld. az
53. feladot is.)

272
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Pontosabban, ha a (§,7) — (z1,x2) leképezés jellemezhets a kovetkezds
megfeleltetésekkel :

0,00 —  (00), (1,
30 - w0), G

akkor (15.253) szerint

1 o v 1
= h — — = h — —
T 1 [p2+ 2p4+ 2;05] , X 2 [pg + 2p5+ 21)6] )

azaz (1d. Ty definici6jat)

<x1) _ <h1 Aa(2Xs — 1) + 20 A + 2,u)\2/\3]>.

15.254
T9 hg[)\3(2/\3 - 1) + 2U/\2A3 + 2/\3)\1] ( )

Az egységszimplexen érvényes
)\1:1—§—77, )\2:& )\3:’/7

Mivel a I' perem a A\; = 0 vonalnak felel meg, ahol n =1 —¢&, a peremnek
a (15.254) altal létrehozott parametrikus kozelitése

Ty = h&26 = 14+2u(1 = §)], @2 =hy(1 —&)[1 —26+20€].  (15.255)

A Tg-elem bazisa tulajdonsagénak megfelelGen ez a leképezés mar azaltal
meghatarozott, hogy

(170) - (hv 0)7 (%’ %) - %(Nhl,yh2)7 (07 1) - (07h2)a

és abban a specialis esetben, amikor u = 1, a (15.255) parametrikus alakbol
adodik .
Zy=hy(1 =€) (1 +2(w—1)E), 0<&= h—l <1,
1

ami egy parabola darab.

Az izoparametrikus méodszer pontossagaval kozvetve mar 15.7.5-ben fog-
lalkoztunk, hiszen a 15.31. tétel bizonyitasa tamaszkodik a &, n-sikon elhe-
lyezkeds standard tartoményra val6 affin leképezésre. Ha a leképezések nem
affinak, akkor a bizonyitas utani 2. megjeyzés mérvadd. Egy tovabbi, az
izoparametrikus leképezéssel felmeriil6 kérdés az, vajon milyen jol kozelit-
het6 az altalanos tartomany pereme, és ennek milyen kihatasa van a pontos
megoldasra és az izoparametrikus megoldasra. Ilyen vizsgélat eredménye az,
hogy O(h¥*1) nagysagrendii mind a pontos tartomany és a kézelitd tartomdny
peremének eltérése, mind ennek kihatésa a pontos megoldasra (ez utébbi
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témahoz 1d. Blair cikkét), mind az izoparametrikus kozelité megoldésra (eh-
hez 1d. Strang és Fix konyvét). Igy a Courant-elem adta tdréttvonalas
peremkozelités masodrendi hibat okoz a végeselem megoldasban, és a fent
szemléltetett parabolikus peremkozelitések harmadrendi hibét.

Az izoparametrikus modszer eredményeit az x, ro-sikon megmutatni vi-
szont valamivel kériilményesebb, mert az 0sszes adat csak a &, n-sik standard
tartoméanyan konnyen hozzaférhets. Ha pl. egy adott (x1,z2) pontban meg
akarjuk adni a megoldés értékét, akkor a (15.253) leképezést invertalnunk
kell : az adott (z1,z,) koordinatdkhoz keressiikk azt a (&,n) part, amely-
lyel (15.253) teljesiil, mert csak annak birtokdban ismerjiik a hozzatartozo
megoldéasi értéket.

Ehhez a Newton—moddszert lehet hasznalni. Alkalmazasat megkonnyiti,
hogy egyrészt csak 2 x 2-es méretii a nemlineéris egyenletrendszer, mésrészt
a derivaltakat analitikusan ki tudjuk szdmitani, harmadrészt, mivel altalaban
sorozatosan kell ilyen megoldéasi értéket kiszamitani kozeli pontokban, mindig
jo kezdeti kozelités all rendelkezésre — kivéve a legelején.

Ha specialisan izovonalakat ki akarunk rajzolni, akkor ezt a kozonséges
differencidlegyenleteknél szokasos modszereknek a mintajara tehetjiik meg.
Az egyenlet ekkor uy(€,n) = const, vagyis : a

Oup , Oun dn _
o6 op d¢

differencialegyenlet megoldando n = n(&)-re ismert u,(€,7n) és no = n(&o)
alapjan, ahol feltessziik, hogy a (£,m0) pont rajta van az u,(&,n) = const
izovonalon.

Ehhez a ponthoz 1d. az 54-58. feladatokat is.

15.7.11 RAcsszerkesztés *** 15.7.10.

Eltekintve a legegyszeriibb esetektdl, a tartomény felosztasa (triangulacioja,
a racsszerkesztés) egy igen idGigényes és logikailag egyaltalan nem egyszert
miivelet. A legfontosabb szabaly az, hogy itt szorosan egyiitt kell m{ikodni
a szamitogépes grafikai programokkal, amelyekkel egyrészt a megoldasi tar-
tomanyt létrehozzuk, masrészt a kész szamitasi eredményeket szandékozzuk
bemutatni.

A racs szerkesztéséhez abbdl a ponteloszlasbdl induljunk ki, amellyel a
szamitogépes grafikai program abrazolja a tartoméany peremét. A képernyd
elott, egérrel feloszthatjuk a tartomanyt néhany 0O; négyszogre, amelyek a
perem mentén gorbevonaliak, méaskiilonben egyenesoldaliak. Minden O;
négyszog I'; peremén racspontokat jeloliink ki megfelel6 szamban tgy, hogy
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minden négyszog szemben 1évs oldalain ugyanannyi racspont legyen. Legyen
ez m; > 3 ill. n; > 3 pont (a sarokpontokat beleszamitva).

Ezutan igyeksziink O;-n olyan koordinatarendszert bevezetni, amelynek
vonalai a szemben 1év6 pontokat 6sszekoti. Ezt konstruktiv moédon a kovetke-
70 eljarassal tehetjiik. A &, n-sikbeli F egységnégyzeten, téglalapos ekvidisz-
tans wy, racson ((m;—2) X (n;—2) belsé ponttal), a diszkrét Laplace-egyenletet
kozelitGleg oldjuk meg, ehhez mint els6faji peremfeltételt a I';-n kijelolt racs-
pontok z; = z1(&, n)-koordinatait megadva :

U’Eg + Ugn = Oa (5577) € uwp C E7 U(fﬂ?) = 331({:,77); (55 77) €M E OE.
(15.256)
Itt vy, az E diszkrét pereme, a I';-n megadott racspontok szaiménak megfelels-
en.
Ezutan a O;-beli 2% racspontok (&, ne)-koordinatiit az v megoldas
értékeibdl kapjuk meg :

(xl)kf = u(fkanf)a 1 S k S mg, 1 S 14 S n;.

A fenti eljaras végiilis azt jelenti, hogy O, bels6 racspontjainak x;-koordi-
natait megkapjuk a [';-n kijelolt rAcspontok z;-koordinataibol.

Hasonl6an a racspontok zs-koordinatdit egy maéasodik diszkrét Laplace—
egyenlet megoldasaval szamitjuk ki, ehhez mint peremfeltételt a perempontok
To-koordinétait megadva :

Ugf + Unn = 07 (57 77) € wp C Ea /U(ga 77) = ‘T2(§a n)’ (fan) € Th € aEa
(15.257)
és ezutan
(-TQ)k:IZ = U(@cﬂ?@), 1<k <m, 1<4<n,.

Osszekotve a kapott racspontokat, keletkezik az O; felosztasa négyszogek-
re. A létrehozott négyszoges alapracs altalaban nem lesz ortogonalis (bar a
Laplace—egyenlet megoldéasai és a konform leképezés — ez szogtarto — kozott
ismert Osszefliggés van), de nagyon alkalmas.

Ehelyett egyszertibben is lehet eljarni, egy irdnyt koordinatairdnyként
valasztva és parhuzamosan ehhez az irdnyhoz, egyenesek segitségével, Gssze-
kotve a gorbevonali négyzet perempontjait, az 6sszekotéseken linedrisan val-
toztatva a mésik koordinatat — de ekkor a perem gyors valtozasai elég durvan
terjednek a négyzet belsejébe. Ezért célszert, az igy elSallitott (x)ke és (22) ke
értékeket a kovetkez6képpen javitani : néhanyszor végigmegyiink az Osszes
belsd racsponton, egy-egy pontban elGszor z1-, majd xo-koordinitéjat a négy
szomszédpontja x1- ill. zo-koordinatainak &tlagaval helyettesitve. Ez semmi
mas, mint a Gauss—Seidel eljaras alkalmazasa az (15.256), ill. (15.257) egyen-
letek megoldasara!
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N
”:5‘

abra 15.31: Kocka szétvagasa 5 tetraéderre

Ha haromszoges elemekkel akarunk dolgozni — erre a dontésre lejjebb
visszatériink — akkor pl. a négyszogekbe az egyik atlot hiizzuk be (1d. Egidi
és Maponi cikkét is). Haromszoges racs kozvetlen szerkesztése miatt 1d. pl.
Friedrich és Bowyer cikkeit, a haromszogek minéségének mérésérsl pl. Pébay
és Baker cikkét.

A kétdimenzios racsszerkesztéshez 1d. Godunov és Prokopov cikkét is vagy
Liseikin konyveit.

Haromdimenzios racs szerkesztése bonyolultabb. Péld4ul tetraéderekkel
tolthetjiik ki a haromdimenzios tartomanyt. A tetraéderekre valo felbon-
tast ugy allithatjuk eld, hogy elGszor prizmékra vagjuk szét a tartomanyt
(kitiintetett irdnyban), majd a prizmakat kockékra és maradékdarabokra, a
kockakat viszont 5-5, a maradékot pedig 4, 3, vagy 2 tetraéderre. = Vagy
pedig egy koordinatét tiintetiink ki, amelyhez merélegesen kétdimenzios rac-
sot szerkesztiink. A kitiintetett koordinata iranyaba eltolva a réacsot, priz-
matikus elemeket kapunk. Ezen moédszer fejlettebb valtozata az, hogy alka-
Imas térgérbe mentén forgatunk egy kétdimenzios racsot, a racs méreteit a
peremhez igazitva.

Az eredeti differencidlegyenlet megoldésa utén sziikséges lehet a racs val-
toztatasa : ahol a megoldas nagyobb gradiensekkel rendelkezik, ott célszeri
stirtibben felosztani a tartomanyt. Ezt a folyamatot automatizalva, adaptiv
mddszert kapunk. Ha minden résztartomanyban rendelkeziink a megoldas
hib4djanak becslésével, akkor atrendezhetjiik a racsot gy, hogy kis pontszam
mellett adott pontossagi korlat alatti hibat ériink el. Ehhez a téméahoz 1d.
Babuska és Szab6, Bank és tarsai, Gaspar és Jozsa, W.F. Mitchell, Rivara,
valamint Zienkiewicz és Zhu munkait.

Most arra a kérdésre tériink ra, hogy vegyiink haromszogeket vagy tégla-
lapokat? Hasonl6 a ,tetraéder vagy kocka?” kérdés. A valasz nem egyértel-
mii, és kiilonb6z6 oldalokrol vilagitjuk meg a problémat.

A hdromszogek elénye az, hogy jol alkalmazkodnak mindenféle tartoméany-
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finomitott
haromszog

abra 15.32: Haromszdogek konform finomitasa

abra 15.33: Téglalapok nemkonform finomitasa

hoz. Konnyen megval6sithato a hdromszigek konform (vagy legalabb stabil)
finomitdsais (ehhez 1d. Bank és tarsai vagy Rivara dolgozatait. A tetraéderek
stabil finomitdsdhoz 1d. Liu és Joe, Zhang, Bey, valamint Kréger és Preusser
cikkeit.) Az elméleti (pontossagi becslések stb.) vizsgalatok valamivel egy-
szertibbek.

A haromszogek hatranya viszont, hogy sok adatot kell nyilvantartani,
nehéz t6bb haromszog csticsaiban adott fiiggvényértékek alapjan magasabb
rendi interpolaciot késziteni, nem egyszerti (de megcsinalhatd) a tobbré-
csos modszerben sziikséges simité iteraciok parhuzamositasa. A haromszoges
elemeket inkdbb az elméleti vizsgilatoknél veszik alapul, a gyakorlatban
gyakran csak egyenesoldalii haromszog elemeket hasznalnak.

A téglalapok elénye, hogy nem veszitjiik el az esetlegesen meglév szim-
metriat, kevés adat kell a nyilvantartashoz, a parhuzamositis kézenfekvd,
magasabb rendd interpolacié nem jelent problémat. Nehezebb viszont a
finomitasa : ha lokalisan akarjuk elkésziteni, akkor elveszitjiik a 90-fokos
szogeket, vagy keletkeznek nemkonform csomdpontok. Ehhez 1d. a 59. fe-
ladatot.

Ez a tobbracsos modszer kozbiilsG racsain nem jelent problémat : elég,
ha a legfinomabb racson minden pont konform. Viszont tobb szakember
maskor is dolgozik nemkonform pontokkal és csak arra iigyel, hogy ezeket
els6nek eliminalja. A végeselem konvergencia elméletet kiterjesztették erre
az esetre, hogy nemkonform pontok is el6fordulnak. Téglalapos nemkonform
triangulacion véges térfogat modszert fejlesztett ki Gaspar Cs., a keletkezé
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linearis egyenletrendszer tobbracsos megoldasaval egyiitt. A téma véges dif-
ferencia vonatkozasban szerepel FAC-algoritmus név alatt Briggs, Henson és
McCormick tobbracsos kdnyvében is.

A téglalapos elemekre vonatkozo elméleti vizsgalatok bonyolultabbak, 1d.
Girault és Raviart konyvét. Ciarlet affin végeselem csalddokra fejlesztett
elmélete legtobbszor nem alkalmazhaté. A téglalapos elemek kevésbé gaz-
dasagosak mint a haromszoégesek abban az értelemben, hogy tobb szabad-
sagi fokkal rendelkeznek, mint az egyenl§ rendid haromszoges elemek, aho-
gyan a 15.7.5-beli tablazatbol azonnal kittinik. Igy t6bb aritmetikai miivelet
kivan a megoldas el6allitdsa. Ugyanakkor jobb lesz a téglalapos racshoz tar-
toz6 megoldas hibakonstansa egyenlé rend esetén. Ezenkiviil nem vesznek
karba a ,kiegészits” szabadsigi fokok, hanem a megoldasoknak tobboldala
viselkedési lehetGséget kolcsonoznek. Példaul a bilinearis elem esetén az x1x,
jelenléte az elem polinomjai kozott az eredmények kiértékelésénél elényos,
mert (szintvonalak rajzolasakor) igy az elemen beliil is lehet nyeregpontja a
megoldasnak — mig a Courant—elemnél az nem fordulhat eld.

Ezenkiviil — legalabb az Rg és Ry esetében — ismeretes, hogy az Ry
Hkiegészits” szabadsagi foka biztositja, hogy a konvergenciarend nem csékken
altaldnos racssorozaton, Id. Arnold, Boffi, Falk cikkét.

Az &ltalanosabb tartoményhoz akir haromszoges, akar téglalapos gor-
bevonali elemek esetén lesz jo a kozelités, az izoparametrikus modszert al-
kalmazva (Id. 15.7.10). Ekkor viszont természetesebb is lehet a téglalap,
mint a hiromszog, mert bonyolult tartomény esetén a legjobb a testre sz-
abott koordinatarendszer hasznalata. Ehhez olyan ortogonélis (vagy ahhoz
kozeli) rendszert hasznaljunk, amelynek egyik koordinata tengelye a perem, a
maésik erre (majdnem) ortogonélis. Hairomdimenzi6s esetben hasonlé alapon
prizmatikus elemeket lehet javasolni.

Konvekcio—diffizié feladatok megoldésakor a linearis haromszoges elem
esetén a legtébb csomoépontban csak 6 pontos karakterisztikat lehet garan-
talni, mig téglalapok esetén 8 (a koordinata iranyok mellett az 4tlok iranyait
is), megfelel diszkretizaciot alkalmazva, 1d. pl. a *** 17.4.0. pontbeli (48)
sémat.

Végiil is, éppen téglalapok esetén alkalmazhatjuk a ritka racsok modszerét
(1d. Zenger, ill. Bungartz és Griebel cikkét), a haromdimenzios esetet 1d. pl.
Balder és Zenger cikkében.
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15.8 A végeselem modszerbdl keletkezett line-
aris rendszerek megoldasa

A végeselem modszer altal eredményezett specialis, ritka matrixa egyenlet-
rendszerek megoldésara legalkalmasabb eljards a tobbracsos modszer. A
sdvos Gauss—eliminécio erre a célra sok helyen még hasznilatban van, de
sem tarigény szerint, sem miveletigény szerint nem versenyképes, amikor
néhany szaz ismeretlennél t6bb van (I1d. az I. 1.6.1-ben ko6zo6lt kis tablazatot,
amely a hiromdimenziés Poisson—egyenletb&l keletkezett egyenletrendszer
megoldasara vonatkozik, amikor minden iranyban 100 bels§ pontunk van,
osszesen tehat 10% ismeretlen). A téblazatot a kovetkezsképpen egészithetjiik
ki a teljes, V-ciklusos tobbracsos modszer adataival, amikor a tartomany
az egységkocka, hy = 1/N;, = Lhe_1, 1 el6- és 1 ut6simito iteracioval, tri-
linearis interpoléaciéval, az ehhez adjungalt restrikcioval, és 6 iteracioval a
legfels6bb szinten dolgozunk, az ¢ = 10! pontossidgnak megfelelen — mert
arra szamithatunk ilyenkor, hogy minden iteracioban a hiba 1/5 részére esik :

modszer teljes tobbracsos modszer
tarhely 17.4 Mb
miiveletek szdma 124 - 10°

A kovetkezGkben a tobbracsos modszernek néhény, a végeselem modszer-
rel kapcsolatos jellemz& vonasat mutatjuk meg. Méaskiilonben a mér korab-
ban, 15.4-ben bemutatott algoritmus és elmélet érvényes. Ezutan a mod-
szer teljes konvergencia bizonyitasat adjuk, majd parhuzamos moddszerekre
is kitériink.

Egyébként a 15.4.10. pontot is érdemes elolvasni, ha a végeselem mod-
szer alkalmazéasabol keletkezett lineédris rendszerek mas mint a tobbracsos
modszerrel akarjuk megoldani.

15.8.1 Beagyazott végeselem terek

Lagrange-féle elemekkel dolgozunk. Az f-edik szinten tgy konstrudljuk a
Te trianguléciét, hogy a 7,1 triangulaciot alapnak vessziik és 7,_; résztar-
toményait tovabb osztjuk, pl. felezéssel (amikoris hy_; = 2h, érvényes a tri-
angulaciokat jellemzs lépéstavolsagokra). T, konstrukciojanak koszonhetGen
teljesiil Vi, (To—1) C Vi(Te), azaz bedgyazott végeselem terekrdl lehet beszélni.
Ekkor a tobbracsos modszerben sziikséges interpolaciot és lesziikitést (azaz
restrikciot) természetes modon kapjuk meg. Ennek alapja, hogy ilyenkor a
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Ny
m=1

Vi(Te) végeselem tér {wt, bézisfiiggvényeibdl kiszamithatok a Vi, (T, 1)
ter {wl 1} bazisfiggvényei :

Ny
we ' (z) =) BLawh (@), 1<n< Ny (15.258)
m=1

Ez matrixalakban foglalhato 0ssze mint

— — - ¢ ¢ T o

Wy = By,  ahol Wy := (wy,...,wy,)", Br= (Bm)-

o
ugyanez a csomopont 7-ben.

Ez a matrix téglalapalaka és ritka (1d. a 61. feladatot is). Legyen z
Te—1 triangulécio tetszéleges csomodpontja és xf
Ekkor

wi (28 = 6, wt (78) = 6pmj,

n 7

és (15.258)-bol kivetkezik

Ny
L=w{(2{™") = ) Bhawn()) = B,
m=1

mig 7, tetsz6leges més xﬁ csomopontjara érvényes
=10, 8\ _ pf
wy, (@) = Br-

Linearis elem esetén ez azt jelenti, hogy 1 > 8¢, > 0. Ha 8%, # 0, akkor z,

és xﬁ szomszédok.

Most legyen ut' = Z;-V:‘Il yf_lwf_l € Vi(Te—1), akkor (15.258) szerint

up (@) = (Fo-1)" We-1(2) = (Go-1)" Bewe(x) = (52)" We(2),

yer = (yi o un )" o= Blye (15.259)

jelolésekkel. Ezzel definialtuk az egyiitthatok vektorainak az atszamitésat az
¢ — 1-edik szintrdl az f-edik szintre — amelybsl a Pf |, : Viu(Te—1) — Vi(Te)
interpolacio képlete kovetkezik. Az ul ' € Vi (To1) fiiggvényre nézve ez
csupan azt jelenti, hogy a Vj,(7;) tér elemének is tekintjiik, mivel V(7p—1) C
Va(To).

Kovetkezonek belatjuk, hogy a restrikciot éppen a B, méatrix adja meg.
Ehhez abbél indulunk ki, hogy a restrikciot a maradékvektorra fogjuk al-
kalmazni. Az utébbinak része viszont a b, jobboldal (v.6. (15.104)-gyel és

(15.105)-tel is 15.4.7. elején). A varicios feladatnak megfelelGen

bey = (fywh)e, 1<m <N, b= (bf,...,0%,)7,
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azaz by = I, f, ahol 11, f az f fliggvény Galjorkin—projekcidja :

ef = ((f,wd)o,- -, (f,wh,)o) " - (15.260)

Mivel (15.258) szerint

bel 7 O_Zﬁfmf: O_Z zmm7

igy tehat méatrixalakban
be—1 = Biby,

vagyis
Iy 1 f = Bell,f. (15.261)

Azaz B, valoban hatérozza meg a restrikciot.

A beagyazott végeselem modszernek ezen restrikcids és interpoléacios ope-
ratorait kanonikusnak hivjuk, és ezek az el6z6ek szerint egyméasnak adjun-
galtjai :

PZZ 1= { = (Rﬁ_l)Ta Re ' = B,

mig a véges differencia alapt tobbracsos modszer esetén javasoltuk a (15.90)
relaciot a 15.4.3. pontban.

A végeselem alapi tobbracsos modszer programozasanél azt kell figyelem-
be venni, hogy — a differencia egyenletekhez képest — a h?-nel megszorzott
egyenletekkel allunk szemben (d = 2,3). Igy amikor a maradékvektort az
l-edik szintrgl (amelynek jellemzé lépéstavolsaga hy) az ¢ — l-edik szintre
vissziik 4t (ahol hy 1 = 2h, a jellemz6 lépéstéavolsag), hozza kell tenni még
egy 2¢ szorzot. Ez a szorz6 automatikusan figyelembe van véve a kanonikus
(15.259), (15.261) interpolacioval és restrikcioval, és a differencia esetben a
(15.90) relacioval.

(15.258) tovabbi kovetkezménye az, hogy az f-edik és £ — 1-edik szinthez
tartoz6 matrixok kozott van egy egyszeri Osszefiiggés :

(Ae-1)ij = a(wi™ wi™) =) Braa(wh, wh) B, = (BeAeB] )ij,

tehét
Apy = ByAB] = R AP; . (15.262)

Ezzel a (15.96) relaciot 15.4.6-bol tetszéleges Lagrange-tipusia beagyazott
végeselem approximéciora altalanositottuk. Az Osszefiiggés neve Galjorkin—
reldcio. Segitségével a durva racshoz tartozé matrixokat akkor szamithatjuk
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ki, ha eredetileg csak a legfinomabb racson adott a matrix (v.6. a 15.4.10.
ponttal).

Megemlitjiik, hogy vannak helyzetek, amikor a nem beagyazott terek
hasznélata célszert, 1d. pl. Adams, vagy Mohr és Wienands, tovabba John,
Knobloch és tarsai cikkét.

15.8.2 A végeselem alapt tobbracsos mddszer konver-
gencidja *** 15.8.1.

Els6nek a tobbracsos modszer konvergencidjahoz sziikséges approximécios
tulajdonsagot bizonyitjuk be. Ebben dont§ szerepet jatszik az
a(u,v) = (f,v) minden v € V-re (15.263)
és
a(uy,vp) = (f,vp) minden v, € Vj(Ty)-re (15.264)

variacios egyenletek megoldasainak kiilonbségére ismert
lu—upllo < ehfl fllo (15.265)

becslés. Ez a 15.32. kovetkeztetés (15.232) egyenlStlenségébdl a Nitsche—fogds
segitségével létrehozhato

lu = upllo < &hgluls

becslés és (15.209) kombinécidja, és a 15.30. és 15.32. tételekben felsorolt
feltételek mellett érvényes. (A Nitsche—fogéashoz 1d. I1. 11.6.3.)

15.37. Lemma (végeselem alapu tébbracsos mddszer approximacios tu-
lajdonsaga). Ha az uf végeselem megoldas eleget tesz a (15.265) becslésnek,
akkor igaz az approximéci6s tulajdonsig, azaz van olyan c konstans, hogy
a Cy = Ae_l — Pf_lA[_llRf_l matrixra teljesiil az euklideszi norméban a
|Ce|| < ¢ becslés.

Bizonyitas. Becsiiljiik a C; = A;' — BI'A;', B, matrix euklideszi nor-
majat! Ehhez (v.6. (15.104)-gyel és (15.105)-tel 15.4.7-ben) a tetszéleges
g¢ € R™ vektorral felirt

Aye=g0 & A1y =Ry 9o =1 g1 (15.266)
egyenletrendszerek megoldésaival képzett

Yo — Pf_1yi
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vektor norméjat kell becsiilniink. Az adott (15.266) egyenletrendszer g, jobb-

oldalahoz gyartsuk el6szor egy alkalmas ¢ = (¢f,...,¢},)" vektor segit-
ségével az f, = 1, W, € Vi,(Ty) fliggvényt ugy, hogy teljesiiljon
efe =g

Ehhez (15.260) szerint a
Ny
g; = (Y Wy, wi)o = Z¢f(wf; wy)o = (Gethe)s
j=1

Osszefiiggést kell biztositanunk, tehat a

Gee = ge

egyenletrendszert kell megoldanunk.
Mivel itt Gy a {wf} rendszer Gram-féle matrixa, ezen egyenletrendszer
megoldasa 1étezik, egyértelmiien meghatarozott és érvényes a

(Geve, ) = (ge, i) < |gell ||2be| < Z—Z”W” || fello (15.267)

becslés. Itt az Lo-féle és az euklideszi normak ekvivalencidjat hasznaltuk fel :

h —
el < Nfello < exhellell,  ha fo =i e, (15.268)
0

kétdimenzios tartomény esetén (az egydimenzios esethez 1d. a 62. feladatot),
valamint ezen bizonyitas utani lemmat). Ha azt is figyelembe vessziik, hogy

1fells = (Getbe, ), (15.269)

akkor (15.267)-bgl kovetkezik
c
I fello < —2”9@”- (15.270)

Az igy jellemzett f, fiiggvény és (15.263) hatarozzak meg u-t. Kozelitése az
¢-edik szinten a (15.264) megoldasa : uf, = yf 1, ahol y, eleget tesz (15.266)-
nak. Az £ — l-edik szinten u kozelitése us ' = yI 0,_1, 1d. (15.266), ahol
Y1 = Azflgg_l és g1 = Byge = Il—1fs, (15.261) szerint. (15.265) és
(15.270) alapjan kovetkezik

lu = upllo < ehg|lfello < ecohellgll
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és
llu — upy Hlo < €hi_y | fello = 42hi || fello < 4ccohel|gell,

amennyiben hy,_1 = 2h,. Ekkor
[, — ug, *llo < 5ecohellgell- (15.271)

Ezen egyenl()’tlenseg baloldalara szeretnénk (15.268) also becslését alkalmaz-
i. Mig az u}, és uh ! fiiggvények kozvetleniil Gsszehasonlithatok, az uf; Let
meghatarozo ye—1 vektort még (15.259) segitségével at kell szamitani az (-edik

szintre :
_ T
up ' = (B ye—1) " 0.
Ezutan (15.268) és (15.271) adja a

h
C—jllyz — By yeall < lup, — uy " llo < 5ecohellgell

becslést, vagyis
(47" = B A7 Bo)gel| < 5ecg]lll,

és igy (mivel a g,-t tetsz6leges vektornak tételeztiik fel) ||Cy|| < 5ecd. O

A fenti bizonyitas egyik lényeges lépése az Lo-norma és a stlyozott euk-
lideszi norma ekvivalencidjanak a hasznositasa. Ezt a kovetkez6 lemmaban
egy specialis, de fontos esetben mutatjuk meg.

15.38. Lemma (két norma ekvivalencidja a Courant-elemek esetén).
Legyen Q2 € IR? poligonalis tartomany és 75, annak egyenletesen regularis tri-
angulacioja. Legyen Vj, = span{w;}Y, a Courant—elemek 4ltal meghataro-
zott végeselem tér, f := SN hw; a tetszbleges eleme és || f||o annak Ly (§2)-
norméja. Akkor igaz a kovetkezd egyenlétlenség :

2K KT

1
al|¢||(0,h) < Ifllo < ell$liom, co=5-p = 50

ahol k az egyenletesen regularis trlangulacm (15.217) konstansa, tovabba

Y= (e 0n)" 6 (9IG ) = 0, 7R

Bizonyitas. Az 1 vektor helyett tekintjilk az olyan hosszabb ¢ vek-
tort, amely az (2-beli cscomdépontokon megegyezik -fel, a tartoméany peremén
fekvs csomopontokon viszont nulla értéket vesz fel. A 1) vektor komponen-
seit ugyancsak 1;-vel jeloljiik (ahol v; = f(x;), ill. amikor z; = %7 a k-adik
haromszog j-edik csiicsa, 1; = f(x¥7) — mivel Lagrange—elemrél van sz6).
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Ennek eredménye az, hogy minden 7,-beli A; haromszogre felirhatjuk, hogy
3
2 _ |Ak‘ 2(,.k,j
Af(a;)dac = T(Zf(g; 7)
k =1

+ @ F () + f@5) () + f@5) f ()

A
- & 6k|sofv4<ﬂk,
1 1 1
2 2
Yp = (f(xk’l),f(xk’Z),f(xk"g))T, A= % } %
= = 1
2 2

Mivel ezen (szimmetrikus, pozitiv definit) matrix sajatértékei %, %, 2, igy

1
§||e01c||2 < gp Apr < 2|Jer?,

vagyis

|Ak| - 2(..kj 2 |Ak| 3 2 kj
T;f(x’)é Akf(x)deT;f(x,)'

Innen kovetkezik a lemma allitdsa az Osszes haromszog feletti Gsszegzéssel,
figyelembe véve, hogy tetszdleges Ay haromszog esetén (ha py a beirt korének
sugara és hy a leghosszabb oldala) érvényes

V3
4
és a triangulacié egyenletes regularitdsa miatt igaz h = max; h; < Kpg,
valamint (a fels6 becslésnél), hogy egy sarokpontban legfeljebb -2 harom-

"9min

szog talalkozhat, ahol Umin > SinUmin > +, 1d. (15.218) 15.7.5-ben. O

3V3p2 < | Al < 52,

Megjegyzés. A lemma eredménye tgy is kimondhato, hogy a Gram—féle
matrix jol kondicionalt, hiszen cond G, < cycq kovetkezik fiiggetleniil hy-t61
és (-tol, 1d. (15.269). O

Az approximécios tulajdonsag ilyenformén megvan. A simitasi tulajdon-
sag levezetése ugy torténik, mint azel6tt 15.4.7-ben. A kiilonbség csak annyi,
hogy a végeselem modszernél, kétdimenziés masodrendii feladat esetén,

Amax(Ag) < [[Ae]] < ¢ = ¢(k), (15.272)

mig d-dimenziés, méasodrendii feladatnal ||4,|| = O(h%2). Ehhez 1d. pl.
(15.242)-t 15.7.8-ban, valamint a 63. feladatot, majd ezutan 64. feladatot is.
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Az el6z6k alapjan a tobbracsos modszer konvergencidja is kovetkezik.

15.39. Tétel (Hackbusch; végeselem alapt tobbracsos modszer kon-
vergenciaja). A végeselem alapi tobbracsos modszer (kanonikus restrik-
cioval és interpolacidval, csillapitott Jacobi—-iteraciéval mint simit6 iteracio-
val, w = 1/¢, ahol ¢ a (15.272) korlat) konvergens. A kétracsos modszerre
érvényes a

3 _ y Secic
1K)l = [|(47" = Bf A B Al — wA)"|| < 5=

At (15.273)

becslés.

Bizonyitas. A kétracsos modszer K,(v) dtmeneti matrix norméajara
a (15.273) becslést kapjuk a 15.11. és 15.37. lemmakbol, figyelembe véve
(15.272)-t. Ezutan alkalmazzuk a 15.13. vagy 15.14. tételt. O

Megjegyzés. A 15.12. lemma szerint a fenti eredmény ugyancsak igaz
akkor is, ha a simit6 iteracié a Gauss—Seidel modszer. O

A végeselem alapi tobbracsos modszer (tetszéleges triangulacié esetén)
az elmélet szempontjabol igen, de a program szempontjabol nem annyira
hatékony, mint a véges differencia-alapi tobbracsos modszer. Ugyanis az
utobbi esetben az egyszertibb szomszédsagi viszonyok miatt a fehér-fekete,
illetve négyszin Gauss—Seidel iteraciot alkalmazhatjuk, ezenfeliil magasabb-
rendii interpolacidkat és restrikcidkat is, melyek kovetkeztében a tobbracsos
program lényegesen jobban miikodik (65. feladat).

15.8.3 A szimmetrikus eset

A tébbracsos modszernek 15.4.8-ban adott konvergencia bizonyitdsaban hi-
anyzott a v = 1 eset, azaz a V-ciklus. Az aldbbiakban ezt potoljuk abban
az esetben, amikor az iteraci6s matrix szimmetrikus, ami a legegyszertibben
a végeselem diszkretizacioval biztosithato.

Az M, iteracios matrix ezen és mas tulajdonsagainak tisztazasahoz abbol
indulunk ki, hogy az f-edik szinten, v, el&iteracio és vy utoditeracioé esetén M,
15.4.8-beli rekurziv képlete (15.114) szerint :

Mg(l/l, 1/2) = Kg(l/l, V2) + ngpffl(Mﬁfl(Vla VQ))’YAZ_IIRﬁilAgSEI ; (15274)
amikor £ > 1, és My(vy, 1) := 0. Itt v > 1, ezenkiviil
Ky(vi,10) = S)*(I — Py A; Y RS A,) S (15.275)

a kétracsos modszer iteracios matrixa.
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Tekintsiik most a szimmetrikus esetet, azaz legyen érvényes

A, = AT >0, R = (PL))T, (15.276)
Se = I, — W, A, W,=W} > A,. (15.277)

Ahogyan tudjuk 15.4.7-bél, a csillapitott Jacobi- és a szimmetrikus Gauss—
Seidel eljaras iteraciés matrixai adhatok meg (15.277) alakban.

Tovabba, tegyiik fel, hogy teljesiil a (15.262) Galjorkin-relacio. Ez 15.8.1.
szerint pl. bedgyazott végeselem terek esetén biztositott. Abban az esetben,
amikor v; = vy, az My(vy, vs), ill. Ky(v1, 1) matrixokat M,(v)-vel, ill. K,(v)-
vel jeldljiik, vy = vy =: §. (Kés6bb fogjuk értelmezni, hogy v akar paratlan
is lehet.)

Miel6tt a konvergencia bizonyitasdhoz térnénk at, ezen matrixok tulaj-
donségaival foglalkozunk.

15.40. Lemma (Hackbusch; a tébbréacsos iteracios matrix tulajdonséagai,
1). A (15.276)-(15.262) feltételek mellett érvényesek a kovetkezdk :

a) az My = My(v) := A" My(V) A esa Ky = K, (v) == AP K, (v)A;?
méatrixok szimmetrikusak és pozitiv szemidefinitek;

b) My(v1, 1) == Ay* My(n, v5) A, = (My(a, 1))

—~—

¢) ha ezenkiviil v = 1, akkor My (0, 15) My(v1,0) = My(vy, ).
Bizonyitas. Legyen
Spi=AY?5,A,"* =1, — X, ahol X, := AP W; A,
Ez ut6bbi — szimmetrikus — matrixrol (15.276), (15.277) alapjan kovetkezik
0< X, <1y,

igy §g szimmetrikus és pozitiv szemidefinit : 0 < gg < I,. Emiatt :S’Vz/ % akkor
is jol definialt, amikor v paratlan. Els6nek vizsgaljuk a kétracsos eljaras K,
transzforméalt matrixat :

Ko = §7A(I - PLAZ R A AT2S)

= S5/%Q,80"7, (15.278)
ahol
Qe=I - PLR;, PLy=APLAC, R = ADTRTTA

Ez a Q, matrix (15.276) miatt szimmetrikus. Mutassuk meg, hogy a kovetke-
z6 tovabbi tulajdonsigai vannak @)g-nek :
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) Q¢ projekei6 : Q% = Qq (v.6. (15.97)-tel 15.4.6-ban);
8) BOP =1y
) Ry'Qe =10, QP =0.
Kezdjiik a)-val : (15.262) szerint
=0 e 1/2 . 1 41/2 41/2 1 pl-1 41/2
(PLAREY? = APPLA(RTA AP PE)A R AY
= VB AT R A = R
és ﬁf_lﬁf_l-lel egylitt @g =1, — ﬁf_l.ﬁf—l is projekci6. Mint projekci6 @g

egyébként a B
0<Q <1 (15.279)

egyenlGtlenségeket teljesiti, tehat éz szimmetrikus és pozitiv szemidefinit.
B) Felhasznalva megint a (15.262) feltételt, azt kapjuk meg, hogy

Ry PL = AL (R A AP DALY = 1,
ahonnan 7) is kovetkezik :
ﬁﬁfléf - ﬁﬁil - ﬁﬁilﬁzgflﬁﬁil =0, @Zﬁfq = ﬁffl - ﬁzzﬂRfilﬁeZﬂ =0.
Itt jegyezziik meg, hogy (15.276) miatt igaz
R = (PL)T. (15.280)

Most a lemma a) allitasat lathatjuk be : elGszor is Qq-lel egylitt K, is
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, 1d. (15.278). Ezutén foglalkozzunk M-
lel. ¢ = 1-re méar igaz a hidnyz6 allitas : ]\A/_fl = I~{1 = I?IT = Ml > 0. Legyen
igaz az allitas £ — 1-re is. Ekkor az

M, = K, + S/?P! | (M,_,)"R'S)”? (15.281)

matrix (15.280) alapjan szimmetrikus. Mivel M,_;-mal egyiitt (E_1)7 is
szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, igy

(SY2PE(My_1) RISy, y) = (Me_y) "0, v) > 0,

ahol v := fif_lgzﬂy, tehat M, > K, > 0.
Hasonléan bizonyithatjuk be indukciéval a b) és ¢) azonossagokat, ugyanis
(15.275)-b6l és ar)-bol kivetkezik

(f?e(l/h )T = gfléegf = f?e(Vm V),
Ky(0,2)Ky(v1,0) = S5,2QeQeS," = S,2QeS," = Ki(11, ).
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Felhasznélva az «)—y) relacidkat kapjuk

J\Z(O, Vz)m(l/h 0)
= 502 [Q+ PLAMy 10, m) R [ Qe Py M1 (m, 0)RE Y B
= Sp° [éé + Pf M1 (0, v2) My (v1, O)E‘fﬁ_l} Sy
= E(VI, V2),
hiszen az indukcié szerint £ — 1 esetén maér igaz az allitas, és az £ = 1 esetben
MZ(Vlal/Z):KZ(VlaV2)- O

Hadd mutassunk ra, hogy az S¥/2 matrixok csak a konvergencia bizonyitéas
és nem a tényleges szamités alatt szerepelnek. A vy # vy esetre visszatériink.

A konvergencia bizonyitasahoz sziikségiink van M, felsé becslésére is.
Ehhez tegyiik fel, hogy teljesiil az approximacios tulajdonsag a kovetkezd
alakban (v.6. a 15.15. lemma el6tt) :

WA — PELA REDYW| < e (15.282)

15.41. Lemma (Braess, Hackbusch; tébbracsos iteracios matrix tulaj-
donséagai, 2). Teljesiiljon (15.276)-(15.262) és (15.282), legyen v = vy = v/2
és

0< My < Goilemr,  Gr €0,1]. (15.283)
Ekkor ~
0 < M, <y, ‘= min max 1), 15.284
< My < (el Ce poin ge[0,1]f(£ 1) ( )
ahol

f&m) = (1 =& In+ (1 —n)cat].

Bizonyitas. Feltételeink mellett érvényes 0 < My és (15.280). Vezessiink
le Qe16l, (15.279) mellett és (15.282) alapjan egy tovdbbi fels6 becslést!
Mivel @, szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, igy

WZI/Q(AZI - Pf—lAe_j1R§_l)Wel/2 = WKI/QAZI/QQV@AZI/QWKI/Q
is az, tehat (15.282)-b6l kovetkezik

0< We1/2A21/2éeA21/2W£1/2 < e,
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Ezzel ekvivalens B
0< Q< A’ W A)? = ¢ X, (15.285)

Kombinalva a (15.279) és (15.285) egyenlGtlenségeket, megkapjuk a ki-
vant becslést

0< Q< acXe+(1—a)ly, acl0l] (15.286)

alakban, igy nyerve egy szabad paramétert. Osszevetve a (15.278) és (15.281)
relaciokat, irhatunk

—~

M, = §g/2 @Hﬁf,l(l\?}fl)”ﬁﬁ*l} §5/2
< S |Qe+ PGB 8 (15.287)

= 55/2 _@e +¢) (L — @e)] 5’}”/2-

Itt felhasznaltuk a (15.283) feltételt és Q, definiciojét.
(15.287)-b6l kovetkezik (15.286) segitségével

0< M, <87 [(1= ) (acaXe+ (1= a)I) + G, 1) S, (15.288)
Itt a kapcsos zardjelben I, szorzdja Osszesen

n=0-¢ )1l-a)+¢  =1-a+a/, €[¢ 1],

és ekkor
1-¢ Ja=1—n.
Ezzel (15.288) felirhaté mint

M, < 571 = n)eaXe +n1)SY .

Most vegyiik észre, hogy §g = I, — X, miatt ezen egyenlGtlenség jobb
oldalan mind a hérom szorzo felcserélhetd, tehét

My < (I — X0) I + (1 — n)eaXe] = (X, 7).

Innen és 0 < X, < I;-b6l kovetkezik a lemma allitasa. O

15.42. Tétel (Braess, Hackbusch; szimmetrikus tobbracsos modszer
konvergenciaja). A 15.41. lemma feltételei mellett a tobbracsos modszer kon-
vergens az Ay altal generalt energetikai normaban : a v > 1, v > 1 esetben
érvényes
Ca

M, < .
M)l < 5
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Bizonyitas. Mivel
1/2 —1/2 ~
M), = 14" Me(w) A, || = | M),

igy — figyelembe véve a 15.41. lemma eredményeit — elegends (p-re ¢-t6l
fiiggetlen felsG becslést levezetni. Kiindulhatunk abbél, hogy (;, = 0 és
Co—1 < ¢of (Vv + ¢q) =t n*. Ekkor n* € [(] ,, 1], és igy (15.284) szerint

< ).
Ce_gg[gflc]f(&n)

Itt
f&n) =n(1-¢§"(1+v¢)
felveszi maximumét & = 0-nal, értéke ott éppen n*, amivel lezartuk az induk-
ci6s bizonyitast. O
Megjegyzés. Ezzel belattuk a konvergencidt a szimmetrikus esetben,

akar V- akar W-ciklusrol lenne sz6. A bizonyités szerint konvergensek olyan
tobbracsos eljarasok is, amelyeknél v > 1 és v fiigghet ¢-t6l. O

Ehhez a tételhez 1d. a 66. feladatot is.
Most vizsgaljuk a v, # v, esetet.

15.43. Tétel (Braess, Hackbusch; V-ciklus konvergenciaja szimmetrikus
esetben). A 15.41. lemma feltételei mellett (de megengedve v # vo-t, ha
v+ vy >16sy=1) teljesiil

. . 1/2
My(vy, v < - <L
|| Z( 1 2)||Al — <l/1+ca Z/2+Ca)

Bizonyitas. Az 15.40. lemma c) azonossaganak koszonhetGen
IMe(vi,ve)lls, = I1Me(vr, v)II” = [|Me(0, v2) Me(v1, 0) ||
< 1M (0, v) |7 Me (w1, 0) 1%

Hasznéljuk most azt, hogy az euklideszi norméban és tetszéleges A matrix
esetén (Id. a 67. feladatot)

JAJ? = Amax(ATA) = Amax (AAT) = || AT A|| = || AA"]].
Hivatkozva a 15.40. lemma b) és c¢) azonossagara, valamint a 15.42. tételre
is, felirhatjuk, hogy

1Me(v, 0)[ = [|(Me(w1,0))" Me(v1, 0)|| = | Me(0, v4) Me(4, 0) |
= [|Me(n, )|l < 5%

vitcg
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abra 15.34: L-alaki tartomany

és hasonlban
Ca

?
V2+Ca

1M(0, v)|[* = || M0, o) (Mi(0, 22))T|| = || Me (v, v2)|| <

amivel az allitast belattuk. O

Megjegyzés. A 15.39. és 15.42. tételek fontos feltétele (15.282), amely
teljesiil, ha alkalmazhato a 15.30. tétel. Anélkiil is meg lehet mutatni a
konvergenciat, de akkor csak olyan eredmény ismeretes, mint

[ Mella, < g <1,

ahol a q konstans fiiggetlen ¢-t61. Viszont a 15.39. és 15.42. tétel szerinti gyors
konvergencia (vi-et és vo-t megfelelen nagynak valasztva) nem kovetkezik.
O

15.8.4 Tartomany dekompoziciés és parhuzamos maéod-
szerek, bevezetés

Ebben a pontban és a kdvetkez6 kettében a diszkretizalt egyenleteknek olyan
megoldasi modszereivel foglalkozunk, amelyeket nagy, 6sszetett tartoményok
esetén célszert hasznalni. Egy idevonatkozo, klasszikus feladat a repiil6gép
testében fellép6 mechanikai fesziiltségek, ill. sajatfrekvencidk szamitasa. Ek-
kor célszerti a torzs és a sok figyelmet kivano szarnyak szétvalasztasa. Példa-
nak tekintjiik a kétdimenzioés L-alaki €2 tartomanyt a 15.34. abréan.
Az ¢y, ¢ vonalak segitségével a tartoményt harom részre osztottuk. -
ban megoldandé az
Lu=f x€Q u|F =0 (15.289)

alaki 6nadjungélt elliptikus peremértékfeladat. Erre alkalmazunk véges dif-
ferencia vagy végeselem eljarast ugy, hogy az ¢, ¢ vonalak a racsvonalakhoz
tartozzanak. Célunk az, hogy az €1, {2y, (23 résztartomanyokban fiiggetleniil
egyméstol megoldhato feladatokra bontsuk (15.289)-et.
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KT
Op

abra 15.35: Alstrukturak: blokkmatrix

A nagyméretii feladatok szétbontasa kisebb részfeladatokra gyakran els-
nyos. FEzenkiviil az egyes részfeladatok fiiggetlensége a tobbprocesszoros
gépeken lehetséges paArhuzamos szamitast is megalapozhatja.

Az elliptikus peremértékfeladatok jellemz§ vonéasa viszont az, hogy a
megoldas a tartomany bels6 pontjaban az Osszes peremértéktsl fiigg. Ez
teszi problematikussa az otlet megvalosithatosagat.

15.8.5 Alstruktira-eljaras

El6szor is a Gauss—eliminécié segitségével megmutatjuk, hogy mégis bizonyos
mértékig (és mar ez is el6nyds) szétbonthato a (15.289)-hez tartozo diszkrét
feladat, amit

Ay=g, y,g€RY, (15.290)

alakban frunk fel. Feltehetjiik, hogy A nagyméretii ritka, szimmetrikus és
pozitiv definit méatrix. Az y vektor els6 komponensei legyenek azok, amelyek
bels§ pontokhoz tartoznak. Tegyiik fel, hogy ebbsl N, darab van. Majd
ezutan kovetkezzenek az Gsszecsatold vonalakhoz tartozo ismeretlenek, ame-
lyeknek szama legyen N, = N — N,. Ekkor (15.290) blokkalakja

_ _ (B KT (W (%
Ay =y, A—<K C>, y—(yc), g—(gc. (15.291)

Mivel az Q, alstruktardk” (1 < ¢ < L) csak az elvélaszté vonalakon
keresztiil csatlakoznak egymashoz, de kézvetleniil nem, igy a B matrix blokk-
diagonélis,

B = diaglgsz(Be)-

Példank esetében L = 3, és ekkor a 15.35. 4bra a blokkalakot mutatja (fe-
hér teriiletek : nullak). Ott op-lel jeloltiik az 2, belss racspontjaihoz tartozo
ismeretlenek indexeit az y vektorban (o, := Ui<¢<r.0¢), mig o, tartalmazza
a vonalakon fekvd ismeretlenek indexeit. Ezen halmazok elemeinek szamét
|- |-vel jeloljiik. Tgy Ny = "1, |o¢| és N = |-
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abra 15.36: L-alakt tartomany diszkretizacioja

Legyen példaul (15.289) a Poisson-egyenlet és (15.290) annak diszkretiza-
cioja a szokasos Otpontos differenciaséméaval (vagy derékszogi haromszoges
linearis végeselemekkel), az Q, alstrukturak legyenek egységnégyzetek, a 1é-
péstavolsag h = 1/2. Ekkor minden ,-hez csak egy belsé ismeretlen tartozik,
Osszesen b ismeretlen van (15.36. 4bra).

Igy Ny=3,N.=2,0,={¢},£=1,2,3; 0, = {1,2,3}, 0. = {4,5},és A
felirhat6 mint

4 0 0 -1 0
0 4 0 -1 -1 tehat B, =4, £=1,2,3,
A=] 0 o0

4 0 -1, . (-1 -1 0 _ (4 0).
-1 -1 0 4 0 K_<O—1 —1)’ C‘(o 4)

0 -1 -1 0 4

Most kezdjiik a Gauss—eliminéciot, és elsének a bels6 ismeretleneket kikii-
szoboljiik. A-ra nézve ez a kovetkezd LDU-blokkfelbontéssal irhat6 fel (1d.
I. 1.3.2, a jobboldali vektor megfelel6 médon valtozik meg. Az A métrix
szimmetriajat figyelmen kiviil hagyhatjuk — ekkor is U = L) :

I, 0\(B 0\ /[, B'KT
A:(Ké’l Ic> (0 Sc> (0” I ) (15.292)

Itt Iy, illetve I, az Ny, ill N.-dimenzidji egységmatrix és S, az Gsszecsatold
vonalak ismeretlenjeihez tartozé Schur-féle komplementer (1d. I. 1.3.2) :

S,=C—-KB'K",

Mivel a B matrix B, blokkjai és K kozott nullblokkok vannak, a bels6
ismeretlenek eliminaci6ja minden résztartomanyban fiiggetlen a tobbi belsd
ismeretlenek eliminaciojatol. Igy ez akar egymasutan, akar parhuzamosan
vagy kiilonb6z6 gépeken torténhet, csak az egyes eredményekbél az S, Schur-
féle komplementert kell Osszedllitani. Ennek a mitveletnek a képleteit lent
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részletezziik. Az S.-vel kapcsolatos (jobban kondicionalt, kisméretii de al-
talaban telt matrixa) egyenletrendszer megoldasa utan, az osszekapcsolodo
vonalakhoz tartozé ismeretlenek birtokaban az egyes alstruktirak részére
kiilon-kiilon végezhetjiik a visszahelyettesitést.

A Schur-féle komplementer elGallitasdhoz elGszor is emlékeztetiink, hogy
az a Gauss—eliminaci6 soran képzddik, nem kell hozza a B! inverz matrixot
kiszamitani. A bels ismeretlenek eliminécioja alatt a C' matrix helyén az

(k+1) (k) agﬁ)ag}) o
a; = ay — O i,j €oe 1<k < Ny—1,
kk

képlet szerint valtoznak az elemek (v.6. 1. 1.3.1.). A C — S, atmenet (vagyis
az el6z6 folyamat k = 1-t6l k = N,-ig) sszefoglalhaté mint

Ny k) 0)
aij(Se) = aij(C)—ZT)]

k=1 Ok

= a;(C) — Z Z = (Z)kj = ai;(C) + Z ai(0¢),

(k) (k) L
{=1

(=1 kco, Ok

vagyis matrixalakban

L
Se=C+>_ S(ov).
=1
Itt S(oy)-lel jeloltiik az f-edik alstruktira ismeretleneinek az eliminécidja
soran a C' blokk helyen képz6d§ matrixokat — ha az eliminaci6 elején ott a
nullméatrix volt. Az egyes alstruktirak eliminaciojanak fiiggetlensége miatt
ezek az S(o,) matrixok kiilon-kiilon elkészithetsk.
Specialisan a 15.36. abra példajanak esetén az alstruktira eljaras a kovet-
kezGképpen folyik :
1) oy-indext ismeretlenek (azaz x;) eliminécidja, S(oy) kiszamitéasa :
tehat S(o1) = —% <(1] 8) , €S g1 — ga + %gl;
2) o9-index(i ismeretlenek (példankban z2) eliminécidja, S(o2) kiszamita-
sa :

4\1 1 4 4

3) os-indexii ismeretlenek (azaz x3) eliminécidja :

1/1 1 1 1
S(o9) = —= v 94— gat+ —G2, G5 — G5 + —g2;

1/0 0 1
8(03):_1 (O 1)’ g5_>g5+zg3'
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410 0]-1 0 410 0(-1 0 410 0]-1 0 410 0|-1 0
04 0/]-1 -1 04 0[-1 -1 04 0]-1 -1 04 0]-1 -1
0|0 4]0 -1|— |00 4]0 -l 00|40 1| —]0,0]4]0 -1
-1j-1 0[0 0 0-1 0|14 0 -1[-110[0 0 -1 0|0 |-1/4-1/4
0j-1 -1{0 0 0|-1 1[0 0 0|-1|-1]0 0 0] 0-1|-14-1/4

I

0 -1/-1]0 0 0 -1[0]0 -1/4

abra 15.38: o3-indexti ismeretlenek eliminacidja

Osszefoglalva:
3

1(2 1 40\ 1/2 1) 1(14 -1
;S(“‘)__ZG 2)’ SC‘(O 4)‘1(1 2)_1(—1 14)’

— és valoban,

-1 0
40 1 -1 0

_ _ —1g-T __ _ 1 _

Se=C-KB™'K _<0 4) (0_1 _1>4 1 -1

IR ATVERS!
“i\-1 1)

4) Az S.-vel kapcsolatos kis rendszernek a megoldasa utan a kapott ys, ys
értékeket behelyettesitjiik a oy,-indexti egyenletekbe és ekkor onnan, fiigget-
leniil egyméastol, kiszdmithatjuk az y;, yo, y3 komponenseket.

Az S(0y) matrixok kiszamitasakor nyilvan nem kell, hogy C' helyén legyen
az elején a nullméatrix : ha szekvencialisan dolgozunk, akkor az S(o;) elGal-
litasakor C helyen legyen C' +Z§c;11 S(o), ha parhuzamosan dolgozunk, akkor
— amelyik processzor éppen elkésziilt a maga S(o,) matrixanak (vagy akar
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annak egy elemének) a kiszamitasaval — az adja hozza a C' helyén éppen &llo
métrixhoz.

Az alstruktira-eljaras elénye, hogy egyes lépései fiiggetlenek és az egész
matrix csak kis részének jelenlétét tételezi fel (igy az egész méatrixot nem is
allitjuk Gssze), Osszességében nem kell tobb tarhely, mint ha a teljes matrixot
osszeallitottuk volna (a blokkdiagonalis koriil 4116 nullblokkokat nyilvan ekkor
sem taroljuk), eltérés csak a C' matrix helyén adodhat.

Az eljaras hatranyos akkor, amikor igen nagymeértéki feladat esetén vagy
az egyes alstrukturdk vagy pedig a kapott S. eliminaci6ja mar targondokat
okoz, ill. ezeknek soran indokolt volna iterdcidés modszerekhez folyamodnunk.
Ekkor kiilénosen az okoz problémét, hogy S, eléggé telt matrix.

Igy két feladattal allunk szemben :

a) az eljarast ugy kell megvaltoztatnunk, hogy a B matrix blokkjaival
kapcsolatos rendszereket csak kozelitéleg oldjuk meg (pl. tobbracsos mod-
szerrel);

b) az S, kiszamitasat, tarolasat és invertalasat (azaz LDU-felbontasat)
megkeriilve olyan prekondicionalasi matrixot kell javasolni helyette, amely
konnyen kiszadmithat6 és ritka, és amely az S.-t jol kozeliti meg (prekondi-
cional6 értelmében, 1d. 1., 166. o.).

Az a) és b) feladatok megoldasaval B és S, helyett olyan By, ill. Q.
matrixot nyeriink, amelyet mint prekondicionalasi matrixot alkalmazhatunk
a prekondicionalt konjugélt gradiens modszer keretében.

Emlékeztetiink ra (1d. I. 146. oldalon az (1.158) képletet és a modszer al-
goritmusat), hogy a prekondicionalé matrix az a szimmetrikus, pozitiv definit
méatrix, amellyel valoban egzaktul meg kell oldanunk egy egyenletrendszert
a prekondicionalt konjugalt gradiens modszer minden lépésében.

15.8.6 Dirichlet tartomany dekompoziciés mdodszer
Az el6z6 pont végén emlitett a) és b) feladatokat a kovetkezGképpen oldjuk
meg :

a) A B, matrix helyett azt a P, matrixot vessziik (/ =1,...,L), amely a
tobbracsos modszer m 1épésébdl adodik, nulla kozelitésbdl kiindulva az

Lu=f €y u=0, xe€dy,

Dirichlet—feladat
Beye = g0 (15.293)

alaku diszkrét egyenleteit kozelitleg megoldva. Itt is a teljes feladat megol-
dasvektorat a (15.291) blokkalakban frjuk fel, y, = (y1,-..,vyz)".
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b) Az S, Schur-féle komplementer prekondicionélasi matrixaként hasznéal-
juk az ugynevezett Dryja-féle prekondiciondldsi mdtrizot (lényegében, egy
konstans szorzo6t nem szamitva, a —yz, differenciahanyadoshoz tartozo tridi-
agonalis matrixnak a négyzetgyokérsl van szo).

c) A teljes A matrix szaméra ezutan a kovetkez6 P prekondicionalasi
matrixot vessziik (v.6. (15.292)-vel) :

(L, o\ (PR 0\ (I, P'K"
P (il ) (B 3) (B R, (15201)

Miel6tt P-t Gsszevetjiik az eredeti A matrixszal (1d. (15.292)), a Py és Q.
matrixokat még kozelebbrél megvizsgaljuk.
P,-re érvényes a kovetkezd képlet :

ahol

P, = Pg(m) = Bg([g — Mgn)il (15.296)

ahol I, a |og|-méretii egységmatrix és M, a (15.293)-ra alkalmazott tobb-
racsos modszer iteracios matrixa. Ugyanis ezekkel a jelolésekkel a tobbracsos
modszernek egy iteracioja felirhaté a kovetkezs alakban :

g™ = My 4 (1, — My)B; g, (15.297)

(v.6. 15.4.8-ban (15.112)-vel és (15.113)-mal, valamint az ott tett megjegyzés-
sel), a hiba egyenlete

y™ — gy = My(y{™ Y — yo) = M7y — o),

és mivel az iteraci6 kezdeti kozelitéseként yéo) = 0-t vessziik, igy

y™ =y — MMye = (I, — M) B; ' g0.
Ez azt jelenti, hogy az m iteracios 1épés segitségével a
Poyi™ = Bo(Ie — M) '™ = g,

alaki rendszert oldottuk meg pontosan.

Sziikségiink lesz arra, hogy P, onadjungalt legyen a B, Aaltal definialt
skalarszorzatban, mert akkor P, szimmetrikus és pozitiv definit.

Ehhez olyan restrikciot kell alkalmaznunk, amely az interpoléacié transz-
ponéltja (mint matrix), és ugyanannyi Gauss—Seidel utosimitast kell, hogy
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elvégezziink, mint elgsimitast. Ezenkiviil itt az utésimitdsnél a megforditott
sorrendben iteraljuk a pontokat.

Feltehetjiik, hogy M, norméja a diszkretizaciotol fiiggetleniil kisebb egy-
nél (1d. a 15.41. lemmat).

Legyen z,y € RRI7! és (z,y)B, = (Ber,y) a szimmetrikus és pozitiv
definit B, métrix altal definidlt skalarszorzat, valamint ||z||p, := (Bez, )"/
a hozzatartoz6 norma.

15.44. Lemma (U. Langer és tarsai; 6nadjungalt tobbracsos opera-
torok spektralis ekvivalencidja). Ha M, 6nadjungalt a Bj-skalarszorzatban
és érvényes

[Mel|B, <n <1,
akkor Py = By(I, — M}*)~! jol definidlt, szimmetrikus, pozitiv definit, és
spektralisan ekvivalens By-lel:

|[Kommentéar. A 15.40. lemma és a 15.42. tétel biztositjak az M, itt kovetelt
tulajdonsagait. |

Bizonyitas. Els¢ allitasunk kovetkezik a perturbécios lemmabol (1. 1.2.),
amely szerint I, — M, és I, — M]" regularis matrixok (és érvényes ||(I, —
M)~ Y, <1/(1—n™)). Az M, matrix 6nadjungalt a B-skaldrszorzatban,
ha

(Mpy,v)B, = (BeMyy,v) = (y, Mgv), = (Bey, Mgv) = (y, BeMyv)
minden |o,|-dimenzi6ji y és v vektorra, vagyis ha (ByM,)" = B,M,, azaz ha
B,'M] = M,;B,", (15.298)

ill. még egy ekvivalens alakban : ha Bt}/ QMZB[ /2 szimmetrikus métrix (1d.
a 15.40. lemmat).
Ekkor P, szimmetrikus. Lassuk ugyanis be, hogy P[l szimmetrikus :

Pt = (I, - M"B; ' =B, — B (M{)" = B, (I, — (M{)") = P, ".

Itt hasznaltuk (15.298)-at, pontosabban az ebbél kovetkezs B, '(MI)™ =
M"B; " egyenlSséget és a (PF)™* = P; 7 jelolést. Ezutdn az euklideszi
skalarszorzatban érvényes

— m — 1/2 m p—1/2
(PZ lyay) = ((IE - MIZ )BK 1y7y) = ”y”i}[l - (BZ/ Mé BZ / ’U,’U),
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ahol v := B[l/zy, és itt

1/2 4 rm p—1/2 1/2 1 rm p—1/2 m
(B> My B, v, 0)| < 1B M B2 |[v])? = | M| s, 19112

1.
Bl

Innen és az el6z6 Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy
(1 =™ (B 'y, y) < (P ly,y) < (L+0™) (B 'y, ),
vagyis B[l és P[l spektralisan ekvivalensek :
(L—n™B;' < Pt < (1+9™)B;

Allitasunk most onnan kovetkezik, hogy szimmetrikus, pozitiv definit A
és B matrixok esetén

0<A<B < 0<B'<A'. O

Megjegyzés. Amennyiben ismert, hogy

0< (Mey,y)p, < nllyls,, n<1,

vagyis ha a lemma feltételein kiviil M, még nemnegativ definit is a B,-
skalarszorzatban, akkor kovetkezik

(1-n™)P, < By < Py.

Az M, > 0 feltétel nélkiil is kaphatjuk ezt az eredményt, ha m paros.
Ugyanis a Bé/2Mg" [1/2 matrix (15.298) miatt szimmetrikus, igy valosak
a sajatértékei — és azok (A(My))™-nel egyeznek meg, tehat paros m esetén
nemnegativak. O

Most foglalkozunk a Dryja-féle prekondicionalé matrixszal, amely akkor
miikodik hatékonyan, ha az egyes elvalaszt6 vonalaknak nincsenek ko6zos
bels6 pontjaik. Csak ezt az egyszertibb esetet fogjuk vizsgalni. Legyen Ossze-
sen J ilyen vonal, és a j-edik vonalra illeszked§ pontok szdma m;. (A vonalak
végpontjai I'-n vannak és nem tartoznak ide.) Akkor a Dryja-féle prekondi-
cionalé matrix

Q. = diag1§j§J(Qj);
ahol
Q; =247 &  A;:=tridiag(—1,2, 1)

mj Xmj-méretd matrixok. Tudjuk, hogy az A; szimmetrikus és pozitiv definit
matrix, igy egyértelmien meghatarozott a szimmetrikus és pozitiv definit
négyzetgyoke. Ez utobbit nem érdemes kiszamitani, ugyanis A; sajatértékei
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és sajatvektorai ismertek (I. 3.1.1., (3.6)). Ezzel ismert az U; unitér métrix
is, amely A;-t a A; diagonalis alakjara hozza :
T
Ekkor ) )
aalj2 1/27 1T

Qj =2A" =2U;A°U;
és a (;-vel kapcsolatos, Q;y = g alakt rendszereket a kovetkezéképpen old-
juk meg :

a) kiszamitjuk a ¢ := UjTg szorzatot :

Ahogyan latjuk, ez semmi més, mint egy diszkrét sinus-transzformacio és
igy O(m;Inm;) mivelettel a megfelel6 gyors Fourier-algoritmus segitségével
elintézhetd (1d. I. 4.7. El6ny6s, ha m; + 1 kett6hatvany).

b) A kapott ¢ vektort megszorozzuk a Aj_l/ 2 diagonélis matrixszal : x :=

AV,
J
c) Az x vektort visszatranszformélva megkapjuk a keresett y vektort :

mj

175
yk:\/ﬁ;sin ﬂ-ll‘g.

mj—i-

Ez még egyszer O(m;Inm;) miivelet. Ilymodon — annak ellenére, hogy
mindegyik (); telt matrix — olcsébban jutunk hozza a ().-métrixa prekondi-
cionald egyenletrendszerek megoldasahoz mint LU-felbontés segitségével!

Egy tjabb megkdzelitést ehhez a problémahoz 1d. Kiss B. és Krebsz A.
dolgozataiban. Ott — nagysagrend szerint egyenlé miiveletigény mellett —
még a gyors Fourier-transzforméacio sem kell (ami azzal az elénnyel is jar,
hogy a pontszam eltérhet kettGhatvanytol).

A P, és (; matrixok invertalasanak ismeretében megtargyalhatjuk a pre-

végrehajtasat.
1) Az iteracioé soran a P prekondicionélasi matrixszal, 1d. (15.294), meg-

yC 1 c

alakua egyenletrendszer. (15.294) szerint ez azt jelenti, hogy megoldando

(5 o) ()=
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2\ (L P7'KT\ (w\ _ (w+ P KTy,
Ze o 0 IC yc B yC
wp\ I, 0\ ' (m B b
w,)  \KP' I, r.) \re—KP'ry)"

Ez végiil is a kovetkezSképpen kivitelezhetd egymas utén:

ahol

és

Pyz, = 1, megoldasa, majd w, :=r, — Kz,
Q.y. = w, megoldasa, majd vy := 1, — KL,
Pyyy = v, megoldésa.

A P, = diag(P,) és Q. = diag(Q;) matrixok invertalasa viszont a P, ill.
(); matrixok invertalasat jelenti, amit fent megbeszéltiik, és ami (¢-re, ill.
j-re nézve) parhuzamosan végrehajthato.

2) A konjugalt gradiens algoritmusban el6fordul6 skalarszorzatok azon
részosszegeit szamithatjuk ki parhuzamosan, amelyek az egyes €, résztar-
toményok ismeretleneivel kapcsolatosak. A bels§ ismeretlenek esetén (yp)
ez vilagos, de az elvalaszto vonalakon fekv ismeretlenekkel (y.) kapcsolatos
jarulékokat a globalis matrix elemeihez feloszthatjuk aszerint, hogy melyik
Q-bol szarmaznak. (Ez természetes moédon tigy adodik, hogy az elvalaszto
vonalak egyben végeselemeknek a peremvonalai, és a globalis matrixot €2-
ra nem is allitjuk ossze, hanem csak minden Q,-ra kiilén-kiilén.) Ezutan a
parhuzamosan el6allithat6 részosszegek kiszamitasa utan viszont sziikség van
globalis informaciécserére : vagy minden processzor kozli a maga részosszegét
egy kitiintetett processzorral, amely azokat ¢ felett 0sszegzi, vagy pedig min-
den processzor kapja az Osszes informéciot és Osszegzi. Ezen 1épés befe-
jezéseképpen még a prekondicionalt konjugalt gradiens algoritmus A, p sza-
mait is kiszamitja.

3) A\, uszamok birtokaban az iteracio j vektorait megint parhuzamosan
szamithatjuk ki.

Az algoritmus leirdsa utan most a konvergencia szempontjabél dontd
kérdéssel foglalkozunk, a P és az A matrixok spektralis ekvivalenciajaval (1d.
I. 1.6.8., a prekondicionalt konjugalt gradiens modszer algoritmusa utéan),
amit A ~ P alakban jel6ljiink.

15.45. Tétel (U. Langer és tarsai; Dirichlet—tartomany dekompozicios
prekondicioner becslése). Legyen A, ill. P a (15.291), ill. (15.294) matrix
prekondicionélasi méatrixa. Teljesiiljon

1P <B<%P,  7Qc<Se+T.<7.Q. (15.299)
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végiil legyen
p:=p(S7'T,), T.:=K(B'-PYB(B'-PHK".

Akkor A~ P :

ahol

7 = min(y,,7 ), 7 := max (¥, 7e)-

Bizonyitas. Az A, ill. P matrixot a kovetkezd alakban irjuk fel (v.6.
(15.292)-vel) :

A= lea’g(B7 SC)VT7 P = Wdla’g(Pba QC)WT7

L Iy 0 . Iy 0
V= (KB_1 Ic> ’ W= (KP,)_1 Ic> ’

Ezek a (regularis) matrixok a spektralis ekvivalencia bizonyitasat csak azért
nehezitik meg, mert kiilonboznek. Egyébként, ha pl. A és B két tetszéleges
szimmetrikus métrix, akkor A ~ B & VAVT ~ VBV, Ennek belatdsahoz
elegendd a

ahol

co(Ay,y) < (By,y) < c1(Ay,v), 0<c<e,

egyenlStlenségekbe y = VT u-t behelyettesiteni.
Emiatt a kovetkez6képpen jarunk el :
a) Kiszamitjuk az A := W 'AW T matrixot;
b) megmutatjuk : A spektralisan ekvivalens diagonélis részével, ﬁ—vel;
¢) ezutan belatjuk, hogy D~P:= diag(Py, Q.);
d) ekkor A ~ P, A ~ WPWT = P kovetkezik.

a) Az A matrix kiszamitasa :

i - I, 0\ (B K"\ (I, -P'K"
- \-Kp' 1.J\K C 0 I,
_ B (I, - BP,H)KT
~ \K(,- P;'B) X, ’
X, = S.+T.=(C—-KB'K")+KB'-pP")BB'-P"HK".
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b) A és diag(B, X,) =: D ekvivalencisjshoz megjegyezziik, hogy A-val
egyiitt A és B is szimmetrikusak és pozitiv definitek, és igy az X, = [A/B]
Schur-féle komplementer is az (1d. I. 1.3.2; 1.4. lemma). Ennek alapjan Dis
szimmetrikus és pozitiv definit, igy az

Az = \Dz

altalanositott sajatérték feladat minden sajatértéke pozitiv (1d. I. 3.7.2). Ezt
a feladatot most egy
S Tx =vx (15.300)

alaku feladatra vezetjiik vissza (ehhez 1d. a 68. feladatot is). Mivel

~ .~ 1 _ p-I\T
| 51 BT,

0
X 'KB'-pP")B 0
igy, ha D' Az = \z és © = (3, z.)7, akkor

(B'=PYK"z, = (A—1)x,
X 'K(B'-PYBxry, = (A—1)z..

Innen kovetkezik, hogy
A=1)2,=X,'K(B'-P,"YBB*'-P, YK s, = X, 'T.2,.
Ha most
Ter, =vS.xe = V(X — Tp)xe,

akkor

—1
Xc Tcxc = Te

v
1+v
és gy (A —1)2 =v/(1 +v), vagyis

14
A :1:|:,/ .
* 1+ v

A 2 x 2-es blokkalaknak megfelelGen kaptunk 2 sajatértéket S, 17, minden
egyes v sajatértékéhez. p = vpma, = p(S;'T,)-vel kovetkezik a

)\min(ﬁya y) S (Zy, y) S Amaux(l’\jya y)

egyenlGtlenségekbdl, hogy

(1 . L) D<Ai< (1 + L) D. (15.301)
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c) D~P= diag(Py, Q.) érvényes, hiszen

(Dy,y) = (5 (gb) (:Zb)) = (Byb; 1o) + (Xcye, Ye)

< Ty (Potio th) + To(QeYes ve) < T(Py, ),

(15.299) segitségével. Pontosan igy vezethets le az also becslés is, tehat
vP < D <7P. (15.302)

d) Figyelembe véve a (15.301) és (15.302) becsléseket, kovetkezik

y <1 _ \/%) (Py,y) < (Ay,y) <7 (1 + \/%) (Py,y),

és innen, y = W7z behelyettesitésével, kapjuk a tétel allitasat. O

Megjegyzés. A 15.44. lemméabol kovetkezik, hogy a tobbracsos mod-
szer m lépésszamanak novelésével a tétel Y, € T konstansait tetszélegesen
kozel hozhatjuk az 1 értékhez (a gyakorlati szarmtasnal viszont kettd 1épésnél
tobbet ne vegyiink). 0O

Bizonyitéas nélkiil emlitjiik a kovetkezd eredményt, amelybdl a tétel 7, és
7. konstansok becslése nyerhetd.

15.46. Lemma (Dryja; a Dryja-féle prekondicionalasi méatrix becslése).
A Dryja-féle Q. prekondicionédlasi matrix esetén érvényes

YoRe <S¢ < M1le, 0 <70 <1,
ahol 7y és v, nem fiiggnek h-tol, a diszkretizacio lépéstavolsagatol. Tovabba
hyol. < S, <v3l., Yale < B < sl 0<7y2,74, (15.303)

ahol a v konstansok fiiggetlenek h-tol. O

Mivel T, nemnegativ definit (1d. a 68. feladatot), igy az el6z6 lemméabol
kovetkezik

Y0Qc < Se < Se+ T, =Sc(I.+ 5;'T,) < (14 p)Se,
tehat a tétel konstansai

.=  Ye={0+p)m
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Mint utols6 kérdés maradt ezutan p becslése. Ez a szam a (15.300) sajat-
érték feladat maximalis sajatértéke, tehat

(Tex, x)
p= sup }
0£z€RNe (Sez, )

(15.304)

A Py, M, B méatrixokra vonatkozo (15.295), (15.296) és (15.298) relaciok
segitségével kapjuk, hogy

B*l . bel — B*l - beT — Mmel — B*l(MT)m’

ahol M := diag; <4<, (Mp)- Igy, figyelembe véve a T, matrix 15.45. tételbeli

Cs 2

T. = KB 'M™BM™B'K' =RI'R,,
Rc = Bl/QMmB—lKT — (Bl/2MmB_1/2)B_1/2KT.

Ennek alapjan

(Tew,z) = ||Rez|* < |[M™|3]| B~/ K x|
< ™ KB 'Kz, 1),

1d. a 15.44. lemmaAt, és mivel S, = C — KB7'K7 | igy
(T.z,r) < n*™[(Cz, 1) — (Sex, 2)].

Most (15.304) és (15.303) adja a kovetkezd becslést:

oxzemNe (SeT,T) ~Yoh

Eszerint ahhoz, hogy a p < § = const < 1 feltételt biztositsuk, elegendd, ha
az m lépésszamot az

Sy 1 1 1
— 92106~ /10g=| = O (log — 15.
m [275 Ogh/ ogn} O(ogh> (15.305)

nagysagrendben vélasztjuk. Numerikus kisérletek szerint viszont elegendd
m = 0(1) is.

Mivel a prekondicionélt konjugélt gradiens mddszer hibaja tgy csékken,
mint

q:=(k—-1)/(Vk+1), ahol k=cond(P*A4),
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és mivel tételiink szerint

<o) (14472 /(1= 1) = a1+ ﬁ)

— igy (15.305) esetén m igen, de ¢ nem fiigg h-t6l : a konvergencia sebessége
nem romlik a diszkretizacié finomitaséval.

Befejezésiil a fenti parhuzamos modszerrel kapcsolatos néhény tovabbi
Otletet, ill. altalanositast sorolunk fel.

1) A most megtargyalt eset, hogy az elvalaszt6 vonalak nem keresztez&d-
nek, esetleg oda vezet, hogy az egyes processzorok nagyon egyenlétlen moédon
vannak leterhelve. Ekkor a (). Dryja-féle prekondicionédlasi matrix helyett
a Bramble-Pasciak—Schatz-félét (1d. az irodalomjegyzéket) kell hasznlni.
Héaromdimenzios esetben is ez javasolhato, de itt is (ha az elvalaszto feliiletek
nem metszik egymaést) elényos a Kiss B., Krebsz A. altal konstruélt eljaras.

2) A P, prekondicionalasi matrix (15.294)-ben harom helyen szerepel. A
fenti elméletet alig kell megvaltoztatni, ha a (15.294) szorzat ketts kiilsé
blokk-h&romszoges méatrixadban més tobbracsos modszert alkalmazunk, mint
a blokk-diagonalis méatrixban, akidr nemszimmetrikus eljarads is megenged-
heté.

3) A P matrixhoz tartozo blokk-haromszoges matrixok egy transzforméa-
ci6t hajtanak végre a végeselem béazison. Ilyen szempontbdl az a kérdés
vetddik fel, hogy itt (ahol éppen az elvalaszto vonalakhoz és a belsd is-
meretlenekhez tartozé informacio kicserélédik) miért kellene a belsg ismeret-
lenekhez tartozé prekondicionélas esetén nulla kozelitésbdl inditani a tobb-
racsos modszert? Célszertibb az elvalaszté vonalakon meglévd informéaciot
olcso, de hatékony modon a résztartomanyok belsejébe kiterjeszteni.

15.9 Elliptikus sajatérték feladatainak nume-
rikus megoldasa

Mar a 3. fejezetben foglalkoztunk az algebrai sajatérték feladatok numerikus
megoldésaval, majd 11.6.4-ben roviden a kozonséges differencidlegyenletek
sajatérték feladataval.

A parciélis differencidlegyenletekkel kapcsolatban érdemes visszatérni erre
a téméara, mert jelentds alkalmazéisok tartoznak ide: gépek és épiiletek, vala-
mint azoknak alkotéelemei (lemezek, héjak), vagy akar molekulak rezgéseirsl
is lehet sz0; a sajatértékek a frekvenciak négyzetét, a sajatfiiggvények az
alaprezgések alakjat adjak meg. Numerikus szempontbdl itt
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1. igen nagyméretii feladatok keletkeznek;

2. tobbszoros sajatértékek elég gyakran el6fordulnak;

3. a diszkretizalt feladatok sajatvektorai approximaljak a megfelels sajat-
fiiggvényeket, amelyeknek simasagi tulajdonsagait (a leginkabb sziikséges,
alacsony rendszamu sajatfiiggvényekre gondolunk itt) tiszta algebrai médon
eljarva nem hasznalhatjuk ki.

A tobbszoros sajatértékek miatt, amelyek a tartomény szimmetriai je-
lenléte esetén keletkeznek, javasoljuk a vektoriteracios modszerek (I. 3.4.)
blokkvaltozatait, kombinalva a Ritz—modszerrel (1d. 1. 2.2. végén a megjegy-
zést, 3.9-ben a 18. feladatot, valamint lejjebb a 15.9.4. pontot). Az 1-3. prob-
lémék hatékonyabb kezelésére viszont a tobbracsos modszer azon verzidjat
ajanljuk, amelyre a 15.9.3. pont végén hivatkozunk. Ez bonyolultabb ugyan,
de t6bbszoros (ill. igen kozeli) sajatértékek esetén is kittinGen miikodik.

Targyalasunk elején felidézziik az elméleti tudnivalokat.

15.9.1 Elméleti hattér

Az alapvetd elméleti eredmény ezen a teriileten nem az
Lu=Mu, z€Q; Bu=0, z€T (15.306)

feladatra vonatkozik (ahol £ tipikusan paros rendii elliptikus operator és B a
peremfeltételek operatora), hanem az ebbdl létrehozhaté variacios feladatra :

Keressiink olyan u € V-t, hogy
a(u,v) = A(u,v)o minden v € V-re. (15.307)

Itt V.C Ly(Q2) C V' komplex értékd fiiggvények Hilbert—terei. Ezekrdl lej-
jebb még tovabbi feltételeket sorolunk, de V' esetén mindenekelstt Hj(2)-ra
gondolunk; mint mindig, (u,v)y jeloli az Ly tér skalarszorzatat, amelynek
képlete most

(u,v)o :=/Qu(a:)v(m) dz.

Tovéabba, a(u,v) folytonos bilinearis — nem feltétleniil szimmetrikus — funk-
cional V' x V-n; a norma V-ben |Ju||y.

A sajatérték feladatok esetén nem célszerd a bilinearis funkcionél ellip-
tikussagat megkovetelni. Ugyanis nem szabad, hogy nehézséget okozzon az,
ha a (15.306) sajatérték feladat helyett az Lu—au = Au egyenletre vonatkozo
feladatot konstans a-val vizsgéljuk, amelynek bilineéris formaja

a(u,v) = a(u,v) — a(u, v)-
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Ha most a elliptikus,
a(u,u) > mgllull}, (15.308)
akkor @-re teljestil
a(u,u) > ma|lully, — ollull,

és ez elég nagy « esetén mar biztosan nem V-elliptikus: elegend6 olyan nem-
nulla u* fiiggvényt behelyettesiteni @-be, amellyel (15.308) teljesiil egyen-
16séggel : ekkor a(u*,u*) < 0, mihelyt « > myg||u*||? /||u*]|3.

Definici6. Az a folytonos bilinearis funkcionalt akkor hivjuk koercivnek
V-ben (avagy V-koercivnek), ha léteznek olyan ¢y > 0, ¢y > 0 konstansok,
amelyekkel teljesiil

a(u,u) > cV||u||%, — co||u||§. O (15.309)

A (15.307) feladatban keresett az u € V sajatfiiggvény és a A € C
sajatérték (amelynek konjugalt komplex értékét A-tal jeldljiik).

Ezt a feladatot érdemes az adjungdlt sajdtérték feladattal egyiitt vizsgalni,
amelynek variacios megfogalmazasa igy néz ki:

Keresett u € V és A € C 1gy, hogy
a(v,u) = A(v,u)y minden v € V-re. (15.310)

A (15.307), ill. (15.310) feladatok A sajatértékeihez tartozo u(\), ill. u*(\)
sajatfiiggvények V-ben altereket feszitenek ki, amelyeket S(\)-val, ill. S*(\)-
val jeloljiik.

15.47. Tétel (Riesz—Schauder elmélet). A V < Ly(2) bedgyazas legyen
folytonos, stirti és kompakt, az a bilinearis funkcional legyen folytonos és V-
koerciv. Ekkor

1. a (15.307) és (15.310) feladatokhoz léteznek megoldasok; ha A sajatér-
téke (15.307)-nek, akkor (15.310)-nek is — és megforditva;

2. a (15.307) és (15.310) feladatoknak megszamlalhatoan sok sajatértéke
van, egyetlen torlodasi pontjuk a +oo;

3. ha A sajatérték, akkor
1 <dimS(A\) =dim S*(\) < oo,

tehat azonosszdmu linedrisan fiiggetlen sajatfiiggvénye van — kiilon-
kiilon — a (15.307) és (15.310) feladatoknak egy adott sajatértékhez;
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4. amennyiben a bilinearis funkcionél szimmetrikus (ami igaz, ha (15.306)
onadjungalt), akkor a sajatértékek valosak, egyetlen torlodasi pont-
juk 400 , és (15.307) és (15.310) megfelel§ sajatalterei megegyeznek :
S(A) = S*(N\) a.

Megjegyzés. A tétel lényeges feltétele a folytonos, stiri és kompakt
bedgyazds V. — Ly(2). Ezért felsorolunk néhany kritériumot, amely ezt
biztositja (1d. pl. Hackbusch ,elliptikus”’ konyvét) :

1. Legyen Q C R" korlatos, legyen s és t valés. Ekkor a H§(Q2) < HE(S2)
Szoboljev-terek kozti bedgyazas folytonos, stirtd és kompakt, ha s > ¢.

2. Legyen {2 mint 1. alatt, de ezenkiviil I' pereme legyen szakaszonként
folytonosan differencidlhato, sarkainak belsé szoge kisebb 27-nél; a k és ¢
egész szamok legyenek nemnegativak. Ekkor a H*(Q) — H(Q) beagyazés
k > ¢ esetén folytonos, stird és kompakt.

3. A C*(Q) — C*(Q) beagyazas folytonos, siirii és kompakt, ha Q olyan,
mint 1. alatt és s > t.

Ha ezek a kritériumok nem teljesiilnek, akkor leginkdbb azzal lehet sza-
molni, hogy a megszamlalhat6é spektrum mellett folytonos spektrumrész is
van. 0O

A (15.307) variacios feladat szokasos végeselem diszkretizaciojaval elju-
tunk a kovetkez6 végesdimenzioji feladathoz, amelyben Vj, a V' tér végesdi-
menzios altere :

Keressiink olyan \* € C-t és up = uy(A\*) € V}, C V-t, hogy
a(un, vn) = M*(up, vp)o minden vy, € Vj-ra. (15.311)

Hasonl6 a (15.310) adjungalt feladat diszkrét alakja :
Keresett A" € € és uj, = uj(A\") € V}, ugy, hogy

a(vp, uy) = A(vp, up)o minden vy, € Vj-ra. (15.312)

AV}, végeselem tér rendelkezzen a kovetkezd approximacios tulajdonsag-
gal (v.0. 15.7.5-tel):

inf ||u—wuplly =0, h—0, minden u € V-re. (15.313)
up €V,

Megfelel6 modositassal a Riesz—Schauder tétel Vj-ban is alkalmazhato,
ami azt jelenti, hogy itt is a végeselem modszer elényos olyan szempontbol,
hogy nem igényel 1j elméletet a diszkretizalt feladat megoldhatosagarol.

A kiilonbség az, hogy ekkor csak N := dim V}, darab sajatértéket és ,diszk-
rét” (azaz Vj-beli) sajatfiiggvényt kapunk. A sajatértékek véges szaméabol
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Tz 2z

dolhatunk, csupan a (15.307), ill. (15.310) feladat rogzitett A\ sajatértékére
kérdezhetjiik, vajon (15.311)-nek, ill. (15.312)-nek olyan A\* megoldésai van-
nak-e, hogy \* — ), amikor h — 0. Ennek soran nehezit koriilményt jelent
az, hogy A-nak esetleg 1-nél nagyobb multiplicitdsa van. Emiatt csak olyan
konvergencia eredményt emlitiink, amely egyszeres sajatértékre vonatkozik
(a tobbszeres sajatértékek esetét 1d. Babuska és Osborn cikkében).

15.48. Tétel (egyszeres sajatérték végeselem approximéaciojanak konver-
genciija). Teljesiiljenek a 15.47. tétel feltételei, valamint (15.313). Legyen A
a (15.307) feladat egyszeres sajatértéke : dim S(A\) = 1. Legyen u(\) a hoz-
zatartozo sajatfiiggvény és u*(A) a (15.310) adjungalt feladat sajatfiiggvénye.
Végiil, teljesiiljon

luM)llv =1, (w(A),u"(A))o = 1. (15.314)

Ekkor a (15.311), ill. (15.312) diszkrét feladatoknak vannak a (A", up(A")),
ill. (A", u; (A")) megoldasai. Ha h elég kicsi, akkor A" is egyszeres sajatérték.
Ekkor vannak olyan cy, c; konstansok, amelyekkel teljesiil

lu(N) —un(A")|lv < o inf |lu(A)=vallv,
v EVR

[ (N) —us NIy < o inf [lu*(A) —onllv,
vREVR

A=)\ < inf ) — inf ||u*(\)— . (15.31
| | < ¢ inf [lu(N) vh||vv;gvhllu( )—wnllv. (15.315)

Vagyis: az approximéci6 kvazioptimalis. O

Megjegyzések. 1. Nemonadjungalt feladat esetén a (15.314) feltétel
masodik része nemcsak normalizacié kérdése, hanem azt is biztositja, hogy a
A sajatérték mértani és algebrai multiplicitasa egybeesik. (A mértani multi-
plicitas adja a hozzatartozo sajatvektorok szamat : dim(A — AI); az algebrai
multiplicitas viszont dim [ J;- (A — AI)* és igy nagyobb lehet a mértaninal.
Ha a kett6 egybeesik, akkor tehat dim(A—\I) = dim(A—\I)%. Ez a tulajdon-
sag onadjungalt feladatoknal automatikusan megvan, és ekkor u(\) = u*(A).)

2. Amennyiben £ énadjungalt, masodrendid operitor, V = H}(Q) vagy
V = HYQ), és Q és az a(u, v) olyanok, hogy a (15.307) feladat u(\) megolda-
sai H%()-ban vannak, akkor a linearis haromsziges Vj, végeselem tér esetén
léteznek (15.311)-nek és (15.312)-nek olyan (A" uy,(A")), (A", u}(A\")) megol-
désai, hogy

[u(A) = un(X)[lv = O(h), [lu(A) = un(X")[lo = O(h?),
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[w*(A) = up,(AM)[lv = O(h), [Ju*(A) — u(A*)[lo = O(h?),
& A= M| =0

3. A feladat még nagyobb simasiga esetén gyorsabb konvergencia elér-
het6 vagy Richardson extrapolacié vagy magasabbrendi elemek segitségével.

4. Ezek az eredmények t6bbszoros sajatértékek esetén is igazak; a ,diszk-
rét” sajatérték multiplicitasa viszont nem feltétleniil a megfeleld pontos sajat-
érték multiplicitasara 4ll be, még elegendé kicsi h-ra sem. Az optimélis kon-
vergencia eredményeket ld. Chatelin, ill. Osborn és Babuska dolgozataiban.

5. Onadjungalt feladat esetén a A | diszkrét” sajatértékek fentrsl kozelitik
meg a A\ ,folytonos” sajatértékeket : a sajatértékek £ sorszamatol fiiggetleniil
van olyan konstans 4, hogy

M < A< A +6h2);, amikor A < h(k). O (15.316)

Ilyen egyenl6tlenségekre II. 11.6.4-ben adtunk konkrét példékat egydi-
menzits differencidlegyenletek sajatérték feladatai kapcsan. Ott a Courant—
Fischer tételt is megfogalmaztuk, amelybdl a Ay < AP als6 becslések kovetkez-
nek. A kovetkez$ pontban egy kétdimenzios sajatérték feladat és végeselem
diszkretizacioja példajan adjuk meg a (15.316) egyenlStlenségeknek konkrét
alakjat.

15.9.2 A diszkrét Laplace—operator sajatérték feladata

Ebben a pontban vizsgdljuk a Laplace-operator sajatértékeit, legtébbszor
abban a speciélis esetben, amikor az () tartomany az egységnégyzet és a
peremfeltételek elséfajuak :

Au+du=0, z=(21,22) €Q; wu(z)=0, ze€l. (15.317)

Itt T az egységnégyzet pereme.

1) Ez a feladat egzaktul megoldhato, 1d. 15.3.3. Igy az itteni eredmények
hasznosak a numerikus eljarasok tesztelésénél. Numerikus szempontbdl ez
nem kiilonosen egyszert feladat azért, mert itt a sajatértékek igen gyakran
tobbszorosek. Mivel a folytonos feladat sajatértékei A\, , = w2(k* 4 £2), azért
az a kérdés, vajon mekkora a multiplicitasa egy adott A = nw? sajatértéknek,
az az ismert szamelméleti probléma (Id. Landau konyvét 101. o.), hogy n
hanyféleképpen felbonthaté k% + ¢2 alaki négyzetdsszegre, pozitiv k és ¢
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szamokkal — de megengedve azt is, hogy k-nak és /-nek kozos osztdja legyen.
Mint példat azt emlitjiik meg, hogy

5 =12+ 22 tehat A= 57? multiplicitésa 2,
325 =12 4+ 182 = 62 + 172 = 10* + 15%, tehat A= 32572 multiplicitasa 6,
5525 = 72 4+ 742 =142 + 732 = 222 + 712 = 41% + 622 = 50% + 55,
tehat A= 552572 multiplicitasa 10.

Ld. a 69. -71. feladatokat is.

2) A kovetkez6 tablazatban az 6tpontos differenciaséma néhéany sajatérté-
kének kozelits értékét (kerekités nélkiil, két decimalis szamjeggyel) és multi-
plicitasat adjuk meg az hy = hy = 1/N esetben (n = (N — 1)? adja a bels6
racspontok és a sajatértékek szamat). Ezeket a sajatértékeket — amelyek
a folytonos feladat sajatértékeit alulrol kozelitik — megkapjuk a 15.3.3-beli
(15.42) képletbdl, ha ott az Ny = Ny = N = 1/h relaciokat behelyettesitjiik :

Nekavp = %sin2 kimh2 + % sin” kZ;rh. (15.318)

A tablazatban megadott k sorszim megfelel a ,diszkrét” sajatértékek
novekedési sorrendjének, igy pl. a tabldzat 6todik sordban megmutatjuk a
10. ,diszkrét” sajatérték értékeit valtozo n mellett, valamint a hozzatartozo
m multiplicitast: ez n = 16 esetén 4, ami ott konkrétan azt jelenti, hogy a 7-
10. sajatérték egyenld. A tablazatbol lathato, hogy a ,diszkrét” sajatértékek
multiplicitasa lényegesen kiilonbozhet a ,folytonos™étél; ehhez 1d. a 72. fe-

ladatot is.

k\n 1 4 9 16 25 36 49 64 o

1. 16 18 18.74 19.09 19.29 19.41 19.48 19.53 272 &~ 19.74
m 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2. 36 41.37 44.09 45.64 46.60 47.23 47.67 572 ~ 49.35
m 2 2 2 2 2 2 2 2

4. 54 64 69.09 72 73.79 74.98 75.80 872 ~ 78.95
m 1 3 1 1 1 1 1 1

10. - 100 117.64 129.51 137.74 143.63 1772 ~ 167.78
m 4 2 2 2 2 2

13. 130.90 144 156.70 165.49 171.76 2072 ~ 197.39
m 1 5 2 2 2 2

16. 180.90 170.35 196 207.01 214.86 2672 ~ 256.61
m 1 2 6 2 2 2

Amennyiben a racs nemekvidisztans (és a diszkretizacié pl. a Shortley—
Weller approximéci6 (15.83) szimmetrikus valtozata), akkor egyrészt a ,diszk-
rét” sajatértékek mar nem feltétleniil alulrol kozelitik a ,folytonosokat”, més-
részt a hi-nél ill. ho-nél kisebb racstavolsagok megjelenésével gyorsan névek-
szik a legnagyobb sajatérték.

Ld. a 70. feladatot is.

3) Most a végeselem modszerhez tériink at; a kovetkezd eredménnyel
szemléltetjiik a 15.48. tételhez fizott 2. és 5. megjegyzést (1d. ott a (15.316)
becslést) az Ry elem esetén.



15.9. ELLIPTIKUS SAJATERTEK FELADATOK 225

15.49. Lemma (bilineéris végeselem approximacio sajatértékei). Legyen
Ake = (km)? + (¢m)* a (15.317) feladat sajatértéke és Ap, a 15.7.8. pontban
szerepld (15.248) bilinearis végeselem approximécio hozzatartozo sajatértéke.
Ekkor

a) )‘Z,e értéke a Ay = Ai(k), Ao = A(¢) ,egydimenzios” diszkrét sajat-
értékek segitségével adhato meg :

A+ g — RN Ny
=S ——-
TR 2

(1-5n) (1= %x)

b) h1,hy < 2/(mmax(k,)) esetén igaz a kovetkezs becslés :

4 Irh
5 )\2' sin27r2'

P = :
k¢ h3 2

1
Mt < X < Awe + 5(}% + h3) N - (15.319)

Bizonyitas. a) A 15.7.8. pontban megadott (15.248) bilinearis végeselem
approximécio (15.244) és (15.247) differencia-képleteibe behelyettesitjiik a
vR4(z) := sinkmz, sin frzy récsfiiggvényt. Az (Avkt);; kifejezésrsl azonnal
kovetkezik, hogy az az

h + h3
(Avk’e)z‘j = hihs {)\1 + X — — —(i;_ 2)‘1)‘2} Ufj’z (15.320)

alakban irhato fel, mert sin k7zq, ill. sin f7xy az

Yome + Ay =0, z€w); y(z) =0, z e,

egydimenzio sajatérték feladatok (k = 1, 2) sajatfiiggvényei, és a fenti Aq, ill.
A2 a hozzatartozo (k-adik, ill. l-edik) sajatérték.

A Bv** kifejezés elsallitasahoz a kovetkezdket szamitjuk ki a sin-fiiggvény
ismert azonossagainak a segitségével :

k.t k.t k.t ke
Vit T U1 T Vi T U =

= 2(cos kmhy + cosmhy) sin kmxy; sin dn o

krh irh
- 2(1—251112 7;1+1—2sin2%) okt

7]
_ 2 2 ke
és
ke ke ke ke _
Vitij+1 TV 141 T Yty TV =
= 4coskmhy cos {mhy sin kmxy; sin £mxy;

kmh {mh
= 4(1—2sin? Ui 1 — 2sin? mh vt
2 2 K

= (2= BIA)(2 = h3Xa)u’.
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Ennek alapjan

(BoP4)y; = hihg36 (16 +4(4 — h2A; — h3Xg) + (2 — h2A) (2 — h2Xy)) vfj"

h? h2
= h1h2 ( — Fl)\l) ( — €2A2> ’Ufj’e,

ami (15.320)-szal egyiitt azt jelenti, hogy v¥* valoban a ,diszkrét” sajatfiige-
vény, és hogy a hozzatartozd sajatértéket éppen a lemma a) képlete adja
meg.

b) Mivel Ay, ill. Ay a diszkrét egydimenzios sajatérték feladatok sajatér-
tékei, II. 11.6.4-b6l tudjuk (I1d. ott (246)), hogy ezek a hozzatartozo ,folyto-
nos” sajatértékeket alulrél kozelitik :

M < (k)2 =:p, Ay < (bm)* =: 4. (15.321)

Ezenkiviil igaz
4
0<Mi<+, 0< <5
hi
Vezessiik be még a kovetkezs jeloléseket: u := h?/6, v := h3/6. Ekkor :
2 2 i
O< X Mu=:z< g, 0< v =y < g, p+qg = )\k,g, A+Ay = )‘k,é' (15322)
Tovabbéa azt kapjuk, hogy

)\h _ /\1 + )\2 — (37)\2 + y)\l)
ot (1—-z)(1—y)

Az utolsé Gsszefiiggés onnan kovetkezik, hogy

<M+ X)1+32)(1+3y).  (15.323)

(1-2z)(14+3z)=1+2(2-3z) >1,

és hasonloan (1 —1y)(1+3y) > 1. Most folytathatjuk a (15.323) fels§ becslést
(15.321) és (15.322) segitségével :

Ao < Mee(143(up + vq) + (3pv) (3qu)).

Itt
(3v)(30u) < 51(3p0)? + (3au)?] < 3(po + qu),

ha 3pv = 1(hokm)? < 2 és 3qu = 3 (hi¢m)? < 2. Ekkor végiil is

1
e < a1+ 30+ 0) (-4 0) = e (14 508+ ).
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Most ratériink Ap, als6 becsléséhez, amely a hy < 2/(¢x), hy < 2/(km)
korlatozasok nélkiil is igaz. Ennek levezetéséhez kiindulunk a 29. feladatban
kozolt elemi becslésbél :

t? T 4

2 . 9
— —- =1 = —
t>smt>1+at2, ha 0<t<2, o 3

amelyet \i-re és A\p-re alkalmazunk :

b
<
1+ Bpu

1+ Bqu

Itt B := 2o < 1. Azt fogjuk megmutatni, hogy

vx+uy—(u+v)xy> ve Uy
(1-2)1-y) 1-Br  1-pBy

, 2 4
Val6ban, 0 < z,y < 5 és

WA = (15.325)

(1—-B2)(1 - By)(ve + uyu — (u +v)zy)
— (I =2)(1 = y)vz(1 - By) +uy(l — Bz)]
= (1-pB){u(l —=z)(1 - Bz)y* +v(1 —y)z*(1 — By)} >0

miatt (15.324)-b6] kovetkezik

)\1 _ )\1 )\2 _ 2
=z~ 1—pun P> T~ 1= hun

>q>)\2,

és innen, valamint (15.325)-b6l, kapjuk a kivant

A1 4 Ao
1—pBx 1-py

Aoy > >p4q= Ay

eredményt. O

Hangstlyozzuk, hogy a végeselem modszer sajatértékei nem az A merev-
ségi matrix sajatértékei. A fenti példankban, bilinearis elem esetén az utob-
biakra a lemmabdl kovetkezik a

h? + h2

M o(A) =X+ X — Ao
képlet, amely megmutatja, hogy ezek alulrél kozelitik a pontos sajatértékeket.
(15.317)-nél altalanosabb differencidloperator végeselem matrixanak sajat-
értékeivel foglalkozik a 63. feladat.
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4) A kovetkezd tablazatban a Ts végeselem approximécié néhany sajat-
értékét adunk meg a hy = hy = 1/N esetben és a standard rdcson (az
egységnégyzetet felosztjuk egyenletesen kis négyzetekre, az atlokat délnyu-
gatrol északkeletre huzzuk be); itt is n = (N — 1)? adja a belsé récspon-
tok és a sajatértékek szamat, a k sorszam megfelel a diszkrét” sajatértékek
novekedési sorrendjének.

A diszkrét sajatérték feladat pontos megoldasa (trivilis esetektdl eltek-
intve) ismeretlennek ttinik. Ennek oka a B maétrixban rejlik (1d. (15.243)
— egyébként, ha megfelelGen valasztjuk az egységnégyzet felosztasat harom-
szogekre, akkor a végeselem sajatérték feladat pontos megoldésa ismert, 1d.
a 72*. feladatot). A multiplicitas lent nem szerepel, mivel az itt kozolt
sajatértékeknél ez mindig 1 volt; a sajatértékeket itt is kerekités nélkiil, két
decimalis szamjeggyel adtuk meg.

k\n 1 4 9 16 25 36 49 64 =)

1. 32 25.37 22.86 21.72 21.10 20.74 20.50 20.34 272 =~ 19.74
2. 72 62.56 57.79 55.20 53.63 52.62 51.93 572 ~ 49.35
3. 86.4 71.55 63.32 58.88 56.27 54.60 53.47 572 ~ 49.35
4. 145.15 120.55 107.03 99.03 93.99 90.62 88.26 872 ~ 78.95
5. - 153.6 137.63 126.04 118.74 113.98 110.73 1072 ~ 98.70
6. 165.45 145.06 130.11 121.04 115.35 111.59 1072 ~ 98.70
7. 206.23 182.21 166.64 156.79 150.28 145.77 1372 ~ 128.30
8. 257.58 223.48 197.90 180.00 167.90 159.51 1372 ~ 128.30
9. 319.95 259.24 241.84 223.69 210.59 201.39 1772 ~ 167.78
10. - 269.79 248.54 227.57 212.93 202.92 1772 ~ 167.78
11. 282.43 256.01 237.73 225.27 216.47 1872 ~ 177.65

A fenti tablazat szerint, épplgy mint a korabbi ,véges differencia sajét-
értékeket” tartalmazo tablazat szerint a legelss sajatérték egyszeres. Ez nem
véletlen, hanem a Frobenius—Perron tétellel megmagyarazhat6. Ugyanis a
véges differencia fogalmazas az Apy, = Ayvpy, standard sajatérték feladatra
vezet, azaz itt

]‘ —1
~—Yn = A} Un.
AVD h

A Courant—elemekkel készitett approximécio az Ax = \ygBzx altalanosi-
tott sajatérték feladatot eredményezi, ahol A = hihy Ay, vagyis ekkor

hihs

/\VE

T = A;IB:E.

Itt A,:l > 0 elemenként, 1d. a 15.10. kovetkezményt 15.3.2-ben, de ekkor
A7'B > 0 is pozitiv elemt matrix, 1d. (15.243)-at 15.7.8-ban. Igy A;'
és A;IB maximaélis abszolutértékd sajatértéke egyenlé a spektralsugarral
(vagyis pozitiv szam), és egyszeres sajatérték, az idézett tétel szerint (ld.
Rozsa Pal konyvét, 478. o.), amely még azt is garantalja, hogy a hozzatar-
tozé sajatvektornak minden komponense pozitiv.
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15.9.3 Gradiens mddszerek az altalanositott sajatérték
feladat megoldasara

A (15.311) és (15.312) végeselem sajatérték feladatok atirdsa matrixalakba
szokésos modon megvalosithato. Ehhez legyen {w;}Y, a Vj, végeselem tér

bézisa. Ekkor
N
= E Yyjw; €8 v =w;
j=1

behelyettesitésével (15.311)-be jutunk az
Ay = \'"By (15.326)
algebrai sajatérték feladathoz, amelyben y = (y1,...,ynx)7,
A= (aij),  aij = a(wj,w),
a merevségi matrix és
B = (bi), bij == (wj, w;)o, (15.327)

a tomegmatrix. Ez utobbi — mint a {w; } rendszer Gram-matrixa — hermitikus
és pozitiv definit. Az A matrix viszont nem feltétleniil rendelkezik ezekkel
a tulajdonsagokkal. A (15.309) koercivitdsnak koszonhetSen az euklideszi
skalarszorzatban érvényes

(Ayay) + CO||y||2 Z CV(DVZ/;?J) 2 Oa

ahol Dy = (d;;) a V-skalarszorzattal kapcsolatos hermitikus és pozitiv definit
matrix, d;; := (wj, w;)v.
A (15.312) feladat méatrixalakja
A*z=\'Bz, (15.328)

ha a (15.312) u}(A\") megoldasat az

uj (A" = Z 2jW;
formaban keressiik. A (15.328)-cal ekvivalens
Z*A=\"2B

egyenlet szerint a z* vektorok az (A, B) matrixpar baloldali sajatvektorai.
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A gyakorlatban fontos rezgési feladatok szemidiszkretizalt alakja (1d. ***
18. fejezet 7. és 8. pontjat)

Kz + Ci + Mi =0, (15.329)

ahol x = z(t) a kitéresek keresett vektora, © = dz/dt stb., K a merevségi, C
a csillapitéssal kapcsolatos matrix, mig M a tomegmétrix. Ez utobbinak
kiszamitasaval 16.4.8-ban foglalkozunk, azt a lehetGséget vizsgalva, hogy
megfelel§ kvadratira képlet segitségével M diagonélis alakban kaphato-e.
Ez a koriilmény itt nagy munkamegtakaritast jelent és emellett Courant—
elemek és (akar magasabbrendii) téglalapos elemek esetén ismert, hogy ettdl
az egyszeres sajatértékeknek és a hozzatartozé sajatfiiggvényeknek a 15.48.
tétel altal biztositott konvergenciarendje tovabbra is érvényes, 1d. A.B. And-
reev cikkét.

Amennyiben a (15.329) egyenlet megoldasat harmonikus rezgés alakjaban

keressiik : .
z(t) = ey, i:=+/—1,

akkor a
(K +iwC — w*M)y =0 (15.330)

sajatérték feladatot kapjuk. Ha itt C' elhanyagolhato, akkor A" := w? behe-
lyettesitésével a (15.326) feladatra jutunk; egyébként viszont z := (y, Zy)7
bevezetésével (15.330)-at a (15.326) alakban irhatjuk fel, ahol ekkor y helyett

z all és K Iy
_ _ 0 ho_
A= (€ 1) me (M), em

Ebben az esetben is B = B* > ( (és B diagonélis, ha M az), és A itt sem
hermitikus, sem pozitiv definit.

Az 6nadjungilt, valds egyiitthatoju elliptikus sajatérték feladatok diszk-
retizécigjaval viszont a kovetkez§ nagyméreti, altalanositott sajatérték fel-
adathoz jutunk el (amelynek dimenzidjat most az algebrai megkozelitésnél
szokésos n bettivel jeloljiik) :

Av = \Bv, A=A" >0, B=B">0, A BeR" (15.331)
Ennek sajatértékei pozitivak (1d. a 73. feladatot is) :
0<A <A< < A (15.332)
sajatvektorai teljes rendszert alkotnak :

span{v®}" , = R", Av® = \;Bv™,
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(Bu® p®) = 4,5, 1<i,j<n. (15.333)

Ezt a téméat 1. 3.7.2-ben mér roviden érintettiik. Ezért itt elGszor em-
lékeztetiink arra, hogy B = BT > 0 miatt B Cholesky—felbontasa létezik :
B = LLT, és a (15.331) egyenletet balrél L!-gyel megszorozva, a v vektor
helyett L~ Ty-t irva megkapjuk a

Cy:=L 1AL Ty =)y

standard alaka sajatérték feladatot. Mivel C = CT > 0, igy kovetkezik
(15.332); a hozzatartozo {y®}7_, sajatvektorok teljes rendszert alkotnak. Er-
16l az {y®}7_, rendszerrdl feltehetjiik, hogy ortonormélt az euklideszi skalar-
szorzatban : o

A sajatértékek egyben (15.331) sajatértékei is; a sajatvektorokat vissza-
transzformalva nyerjitk a (15.331) feladat sajatvektorait : v® = LTy,
Igy

8ij = (y(i)’y(j)) — (LTU(i),LTU(j)) — (LLTU(i)’U(j)) — (Bv(i),v(j)).

A {v®}?_ | sajitvektor rendszernek az ortogonalitisa a B matrix al-

tal definidlt skalarszorzatban tehat algebrailag természetes moédon adodik.

Erdemes észrevenni, hogy ez a hozzajuk tartozo Vj,-beli (,diszkrét”) sajatfiigg-
vényekre nézve, azaz az

n
u?zZv,(;)wk, i=1,...,n,
k=1

fiiggvények szdmara mit jelent : az ortogonalitast az L,(2) skalarszorza-
taban. Ugyanis

@, uio = Y o> (w, we)ovy”
k=1 =1
= D> bavy) = (BoD,0?) =4y,
=1 k=1

(15.327) és (15.333) miatt.

A (15.331) feladat numerikus megoldasat szolgalo, a kovetkezGkben targya-
lasra keriil6 gradiens modszerben alapvetd szerepet jatszik a Rayleigh—hénya-
dos (v.6. I. 168. oldallal) :

p(z) == (Br.2)’
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amelynek tulajdonsagait az alabbi lemmaéaban soroljuk fel.

15.50. Lemma (a Rayleigh-hanyados tulajdonsagai).

1. Ha z = v® sajatvektor, akkor p(z) = ); a hozzatartozo sajatérték;
megforditva p(z) = \i-b6l csak akkor kovetkezik x = v, ha i = 1
vagy ¢ = n.

2. Ervényes 0 < \; < p(z) < ), tetszéleges 0 # x € IR™-re;
3. p(azx) = p(z), ahol 0 # o € T tetszbleges;

4. Vp(z) = (p'(z))t = ﬁ(A—p(x)B)x a Rayleigh-hanyados gradiense
(derivaltjainak oszlopvektora);

5. Hax # 0, akkor Vp(z) = 0 (azaz x stacionarius pont) < x sajatvektor;

6. p(r) Hesse-matrixa (Id. I. 6.5.)

H(z) = Br.2) (A - p(z)B — Bz(Vp)" — Vpa' B).

7. Ha 2 = v + ew, (Bw,w) = 1, (Bv®W w) = 0, akkor p(z) = \; +
O(e?). O

Ld. itt a 74. , 75. feladatokat is; a 7. ponthoz Id. 1. 189. o.

Az 1. és 2. tulajdonsag alapjan p(z) globalis minimumat, maximumat
megkeresve kiszamithatjuk a legkisebb, ill. legnagyobb sajatértéket és a hoz-
zatartozo sajatvektorokat.

Erre a célra hasznalhatjuk a gradiens modszereket (v.6. 1. 6.5.1-gyel; az
otlet Kantorovicsra megy vissza). Elényiik, hogy kénnyen programozhatok
és hogy minden lépésben csak az A és B maétrixszal kell megszorozni egy-
két vektort. Ez n szerint lineéris lépésenkénti miiveletigényt jelent azoknal
az algebrai sajatérték feladatoknal, amelyek elliptikus sajatérték feladatok
differencia, ill. végeselem diszkretizacigjabol szarmaznak.

Mint kiindulési képletet tekinthetjiik a kdvetkez6t :

xg adott, m =0,1,2,...:
Tme1 = Tm—tm(A— pmB)Tm, (15.334)
pm = p(Tm).

Itt ¢, alkalmasan kivalasztott pozitiv szdm — amire lejjebb visszatériink.
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A jelenlegi, p(z) szélsGértékeinek kiszamitasara vonatkozo feladatunknak
I. 6.5.1-hez képest a kovetkezd sajatsagai vannak.
Barmely stacionarius pontba jutunk, a fenti lemma 5. és 1. pontja szerint
ezzel egy sajatértéket és a hozzatartozo sajatvektort megtalaltuk. T&bb-
szOros sajatérték alterében nem tud haladni a modszer, mert ott 5. alapjan
mindeniitt Vp(z) = 0. A Hesse-métrix sajnos nem pozitiv definit a megolda-
sokon (v.6. az I-ben talalhat6 6.5. lemmaval, az elGtte 4116 megjegyzéssel,
valamint a 6.7. tétellel), ugyanis

H(v") =2(A - \B),

és igy

(H(v) @, 0D =0, i=1,...,n.
Kicsi z-re a Hesse-matrix gy viselkedik, mint 2(A — p(z)B)/(Bz,x) =
O(||z]|5*), igy ott Vp Lipschitz—folytonossiga nem garantalhato (v.. a 6.6.
tétellel). A szélsGértékhelyek megkeresését nyilvan az ||z||p = (Bz,z)'/?-
norméahoz tartoz6 egységgombre kell korlatozni.

Ha nem a széls6, hanem kozbiilsé sajatértékeket akarunk elérni, akkor az
T kozelitéseket mindig a mar kiszamitott sajatvektorokra kell ortogonalizal-
nunk.

Kiegészitve (15.334)-et normaéléssal és ortogonalizacioval, mar majdnem
iizemképes gradiens modszerhez jutunk. Ami még hianyzik, az a t,,-valasz-
tds. Ennek megadésahoz kézenfekvd abbol kiindulni, hogy teljesiiljon a

p(z(t)) < p(zm) (15.335)
leereszkedési kritérium, ahol
z(t) == xpy — tdm, dm = (A — pmB)xm, |zmlls = 1.

A Rayleigh-hanyados definicigjabol ekkor azt kapjuk (ld. a 76. feladatot),
hogy teljesiilnie kell a
2tc > t*b (15.336)

feltételnek, ahol
¢:=ldnl?, b= lldnll%(p(dm) — pm)- (15.337)

Mivel feltehetjiik, hogy d,, # 0 (mert egyébként mar x,, a sajatvektor és p,
a sajatérték), azért a ¢ szam pozitiv. Ennek alapjan (15.336)-nak mindig van
pozitiv ¢ megoldasa :

vagy pm > p(dm) — és ekkor tetszéleges t > 0 jo,
vagy pm < p(dm) — és ekkor 0 < t < 2¢/b megfeleld.
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Igy barmely esetben pl.
tm = ¢/ (|b] + ¢||dm||B) (15.338)

hasznalhato.

Az alabbiakban megadunk most olyan gradiens moédszernek az algorit-
musat — és megfogalmazzuk a konvergencit biztosito tételt — amely az el6bbi
elgondolésokon alapszik, de javitja azokat a kovetkez6 tekintetben :

1. A t,, lépésparamétert megvalasztja a p(z(t)) = min,! kovetelmény-
bél;

2. A kozbiils6 sajatértékek kiszdmitasat is célba veszi;

3. A d,, leereszkedési iranyt definidlja egy P prekondicionalasi méatrix
segitségével :
Pd,, = (A — pmB)Zm, (15.339)

feltéve, hogy ez a P nemcsak szimmetrikus, pozitiv definit és kon-
nyen invertdlhato, hanem spektrdlisan ekvivalens is az A métrixszal:
létezzenek 0 < 7y, < 7y, konstansok tgy, hogy

P lehet pl. a néhany tobbracsos iteracionak megfelel6 méatrix, nulla
kozelitésbdl kiindulva, az Ad,, = (A — pB)x, egyenlet megoldasara
alkalmazva (ld. a 15.44. lemmat).

Prekondiciondlt gradiens maodszer algoritmusa:

Adott: £ —1 > 0, a mar kiszamitott v® sajatvektorok szama,

e > 0, a pontossag (I1d. az algoritmus 9. 1épését),

max, a maximalis iteraciészam,

To, a k-adik sajatvektor nulladik kozelitése;
keresett: v(¥) )y, a (15.331) altalanositott sajatérték feladat k-adik megol-
dasa

1. m:=0(1) max

2. [T = T — 3o (B, )0 projekcio Hi- := span{v®}™, -be
3. r:=(Bxp,xy), I <0? [vilasszal 4j z,, kozelitést, — 1.]

4. pm = (Azp, )/ a Rayleigh—hényados
5. T:=\T, Ty =TT normalas
6. dp:=P YA - puB)Tnm a prekondicionalasi egyenlet megoldasa
7. dp = dy — Y0 (B, v?)0® d projekciéja Hi-ba
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8. bd:= (Bdpy,dy), 7bd < e?[v®) ;= z,,, — 12.] a pontossag ellendrzése
9. ity :=tv(Tm, dn, pm, bd) t-valasztas, 1d. lejjebb
10. Zmy1'= Tm — tm * dn]m m-ciklus vége
11. v®:= 211/ (BTt Tms1) Y%, Ak = P
12. stop [eredmény: v(®) a sajatvektor és Ay a sajatérték|

A t-valasztéast intézi a kovetkezd tv alprogram:

1. c:=(dn, (A= puB)xy), ad = (Ady,dy), rd:=ad/bd

2. b:=bd*(rd— pn), bx = (Bdp, Tm), a:=bxbr — cx*bd

3. ?b<min(0,c * (3bx + (bd)/?))? [tv := 1/(bd)*/?,— 5.] itt az a =0,
4. tv:=2¢/(b+ Vb? — dac) b < 0 szingularitést is elkeriiljiik
5. kimenet a tv eredménnyel

A b? — 4ac < 0 helyzettsl egyébként nem kell tartanunk.

Ezen algoritmus programozéasanal nyilvan arra kell iigyelniink, hogy a 2.,
3. és 6. 1épésben el6forduld Bz, vektort csak egyszer szamitsuk ki, valamint
arra is, hogy a p, mennyiség kiszdmitasa sordn mar a prekondicionalasi
egyenlet jobboldalat is Osszeallitjuk.

A bd és br mennyiségek kiszamitdsdhoz hasznélt Bd,, vektor lehet még
a 7. lépés elején készitett Bd,, vektor, mig az ad és bd skalarszorzatok jobb
oldalan all6 d,, vektor kell, hogy mar a 7. 1épés utani legyen (ahogyan ezt az
algoritmus meg is adja).

Ezen megjegyzések figyelembevételével (és az x := z — axy-féle mivelete-
ket — ha z, y vektorok, o skalar — egy skalarszorzatnak szamitva) azt latjuk,
hogy a kovetkez6 miiveletigényes 1épések vannak iteracionként a fenti algo-
ritmusnak:

skal&rszorzatok: 4k + 4,
szorzasok A-val: 2, szorzasok B-vel: 2, (15.341)

egyenletrendszerek megoldéasa: 1.

Ezen 1épések mindegyikének n-ben linearis miiveletigénye van, ha az A és B
ritka matrixok abban az értelemben, hogy soronként korlatozott szamu (n-t6l
fiiggetlen) nemnulla elemmel rendelkeznek, és ha prekondicionalé eljarasként
a tobbracsos modszert alkalmazzuk.
Mas iteracios modszernek néhany lépésével is allithatjuk el a (15.339) egyen-
letrendszer P matrixat és d,,, megoldasat. Ekkor viszont nem szdmithatunk
arra, hogy (15.340)-ben a 7;, 72 konstansok fiiggetlenek lesznek n-t6l (amely
osszefiigg a diszkretizacio lépéstavolsagaval).

Ez a koriilmény ugyanakkor donté az algoritmus konvergencia sebességé-
nek szempontjabol, mint ahogyan ezt a kovetkezd tétel megmutatja.
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15.51. Tétel (Prikazcsikov—Himics; prekondicionalt gradiens moédszer
konvergencidja). Legyen 1 < k < n — 1, teljesiiljon (15.340) és

e < p(l‘o) < )‘k-f-l (15342)

adott xy veltorral. Ekkor a fenti prekondicionalt gradiens modszer konvergal
a (15.331) feladat k-adik megoldaséahoz:

P(Tm) i Ak, Ty — 0P, m — 0.
Tovabba igaz a kovetkezd becslés:

ng(xm—}-l)_)\k: Sqm(pk(xm)_)\k)a m=0,1,...
ahol

q :1_£Ak+1_9($m) f

Y2 Akl [max(1,£ —1) + 2\/@]’

és itt € := p(xp) /A (1. O

Megjegyzések. 1. A tétel, amelynek tébboldalas bizonyitasatol eltekin-
tiink, csak a (15.342) feltétel teljesiilése esetén garantélja a konvergenciat.
Ez a feltétel bar ellendrizhetetlen, de legtobbszor teljesiil. Mindenesetre az
xo alkalmas valasztasanak fontossagat alahtzza. Ha pl. véletleniil zy éppen
v +2)_nek az elég jo kozelitése, akkor (15.342) nem igaz, hanem p(zg) = Agia,
és d, ~ 0 miatt az algoritmust a 8. lépésben elhagyjuk. Ilyenkor tehat nem
a (Ag, v®), hanem a (A9, v*+?)) megoldast kapjuk.

(15.343)

2. Az itt vizsgalt, tobbdimenziés elliptikus sajatérték feladatok diszk-
retizécigjabol szarmazd A és B métrixok esetén javasolhato a kovetkezs al-
goritmus ahhoz, hogy v*) nulladik kozelitését kiszamitsuk :

1. £:=n/k, 1 :=(=1)k

2. =10l [ z;:=1, zpiy1:=1L1];

3. i:=fl+11)n—L [ z;:=01;

Minden k-ra nézve ez nem linearisan fiiggetlen rendszer, de itt a lényeg az,
hogy a projekcié Hj--be ne legyen a nullvektor.

A nulladik kozelitések kiszamitédsanal a tobbracsos gondolat is segithet:
oldjuk meg a feladatot elGszor durva racson (k-nél nem kevesebb racspont-
tal), ahol jobbak a konvergencia viszonyok, majd ezutidn az eredményeket
interpolaljuk a finomabb racsra.

3. Az algoritmus 8. lépésében hasznalt kilépési feltétel e-ja a sajatértékek
és nem a sajatvektorok pontossagat jellemzi, v.0. a Rayleigh-hanyados 7.
tulajdonsagéval.
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4. Amennyiben )\ tobbszoros sajatérték, a tétel megint nem garantélja
a konvergenciat. Ett6l az algoritmus (k = 1,2, .. -re alkalmazva) a gyakor-
latban mégis az S()\;) sajataltérnek egy bazisat ossze fogja allitani, az orto-
gonalizalasnak kdszonhet&en.

5. Az algoritmust mindenekelGtt arra hasznaljuk, hogy a (15.331) feladat
néhany legkisebb sajatértéket és hozzatartozo sajatvektort szamitsuk ki olyan
esetekben, amikor a feladat mérete tul nagy az I. 3.7.1-ben targyalt mod-
szerek bevetésére: nem fér el A vagy B Cholesky-felbontasa a gyors memoria-
ban.

6. Az els6 — mondjuk j darab — sajatérték és sajatvektor kiszamitasara
célszerd ugy hasznalni az algoritmust, hogy koriilotte két ciklust szerveziink.
A kiils6ben gyorsan csokkentjiik € értékét (pl. az el6z6 e-t mindig 10-re oszt-
va mig el nem érjiik a gépi epszilon 100-szorosanak szintjét), a belsében
emeljiik k-t (tehat: k := 1(1)j). Amikor a k-ciklust egyszer végig jartuk,
akkor a kapott {v(®)}]_  kozelits sajatvektorokat mar nulladik kozelitésnek
hasznalhatjuk a kovetkez6 menethez (kihagyva a mar konvergalt sajatvek-
torok ujraszamitasat). Ilyenkor is — tObbszoros sajatértékek jelenlétében —
elég jellemz6 az, hogy nem tisztan névekvs sorrendben allnak els a sajatérté-
kek.

7. Ha netan a legnagyobb sajatértékek kiszamitasara akarjuk az algorit-
must alkalmazni, akkor a ¢-valasztasndl at kell allitani a 3. lépést dgy, hogy
alkalmas negativ értékét adjon és a 4. lépést tgy, hogy a 0 = ¢ — bt + at?
egyenlet mésik gyokét eredményezze :

3. ?b > max(0, ¢ * (3bx — (bd)'/?))? [tv := —1/(bd)'/?, — 5.]
4. tv:=(b++Vb*—4ac)/(2a)
ill. a (15.338) képletet hasznaljuk —t,,, meghatéarozasara.

8. Ha minden feltétel teljesiil és az algoritmus konvergél, akkor (15.343)
szerint a sajatértékek legalabb linearis konvergenciajanak g, tényezgje is
konvergal, mégpedig

G > oo o= 1 — DL M

Y2 Akt
értékhez. FEszerint az aszimptotikus konvergencia sebességet csak a A és
Ax+1 kOzOtti hézag relativ nagysaga, valamint az iigyes prekondicionalas be-
folyasolja. Feltéve, hogy v1/v, = const (fiiggetleniil n-t6l, ami a t6bbra-
csos modszer segitségével elérhets), a k-adik sajatérték e pontossaggal valo
kiszamitasanak osszkoltsége — (15.341)-et is figyelembe véve — kozvetleniil

Q(e) = n[d(k + 1)n+ 2(Na + Ng) +np]loge™, (15.344)
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ahol Ny, ill. Ng a nemnulla elemek szama A, ill. B egy tipikus soraban
(5 < N4, Ng < 36-ra szamithatunk masodrendi feladatoknal), n-n, viszont a
(15.339) prekondicionaléasi egyenlet megoldasanak koltsége. A (15.344) képlet
értelmét roviden foglalhatjuk 6ssze gy, hogy az algoritmus legkdltségesebb
része az ortogonalizicio (2. és 7. 1épés).

9. Abban a gyakori esetben, amikor condy A = )\,/\; = O(n?), a
prekondicionalas hidnya (vagyis a P = I véalasztas) azt eredményezi, hogy
1= A1, Y2 = A, 6518y ¢ = 1 — O(n™2). (Itt és a 8. pont szamitasaiban
mindig a J; ,diszkrét” sajatértékeket n-t6l fiiggetlennek vettiik, mivel az ala-
csony rendszamu diszkrét sajatértékek elég gyorsan konvergélnak a megfelelé
Jolytonos” sajatértékekhez.) Amikor a feladat n dimenzidja tallépi kb. az
50-t (bonyolultabb feladatoknal mar n=10 esetén), akkor prekondicionélés
hidnyaban érezhetGen lassu lesz az algoritmus, s6t az is lehetséges, hogy a
magasabb sorszamu sajatértékek megbizhato értékeit nem latjuk soha. O

Ehhez a tételhez 1d. a 77. feladatot is.

Az fent megtargyalt modszerben a tébbracsos eljaras hatékonyan segithet,
éspedig kétféle modon is :

1. jo nulladik kozelités kiszamitasaval,
2. mint olyan prekondicionalasi eljaras a
Pd,, = fum, fm = (A = p(x)B)xp, (15.345)

egyenletek kozelité megoldasara, amelynek P prekondicionalasi méatri-
xa teljesiti a (15.340) feltételt n-t6l fiiggetlen 7, o konstansokkal.
Ekkor P az A = A, matrix /-edik diszkretizacios szintjének megfeleld
M, t6bbrécsos iterdciés matrix segitségével mint P = P, = A,(I, —
MF)~! irhato fel, ha a tobbracsos iteraciot dY = 0 kzelitéssel kezdjiik
meg és ha L iteraciot hajtunk végre :

d9 =0, d® = Md* V4 (I,—M)A " f,, k=1,...,L. (15.346)

Emlékeztetiink arra, hogy a tébbracsos modszer konstruktiv modon juttat
olyan szimmetrikus, pozitiv definit prekondicionalasi P, matrixhoz, amelyet
explicite nem szamitjuk ki, fenti képlete (15.296)-nak felel meg, a prekondi-
cionaldé matrix Ag-lel egyiitt szimmetrikus, pozitiv definit, a (15.340)-ben
kovetelt spektralis ekvivalencidjat Ag-lel a 15.44 lemma biztositja és vo/v;
relativ kondiciészdma h-tol fiiggetlen és kozel 1-hez.

A fenti két lehet&séget a tobbracsos modszer hasznilatara lehet akkor
is igénybe venni, ha mint alapmoédszert nem a gradiens, hanem az (eltola-
sos) inverz iteraciot alkalmazzuk. Ezzel, vagy a fenti gradiens moédszerrel
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a leggyakrabban felmeriil§ sajatérték feladatot, a spektrum alsé részének a
meghatéarozasat, hatékonyan meg tudjuk oldani. Azonban az inverz iterécio-
nak megvannak a maga konvergencia problémai (1d. pl. I. 3.4.4.; 191. o.), és
nagyon kozeli, ill. t6bbszoros sajatértékek kiszdmitasara nem javasolhaté —
ha a feladat dimenzi6ja nagy (n > 50-re lehet gondolni).

Ezért megemlitjiik, hogy van egy 3. lehet&ség : a tobbracsos modszeren
beliil lehet az altaldnositott sajatérték feladatot — még a spektrum belsejében
is — megoldani, 1d. Hackbusch 1979-es cikkét, valamint az & vagy Sajdurov
tobbracsos konyveit.

AKkar ez utobbi modszert alkalmazzuk, akar a fenti iteraciokat, a kozelité
sajatvektorok megszerzése utan hasznosak a kovetkez6 pontban megtargyalt
modszerek.

15.9.4 A Rayleigh—Ritz- és a LAnczos—maddszer

Most a (Rayleigh—)Ritz mddszer leirdsara tériink ra, amelynek elve mar I.
2.2. végén szerepelt, valamint az 1. 3.9. pont 18. feladatdban. Ezen mod-
szer feladata az, hogy a valamilyen modszerrel és kisebb m szdmmal kapott
{o}m_ | kézelits sajatvektor rendszer Altal kifeszitett altérben kivalassza
a sajatvektorok legjobb kozelitéseit, ezeket B-ortonormalizalja és egyben a
hozzatartozé sajatértékeket is allitsa el6. Alkalmazésa kiilonosen akkor ajan-
lott, amikor nagyon kozeli sajatértékeket és a hozzatartozo sajatvektorokat
kell szétvalasztanunk.

Legyenek A és B szimmetrikus matrixok, B pozitiv definit. Induljunk ki
abbol, hogy a v¥) vektorok barmely w linearis kombinacioja felirhaté mint

wi=Y 3% =Vut, Vo=@, 0M), ti= (... 1)’
k=1

Osszesen m ilyen lineris kombinécié képezhets tgy, hogy ezeknek rendszere
még mindig linearisan fiiggetlen legyen. A linearis kombinacidkat célszertd a

w? =Y "4, 0% = (VoTn);, G=1,...,m,
k=1
azZaZ

W = (W, ..., w™) =V, T, (15.347)

alakban felirni, ahol a T;,, € IR™*™ maétrix j-edik oszlopa hatérozza meg a j-
edik kombinéciét. A célunk az, hogy a {w 721 rendszert olyannd valasszuk,
hogy az B-ortonormalt legyen,

(wNTBwY = 6,5,  azaz WEBW,, = IL,;
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és hogy a kozelit§ sajatértékeket a Rayleigh—hanyadosokbdl kapjuk meg:

= ()T Aw®
A = AWk (15.348)

A

Ajbij = Xj (w) T Bw) = (w)T AwD | azaz A, = WEBWAy = WEAW,,
relaciok matrixalakja (15.347) szerint
A =TEB T = TE(VEBY,) T A = TE (VI AV, )Ty = TE Ay T

Itt A, = diag(xi) diagonalis m x m-es métrix, By, := XZSBXN/m, A, =
1775 AV, szimmetrikus m X m-es matrixok, és ezek koziil B, pozitiv definit,
ha {9®)}7 | linearisan fiiggetlen rendszer.

Ahogyan latjuk, az A,,, B, métrixokkal kapcsolatos egy m-dimenzios
(tehat kisméretii), altalanositott sajatérték feladat :

At = ABpt.

Ezt pl. Jacobi-moédszerrel megoldva kapjuk a Xl, . ,Xm sajatértékeket és
a {t®)}m  sajatvektorok rendszerét. A kiilonbézd sajatértékekhez tartozo
sajatvektorok eleve ém-ortogonélisak, ezeket Em—normalizéljuk, a megegyezd
sajatértékekhez tartozokat B,,-ortonormélisnak valasztjuk. A sajatvektorok-
bol mint oszlopvektorokbol osszeallitva a T, matrixot, megkapjuk a Ray-
leigh-Ritz modszer végeredményét : a {\g}i, (javitott) sajatértékeket és a
javitott sajatvektor rendszert, a W, = 1~/me matrix oszlopainak alakjaban.
Ezek az oszlopok B-ortonormaéltak — konstrukcionk szerint :

8i; = (T Bt = (tNTVT BV, 49 = (w)T Bw™).

Hasonl6 alapon a Xj sajatértékek a (15.348) Rayleigh—hanyadosokbol szamit-
hatok ki.

E pont befejezésiil roviden jellemezziik a Ldnczos—mddszert. Ez olyan
Rayleigh-Ritz médszer, amely kiindulasi {¥)}7 | rendszernek az 4ltalanosi-
tott sajaterték feladat Krilov-sorozatat hasznalja. Ezt, adott 79 vektorral

kezdve, a
7B = A7'BpEY )k =1.2,...

rekurzioval kapjuk meg. Itt A helyett az A — 0B eltolt méatrix is szerepelhet
(és ezeket a matrixokat nem invertaljuk, hanem a veliik felirt egyenletrend-
szereket oldjuk meg). A Rayleigh-Ritz médszernek megfelelsen a v, 51, ..
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sorozatot B-ortogonalizaljuk. Lénczos felfedezése, hogy a Kriilov—sorozat
mindenkori vektorat csak az utolsé két vektorra kell B-ortogonalizilni. Ezzel

Osszefiiggésben az B _
At = ABjt

redukélt sajatérték feladat Em = 1775 va matrixa diagonéalis és az Zm =
VT AV, tridiagonalis.

A Léanczos-mobdszer kiilondsen akkor ajanlott, amikor nagyméreti a sajat-
érték feladat. Problémai vannak az ortogonalitas elvesztése miatt, és tobb-
szoros sajatértékek elgallitasanal. Ritkan az is el6fordul (mint az inverz
iteracional konjugalt komplex sajatértékpar esetén), hogy konvergéal olyan
szamhoz, amely nem sajatérték. Ezért itt is a végén érdemes a kozelité
sajatvektorok maradékvektorat kiszamitani a hozzatartozo sajatértéken. A
modszer programja pl. T. Hughes, ill. Cullum és Willoughby kényveiben
talalhato, 1d. Demmel konyvét is.

15.10 Osszefoglalas

Az elliptikus egyenletek peremérték feladatainak numerikus megoldasara ha-
rom modszert ismertettiink, mindharom esetben a keresett fliggvény kozelité
értékeit egy racs pontjaiban kapjuk meg azaltal, hogy linearis egyenletrend-
szerre vezetjlik vissza a feladatot. Ez a rendszer ritkamatrixi és legtébbszor
nagymeéret.

Az els6 a wvéges differencia mddszer, amelyben a derivaltakat differen-
ciahanyadosokkal helyettesitve linearis rendszerre jutunk. Ez programozas
szempontjabol a legegyszeriibb a hdrom moédszer koziil és a kapott rendszer
megoldasi algoritmusaként javasolhaté a tobbrdcsos modszer, amely ekkor
kiilénosen gyorsan konvergél. Viszont mar altaldnosabb tartomany és nem el-
s6faju peremfeltételek olyan probléméakat okozhatnak a diszkretizicié soran,
amelyeket a masodikként targyalt bormddszerrel, mas nevén véges térfogat-
mddszerrel konnyebben meg lehet oldani.

Ez ut6bbi nem a differencidlegyenletbdl indul ki, hanem annak egy lokalis
tartomany felett vett integraljabol, ill. az integralalaki megmaradési tételbdl.
Ez a modszer kivalo elsé- és masodrendii olyan differencidlegyenletek esetén,
amelyek divergencia-alakban vannak felirva, mint pl. a div(k gradu)+ f =0
vagy a %—’j + %( f(u)) = 0 egyenletek. Ezzel Gsszefiigg a modszer tovabbi
elénye, a konnyt mérnoki interpretdlhatosag : a diszkretizaciot abbol vezet-
hetjiik le, hogy egy adott pont koriili cellara (a boxra) felirjuk a bemend és
kimend fluxusokat.

Harmadikként a végeselem mddszer szerepel, amely altalanos tartomé-
nyon, onadjungalt differencidloperéator és variacios elv jelenlétében a legjobb
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(ami tipikus a mechanikabdl szdrmazé rugalmassigtani feladatokra, ott a
minimalis energia elvére lehet tamaszkodni).

A végeselem moddszer megvalositasa nehezebb (de éppen erre épiil sok
programcsomag, amely a mérnoki munkat segiti), résztartomanyonként poli-
nomialis bazis segitségével allitjuk ossze a kozelits megoldast. Igy a megoldas
nem csak a racs pontjaiban ismert, hanem az egész megoldési tartoméany-
ban. A variicios feladatbol linearis egyenletrendszer kaphato, ehhez sok inte-
gralt kell kiszamitani (alkalmas kvadratira képletekkel). A lineéris rendszer
megoldasvektora tartalmazza a polinomialis bazis egyiitthatoit.

Negyedrendii feladat esetén, ha egyszerii a tartoméany és a peremfeltételek,
a differencia modszer még alkalmazhato, de altalanosabb esetben és kiilono-
sen még magasabb rendii (6nadjungalt) differencidlegyenlet esetén szinte csak
a végeselem modszerrel lehet megoldéshoz jutni.

Fejezetiinkben a kétdimenzios esetre korlatoztuk a targyalast, de mind a
harom moédszer haromdimenzioés feladatok esetén is miikodik.

15.11 Feladatok

Feladatok a 15.1-15.3. pontokhoz

1. feladat. Modositsuk a 15.5. tételt a kovetkezéképpen:

15.13. Tétel (tovabbi, maximumelvvel rendelkezd méatrixosztaly). Az
A matrix legyen irreducibilis, (soronként) dominans f6atloju. Akkor teljesiti
a maximumelvet.

[Kommentéar. Az irreducibilitas definicioja 1. 3.7.3-ban talalhato. A
fenti tételben a regularitas feltétele elmaradhat, hiszen az ilyen matrix —
Hadamard tétele szerint — regularis, aminek bizonyitasa elég hasonl6 a 15.5.
és 15.13. tételekére.|

1*. feladat. Az 6tpontos differenciaséma A;, matrix szaméara

a) irjuk le az inhomogén peremfeltételek elimindcidjdt mint a méatrix so-
rain és oszlopain, valamint az egyenletrendszer jobboldali vektoron dolgoz6
folyamatot;

b) lassuk be, hogy Ap-val egyiitt Ay, is M-matrix, mert A, = [A4,/L,], 1d.
(15.34). Ehhez hasznaljuk az I. 1.4. lemmat és az 1.9. tételt.

2. feladat. Tisztazzuk a (15.36) 9-pontos differenciaséma pontossagat!

a) Feltéve, hogy u € C%(2), mutassuk meg, hogy a séma képlethibaja :
'(/)Z — {((p(i) + Uz, + Uzyzs + %U@xﬁgm)b ha xl € Wh;

0, ha 2f € v,
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negyedrendd, azaz O(h} + h3) nagysagrendt! [Ehhez Id. II. 11.4.3-ban a
(56)-ra vezets szamitast is!|
b) A differenciaséma matrixa legyen Ag:l) (a peremfeltételek eliminacioja

utén); bizonyitsuk be, hogy ez M-matrix, amikor % < hi/hy < /5!

c) Az el6z6 feltétel mellett bizonyitsuk be az ||(A;l4))_1||c(wh) < “212”2
becslést!

d) Vezessiik le a séma egyenleteinek megoldasat Fourier—-modszerrel, a
(15.48)-(15.54) relaciokat megfelelgen valtoztatval

3. feladat. Vizsgaljuk azt az esetet, amikor (15.13)-ban 2 olyan tégla-
lapokbol 6sszedllitott tartomany, amely Gsszefiiggs, és a hq, hy 1épéstavolsagu
wy, raccsal feloszthatd elemi téglalapokra! Ekkor vezessiik le

a) a (15.16) séma (15.29)-nek megfelels becslését;
b) a (15.36) séméanak megfelel becslést (1d. a 2.c) feladatot) !

4. feladat. Tekintsiik a hdromdimenzids Poisson—egyenlet

(Au+ f)(z) = 0, x=(x1,22,23) € {(0,a) x (0,b) x (0,¢)} =: Q,
u(z) = g(z), ze€T,

“ s,

a 15.3.1. pont alapjan! B
a) Feltéve, hogy u € C*(€2), mutassuk meg, hogy a séma képlethib4ja :

we — (f(x) + Uz, 2, + Uzyzs + ufsws)ﬁa ha xf € Wh,
" 1o, ha z¢ € v,

mésodrendi (azaz O(h?+h3+h3) nagysagrend)! Itt hy = a/Ny, hg = b/No,
h3 = C/Ng és Nj Z 2, j = 1,2,3.

b) A differenciaséma matrixa legyen Z;Lg), ill. (a peremfeltételek elimina-
ci6ja utan) AEL?’); rajzoljuk fel ezen maétrixok nulla és nemnulla elemeinek
eloszlasat! Adjuk meg a nemnulla elemek szamat az Ny = Ny = N3 = N
esetben!

¢) Bizonyitsuk be, hogy ng) és AE?) M-métrixok, valamint hogy teljesitik
a maximumelvet!

d) Bizonyitsuk be az ||(A§l3))_1||(;(wh) < W becslést és a séma kon-
vergenciajat!

5. feladat. Legyen wy a (15.15)-ben definidlt racs. A (15.40) sajatérték
feladat (15.32) Aj, matrixat frjuk fel az egydimenzios eset ;5tridiag(—1,2,—1)
méatrixanak a segitségével, és a (15.41)-ben racsfiiggvény alakjaban megadott
diszkrét sajatérték feladat megoldasat irjuk fel blokkvektor formaban!
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[Utmutatas. Hasznaljuk a Kronecker—szorzatot.|

[Kommentar. A feladat célja az, hogy az ekvivalenciat vektorok és racs-
fiiggvények kozott megmutassuk, valamint az is, hogy lassuk : az utobbiak
gyakran attekinthetgbb felirasmoédot nydjtanak, ha diszkretizalt tébbdimen-
zi6s feladatokrol van sz6.|

6. feladat. Az egydimenziés esetben és a [0,1] intervallumon a mésodik
derivaltnak megfelel6 A, matrix inverzének becsléseként 1/8 adodott, akar
a sajatértékek alapjan akar majorans fiiggvény segitségével vezettiik le. Ma-
gyarazzuk a (15.35) és (15.45) kozott tapasztalhato kiilonbség eredetét!

7. feladat. A 15.3.3. pontbeli gondolatmenetet kovetve allitsuk el a
(15.4) feladat egzakt megoldasanak Fourier—sorfejtését! e Ennek alapjan
szamitsuk ki az u(3, 1) értéket 6 szamjegyre és hasonlitsuk dssze azzal, amit
a (15.16) differenciasémaval kapunk hy = hy = 1/4,1/8,1/16-ra, a harom
kozelitésre Richardson—extrapolaciot (1d. I. 5.6. pont) alkalmazva!

8. feladat. Irjuk fel a 15.3.4. pont alapjan a kovetkezs peremérték feladat

mésodrendd differenciasémajat :

(Au+ f)(z) = 0, z=(z1,22) € {(0,a) x (0,0)},
ou
on

A téglalap masik két oldalan teljesiiljon

a) az u(zr) = g(x) elssfaju,

b) a (15.56) harmadfaju peremfeltétel (és ekkor legyen igaz (15.57)).

Vizsgaljuk a séma stabilitasat, konvergenciajat, feltéve, hogy az adatok

biztositjak, hogy u € C*(Q)!

[Utmutatas a b) részhez. Valasszuk a majorans fiiggvényt a kovetkezskép-

pen, alkalmas konstansokkal : w(x) = ¢y — c1x1(a — x1) + 22(b — x2).|

= g(z), 1=0, 0<25<b, ésx1=a, 0<x9 <.

9. feladat. A Shortley—Weller approximéacion kiviil tetszéleges tartomany-
ban megadott Poisson—egyenlet diszkretizacidjara kézenfekvék a kovetkezs
otletek :

a) Hasznaljuk csak az ekvidisztans racsot és a perem kozelében vigyiik
at a peremértéket a hozzaess legkozelebbi bels6 racspontba! Bizonyitsuk
be, hogy az ehhez az approximéciéhoz tartoz6 diszkrét megoldas pontossaga
altalaban nem jobb mint O(hy + hy) !

b) A peremet z(¥ = z,-ban metsz6 egyenes legyen parhuzamos az z:-
tengellyel. Ezen legyen (1) és £ a legkozelebbi két (bels§) racspont. A
harom pontban felvett u(z*)) =: u; értéket (k = 0,1, 2) interpolald parabola
képletét irjuk fel. Ez egy linearis relacié uy, uy és az adott uy peremérték
koézott — amely ugyancsak alkalmas a bels6 pontokhoz tartozéd differencia-
egyenletek lezarasara. Vizsgaljuk az adodo differenciaséma képlethibéjat és
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pontossagét, feltéve, hogy a (15.13)-(15.14) feladat megolddsa u € C*(Q).
Tisztazzuk ezen approximéaci6 Osszefiiggését a Shortley—Weller sémaval!

10. feladat. A kétdimenziés Poisson—egyenlet poldrkoordindtdkban igy
néz ki :

Argu+f(r,e) =0, (rp)e{0<r<1, 0<9<2n,

ahol a Laplace-operatort a (15.9) adja meg.

a) Konstrualjuk ezen egyenlet méasodrendi differencia-approximéciojat az
ekvidisztéans (r, ¢)-racson! Egészitsiik ki az egyenletet elséfaju u(1, ) = g(p)
peremfeltétellel, és vizsgaljuk az adodo differenciaséma stabilitasat, konver-
genciajat!

[Utmutatas. Hasznaljuk fel a I1. 11.4.8. pontot, mint majorans fiiggvény-
nyel probalkozzunk a w(r, @) = 1 — r fiiggvénnyel!|

b) Az egyenletek megoldasara fejlessziik ki a kovetkez6 modszert :

@ iranyaban a feladat periodikus és a differencia-operator a masodrendi
Yg, differenciahényados, egy ¢-t6l fiiggetlen szorzoval. Emiatt ott a Fourier—
modszer alkalmazhat6 (1d. 15.3.3.). Az r-irAnyban minden Fourier—egyiitt-
hatora visszamarad egy (15.54)-re hasonlé feladat. Ezt a roviditett Gauss—
eliminéciéval oldhatjuk meg.

11. feladat. A pozitiv kvadransban fekvé negyedkorhoz konstrualjunk
téglalap alaku racsot a kovetkezs tulajdonsagokkal :

a) a racs egyenesei parhuzamosak vagy az x1-, vagy az zo-tengellyel;

b) minden perempont, amely egy racsegyenesre illeszkedik, még egy masik
(az els6re mer6leges) racsegyenesre is illeszkedik;

¢) a racs szimmetrikus az x; = z, egyenesre;

d) van olyan C konstans, amellyel a racs hi, hy lépéstavolsagai teljesitik

2
P11y — hiicie] < Cm}?X (Pikt1y2)

|hojrije = hojo1pe] < C max (haerryo)”

feltételt (amikor racssereget készitiink).

12. feladat. A 15.10. tétel bizonyitasat kovetve vezessiik le a Shortley—
Weller séma pontossagi becslését, azaz bizonyitsuk be, hogy a séma y, meg-
oldésara érvényes a kovetkezd becslés, ha u € C*(Q) és ¢ := (diam(Q2))? :

lin = Tnllc) < 4i(h2 + B2) (My + 4(hy + ho) My + 2(h2 + h2) My) .
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7
4 | du _
an+0u—g
7,
*
Au+f=o0 7
Iy

abra 15.39: Perem harmadfaji peremfeltétellel

13. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (15.83) approximécé képlethibaja
a peremkozeli pontokban altalaban csak O(1)-rendd! Ezutan alkalmazva
a 15.10. tételt lassuk be, hogy a hozzatartozo differenciaséma pontossiga
masodrend{.

14. feladat. Tekintsiik a Poisson-egyenlet harmadfaju peremérték fel-
adatat az Q € IR? tartomanyban, amely peremének egyenlete kétszer folyto-
nosan differencialhato. Vezessiink le

a) els6rendti, M-matrixra vezets;

b) mésodrendd approximéciot — a 15.39. abran mutatott helyzetben.

c s,

15. feladat. A (15.56) harmadfaju peremfeltétel approximaciojara a
sarokpontokban egyszeriibbnek tiinik (15.66)-(15.70) helyett a kovetkezs :
az elsérendii differenciahanyados elsérendii hibatagjat (amely a megoldas
masodik derivaltjat tartalmazza) egy szomszédos belsé pontban a szokasos
masodrend( differenciahdnyadossal approximéljuk, hiszen ott méar minden
ehhez sziikséges pont W), eleme. Mutassuk meg, hogy az ered6 séma maéatrixa
nem lehet M-métrix!

Feladatok a 15.4. ponthoz

16. a) feladat. Ismételjiikk meg a 15.4.2-beli szamitast, amelynek (15.89)
és az 1/3-ados hibacsokkenés volt az eredménye, mégpedig (15.88) helyett
azt kovetelve, hogy 1> 1 —wAl ;) = —(1 —wAl,) > —1 teljesiiljén (vagyis
a két racshoz tartozé maximalis sajatértékeket hasznalva).

b) Tekintsiik a Poisson—egyenlet els6fajiu peremérték feladatat az egység-
négyzetben és annak standard 6tpontos diszkretizaciojat négyzetes racson,
amikor N = 2n = 1/h = 2/H ! Mutassuk meg, hogy az egyszeri iteracio
paraméterének kivalasztasa az 1 — wAl, = wAk_; y_; — 1 kovetelménybol
(ahol A\, a (15.42) szerinti ,diszkrét” sajatértékeket jeloli) azt eredményezi,
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hogy
1 hal<kl<n-1
Pw < fl o eEkisnol
0.6, han<kvagyn </
Ezt a szamitast is ismételjiik meg az 1 —wAE, = wA? . —1 kdvetelménnyel.

17. feladat. A 15.4.3-ban leirt nemrekurziv (sima) tobbrécsos algoritmus-
bol készitsiik a teljes tobbracsos modszer algoritmuséat!

18. feladat. Adjuk meg a kovetkezd restrikciés operatorok magterét ab-
ban az esetben, amikor a tartomany az egységnégyzet és a racs négyzetes,
h = 1/N lépéstavolsaggal! A restrikcié legyen

a) a direkt atvitel;

b) a 9-pontos restrikcio.

19. feladat. e a) Hatarozzuk meg az egyszeri iteracié optiméalis paraméte-
rét! (Legyen az ,Ellipsz” programban £ =4, v =2, 11 =1, 1, = 0, pu = 3,
sima modszer, Poisson—egyenlet);

b) hatarozzuk meg a végsé hiba szempontjabol legjobb eljaras-kombiné-
ciot (tehat az iteracio, restrikcid, interpolacié kombinaciot) az ,Ellipsz” pro-
gram beépitett feladatara, az el6z6 paraméterek mellett!

20. feladat. e a) A (15.16)-(15.17) feladat esetére dolgozzuk ki a kovet-
kez§ teljes tobbracsos modszer egész programjat, beleértve a tarolasi struk-
tarajat : V-ciklus, nincs elGiteracio, egy Gauss—Seidel 1épés mint utoiteracio,
direkt atvitel mint restrikci6, bilineéris interpolicié. Az ,Ellipsz” program
itt lehet hasznos a tesztelés soran.

b) Figyeljiik meg az elgbbi feladat megoldasahoz sziikséges gondolkodasi
és programozasi id6t, valamint azt a gépid6t is, amely a (15.16)-(15.17) prob-
léma megoldasahoz, hy = hy = 1/16,1/32,1/64 esetén kell. Hasonlitsuk
Ossze ezeket az id6ket azzal, hogy mennyi gondolkodési, programozéasi és
futasi id6 sziikséges, ha ahelyett egy formulamanipulaciés program segit-
ségével a legegyszeriibb elképzelhetd algoritmust valositjuk meg, a teljes
matrix kiszamitasat és a linearis rendszer megoldasat a program altal kinalt
megold6 procediraval (ha van, akkor ritkamatrixi)!

21. feladat. a) Hatarozzuk meg az Ny/N; viszony minimumaét akkor,
amikor N; a sikbeli téglalap alaka racs Gsszes pontjanak a szama és Ny
ezen racs felezésével kapott racs pontszama! Az igy meghatarozott racsokat
tovabbfelezve kapjuk az N, szdmokat is. Melyik ¢-re igaz N,/N;_; > 37

b) Oldjuk meg ezt a feladatot akkor is, amikor a tartomany haromszog,
és ennek harom csiicsa képezi a kiindulasi racsot!

c) Az a) és b) részfeladatok birtokaban ellendrizziik a 15.4.4. pont becslé-
seit!
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22. feladat. Szamitsuk ki a tobbracsos modszer tar- és miiveletigényét ab-
ban az esetben, amikor az egységkockaban, h, = 1/N, = %he_l lépéstavolsagu
racson megoldando a Poisson—egyenlet. Konkrétan tekintsiik a teljes tobbrac-
sos modszert, V-ciklussal, 2 elgsimito iteracioval, trilinearis interpoléaciéval,
direkt atvitellel!

22*. feladat. Legyen A € IR™ " regularis. Az Ay = b egyenletrendszer
megoldasara tekintsiik az

vy adott , y™ =Sy™V4+Th, m=1,2,...,

alaku iteraciot. Irjuk fel a v lépés utan adodo osszefiiggést y™) és S, T, b, y(©
kozott! Milyen kapcsolat van S, T és A kozott annak alapjan, hogy jogosan
elvarhatjuk : tetszéleges b-re az y = A~'b pontos megoldas fixpontja az
iteracionak? Es milyen kapcsolat van az e®) := y®) —y végs6 és el := y(©0 —y
kiindulasi hibak kozott?

[Megjegyzés. A tobbracsos modszer targyalasakor szimbolikusan irtuk
y¥) = SW(A,b)y-t, az S szerepét alahtizva.]

23. feladat. Terjessziik ki a 15.4.6. pont vizsgilatat arra a kérdésre,
hogy mi az optimélis paraméter-valasztés, ha két iteraciot vesziink kiilonb6z6
paraméterekkel ?

24. feladat. Legyenek Ay, Aj, P& mint a 15.4.6. pontban, de R a
direkt dtvitel, azaz (R yp); = (yn)2i- Vizsgiljuk meg a konvergenciat ebben
az esetben! Ehhez

a) mutassuk meg, hogy az w = ’2—2 esetben és az r = w/\;-‘, Y = w/\’n[j
jelolésekkel (tehat ekkor z + y = 1, tovabba n=2N=1/h) az euklideszi nor-
maban érvényes

IChARSE (™ + Bu"N )| = (amy”~")” + (Byz*)”.

b) bizonyitsuk be ezutén, hogy

cos%h, hav =1,
ICASKN < 9 4 ha v =2,
24—7, hav =

c) e Végezziik a kovetkez§ numerikus kisérletet : az  Ellipsz” program
bekapcsolasakor megjelend modszer-kombinacidval oldjuk meg a beépitett
feladatot, majd ezutan ismételjiik a szamitast a Jacobi—modszerrel (w =
h?/8), direkt atvitellel és biline4ris interpolacioval!

|[Kommentar. Altaldnos érvényt az itt megfigyelheté jelenség, hogy a
direkt atvitel mint restrikcio csak 6vatosan hasznalando.|



15.11. FELADATOK 249

25. feladat. a) Mutassuk meg, hogy a 15.14. lemma akkor is igaz, ha
1 < w||An|] < 3. Pontosabban, ekkor a (15.109) simit6 tulajdonsag teljesiil
a ¢s = 20co/9 konstanssal.

b) A (15.89) ill. a 16. feladat szerint meghatarozott w paraméterekrsl
allapitsuk meg, vajon benne vannak az | | intervallumban?

”AhHé’h(wh) ’ 3||-2h||

c) A 15.14. lemmaban szerepls f,(t) := t(1 — t)” fiiggvényre lassuk be,
hogy igaz 0 < £,(t) < 57iyy, amikor 0 < ¢ < 14251

26. feladat. Léassuk be, hogy két tetszéleges négyzetes A, B métrixra
teljesiil p(AB) = p(BA), az euklideszi normédban igaz |A]|*> = ||ATA|| =
||AAT||, de altalanos norméaban ||AB|| = ||BA|| nem érvényes!

27. feladat. e Hasonlitsuk dssze a kovetkez6 modszer-kombinaciok haté-
konyséagat (a végs6 hiba alapjan) a beépitett feladat megoldasa soran, ha a
restrikci6 a direkt atvitel, az interpolécié a bilinearis!

a) fekete-fehér iteracio;

b) fehér-fekete iteracio.

Mi a tapasztalhato kiilonbség oka? Az a) feladat megoldasakor kisérletezziink
az “Ellipsz” programmal azzal a céllal is, vajon hany iteraci6 sziikséges a
konvergenciahoz?

28. feladat. e Hatarozzuk meg az optimélis modszer-kombinéciot (a
végs6 hiba alapjan) a kovetkezo feladat megoldéasa soran : egzakt megoldas
u=2+y% al =a2 =1, bl =c =0, b2 = —100, f(z,y) = 200y —
2—6x, £ = 4tl =4, v = v, = itk = 2, v,y = 0. A Jacobi-iteracio
hasznalatakor valasszuk w-t a [0.01,0.1] intervallumbol.

Ismételjiik a kisérleteket a b2 = +100 esetben!

Feladatok a 15.5-15.6. pontokhoz

29. feladat. Tekintsiik a (15.13)-(15.14) feladatot az egységnégyzet esetén
(a=b=1, hy = hy = h). Az elemi m6don bebizonyithato

2

z? > sin?x > 7~ ha ogng,

becslés segitségével javitsuk a 15.19. lemma (15.124) egyenlGtlenségét a kovet-
kezére :
5 In2 4

1
0 S G?l(l',f) S Yo =+ Y1 In E’ Yo = Z + 7 — P = 1065, Y1 = 2.

30. feladat. Legyenek y,z a {0 < 1 < a,0 < zo < b} téglalap szokésos
wy, tacsan definialt diszkrét argumentumu fiiggvények, amelyeket nullaval a
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diszkrét perem -y, pontjaira folytatjuk. Tovabb4, legyenek a;, as olyan diszk-
rét argumentumd fiiggvények, amelyeknek a;(z1 + &, z5) ill. ap(z1, 20 + 22)
értékei definidltak az x = (z1,72) € wi ill. az © € w} racspontokon (1d.
15.5.2. pont). Bizonyitsuk be, hogy a 15.3.3. és 15.5.2. pontokban bevezetett
skalarszorzatokra érvényesek a kovetkezd relaciok :

(yfl:m: Z)(O,h) = _(ywu ZCE1]1?
(yizzza Z)(O,h) = _(yma Zz2]2a
valamint
((alym)in Z)(O,h) = _(aly-'ﬂl’ Zw1]17
((a2y$2)52: z)(O,h) = _(a2yw27 sz]Z-

[Utmutatas. Hasznaljuk fel a II. 11.4.6. pontot, é mindenekel6tt a 11.3.
lemmat.|

31. feladat. Tisztazzuk azt, hogy a (15.130)-(15.131) feladat ki, ko, f
adatainak milyen simaséaga esetén masodrendi a (15.133)-(15.134) séma kép-
lethibéja!

|[Utmutatés. Hasznaljuk a II. 11.4.8. pont anyagat.|

32. feladat. a) A vegyes derivdltakkal rendelkezs

N du
Lu:=) £ <kw($)£> » o kij = ki
=1 """ J
elliptikus operatorra adjunk olyan differencia-approximaciot, amely téglalap
alaku racs esetén (hi, hy lépéstavolsagokkal)
1) szimmetrikus pozitiv definit matrixra,;
2) konstans egyiitthatok esetén M-matrixra vezet!
Itt teljesiiljon

(K(‘/E)ga 5) 2 k0|£|27 minden é- = (fla f?)T_ra‘ és minden ZT-Te,
vagyis, ekvivalensen,
kll(ﬁﬂ), k22($) 2 ko, (k11k22 — k%Q) (.CE) 2 kO[kll + k22 — ko](ﬂ?) minden ZI-re.

A 2) feladat megoldasat keressiik a |k12| < min(g—fkn, Z—;kn) feltétel mel-
lett.

Megjegyezziik, hogy ilyen £ operatorral Lu+ f = 0 alakban a stacionarius
(kétdimenzios) rugalmassagtan egyenletrendszere irhaté fel (1d. 18.1.2-ben
Rk a (13) egyenletet).
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i,j

i,j

a)k, <o a) ki, =0
abra 15.40: Vegyes derivaltak differencia-approximacidja

[Utmutatas 1)-hez: induljunk ki a 15.40. a) 4bra szerinti differenciacsil-
lagbol, és hasznaljuk a kévetkezé differencia operatort :

1 2

Ay:=—5 > [(Kijys)a; + (kija, )z -

i,j=1

A A operatorhoz tartozd A, matrix pozitiv definitségét mutassuk meg a
(15.43) skalarszorzatra vonatkozolag.

Utmutatas 2)-héz : induljunk ki k15 < 0 esetén a 15.40. a), ill. ha k15 > 0,
akkor a 15.40. b) abra szerinti differenciacsillaghol!|

32 b) A harmadfajiu peremfeltételnek 15.3.4-beli approximéciojat és pon-
tossagi vizsgalatat altalanositsuk a (15.131) operator esetére, amikor a pe-
remfeltétel alakja k% + ou = g. A tartomany legyen a téglalap.

33. feladat. Mutassuk meg, hogy a 15.23. lemma becslésében

101l 25t () Belyett 11l 22 (en)

ab
6(a? + b?)
is allhat, ezutan a 31. feladat eredményét felhasznalva igazoljuk a (15.133)-
(15.134) séma maximumnormabeli konvergenciajat!
[Utmutatas. A 11.5. lemma (II. 185. 0.) bizonyitdsabol kiindulva bi-
zonyitsuk be az a,b oldalhosszisagu téglalap wy, racsan megadott, annak
peremén eltiing v racsfiiggvényekre teljesiils

ab

el

0]l La(n) <
diszkrét beagyazasi tételt (a diszkrét Friedrichs-féle egyenldtlenséget)!|

34. feladat. Legyen f € H7(Q)), —1 < v < 0, tehat a Poisson—egyenlet
u altalanositott megoldéasara, amely eleget tesz (15.157)-nek, érvényes u €
H?™(Q) — Ly (). Bizonyitsuk be, hogy ekkor

lyn = GnllLagws) < ME*||ull 2o
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ahol yp, a (15.149), (15.156) séma megoldasa és i, a pontos értékek vektora.

35. feladat. A boxmodszer segitségével vezessiik le a (15.163) egyen-
bels6 szoge 5 és az 2%-bol indulé peremszakaszok parhuzamosak a koordinata
tengelyekkel. Eredményiinket hasonlitsuk Ossze a (15.66)-(15.70) approxi-
mécidkkal!

36. feladat. Vezessiik le a boxmodszer segitségével a (15.163), k = 1,

0 racspont egy
peremmenti derékszogi haromszog clcsa :

a) Legyen z° € wy, a haromszog derékszogii csiicsa, a tobbi z° csticsi
elemi tartomény téglalap;

b) az alaprics ekvidisztédns hi, hy lépéstavolsagokkal, 20 € T'93 és egy
téglalap, valamint két olyan (peremmenti) haromszog cstcsa, amelyeknek
atfogoja ugyanazon egyenes része.

37. feladat. a) Oldjuk meg a 14. feladat a) részét a boxmodszer segit-
ségével!

b) Vezessiik le a boxmdédszer (15.163)-hoz tartoz6 képletét az z° pontban
abban az esetben, amikor az z°-t hat szabalyos, h oldalhosszti haromszog
veszi koriil.

Feladatok a 15.7. ponthoz

38. feladat. Legyen u|F = 0, teljesiiljenek a 15.192 utan felsorolt feltéte-
lek, beleértve 15.193-at.
a) A Schwarz—egyenl6tlenség segitségével becsiiljiik az

a(u,w) := / [(K gradu) - grad w + w? - grad u + cuw] dz
Q

kifejezést felillrdl [Jul|1||w]|: segitségeével!

b) Ugyanezen bilinearis forma fQ wv - grad u dz tagjat becsiiljiik feliilrél
|lu||1]|w||o segitségével, majd w = u-t behelyettesitve nyerjiik az a(u,u) also
becslését

a(u, u) > kolulf — calullg

alakjaban (ez egy Gdrding-féle eqyenlitlenség).

c¢) Ezutan tisztazzuk azt, hogy mekkora lehet ¥ euklideszi norméja ko-hoz
képest (ill. kg-hoz és ¢ > cp-hoz képest), hogy a forma pozitiv definit legyen?

[Utmutatas a c) feladathoz. Itt hasznos lesz a Friedrichs-féle egyenlétlen-
ség.|

d) Tekintsiik most a (15.192) egyenletet a (15.203) peremfeltétel mellett,
amikor 7 Z 0 és teljesiil (15.201). Adjuk meg a (15.205)-6t és a (15.206)-ot
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helyettesits a(u, w)- és p(w)-képleteket! Fogalmazzunk meg alkalmas feltéte-
leket o-ra és (71, ¥)-re, amelyek a bilinearis forma ellipticitasat biztositjak!

39. feladat. a) A Babuska-lemma 2. megjegyzésében szerepld Lax—
Milgram tétel egzisztencia-részére adjunk kozvetlen bizonyitast azaltal, hogy
megmutatjuk : az ott definialt A operétorral felirt Au = 1) egyenlet megoldéa-
sa egyben az F,(v) := v — w(Av — ¢) leképezés fixpontja, és a v = F,(v)
egyenlet megoldasara alkalmazhat6é a Banach-féle fixpont tétel.

b) Bizonyitsuk be, hogy ||[A ™| < £, ahol A a megjegyzésben szerepls
V' — V-leképezés.

¢) Vizsgaljuk meg, hogy a végeselem modszer elméletének melyik helyein
hasznaltuk az ellipticitas tulajdonsagat!

[Utmutatas a)-hoz. Bizonyitsuk be, hogy teljesiil ||F,,(v) — F,(w)||y <
ql|[v — wly, ahol ¢ € [0,1), ha 0 < w < 2m,/M?2 |

40. feladat. Adjuk meg azt a linearis rendszert, amely a A nem elfajult
haromszogon definidlt u(z) = a+bz;+cro+dri+er;zo+ fr3 polinoma,. .., f
egyiitthatoit az a7 cstcsokban (5 = 1,2,3) és az 27 oldalfelez6 pontokban
(j = 4,5, 6) felvett u(z?) értékek segitségével fejezi ki! Szamitsuk ki a matrix
determinénsat is!

41. feladat. a) Irjuk fel az Ry elem formafiiggvényeit (amely elem Rg-
bol ugy keletkezik, hogy a téglalap kézéppontjaban felvett fliiggvényértéket
9. szabadsagi foknak vessziik) abban az esetben, amikor a téglalap az {—1 <
x1, Ty < 1} négyzet az x1, o-sikon!

b) Oldjuk meg értelemszeriien a 40. feladatot az Ry elem esetén is!

42. feladat. Mutassuk meg, hogy az Rg elem mésodrendd : P5(€);) C
P(€;), de barmely k-adik és (-edik szabadsagi fok elhagyasa (1 < k < £ < 8)
azt eredményezi, hogy P5(%;) ¢ P(€2;) !

[Utmutatas. Az elem (15.213) formafiiggvényéivel tekintsiik a kovetkezd

relacio altal definialt A € R®*® matrixot :

8
Z Yewe(T1, T2) = 2AyY,

=1

ahol z := (1,21, T2, 2%, X120, T3, T229, 1173) sorvektor és y = (y1,...,ys)"
oszlopvektor. Az A regularitisa azt jelenti, hogy tetszéleges b € IR® egyiitt-
hat6 vektorral a z - b polinom P(€;) eleme, és ehhez y = A~'b vélasztando.
Fogalmazzuk meg A segitségével, mit jelent két szabadsagi fok elhagyasa,
mit az, hogy P»(Q;) C P(%).]

43. feladat. Az Rg elem 3 dimenziéra valo altalanositasaképpen tekintsiik
azt az esetet, hogy €); kocka, csomoépontjai a (vq,v,r3) csicsokon kiviil a

kocka élfelezd pontjai is! (Itt j = 1,2,3-ra v; = %1, egymastol fiiggetlen
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elgjelekkel.) Adjuk meg a formafiiggvényeket! Tisztazzuk azt a kérdést is,
vajon az adodoé elem valoban masodrendii.
|[Kommentar. Ezt az elemet R3;-szal jeloljiik.]

c stz

definialt, résztartoményonként polinomiélis {w,} bazis esetén csak akkor igaz
Vj, := span{w,} € C'(Q), ha ez a bazis Hermite-féle elemekbdl all, vagyis ha

minden i-re az §); résztartomanyra szikitett V3, a P(£2;) polinomtér egy-egy
elemének egyértelm meghatarozidsihoz derivaltakat is kell megadni.

45. feladat. Bizonyitsuk be a (15.217) és (15.218) feltételek ekvivalen-
cidjat haromszoges elemek esetén! Tehat, konkrétabban : legyen h a hirom-
sz0g leghosszabb oldala, ¥ a legkisebb szoge, p a beirt kor sugara, és érvényes
h < k1p. Akkor igaz sind > n% Megforditva, ha sinv > nl—z, akkor kovetkezik
h < 4k9p. Mutassuk meg azt is, hogy a haromszog |A| teriilete nem kisebb
h?/(4v/K? — 1)-nél!

46. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a Courant-elem esetén érvényes a
kovetkezs, igynevezett inverz egyenldtienség is, ha a triangulacio egyenlete-
sen reguléris :

c(k .

lonl1,0 < T||Uh||0,g, minden vy, € Vj-ra.

Itt h a triangulacié maximalis oldala. Adjuk meg a c fiiggségét a x kon-

stanstol (1d. (15.217)), ill. a 9; belss szogek triangulécio feletti minimuméatol !
[Utmutatés. Jarjunk el hAromszogenként, hasznaljuk itt is, mint a 15.31.

tételhez fliz6tt 1. megjegyzésben a transzforméciot az egységszimplexre. |

47. feladat. Legyen az () tartomany M darab h; X hg-méreti téglalap
unidja és S := {0 < z1,x9 < 1}. A 15.31. tétel bizonyitasa részleteit adjuk
meg a derékszogi (bilineéris) Ry-elemek esetére.

[Utmutatas. Ld. a tételhez tartozd 3. megjegyzést.]

48. feladat. a) A 15.7.6-beli eredményekkel magyarazzuk meg, miért
nem alkalmas az R, elem esetén a kozéppont szabéaly? (Az viszont az R,
hasznélata soran keletkezs jobboldali -integralokra javasolhato.)

b) e A kétdimenzios Poisson—egyenletnek az egységnégyzetben megadott
els6faji peremérték feladatdhoz tartozd Osszes végeselem képletet szamitsuk
ki az R4 elem és a kozéppont szabily segitségével, programozzuk és vizsgaljuk
az adodo eljaras stabilitasat és konvergencidjat kisérletileg!

c¢) A 2-pontos tenzorszorzat (15.235) Gauss—képlet miért nem javasolhato
az Rg elemhez?

d) Bizonyitsuk be, hogy a 15.7.6-ban a Tg elemhez ajanlott (15.237) képlet
a masodfokt polinomokat pontosan integrélja!
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49. feladat. Milyen kvadratiira képlet adhaté6 meg, amely csak az Rg-
elem alappontjait hasznélja és méasodfoku polinomokon pontos? Hasonlitsuk
Ossze ezen kvadratira képlet miiveletigényét a 2-pontos Gauss—tenzorszorzat
képletével, ha a) egy elem feletti integral, b) ha az egész tartomany feletti
integral kiszamitando!

50. feladat. Irjuk fel pszeudokod alakjaban a merevségi matrixot és a
terhelési vektort kiszamito 15.7.7-beli algoritmus moédositasat arra az esetre,
hogy a matrixot kompakt modon taroljuk!

51. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a végeselem megoldas a racspontok-
ban megegyezik a pontos megoldassal, ha az egységnégyzetben megadott
Au + f = 0 egyenletet oldjuk meg els6faji peremfeltételek mellett, f =
—30(z] + 73) esetén, ha a diszkretizaci6 a 15.7.8. pontnak felel meg és az
(f,w;)o integralokat pontosan szamitjuk ki!

52. feladat. Tegyiik fel, hogy (15.246)-ban f € C?(0,). Bizonyitsuk
be, hogy (fn,wo)o az (f, wp)o masodrendii approximéaciojat adja! Vizsgaljuk
ugyanezt a kérdést abban az esetben is, amikor f € H'(O;), a Bramble-
Hilbert lemmat alkalmazval!

53. feladat. Amennyiben az (1,0), (3, 3), (0, 1) pontokhoz tartozé (hi,0),
%(,uh,l, vhy), (0, hy) képpontok az 1, xe-sikon egy egyenesen fekszenek, akkor
a Tg-o0s izoparametrikus leképezés az (1,0), (0, 1) egyenesbdl mindig egyenest
gyart-e? (Ez a bels6 haromszogek miatt kivanatos lenne, akkor gérbeperemii

elem csak I" mentén fordulna elg.)

54. feladat. Mutassuk meg, hogy (15.255) — parametrikus alakban — egy
parabolat definiél alkalmas, ferdeszogl koordinatarendszerben, ha p # 1 és

v#1.
55. feladat. Tekintsiik a Ty elemnek a kovetkezé megfeleltetésekkel
definialt izoparametrikus leképezését :

&mn) : (0,0) (1,0) (0,1) (3,0) (0,3) (3,%)
(@1,22) = (0,0) (1,0) (0,1) (1,0) (0,p) (2,%2)

Itt egy p € (0,1) paraméter. Mutassuk meg, hogy
a) a £ + 1 = 1 peremvonal nem megy at az egységkorbe (fiiggetleniil
p-t6l), hanem érvényes z2(€,1 — &) + y?(£,1 = &) = 1 + g(£), ahol [g(&)| <
(3—2v/2)/8, 0< &< 1,és ez a gorbe nem 1ép ki az egységkorbol;
b)aé=0, 0<n<1(ill.an=0, 0<¢<1) peremszakasz csak akkor
megy at azx =0, 0 <y <1 (ill. y =0, 0 <z < 1) peremszakaszba, ha
<<l
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56. feladat. Tekintsiik az Rg elem alsé oldalanak a kovetkezd megfelel-
tetésekkel definialt izoparametrikus leképezését :

&n) = (0,0) (1,0) (5,0)
(xlaxZ) : (O’O) (170) (%7%)

Hatéarozzuk meg az ad6do gorbe tavolsagat az (x — %)2 +y? = i kortél!

57. feladat. Tekintsiik az Rg elem azon (elfajult) izoparametrikus leképe-
zését az x1, ro-sik egységszimplexére, amely alatt a £ =0, 0 < n < 1 oldal
atmegy a (0,0) pontba, a £ =1, 0 < n < 1 oldal viszont az z; + 2, = 1
oldalba! Mutassuk meg, hogy a (g folytonos fiiggvénnyel képzett) f(x1,zs) =
g(z1,39)/+/2? + 22 integralja az egységszimplex felett Atmegy olyan inte-
gralba az Rg elem felett, amelynek integrandusa folytonos!

58. feladat. Az Rg elem esetére irjuk ki a Newton—modszer minden kép-
letét, amellyel a (15.253) egyenletrendszert meg lehet oldani (£,7n) szerint,
adott (z1,x) mellett!

59. feladat. a) Téglalapos felosztés és az R, elem esetén tisztazzuk
azt, vajon folytonos a végeselem interpoliaci6 abban az esetben, ha 3 — a
koordinata-iranyokkkal parhuzamos — téglalapnak olyan k6zos (perem)pontja
van, amely kettének a csicspontja, a harmadiknak az oldalfelez6 pontja.

b) Oldjuk meg az el6z6 feladatot arra az esetre, hogy az Rg elemet
hasznaljuk.

60. feladat. Legyen () az egységnégyzet, [' a pereme. Bizonyitsuk be a
(15.207) egyenl6tlenség diszkrét megfelelsjét,

”U”Lz('yh) S CIHUHHI(Uh) , (Cl — \/5)
kiindulva abbdl, hogy

i N
U()j = Uij — va,k]’h, UN]' = vij =+ Z /Uf’kjhz
1 i+1
stb., a Cauchy- és az e-egyenlStlenséget hasznalva. Itt @y, az Q-beli, h = 1/N
lépéstavolsagt racspontok halmaza, v, := [' N wy, a diszkrét perem, és a
normékra érvényesek a kovetkezs definiciok :

N N
Wl = D Wk + Vi) + > (0 + vi)hy
i=0 =0
I h, hal<k<N-1,
"7 lh/2, hak=0,N,
N N N N N N
R 5 DTS 50 RIS LTIS 35 B s

i=0 j=0 i=1 j=0 i=0 j=1
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Mindkét esetben tehat a trapézszabalyrol van szo.

Feladatok a 15.8. ponthoz

61. feladat. Courant—elemek esetén irjuk fel a (15.258) Gssszefiiggés G
egyiitthatoit!

62. feladat. Mutassuk meg, hogy az Ly (0, 1) tér ||-||o normaja és a h'/2-del

sulyozott euklideszi norma ekvivalensek a szakaszonként linearis fiiggvények
(1d. I1. 11.6.2) V}, terén a kovetkezd értelemben. Ha

N
Up = Zy]w] € Vha Y= (yla"'ayN)T € ]R‘N’ h = 1/(N+ 1)’

j=1

ahol V}, a kalapfiiggvények altal kifeszitett tér, akkor h-t6l fiiggetlen 0 < ¢y <
c1 konstansokkal érvényes

N 1/2 N
Co (Z ?/?h) < Mlunllo < e (Z ygzh>
j=1 j=1

[Utmutatas. Hasznéljuk a II. 11.6.2-beli dsszefiiggéseket, pl. a Amin(G)
becslését. |

63. feladat. Tekintsiik a 15.7.8-ban szerepld (15.249) egyenlet els6faju
peremérték feladata Lagrange-féle végeselem diszkretizacigjanak A matrixat,

~ . n awj awz’
A= (aij), o= /sz(x) 0xy 0z o,

ahol © € IR? véges tartomany. Bizonyitsuk be, hogy 0 < k(z) < Ky, = € Q
esetén érvényes

1/2

Amax(A4) < dKok2h4 > m3ms,

ahol h := max A,y () a legnagyobb elem atmérdje,

hmax(Q2m) az m-edik elem atmérdGje,

Pomin (Qm) viszont az m-edik elem legkisebb tavolsaga két csomoépont ko-
zOtt és

K > Pmax () / hnin(Q,) minden m-re;

my az egy csomoéponthoz tartozé elemek maximaélis szadma és

meo az egy elemhez tartozé szabadsigi fokok maximalis szama.

64. feladat. Folytatva a 62. feladatot mutassuk meg 4ltalanosabb poligo-
nalis Q € R? tartomany és V;,(Q) := span{w;})_; végeselem tér esetén, hogy
az up, Lo(§2)-beli és az y euklideszi normak ekvivalensek, megengedve viszont
megfelel6 h-hatvanyok megjelenését ¢y és ¢; mellett.



258 FEJEZET 15. ELLIPTIKUS EGYENLETEK

[Utmutatas. Vizsgaljuk a kérdést a {w;}}_, rendszer Gram-métrixa szél-
s6 sajatértékeinek segitségével.|

65. feladat. e Futassuk az ,Ellipsz” programot a kovetkez§ esetben : a
beépitett feladathoz allitsuk be az ¢ = 4 szintszamot, kérjiik a sima tobbra-
csos modszert. A megoldéshoz hasznaljuk a fekete-fehér Gauss—Seidel itera-
ciot, valamint a végeselem interpolaciot / végeselem restrikciot, jegyezziik
fel a kapott eredményeket (4 teljes tobbracsos iteracié utani maximum és Lo
normabeli hibajat). Ezeket hasonlitsuk 6ssze a 9-pontos (azaz harmadrendii)
interpoléacié / 9-pontos restrikcié kombinaciéval kaphat6 eredményekkel!

66. feladat. A 15.41. lemma segitségével vezessiink le olyan becslést a
v = 2 esetben, amely élesebb a 15.42. tételénél!

67. feladat. Bizonyitsuk be, hogy az euklideszi normaban és tetsz&leges
A € R™™ matrix esetén ||A]|?2 = ||AAT|| = || AT 4]

68. feladat. Lassuk be, hogy a (15.300) sajatérték feladat minden sajat-
értéke nemnegativ!

Feladatok a 15.9. ponthoz

69. feladat. A (15.317) feladatnak 32572 tobbszords sajatértéke. Adjuk
meg az Osszes hozzatartozo sajatfiiggvényt!

70. feladat. A \* = 507% a (15.317) feladat haromszoros sajatértéke.
Mutassuk meg, hogy Af; — X, Mo — A% 0 < A, — ME o < dnth?{—24 +
65m2h?}, amikor h < 3.

71. feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges Q tartomany esetén
az (els6faju peremfeltételekkel kiegészitett) Laplace—operator sajatfiiggvénye
nem lehet polinom.

b) Konstrualjunk olyan mésodrendii differencialoperatort, amelynek (al-
kalmas tartoméanyon, elséfaju peremfeltételek mellett) polinomialis sajét-
fiiggvénye van!

72. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (15.318) sajatértékek kozott van
(2N)2, és ennek multiplicitédsa pontosan N — 1.

72*. feladat. A T3- (avagy Courant-) elemes approximéaciot alkalmazzuk
a (15.317) sajatérték feladatra, amikor az wy, racs a kovetkezd (angolul ezt
criss-cross grid-nek hivjak) : Az egységnégyzetet osszuk fel egyenletesen
kis, 2h oldalhosszti négyzetekre, ahol h = hy = hy = 1/N, paros N-nel.
Ezutéan a kis négyzeteket tovabb bontjuk fel 8-8 haromszogre tigy, hogy mind-
egyikbe a két atlot és az oldalfelezd pontokat Gsszekotd két merdleges vonalat
behtizzuk. A diszkrét sajatfiiggvényeket v(%9(z) = sin k7z; sin 7z, alakban
tételezziik fel, © = (z1,22) € wp, = {(ih,jh), 1 <1i,7 < N —1}. Szamitsuk
ki analitikusan az ehhez tartozo A%, sajatértékeket!
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73. feladat. Tekintsiik a (15.331) feladatot abban az esetben, amikor az
A, B matrixok bar szimmetrikusak, de egyik sem pozitiv definit. Adjunk meg
olyan 2 X 2 méatrixpart, amelyhez komplex sajatértékek tartoznak!

[Kommentar. A sajatértékek pl. akkor valosak, amikor az A és B valame-
lyik lineéaris kombinécidja pozitiv definit.|

74. feladat. Kiindulva az z = 3.7 c;v® felbontasbol és a (Bz,z) =
S, ¢ azonossagbol, bizonyitsuk be a Rayleigh-hanyados 1. és 2. tulajdon-
sagat!

75. feladat. Parciélis derivalassal vezessiik le a Rayleigh-hanyados gradi-
ensének és Hesse-métrixanak képleteit!

76. feladat. Mutassuk meg, hogy (15.335) és (15.336)-(15.337) ekvi-
valensek!

s sz

T, normaltsagat. |

77. feladat. Lassuk be, hogy P pozitiv definitsége miatt nem lehet
||lw||z = 0 a prekondicionélt gradiens moédszer algoritmus 7. lépése utén,
ha el6tte (A — py, B)x,, # 0.

78. feladat. Az egységnégyzeten és a h = 1/N lépéstavolsagn négyzetes
racson vizsgaljuk a diszkrét biharmonikus operator,

2, .
Ahy = YzimTia + 2y§152$1w2 + YZoxoToza )

sajatértékeit elséfaju peremfeltételek esetén. ***

79. feladat. a) Szamitsuk ki az A = tridiag(a,b,c) € R™" maétrix
sajatértékeit (ahol a, b, ¢ tetszbleges valos szamok) !

[Utmutatas. Ha ac # 0, akkor szimmetrikus a DAD™!' métrix, ahol

D = diangiSn(di), d:= (C/a)l/Q.}

b) Adjunk kritériumot arra, hogy mikor valés az A Gsszes sajatértéke!

c) Alkalmazzuk az eredményeket az au” + bu' + du = 0, 0 < z <
1;  u(0) = u(1) = 0 feladat upwind és kézponti differencia approximéciojara
(1d. *** 17.4.0.)!
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Fejezet 16

Parabolikus egyenletek

16.1 Parabolikus egyenletek eredete és néhany
alkalmazasa

16.1.1 Kornyezetvédelmi balesetek

Sajnos elég gyakran fordulnak el6 az olyan helyzetek, mint a kovetkez8. Egy
kamion felborult az orszagiton, a szallitott tartily igen mérges anyagot tar-
talmaz, és az elkezd kiparologni. A polgari védelemnek ekkor lehet&leg gyor-
san fel kellene mérnie azt a kérdést, vajon evakualni kell a legk6zelebbi falut
vagy sem? Ehhez olyan informéciéra van sziiksége, mint a kamion és a falu
pozicidja, a (konstansnak feltételezett) szélirany és -sebesség (v), a diffa-
7i6s egyiitthato (D), a kiszabadulé anyag mennyisége per idSegység (@) (ez
utobbi leginkabb problematikus), és az adott anyagnak olyan cg.;; koncen-
tracidja, amely mar veszélyes.

Ezutédn a folyamat matematikailag a kovetkezs egyenletekkel irhaté le.
Legyen c(z,t) a koncentraci6 egy adott x = (1, 9, x3) pontban és t pillanat-
ban, az x; koordinata mutasson a szél irainyaba, a kamion pozicioja legyen az
origoban, a falué pedig z%-ban (és L legyen a tavolsiga a kamionto6l); ¢ = 0
legyen a baleset id6pontja. Akkor a ¢ koncentraciot Q :={—L <uxz; < L, i=
1,2, 0 < z3 < H}-ban (alkalmas H magassaggal) és ¢t > 0-ra a kovetkezs
egyenletekbdl hatarozzuk meg :

a) a konvekcio-diffuzio egyenletbdl (ez az anyag szétteriilését idGben és
térben irja le)

3. 92
@-i-vﬁ:D 8—:+Q(5(w,0), x €N, t>0, (16.1)

i=1 i

Itt §(z,0) az origoban koncentralt Dirac-féle delta-fiiggvény.

261
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b) a c(z,0) = 0 kezdeti feltételbdl, minden z € ()-ra,

c) a tartomany szélén is meg kell adnunk a koncentraciot vagy annak
gradiensét. Konkrét esetiinkben az a célszerd és bevalt, hogy minden ¢ > 0-
ra a kovetkezdket koveteljiik :

0

ry=—L: c=0, r1=1L: 520;
1
oc

$2:—LZ —66—:52:0, .TQZL: 8—1‘2:0’
oc

.'L'3:0: —68—1‘63:0, .’L'3:H: 6—333:0

Ezen feladat megoldasara kell, hogy rendelkezésre alljon gyors és megbizhato
program, amelynek mar csak a konkrét adatokat kell megadni, és keresett
c(z%t). A fenti kérdés most tgy hangzik, vajon c(z°t) > cgit, amikor
t > 0?7 Ennek megvalaszolasa segit donteni az evakudalasrol.

A parabolikus egyenletekre jellemz6 az, hogy az egyik fiiggetlen véltozo
szerinti derivalt csak els6rendii ((16.1)-ben ez a t), mig a tobbi valtozé (fent
x1, %9, r3) szerint minden méasodrendii derivalt fordul els. (A parabolikus
egyenlet pontos definiciojat 16.2-ben adjuk meg.)

Az a valtozd, amely szerint csak az els6rendii derivalt fordul els, gyakran
— de nem mindig — az id6t jeloli.

Erre a kovetkezd példat tudjuk adni. A

ou 0%u ou 0 ou
E = Dax% — 'Uax1 -+ axQ (d(iEQ)a—b) + f($1,$2,t)

térben kétdimenzids parabolikus egyenlet segitségével pl. a folyok vizszennye-
z6dését modellezhetjiik :

u a mélység felett atlagolt koncentracid, D = const > 0 a hossziranyu és
d > 0 a keresztiranyu diffizios egyiitthato, v > 0 az dramlasi sebesség és f a
szennyez6 forras intenzitasa.

Ha stacionérius esetet vizsgalunk és a D-t tartalmaz6 tagot elhanyagoljuk
(mivel D kicsi), akkor ugyancsak parabolikus egyenlethez jutunk, amelyben
ekkor viszont az z, hossziranyu térkoordinata atveszi az id6 szerepét :

Ou _ 9 (d(x2)a—u) +f.

Y0z, o O

16.1.2 A Black—Scholes egyenlet

A t6zsdén igen nyereségesek az opciok eladasaval foglalkozo iizletek, de kockéa-
zatuk nagy. Ennek felmérésére alkalmasnak talaltdk (bizonyos, az uralkodo
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gazdasagi viszonyokra vonatkozo feltételek mellett) a kovetkezs egyenletet :

2
%—Z + 30252% + rSg—g —rV =0, (16.2)
ahol V' = V/(S,t) az opci6 eladasi ara, 0 < ¢t < T az id6, T az opcid
esedékességi id6pontja, S azon aru (vagy részvény) ara, amelyre az opcid
vonatkozik, o az aru kockéazati tényezGje, r a mindenkori kamatlab bankkdol-
csonokre. Adott az opcid eladasi ara ¢ = T-nél, valamint peremfeltételek
S = 0-nal (pl. V.= 10) és S — oo-nél (pl. V/S — 1). A kérdés az, hogy
mekkora V' (S, 0), mert ekkor eldonthetd, vajon érdemes megvenni az opciot
(ha a jelenlegi, t = 0 id6pontban V (S, 0)-nal kisebb aran kinaljak).
A kovetkezd transzformacioval az egyenletet atalakitjuk a késGbb tar-
gyalasra keriil6 formara :

V(S,t) =v(z,7), S=¢* t=T—1/(c%/2).
A transzformaci6 eredménye az alabbi egyenlet, :

ov 0% ov 2r
—=—+4+(k-1)=——k k= —.
or  0x? ( )8:13 v o2
Ehhez most 7 = 0-nél adott a kezdeti feltétel, valamint x — doo esetén
a v viselkedése, keresett v(z, %O'QT). Nem nehéz az egyenletet még tovabb

egyszertisiteni, gy hogy alakja

(16.3)

ou_ o
or  Ox2

lesz, 1d. az 1. feladatot. (Hasonl6 transzforméacioval ,eltiintethetd” (16.1)-
bél a szél hatasaval kapcsolatos vaa—;l tag. (16.1) gyakorlati megoldasanak
szempontjabol ilyen transzformécié viszont nem javasolhato. *** 17.4.1-ben
visszatériink az (16.1), ill. (16.3) alaka egyenletek numerikus problémaéira.)
Ha kozvetleniil a (16.2) egyenletet akarjuk diszkretizalni, akkor egyrészt az S
fiiggetlen valtozo végtelen intervalluma gond (emiatt Laguerre-fliggvények
bevetése célszert), masrészt a g%/ legmagasabb derivalt elstt all6 10252
szorz6 jelent problémat, mert S = 0-nal eltinik (ami miatt a Laguerre-
fliggvények silyozott forméaja megfeleld, 1d. pl. Ben-yu és Xiao-yong dolgo-
zatéat.

(16.4)

16.1.3 A hdvezetési egyenlet

Tekintsiink olyan nyugvo, hévezetd kozeget, amelyben hé fejlédik ki f stiri-
séggel idGegységenként és egységtérfogatonként. A kozeg hGvezetési tényezdje
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tA
A
a_u = & + f
u@,0=g00 | ar gx2 u(l, 1) =g(7)
adott f
keresett u
1

u(x, 0) = u(x) X

abra 16.1: Parabolikus vegyes feladat

legyen k > 0, siirtisége p > 0, h6mérséklete T', bels energidja £ = ¢,T, ahol
¢, a hékapacitas.
Az energiamegmaradasi tételbdl azt lehet ekkor levezetni, hogy érvényes

T < T
pcpaa—t = Z_Zl 8?101- (kgxz) + f =div(kgradT) + f. (16.5)
Altalaban itt a p, ¢p, k &s f egyiitthatok mind a koordinaték és az id6 fiigg-
vényei, nagy hmeérsékleti intervallumon viszont a T-t6l is fiigghetnek (amire
16.6-ban visszatériink).

A legegyszertibb esetben (homogén, izotrép kozeg) a p, ¢, és k pozitiv
konstansok. Tovabba, ha egy koordinata iraAnyban a vizsgalt test vagy nagyon
hosszi (rad) vagy rovid (lemez), akkor eltekinthetiink a mésik kettd iranytol
(1d. a 16.3. pontot is). Ilyen specidlis esetben (16.5) az egydimenzids, kons-
tans egyiitthatos hévezetési egyenletre egyszertisodik :

oT o0*T k
— =A== hol )\ := —
ot 0?2 /. aho PCp

a ho6fokvezetési tényezs.

Ha az x megfelel§ transzformaciojaval az eredeti (mondjuk [0, L]) interval-
lumot [0, 1]-re normaltuk, akkor 1j idGegység bevezetésével a M-t is el tudjuk
tiintetni. Ezutan a kovetkezs egyenlettel allunk szemben (amely f kivételével
(16.4)-gyel egyezik meg), amelyben a keresett fiiggvény most a szokdsosabb
u, és T-vel inkdbb az idGintervallumot jeloljiik :

ou 0%u
— = < = — .
s =Lutf 0<e<l 0<t<T, Lui= (16.6)

Ennek egyértelmii megoldasahoz Q7 := (0,1) x (0, T]-ben az alabbi kezdeti-
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és peremértékeket sziikséges megadni :

t=0, 0<z<1: wu(z,t)=u(r); (16.7)
t>0, z=0: u(zt)=go(t); (16.8)
t>0, z=1: wu(zt)=g(t). (16.9)

Az itt el6irt (16.8)-(16.9) els6faju peremfeltételek helyett masod- és harmad-
fajuak is kittizhetdk, v.6. I1. 11.2-vel. A (16.7)-(16.9) feltételek altal érintett
peremszakaszokat a (16.6)-(16.9) feladat Dirichlet—peremének nevezziik és
T, = [)(T)-vel jelsljiik,

T ={t=0, 0<z<1}U{z=0, 0<t<T}U{z=1, 0<t<T}
(16.10)
magat a (16.6)-(16.9) feladatot a hivezetési egyenlet vegyes feladatanak hiv-
juk, arra célozva, hogy itt kezdeti- és peremértékeket irtunk eld.

16.2 Elméleti tudnival6k a parabolikus egyen-
letek vegyes feladatairo6l

Els6nek azt hatarozzuk meg, hogy mit értiink az (16.6)-(16.9) feladat megol-
dasa alatt.

Definicié. Ha u olyan Qp-ben definiélt folytonos fiiggvény, amely foly-
tonosan derivalhaté Qr-ben (egyszer t és kétszer x szerint) : v € C*1(Qr) N
C(Qr), és amely a (16.6) egyenletet, valamint a (16.7)-(16.9) mellékfeltéte-
leket kielégiti, akkor u-t az (16.6)-(16.9) feladat klasszikus megolddsdnak hiv-
juk. O

Ezutan emlékeztetiink a kovetkezG eredményre (részletesebben ehhez a
ponthoz 1d. Simon és Baderko, vagy Ladiizsenszkaja, Szolonnyikov és Ural-
ceva vagy Friedman konyvét).

16.1. Tétel (parabolikus egyenlet maximumelve). Az (16.6)-(16.9) fel-
adat minden klasszikus u megoldasa rendelkezik a kovetkezd tulajdonsaggal.

Ha f <0 (ill. f > 0), akkor u maximalis (minimalis) értékét a I'; peremen
veszi fel.

Megjegyzések. 1. Ha f = 0, akkor eszerint

n%inu < wu(z,t) < max u minden (z,t) € Qp-re.
1 1

2. A tételbsl kovetkezik az unicitas : az (16.6)-(16.9) feladatnak leg-
feljebb egy klasszikus megoldasa van. O
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Az unicitast az alabbi eredmény is mutatja (v.6. (15.11)-gyel 15.2-ben).

16.2. K6vetkezmény (6sszehasonlitasi tétel). Legyen u; és uy a (16.6)-
(16.9) feladat két klasszikus megoldasa, f; jobboldallal, go;, g1; peremértékek-
kel, ug; kezdeti értékkel, = 1, 2.

Teljestiiljon

fl(xat) fQ(x’t)’ (x’t) € QTa

>
uor(r) > wuge(z), 0 <2<,
goi(t) > go2(t), gu1(t) > gra(t), t > 0.

Ekkor érvényes, hogy ui(z,t) > ug(z,1), (2,t) € Qr.

Bizonyitas. Ld. a 2. feladatot!

Megjegyzések. 1. Legyen u € C*1(Q7)NC(Qr) a (16.6)-(16.9) feladat
megoldéasa abban az esetben, amikor ug(z), ¢1(t), g2(t), f(z,t) > 0. Ekkor
u > 0.

2. A 16.1. tétel a (16.6)-(16.9) feladat klasszikus megoldasanak kovetkezs
becslését is vonja maga utan :

1
lu(z,t)| < max|u| + 23:( 2)|| flleg,) minden (z,t) € Qp-ra.  (16.11)

Ennek belatasahoz bontsuk fel u-t mint © = v+w, ahol v a homogén egyenlet
megoldasa,

ov 0%v
O O (e v=u (@hel,
és
ow  0%w

8t_82+f’ (z,t) € Qr; w=0, (z,t)€Tly.
A 16.1. tétel szerint egyrészt

miny < v < maxu.
T, T,

Mésrészt, legyen z := ;2(1 — 2)|| fllo(g,), akkor z|r, > 0 = Fwp, és

0z 822 8w 82w

=z > el

Emiatt z > +w, (z,t) € Qr. Ekkor (16.11) kévetkezik a haromszdg egyen-
16tlenség segitségével : |u(z,t)| < |v(x,t)|+|w(z,t)| < maxr, |u|+2z(z,t). O
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Tekintsiink most egy joval altalanosabb feladatot! Legyen © € IR? véges
tartoméany, és Qr := Q x (0,7) adott 7" > 0-val. A parabolikus egyenlet
altaldnos alakja :

)

8_1: = Lu+f(z,1), (x,t)=(z1,...,241) € Qr, (16.12)
d 9 d

Lu = i]z:la—%<%$t >+Zzlaz +a0(a: t)u.(16.13)

Ezzel az egyenlettel kapcsolatos a kovetkezd wvegyes feladat. Oldjuk meg a
(16.12) egyenletet az alabbi, ¢t = 0-nal, ill. az Sy := I’ x [0,7] peremen
megadott kezdeti- és peremfeltételek mellett (ahol I' := 0Q) :

(z,t) € Sr = u=0, t=0, z€Q: u=uy(z). (16.14)

A (16.12) egyenletet akkor hivjuk parabolikusnak, ha a (16.13) operéa-
toranak férésze elliptikus :

d d
SCOZ@ZSZ mt&fjgclzf minden (z,t) € Qp-re.
i=1 =1

=1

Ha itt ¢y pozitiv konstans, akkor egyenletesen parabolikus egyenletrél beszé-
liink.

A (16.12)-(16.14) kezdetiérték—peremérték feladat klasszikus megoldéasa
hasonléan definidlhat6, mint az elliptikus esetben (1d. 15.2), és hasonlo felté-
telek mellett a klasszikus megoldas létezik, egyértelmi és stabil modon fiigg
a feladat adataitol (az Sy peremen inhomogén peremértékek is lehetnek :
u|ST =g). A (16.12)-(16.14) feladat tehat korrekt kitizésd bizonyos (sima-
sagi) feltételek mellett, 1d. Zeidler, vagy Friedman vagy Ladiizsenszkaja,
Szolonnikov és Uralceva konyveit.

A kovetkez6 kiilonbségek adodnak viszont. Egyrészt sziikséges egy kom-
patibilitdsi feltétel, mert az ug és g = u s, figgvényeket ((16.14)-ben g = 0)
csak egyeztetetten lehet megadni, ha azt kivénjuk, hogy az {z € 0,t =0} és
St halmazok k6zos pontjaiban is folytonos legyen az u megoldas :

dg
—= = Lug+ f(z,0).
ot lt=0 o+ f(z,0)

Masrészt, az ag egyiitthato elgjelére nem kell feltétel. Amennyiben ugyan-
is az L operatornak éppen nulla sajatértéke volna, és igy a vele megfogal-
mazott elliptikus feladatnak vagy nem lenne megoldasa vagy az nem lenne
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egyértelmi, akkor a parabolikus feladat esetén van még a kezdeti feltétel is
és biztositja az unicitast (1d. ehhez a 3. feladatot : az a tény, hogy egyszert
transzforméaciéval nullava teheté aq ha konstans, is ebbe az irdnyba mutat,
v.0. az 1. feladattal).

A parabolikus feladat része lehetnek masodfaji vagy harmadfaji perem-
feltételek is, és ekkor is korrekt kittizési a vegyes feladat. Itt viszont, megint
az elliptikus egyenlet megfelel§ peremérték feladataval Gsszehasonlitva, az
tiinik fel, hogy a % + ou = g peremfeltétel o egyiitthatoja negativ is lehet
(hasonlé okboél mint ezelStt az ag pozitiv).

Definici6. A (16.12)-(16.14) feladat gyenge megolddsanak hivjuk az
olyan u € HY[(0,T) — H}()] fiiggvényt, amelyre, minden Q,-ben definialt
és ott végteleniil sokszor differencidlhato, és az St perem kornyezetében
eltiing ¢ fiiggvénnyel teljesiil

d
ou 8u8g0
i i 5 dz dt 16.15

= flz, t)p(z,t)dedt. O
QT

16.3. Tétel (Ladiizsenszkaja, Uralceva; gyenge megoldas tulajdonsa-
gai). Amennyiben a (16.12) egyenlet egyenletesen parabolikus, egyiitthatoi
mérhetdek és korlatosak, azonkiviil érvényesek a kovetkezs feltételek :

T .. -
[ 1247y
0 ot c(@)

minden ¢, 7 indexre, valamint

f € L2(QT), Ug € LQ(Q),

akkor a vegyes parabolikus feladatnak pontosan egy gyenge megoldasa van,
ezenkiviil érvényes a kovetkezd becslés 0 < ¢ < T-re :

t
lu(, Ol @) + 260/ Jul, 7)) 7 < (L +te") {lluollZ,@) + 1fllza@n } -
0

(16.16)
Ha viszont ug € H} (), akkor

s ut) {ealluolgay + 1 acen } - (16.17)

L2(Qr)

Itt a p(t) > 1 folytonos t-ben és fo ||6a” | oo d7-tol fiigg. O
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Az el6z6 (16.16)-(16.17) becslések azt mutatjak meg, hogy a gyenge meg-
oldas folytonosan fiigg a vegyes feladat adataitol és ebben az értelemben
stabil.

Mint H'[(0,T) — Hg ()] eleme a gyenge megoldas Lo(2)-normaja folyto-
nos t-ben, a beédgyazasi tételek szerint. Ebben az értelemben a kezdeti
feltételt is kielégiti :

[ul-2) = uo()llzo(@) = 0, ¢ = 0.

A (16.16) egyenldtlenség levezetéséhez a (16.15) relacioba v = u-t helyet-
tesitjiikk be, a (16.17) levezetéséhez pedig v = ‘Z—’; -t, majd az eredményt
alakitjuk at. Ugyanezt a technikit a parabolikus egyenletet approximald
differenciasémaék stabilitasi bizonyitasanal fogjuk alkalmazni.

Szemléltetésnek a két modszert akkor mutatjuk be, amikor (16.12)-(16.14)
a legegyszeriibb parabolikus vegyes peremérték-kezdetiérték feladat, azaz d =
1, (16.6), f = 0, (16.7)-(16.9), go = g1 = 0.

Legyen u ezen feladat H'[(0,T) — H?(0,1)]-beli megoldésa. Szorozzuk
meg a (16.6) egyenletet u-val és integraljunk (0, 1) felett (vagyis : helyettesit-
siik be ¢ = u-t (16.15)-be) !

1 19 (12
/ 6—uudx = / de
o Ot 0 ot
1 92 1 1 2
= /a—uudazz @u —/ Ou dz.
g O0x? ox |, Jo \Oz
A homogén peremfeltételek miatt innen kovetkezik, hogy

1o [t Lou)?
= = — — <
26t/0 u”(z,t) dx /0 (6:16) dz <0,

vagyis, (16.16)-nak megfelelGen

1 1
HW@%:/ﬁmﬂmé/ﬁ@®M=MM-
0 0

A megoldas Lo-norméja ezek szerint nem névekedhet.

A masodik 1t stabilitasi becsléshez a (16.17) becsléssel kapcsolatban el-
mondottaknak felel meg : szorozzuk meg a (16.6) egyenletet 5% -vel és inte-
graljunk (0, 1) felett (vagyis : helyettesitsiik be ¢ = %-t (16.15)-be) ! Ekkor

—Jo \ot -~ Jy 0x20t T |0z at], J, Ozotox

B /Ha mzd
- ), zat\oz)
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ahol megint a homogén peremfeltételeket hasznaltuk, amelyekbdl

ou
ot

_ o
ac:O_ 8t

=1 N
kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy

o [ (u(z,t)\’
hl <
ot J, ( B > dz <0,

ut o= [ 1 (24 ”)2 ass | 1 (%) dz = fugl2.

Ezek szerint a megoldds Hj-norméija sem novekedhet. Mindkét becslés azt
mutatja, hogy a (16.6) hGvezetési egyenlet megoldéasa, homogén (16.8)-(16.9)
peremfeltételek mellett, folytonosan fiigg az ug kezdetiértéktsl.

vagyis

16.3 Néhany hasznos fogas

Adott parabolikus egyenlet (mint pl. a (16.1)) elemzésének els§ lépéseként
azt tanacsoljuk, hogy dimenziétlan alakra hozzuk az egyenletet. Ez azt je-
lenti, hogy minden mennyiséget tipikus értékére normalizaljuk. Ennek ered-
ményeként ugyanis kideriil, hogy mitél fiigg valoban a probléma, milyen
paraméter-kombinaciokra érdemes figyelni. Szemléltessiik a tanacsot a (16.1)
példajan! Mint tipikus koncentraciot a kritikust vessziik : u := ¢/cgris, 0]
térkoordinatakként az y; = x;/L-t vezetjiikk be (i = 1,2,3), a 7 4j id6t ugy
vezetjiik be, hogy a legmagasabb derivaltak el6tt (az id6- és a masodik y-
derivaltak el6tt) 1 legyen az egyiitthaté : 7 = %t. Ezutan az egyenlet 1j
alakja, a D/L2-tel valo egyszeriisités utan :

ou oL Ou i % QL?

— == + ———6(z,0).
ot D 0y, i1 oy?  Dcprin (0)
Itt tehat két paraméter maradt : % és inkLz,t. Eszerint pl. az mondhato el,

hogy nem a D diffzié egyiitthaté kis értéke miatt hanyagolhatok el esetleg
a méasodik derivaltak (16.1)-ben (amit6l az egyenlet matematikailag gyokere-
sen valtozna meg, és nem kellene a tartomény Gsszes peremén megadni az
informaciot a koncentraciérol), hanem a Y2 = P ugynevezett Péclet-szdm

D
nagy értéke miatt.
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Kovetkez6nek néhany olyan fiiggvényt irunk fel, amely megoldja a (16.6)
egyenletet f = 0 esetén :

a) uo(w,t) = 1, wi(x,t) = x, us(w,t) = 2% + 2t (és tovabbi hasonlo,
magasabb fokszamu polinomok, 1d. lent);

b) u = e:l:2am+4a2t;

$2
c) u= %e’ﬂ (ahol t > 0).

Az utobbi fiiggvény segitségével a homogén (16.6) egyenlet Cauchy—fel-
adatanak megoldéasa irhato fel, tehat az egész z-tengelyen kitiizott (16.6)-

(16.7) feladat, ha ug nem névekszik x-szel gyorsabban, mint cre2®”

u(z,t) =

e Tuo(@ d¢.

vl

Az a) alatt felsorolt ugynevezett (k-adfoka) hd-polinomok altalanos alakja

[k/2] .’L'k_thj

= k! -

ahol [r] az r egész része. Ezutan, az egyenlet linearitasa miatt, a

t) = Z arug(z,t)

polinomokat is h6-polinomoknak nevezhetjiik.

Ezeknek felhasznélasaval az (16.6)-(16.9), f = 0 probléma vegyes fel-
adatanak a kozelité megoldasat Gauss-féle képletek segitségével lehet megad-
ni rogzitett (z*,t*) € Qr-re :

u(z*,t") Za u(zl, th), (16.18)

Az (xf,tf) € Ty és af paraméterek meghatarozasara (i = 1,..., N) kovetel-

jik, hogy (16.18) helyett legyen érvényes szigoru egyenlGség, amikor u k-
adfokd hé-polinom (0 < k < 2N) :

(", t") Zaukxz,t: k=0,1,...,2N — 1.

Ez egy 2N-dimenziés nemlinearis egyenletrendszer a (16.18) képlet 2N para-

méterének meghatarozasara. (Az (af,z},t;) sziamharmasokban hol a tf, és
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hol az z} értéke kiovetkezik abbdl, hogy (z7,t}) € I';. A mésik — és az af — az

egyenletrendszerbsl meghatarozando.) Ha az (x},tf) € I'y pontokat irjuk els
és csak az a; egylitthatokat keressiik, akkor elég egy linearis egyenletrendszert
megoldani, de az eredmény nem Gauss—képlet.

Az igy meghatéarozott konstansok csak a kivalasztott (z*,¢*) parra jok.

Ez azt jelenti, hogy ilyen eljarassal csak akkor célszerti dolgozni, amikor
kiilonb6z6 peremértékekre (ill. kezdeti értékre) keresett a megoldas ugyan-
abban a pontban. A I'; nem kell, hogy éppen a (16.10) legyen, hanem
(z(s),t(s)) folytonos, nem 6nmagat metszé gorbe lehet, (x(0),%(0)) = (0,t*),
(2(1),t(1)) = (1,t%), t(s) < t* egyébként. Az Gtlet természetesen tovabbfej-
leszthetd gy, hogy t6bb pontban kapjuk az eredményeket.

A tapasztalatok szerint N = 5 esetén méar 4-5 pontos decimadlis jegyre
szamithatunk a kapott eredményben.

A fejezet tovabbi részében csak olyan eljarasokkal foglalkozunk, amelyek
a megoldas egész mezejét adjak, tehat sok z- és t-értékre.

Miel6tt annak részleteibe meriiliink, nem art megjegyezni, hogy ezen az
liton olyan részletes numerikus eredményekhez jutunk, amelyekhez esetleg
nincs meg a megfelel§ hattériink : pl. vagy nincs olyan mérési adatunk,
amely a numerikus eredmény helyességét ilyen részletességgel igazolné, vagy
a kitiizott feladat valojaban nem az egyenlet megoldasa, hanem a megoldés
valamelyik funkcionaljanak (pl. egy pontbeli értékének vagy integraljanak) a
kiszamitasa.

Ilyenkor meggondolandé, hogy nem célszertibb-e csak néhany paraméter-
rel leirt kozelitd megoldassal dolgozni (mint fent (16.18)-ban)? Ennek elGsegi-
tésére gyakran hasznosak a dimenzidcsokkentd eljardsok.

Ha pl. megoldand6 a

3
ou 0%u

— =koAsu+ f=k — + 16.19
egyenlet az x = (z1,72) € Q,z3 € (0,1) tartomanyban és a megoldas x3-
irAnyu valtozasa varhatéan nem jelent&s vagy nem érdekes,vagy pedig nincs is
adatunk az f forrastag x3-irdnyd valtozasarol, csak s szerinti dtlagértékével
rendelkeziink, akkor célszert u(z1, o, x3,t) helyett

1
u(zy, xo,1t) ::/ u(z1, T, x3,t) dzs
0

kiszamitasat célba venni. Ehhez, ha (16.19) mellett az x3-irdnyt perem-
feltételek

T3 = 0: —kog—;s + opu = go(t), (1620)
z3=1": kog—;; + oyu = g1 (t), (16.21)
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a (16.19) egyenletet x5 felett integralva kapjuk, hogy

2

ou _ 0%*u
E = koAqgu + w9 = ko Z:ZI 8—3312 + o, (16.22)
ahol
1
0o(x1,22,t) = / f(z1, 22, 23, 1) dzs + go(t) + 61(2)
0

- O'()U(.’El,LEQ,O,t) —O'1U(.’L'1,.’L'2,1,t).

A (16.22) egyenlet lezarasanak érdekében a kovetkezd kozelitéseket hasz-
nalhatjuk, ha a kétdimenzids {2 tartomany atmérdje 1-hez képest nagy :

u(z1,xe,0,1), u(zy, 20,1, 1) & U(x1, T2, 1). (16.23)
Ezutan a .
a—,l: = koAQﬂ - (0'0 + O'l)ﬂ + ”(/)2 (1624)

egyenlet megoldasat keressiik, amelyben

1
VYo(x1, 29, 1) 3:/ f(z1, 22, 23,1) dus + go(t) + 91(2),
0

megfelel6 kezdeti- és peremfeltételek mellett.

Vegyiik észre, hogy méasodfaji (16.20)-(16.21) peremfeltételek esetén (te-
hat amikor oy = 07 = 0) a (16.23) kozelitésre nincs sziikségiink, (16.22)
kovetkezik (16.19)-bdl és (16.20)-(16.21)-b6l. Ekkor @ semmi més mint az u
els6é Fourier—egyiitthatdja, ha u-t sorbafejtjiik a homogén mésodfaji perem-
feltételek mellett vizsgalt —% operator sajatfiiggvényei szerint. Igy 3
irdnyaban egydimenzios altérben dolgozunk, a konstans fliiggvénynek megfele-
16en. Amennyiben pl. x5 irAnyban hasonl6 atlagolassal élhetiink, akkor majd
még kevesebb paraméterrel kozelithetjiik a megoldést.

Ehhez a ponthoz 1d. a 4*. és 4. feladatokat is!

16.4 Parabolikus egyenletek megoldasa siilyo-
zott sémaval

16.4.1 A silyozott differenciaséma

Tekintsiik a (16.6)-(16.9) vegyes feladatot az egydimenzios hGvezetési (més
néven : diffuzios) egyenlet szaméara!
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A szokésos, h = 1/N lépéstavolsagi wy, = {x;, ¢ = 1,...,N — 1} ra-
cson (Id. II. 11.4.1.) az x szerinti méasodik derivaltat differencia-hanyadossal
helyettesitve, és u(z;,t)-t y;(t)-vel kozelitve azt kapjuk, hogy

yz(t) = (y(t))izc,i + fi(t)’ 0<t S Ta (16'25)
y:(0) = wuo(w:), i:=1ih, 1<i< N -1, (16.26)

ahol
yn(t) = (1 (), yv—1 ()T, () = go(t),  yn(t) = 91(),

fi(t) = flwi, t),

és y; jeloli az y; komponens derivaltjat ¢ szerint.

A (16.6)-(16.9) vegyes feladat ezen visszavezetését a (16.25)-(16.26) ko-
zonséges differencidlegyenlet-rendszer kezdetiérték feladatéra egyenesek mad-
szerének hivjuk, mert az x = x; = ih egyenesek mentén kell a rendszert
megoldanunk. Azt is mondhatjuk, hogy (16.25)-(16.26) a (16.6)-(16.9) fel-
adat szemudiszkretizdcidja, mivel csak az egyik fliggetlen valtozot diszkretizal-
tuk. A (16.25)-(16.26) kozonséges differencialegyenlet-rendszert a kovetkezd
alakba irhatjuk at (emlékeztetiink a 15.3.1-beli jelolésiinkre, miszerint ugyan-
azt a diszkrét megoldast racsfiiggvényként y-nal jeloljiik — pl. differencia-
kifejezésekben, vektorként viszont y-val) :

Up = —A%O)yh +aqn(t), t>0, yrn(0) adott, (16.27)

ahol

1
AP = - tridiag(=1,2, ~1)

a mar II. 11.4.1-bél ismert M-maétrix és

Qh(t) = (qla"',QNfl)Ta q; ‘= fia QSZSN_27

q = filt)+ %go(t), g1 = fvalt) + %gl(t).

0)  sivo 2 s
A rendszer —AEL) méatrixanak sajatértékei mind negativak és kondiciosza-

ma nagy : cond(Ay) & 1/(2h?), hiszen tudjuk, hogy 8 < A(Ap) ri% (1d. I.
3.1.1., 11 11.4.6.).

Eszerint rendszeriink egy tipikus merev egyenletrendszer. Megoldasat a
IT. 10.5-ben részletesen megtargyalt modszerekkel probalhatjuk meg, pl. a
Gear- vagy implicit Runge-Kutta vagy Rosenbrock-modszerekkel. Ezek a
modszerek jo szolgalatot tesznek, kiilonosen akkor, amikor f = f(u,z,t) a
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megoldastol is fiigg, viszont eléggé miivelet- és tarigényesek. Ez dont6 szem-
pont akkor, ha N > 1, ami tébbdimenzioju feladatok — pl. egy orszagrész
feletti légszennyez&dési szimuléacid esetén — tObb szézezer egyenletet jelent-
het! Ezért most egyszeriibb (de megbizhaté) modszercsaladdal foglalkozunk,
amelynek tar- és miveletigénye kisebb az el6z6 modszerekénél. (A szemi-
diszkretizaci6 vizsgalatara 16.4.6-ban és 16.8-ban tériink vissza, tanicsokat a
tobbdimenziés feladatok megoldésa soran hasznalandé moédszerekhez 16.7.3-
ban is adunk.)

A kovetkezd modszercsaladot tekintjiik a (16.6)-(16.9) feladat approxi-

s sz

tehat teljes diszkretizdciot hajtottunk végre :

Ui = oYt (1= 0+, (16.28)
ol = T2, i=1,2,...,N—1,

y(])—f_1 = gO(tj+1)7 y?\]—'—l = gl(tj-l-l)a ] = Oa 17 cee, = 17 (1629)

yi = uo(z:), 0<i<N. (16.30)

Itt 0 < o <1 a stabilitdsi paraméter, vagy mas néven a (16.28)-(16.30) diffe-
renciaséma sulya, maga (16.28)-(16.30) a sulyozott differenciaséma. (16.28)-
ban hasznaltuk az

. - .
Yo = Yo = Y1 =y —y)/T

jelolést, ahol 7 := T'/m az id6lépés, m > 1, és

T

2

A térbeli wy, rdcs mintajara bevezethetjiik az w, idébeli racsot is,

PP = flaat;+ =), o=yl ty) ~ u(z,ty), =

wy={t;, j=1,...,m}, w,:={t;, j=0,...,m}. (16.31)

Ezutan az osszes térid6-racspont halmazat wy, , := W), x w,-val jeldljiik, ahol
Wy, = wp, U Yp, a perempontok 7, := {zo, zx} halmazéaval.

A matematikai lényeget gyakran jobban mutatja az indexmentes feliras-
mod, amelyhez az

y=yl, g=yl", oyl + (1 -o)yl =0+ (1-o)y =y (16.32)
képletek segitségével megyiink at. Ekkor (16.28)-(16.30) az alabbi alakot
veszi fel (ahol g(z,t) = go(t), ha z =0 és g(z,t) = ¢1(t), haxz =1) :

Y = (y(a))fz+f7 xewha
y = g, LL'E’)/h, ]:0,1,,m—1,

yo = Ug, T E Wp.
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1

h

><V

abra 16.2: wy, ,-rdcs

............. 1T T

O<o<1 o=1

abra 16.3: Sulyozott séma differencia-csillagjai

A 10. fejezetben mar vizsgalt modszerek koziil (16.28)-ban felismerjiik a fenti
(16.27) rendszerre alkalmazott explicit (o = 0) és implicit (¢ = 1) Euler—
modszert, valamint a trapézszabalyt (o = 2). (16.28)-cal szinte azonos mod-
szerrel mar 10.5.2-ben is talalkoztunk.

1
2

Itt, parabolikus egyenletek numerikus megoldésaval kapcsolatban, a ko-
vetkez6 hagyoményos elnevezéseket hasznéljuk :

0, explicit séma,
o= %, Crank—Nicolson séma,
L

(tisztdn) implicit séma.

Mig o = 0 esetén kozvetleniil az
. : : i
oI =yl (v + 177)

képletbdl szidmithato ki a megoldas, o # 0 esetén tridiagonalis egyenlet-
rendszer megoldésa sziikséges (ami a roviditett Gauss—eliminacioval O(N)
miivelettel kivitelezhets, 1d. I. 1.3.9.). Ezért az utébbi esetben implicitnek
hivjuk a (16.28)-(16.30) sémat. e A sulyozott differenciaséma programozasra
kész képleteit a ,Hipy” program segédszovegeiben talalhatjuk.
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16.4.2 A sﬁlyozott differenciaséma képlethibaja

o« s,

rendjet h-ban és 7-ban :
Egyrészt (1d. I1. 11.4.1., (30)), ha az u fiiggvény z szerint négyszer folyto-
nosan differencialhato, akkor

82u h? 84

Mésrészt (1d. II. 11.4.2., (46)), ha u a ¢ szerint haromszor folytonosan
differencialhato, akkor

ou 72 03 1
E(m,tjﬂ/z) + 55 24 913 w5 (@, iy +9,7), (0] < 5

és ekkor az is kovetkezik, hogy

U =

ou
u? = (@, i) + (0 — %)E(*’Eatﬂl/z)

72 Ou? 1
+§W($atj+1/2 +n7),  Inl < 9 (16.34)

Ezekbdl a sorfejtésekbdl a silyozott differenciaséma

Ui — (U(U))Ez,z’ - (Pg: ha (z;,t;) € whr
’lpzj = 0, ha ( ) € ’yh, X wr; (16'35)
0, ha (z;,t;) € Wy x {t =0}

képlethibdjara kovetkezik, hogy

) o o2 J+1/2 ) )
i = (5-52-1) +(#"-¥)

ot 0x?
83?1, h2 84
- [7'(0 - %)m(fﬂi,tjﬂp) + 1292 4(xl+19 h t]+1/2)]
+O(7% + h'), (wi,t;) € whyr - (16.36)

Ez utébbi eredményt annak figyelembevételével kapjuk, hogy 27h? < 72+ h?.

Ha most u a (16.6)-(16.9) feladat megoldésa, akkor (16.36)-bol azt olvas-
suk le, hogy a képlethiba ¢! = O(r|o — 3| + 72 + h?), ha u € C**(Q), azaz
ha a megoldés x szerint négyszer és ¢ szerint hdromszor folytonosan differen-
cialhato a [0,1] x [0,7] =: Qr megoldasi tartomanyban, és ha ¢} = f”l/ 2
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vagy QOZ = fz-j+f7. De %j = O(7 + h?) mar akkor is igaz, ha u € C*?, és ehhez
¢! = f is megfelels.
Végiil az u € C%3 esetben (16.33) helyett érvényes
0%u N h? 0*u h* 8%( nih)
17 \022 T 1202 ), 360025

és ekkor a (16.36) szogletes zardjelében all6 mennyiség

3y B2 a4u}j+1/2 . n

_1 -
[T(“ 2y TR D

i

-ra valtozik, amit a (16.6) egyenlet segitségével tovabb alakithatjuk :

21 d3u B2 32]c Jj+1/2
B = <[T(“ —a2)+ E} 0201 Ea:#) '

i

Ez azt jelenti, hogy ekkor ¢/ = O(r% 4 h*), amennyiben

I %
T T 5T 1y
@i = (pu)i = (f+ﬁfm)_ (16.37)
1 .
= ﬁ(fi+l+10fi+fi—l)]+1/2-

Ha ugyanis u € C%3, akkor (16.6) szerint f € C*2, és ekkor (16.33) mintajara
Foglaljuk 6ssze eredményeinket! A sulyozott differenciaséma képlethibéja

(O( + h?), ha u € C*2 és ¢! = f/,
ha u € C* és ¢! = fijJrl/2
vagy ¢} = f°, (16.38)
{hau606’3,0:0*
& ¢ = (p.)]-

= | O(rlo — %| + 72+ h?), {

O(1? + h?),

\

Ennek specialis esete az, hogy a Crank—Nicolson séma képlethib4ja O (72 +
h?), ha u € C*3. Egy tovabbi speciélis eset kidolgozasa az 5. feladat targya.
A 0 = o,-gal jellemzett sémét magasabbrendi sémdnak hivjuk. Ekkor a o
negativ is lehet.

Ehhez a ponthoz Id. a 6. feladatot is.
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16.4.3 A sitlyozott differenciaséma stabilitisa a szim-
metrikus esetben

Vizsgéljuk most a stlyozott séma stabilitasat! Ugyanis egyrészt a tapasztalat
(7. feladat) megmutatja, hogy vannak gondok, méasrészt II. 10.5.3. szerint
(1d. a 45. feladatot II. 151. o.-n, valamint a 8.a feladatot is), amikor o < %,
szamitanunk kell egy 7L < const alaki stabilitasi feltétellel, ahol L a feladat
Lipschitz—4llandoja, amely (16.27) esetén 4/h2.

Ha pl. 0 = 0, akkor

~ T
Yi = Uit ﬁ(ym =2y + Yi 1) + TP (16.39)
T 27 )
= ﬁ(yﬂ—l'i‘yifl)'i‘ (1—§) yi+1o;, 1<i<N-—1.

Itt tobbszor szerepel a v := 5 (néha Courant-szdmnak elnevezett) paraméter
(amely p;’%z -re valtozik, ha a (16.5) egyenletbdl indulunk ki és annak egytitt-
hatoi konstansok). Ett6l a paramétertsl dontGen fiigghet a szamitasi ered-
mény, amit az alabbi lemméval a maximum normara vonatkozélag megmu-

tatunk. Ezen norma definici¢ja

lynlle@n = max fuil, il llysllows) = max [yl (16.40)

Analég médon ||ya|c(y,) := max(|yo, |yn|). Ezenkiviil (16.10) mint4jara
még a 'y, = Whr N OQy; ,diszkrét” Dirichlet—peremet” is vezetjiik be, azaz

Chy; = {(74,0), 0<i < NPU{(0,%), (1,4), 1<k <j}.

Ezzel a jeloléssel tehat ', = Iy 1, és ha y,, a (16.28)-(16.30) séma megoldé-
sa, akkor

[ynllew.,,) = max (ggggf (o ()|, max |go(t)], max \gl(tk)|> - (16.41)

16.4. Lemma (az explicit séma maximumnormabeli stabilitasa). Ha
T 1
v=-—€(0,3], (16.42)

akkor a (16.28)-(16.30), 0 = 0 séma stabil : érvényes az

j—1

1illo@y < llvallow.) + Y Tk o (16.43)
! k=0
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becslés. Ha viszont vy > % rogzitett, akkor a séma nem lehet stabil a maximum
normaban.

Bizonyitas. (16.42) teljesiilése esetén (16.39)-bél kapjuk kozvetleniil

Y(Yira| + [yim1]) + (1 = 29)[wil + 7eil
max(\yi+1|, |yi‘a |l/z>1|) + T\ﬁpi\,

|9l

ININA

és igy

lrllcwn) < nlle@n) + Tllorllows)
= max(||ynllcem), [Uallcwn) + Tllenllcws)-

Ezért, most a peremet is figyelembe véve (és a felsg indexet is jelolve),

- - . . .
193 @ < max ([[yn " Nloeas 19 llewns 1Whllews)) + Tllehllcwn)
< max (||y3 Nloems 19 lleems 195 o))
+ T||90i_1||0(wh) + 7l | cn)
j
< ... < max (lyd Moo - - Walleen: 1hllc@n) + D 7okl cws)-

k=0

Innen kovetkezik a (16.43) becslés. A lemma mésodik részének bizonyitasa-
hoz elég, ha speciélis esetet vizsgalunk. Legyen tehat v > 1 rogzitett.

2
Tovabba, legyen

y’? = (_1)1’ i:071a"'aNa
g(]) = (_]—)J: g{:(_l)N_Ha j:O:]-a"'a

ésp=0. Az yzj megoldési értékeket csak 0 < 147 < N-re fogjuk kiszdmitani.
(Igy a peremértékekre valdjaban nincs is sziikségiink.) (16.39)-b6l kapjuk
j = 1-re

yi =1 =4y (-1)"= 4y -1(-)"™, 1<i<N-1L
Ilymo6don folytatva kovetkezik
yl =y =1 (=), j<i<N—j,

tehat amikor 7,h — 0, j = [%] — 00 (y = const > % mellett), akkor

|yg\ = (47 —1)7 = oco. Itt az yj: érték tartozik a racs (jh, j7) = (jh, jh*y) =
(x;,zjh7y) pontjahoz, ami azt jelenti, hogy egyre kozelebb az z-tengelyhez
kapunk tetsz6legesen nagy eredményeket, annak ellenére, hogy ||yh||c(rh,tj) =
1. O
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Tehat ahhoz, hogy a diszkrét C-norméaban stabil legyen az explicit séma,
kemény arat kell fizetni : a (16.42) feltétel azt jelenti, hogy az id6lépések
szama m > 2T/h? = 2T N?, azaz Osszesen O(N?) miivelet sziikséges a
(16.28)-(16.30),0 = 0 egyenletek stabil megoldasahoz. Ehhez 1d. a 9. fel-
adatot is.

Ezutén a specidlis eset megtargyalasa utan lényegesen &ltalanosabb sta-
bilitasi vizsgalattal foglalkozunk.

Ehhez a mar II. 11.4.6-ban bevezetett

N
(Uh, Vn)(0,n) Z u;v;h (Uh, VR)(1,0) i = Z Uz,iVz P (16.44)
i=1
skalaris szorzatokat hasznaljuk. A hozzatartoz6 normakat || - ||(,5)-val és

| - |(,n)-val jeloljiik és mint Ly(wy)-normat, ill. Hj(wy)-normat is emlitjiik.

A (16.28) sulyozott séméat a kovetkezd, altalanosabb alakba irhatjuk at
abban az esetben, amikor y, := (y1,...,yn—1)", a peremfeltételek homogének
(akar csak formalisan, mert elGzetesen eliminaltuk az inhomogén perem-
feltételeket) :

Byy; + Ahyf; = gofl, j=0,1,...,m—1, vy adott. (16.45)

A (16.45) egyenletet a kétréteges séma normdlalakjdnak hivjuk. Konkrét
példankban A;, a mar tobbszor emlitett A;LO) matrix :

(Anyn)i = (Aglo)yh)i = —Yza,i (16.46)

ahol a d1fferenc1ahanyados homogen peremfelteteleknek megfeleloen deﬁnlalt
és ] = f]+12 2<i<N-=2, ¢ = ]+12 0 /h2 W]Nl ]+12 /h2
A tovabbiakban Ap-rél csupan annylt teszunk fel ((16. 46) nak megfelelo-

en), hogy
A=A >0, (16.47)

tehat Ay legyen szimmetrikus és pozitiv definit a (-, -)(o,5) skalaris szorzatban.
Tovabba, példankban
By, =1, +710Ay, (1648)

ugyanis (16.28) jobboldala felirhat6 mint —(Asl )y,(la) —on)i, ahol y,(f)—t (16.32)
definidlja, de az egyenl6 a kovetkezd kifejezéssel :

y,(f) = y,J; + OTY;.
Egyel6re By-rol is csak azt tételezziik fel, hogy

By = Bl >0, (16.49)
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ami konkrét példankban nyilvan teljesiil és a (16.45) egyenletek egyértelmii
megoldhatosagat biztositja. Ugyanis B, az a matrix, amellyel minden 1épés-
ben kell egyenletrendszert megoldanunk :

Buyl ™t = (B, — TAw)y, + T},

Most vezethetjiik be az alapvet6 stabilitasi definiciokat, amelyekhez a
(16.43) becslés jo szemléltetés.

Definici6é. Legyen (16.45)-ben B invertalhat6 és y) a kétréteges séma
megoldasa ¢], = 0 esetén, j = 0,...,m. Ekkor azt mondjuk, hogy a (16.45)
séma stabil a kezdetiértékekre nézve, ha tetsz6leges m = T)/r-ra, N = 1/h-ra
és y-ra igaz az '

lyalls < Millygll

alaku becslés alkalmas || - ||; normaval, és olyan M, konstanssal, amely nem
fiigg 7-tol vagy h-tol. O

Az jalkalmas” normékhoz 1d. II. 10.2.2. A norma (16.43)-ban a maximum
norma (amely alkalmas) és M; = 1.

Definici6. Legyen (16.45)-ben By, invertalhato és y;i, j=0,...,m, a
kétréteges séma megoldasa y) = 0 esetén.

Ekkor azt mondjuk, hogy a (16.45) séma stabil a jobboldalra nézve, ha
tetsz6leges m-re, N-re és p)-re (j =0,...,m — 1) igaz az

il < Mol 1
alaku becslés alkalmas || - || norméval, a
on = (e 0h )

blokkvektor alkalmas || - ||3 norméjaval, és olyan M, konstanssal, amely nem
fiigg a diszkretizaciotol. O

(16.43)-ban || - [l = || - [l = || - [lo@a)s Ma =1 és
lolls =3 Tllekllows)-
k=0

A stabilitasi vizsgalat elSkészitéséhez a (16.45) egyenletiinket skalarisan
megszorozzuk 27y, = 2(yl T — yl)-vel (v.6. a 16.2. pontban a (16.17) egyen-
16tlenség kapcsan elmondottakkal) :

27(Bhys, Yt) 0,0) + 2(Anyl, vl — yi)(o,h) = 27(n, Yt)(0,h) - (16.50)
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Itt a méasodik tagot az 2a(b — a) = —(b — a)? + b? — a® azonossag alapjan
alakitjuk at, kihasznalva, hogy Aj szimmetrikus :

2(Anyl, it =y ony = —(An@iT =yl vl = vl)om

+(Ahyﬁ+1, yiﬂ)(o,h) - (Ahyf;, yﬁ)(o,m
= _TQ(Ahytayt)(O,h)
A j+1 g+1 —(A J .0
+( Ay, 5 Yn )om) — (AnYh, Yn)o.h) -

(16.50)-bsl tehat az kovetkezik, hogy

T . .
27 ((Br = gA4n) wown) o+ 12" W = il = 2r(on w)oy - (16:51)

)

ahol
1/2 1/2
lynlla = (Anyn, un) gy = 1A% *nllom)

az Ap-hoz tartozé energetikai norma. A, = A;LO) esetén ld. ehhez II-ben a
11.3. lemmat. Ez a norma az alabbi stabilitasi eredményben most mint a

c 0,

16.5. Tétel (Szamarszkij; kétréteges séma kezdetiértékek szerinti stabili-
tasa). Teljesiiljon (16.47) és (16.49), legyen ¢, = 0, az Aj, és Bj, matrixok
ne fiiggjenek j-t6l. Ekkor

By > gAh (16.52)

sziikséges és elégséges ahhoz, hogy érvényes legyen a

Al < llyalla (16.53)

becslés. Ekkor tehat a kezdetiértékekre nézve stabil a (16.45) séma az ener-
getikai normaban.

|[Kommentar. A (16.52) feltétel azt jelenti, hogy
T
(Bhvh, vn)0,n) > E(Ahvh; Uh) (0,h)

minden vp-re.]

Bizonyitas. Tekintsiik tehat a homogén (16.45) egyenletet. Ekkor az
kovetkezik (16.51)-bgl, hogy

A = e = =2 (B — SAn) o) <0
||yh ”A ”yh”A h D) h | Yt Yt on) )

azZaZz ' .
2 la < llwalas
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ahonnan (16.53) azonnal adodik.
Ha most megforditva (16.53) igaz minden j-re és yp-ra, akkor

T 1
((Br = 54n) vy vn) = 5= (lsRl5 = lyil%) = 0,

ahol vy, := ;. Csupan azt kell még belatnunk, hogy itt v, tetszéleges vektor
lehet. De ez (16.45)-bél kovetkezik : vy, = —B, ' Apy?, mivel Ay, és By, regu-
tarisak (16.47) és (16.49) miatt. Tehat a (16.52) stabilitasi feltétel sziikséges
is. O

Megjegyzések. 1. Bj-rdl elég lett volna feltenni, hogy regularis. Az-
utan, ha teljesiil (16.47), a (16.52) feltétel sziikséges és elégséges a kezde-
tiértékek szerinti stabilitashoz.

2. A

by, + ay’ =0

egyenletet (ahol y nem racsfiiggvény vagy vektor, hanem skalar és b,a > 0)

az a
yJ-l-l — (1 - 57_) yJ

alakba irhatjuk at, és igy kovetkezik
7 <y < 1y

pontosan akkor, amikor —1 <1 — 7 <1, azaz b > 7a.

3. A B, > $A, feltétel azért elényds, mert valtozo egyiitthatoji — s6t
tobbdimenzi6s — egyenletekre is alkalmazhat6, és a méatrixok sajatértékeinek
kiszamitasat nem koveteli.

4. A végeselem modszer automatikusan biztositja az A, = AT > 0,
By, = B > 0 feltételeket, ha a ‘?9—1; = Lu parabolikus egyenlet elliptikus £
operatora az adott peremfeltételek mellett 6nadjungalt, 1d. 15.7.1. és lejjebb
16.4.6. A valtozo6 egyiitthatoju £ megfelels differencia approximéaciojat 1d.

16.5.1-ben és 15.5.2-ben. O

Feltéve, hogy (16.47) teljesiil, eredményiink alkalmazaséat elészor az al-
talanos (16.45), (16.48) sulyozott differenciasémara mutatjuk meg. Ekkor

1
BhZIh+TOAh > <m+7’0’) Ah, (1654)
h

hiszen R™-ben (Az,z) < || A|||z]|* vagyis A < ||A||I. A (16.52) feltétel tehét

akkor igaz, amikor

1 1
o> - — — ., 16.55
=3 TA (16.55)
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Tekintsiik most specidlisan a (16.46) esetet, azaz a sulyozott differenci-
aséma legegyszeriibb (16.28)-(16.30) kiadasat! Az ||Ax|| = ||A20)||(0,h) normat
ismerjiik II. 11.4.6-bol :

2 7h

2
||A§7,0)||(0,h) = Am:aux(AAElO)) = (E COS 7) <

4

0
7z = 1A lewn-

Igy h{ + 70 > § esetén (16.52) teljesiil, ami o-ra nézve a

1 A?

feltételt jelenti. Vegyiik észre, hogy ez altalaban mar nem sziikséges a sta-
bilitdshoz! (16.56)-bol kapjuk o > 1 esetében, hogy a séma stabil tovabbi
feltétel nélkiil is (ez tehat a Crank—Nicolson sémara és a tisztan implicit
sémara vonatkozik). De a (16.28), (16.37) magasabbrendii séma is stabil,
hiszen o, > % - g.

Viszont o = 0 esetén éppen akkor kiovetkezik a stabilitas (16.56)-bol, ha
(16.42) teljesiil.

Ez a stabilitasi feltétel erés korlatozast jelent és hatranyossi teszi az
explicit séma hasznalatat, mert pl. a Crank-Nicolson séménal kézenfekvs
a7 = O(h) id6lépés, ami azt jelenti, hogy O(N?) a teljes miveletigény a Q7
megoldési tartomanyban (1d. a 10. feladatot is).

Most a (16.45) kétréteges sémahoz térjiink vissza, és foglalkozzunk az
inhomogén egyenlet becslésével, kiindulva a (16.51) azonossagbol!

16.6. Tétel (kezdetiérték szerinti stabilitas kovetkezménye a jobboldal
szerinti stabilitds). Legyen ¢ Z 0 és yp) = 0, egyébként teljesiiljenek a 16.5.
tétel feltételei. Ekkor a kezdetiérték szerinti stabilitasbol (a (16.53) becslés
értelmében) kovetkezik a jobboldal szerinti stabilitas : érvényes ugyanis

j—1
lyilla <> 7By ehlla.
k=0
Bizonyitas. Mivel y = 0 és (a 0, Kronecker-szimbolumokkal)
1 . . . . m
Bh;(yijz - yz_l) + Ahy?;,_l = 90?1_1 = Z 5jk9011i_1’ .7 = 15 -..,m,
k=1

igy a (16.45) egyenletek megoldasat a linearitas miatt az

yizZy{k), j=1,...,m, (16.57)
k=1
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formaban irhatjuk fel, beleértve a j = 0 esetet is. Itt az y) vektor (ahol k
rogzitett és {1,2,...,m}-bdl valo) a kovetkezs feladat megoldasa :

1

j j—1 ji—1 _ .
y?k) =0, Bh;(yfk) - yfk) )+Ahygk) = jk@z Loj=1,...,m.

Ezek az y) segédvektorok kis j-re (mig j < k) még nullvektorok, mert addig
a kezdeti feltétel és a jobboldal is nulla. Amikor viszont j = k, akkor

Bhyfk) = T1¢F ! tehat yfk) =7B toF

Ezutan, j > k-ra, y{k) mar a kovetkezd egyenlet megoldasa :

1 . . .
Bu=(v),, — =) + Ayl = 0.
h Wiy — Yo ) T Aniey

Ezért, (16.52)-nek koszonhetden, j > k-ra
: - L
19 lla <yl lla < - < Nyliglla = TIB7 "4
Most (16.57)-b6l a haromszog egyenlGtlenség segitségével kovetkezik az al-
litas. O

Ugy tiinik, a (16.52) feltétel mindent biztosit — a probléma viszont az,
hogy most a jobboldalt elég bonyolult normaban mérjiik. Ezért tovabb
foglalkozunk a témaval és olyan feltételt adunk meg, amely erésebb ugyan,
mint (16.52), de kényelmesebb normara vezet.

16.7. Tétel (Szamarszkij; kétréteges séma jobboldal szerinti stabilitésa).
Legyen ¢y, Z 0 és y) = 0, egyébkeént teljesiiljenek a 16.5. tétel feltételei. Ekkor

By, — %Ah >el,, &= const >0, (16.58)

biztositja a (16.45) séma jobboldal szerinti stabilitasat a kovetkezé becslés
értelmében :

. 1/2
. 1 =L
lyalla < (2—€ZTII¢'EII?0,h)> : (16.59)
k=0

Bizonyitas. (16.51) jobboldalat becsiilhetjiik az e-egyenl6tlenséggel (I1d.
T1. 189. 0.) :

1 .
2rl(m o] <7 (ocleiliom + 22lulion )
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Innen és (16.51)-b61 kovetkezik, hogy

. 1 . T .
Iy 1% = llwilla < - llenl

2
(0,h) -

Ezt 6sszegezve 7 = 0-t6l j = k — 1-ig azt kapjuk, hogy

k—1

’7' .

lyall% < [lvhll + % > llehlifon
j=0

vagyis, ||yl|| a-ra felirva, a (16.59) becslés. O
Megjegyzések. 1. Hasonlitsuk ossze a tétel (16.59) eredményét a jobb-

c sz

Ekkor azt latjuk, hogy ||yl|l2 := ||lyi||la, tehat ez megint az energetikai
norma, de

jfl 1/2
[ (Zﬂwzn%o,h)) (16.60)

k=0

és My = 1//2¢.
2. A 16.7. tétel feltételei mellett kapjuk (16.53)-bol és (16.59)-bél, hogy
a (16.45) feladat y, megoldésa eleget tesz a kovetkezs becslésnek :

- 1/2
. 12 !
lyalla < llyalla + (2_527”90'5”?()@)) . (16.61)
k=0

Ennek bizonyitasdhoz a (16.45) megoldasat y, = yo + v, alakban bont-
juk fel. Itt yo a (16.45) séma megoldasa, amikor ¢, = 0, y, viszont a
(16.45) megoldasa, ha ott y) = 0. Ezutén a 16.5. ill. 16.7. tétel segitségével
kapjuk az yo ill. y, becslését, ahonnan a haromszog egyenl6tlenség segit-
ségével kovetkezik (16.61).

3. Amennyiben a séma ¢ jobboldala (a peremfeltételek eliminaci6ja mi-
att) a ¢{®)/h? tagot is tartalmazza, a tétel egyfajta peremértékek szerinti
stabilitasi eredményt is tartalmaz, csak hogy ez nem ad igazi benyomaést a
peremfeltételek kihatasarol a megoldasra, v.6 (16.43)-mal. Ez a probléma
nem meriil fel, amikor eredményeinket a konvergencia vizsgilatra alkalmaz-
zuk, mert a hibaegyenlet peremértékei homogének, 1d. a kévetkez6 pontot.
O

Nézziik most meg, hogy (16.58) o-ra vonatkozolag milyen feltételt jelent,
amikor (16.45)-ben Bp-t a (16.48) relacio hatarozza meg! (16.54)-re hason-
l6an kapjuk 0 < & < 1 esetén

1—¢

thlh-i-O'TAhz&Ih-i- (m-ﬁ-O”T) AhE%Ah-i—&[h,
h
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ha o > % — IIZTIT’ vagyis, Ay = A%O) esetén, ha

(16.62)

Tehat az altalanos (16.45) stlyozott differenciaséma stabil, ha pl. ¢ > 1,

ami € = 1-nek felel meg. A specialis (16.28), (16.37) séma esetén elegendd
€= %—at valasztani ahhoz, hogy stabilitasat belassuk.
Tovabba jegyezziikk meg, hogy az (AnYn)i = —VYzz4 Yo = Yn = 0 esetben

N 1/2
lynlla = (Z(yw,i)2h> = lynlan 2 2llyllces)

i=1
1d. a 11.5. lemmat II-ben, amibél (16.60)-nal és (16.61)-gyel egyiitt az kovet-
kezik, hogy ilyenkor a maximum norméban is stabil a silyozott séma :

Ioilen < 5 (1l + =1l

16.4.4 A silyozott differenciaséma konvergenciija

A stabilitédsbol és az approximaciobol kovetkezik a konvergencia. Ennek
belatasahoz legyen z; a hibavektor, ahol

2l =i —yl ésaholaz @ = (u(zy,t;),...,ulzy 1,1;))7
vektor tartalmazza a (16.6)-(16.9) feladat v pontos megoldasanak értékeit a
racspontokban és yp, a (16.28)-(16.30) séma megoldésa.

16.8. Tétel (stlyozott differenciaséma konvergenciaja). Amennyiben
u € C*3 ésa (16.62) feltétel teljesiil, akkor a (16.28)-(16.32) séma konvergens.
Igaz a .

12alle@, = O (7 |o = 5[+ 7° + 1)

becslés minden véges [0, 7] intervallumon.

Bizonyitas. (16.28) és (16.35) Osszevetése azt mutatja meg, hogy a zj
hibavektorok eleget tesznek a kovetkezd egyenleteknek :

=0, j>0: (Bpzp+Apzn)i =0 =0 (7|o— 3| +7°+h?),

és a peremfeltételek homogének.
(16.62) miatt a (16.59) becslés alkalmazhat6, amely szerint tehat

Azllc@y < lalla<0 (7o =3[ +7*+1%)

%O(T‘O’—%|+72+h2), ha 0<jr=¢<T. O
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Megjegyzés. Hasonléan, ha v € C%*, akkor a (16.28)-(16.32), (16.37)
séma konvergens, és igaz, hogy |2} |lc@, = O(T*> +h*). O

Ehhez a ponthoz 1d. a 6., valamint a 39. feladatot is.

16.4.5 Mas peremfeltételek

Tekintsiik most a hovezetési egyenletet méasod- vagy harmadfaji perem-
feltételek mellett! Az ilyen feltételek fizikai hatterére nézve 1d. II. 11.2. A
vegyes feladat képletei :

82
t>0, 0<z<l1: G = a2+f (16.63)
t=0, 0<z<1: u(z,t) = wuo(z), (16.64)
t>0, z=0: —%+ou = glt), (16.65)
t>0, z=1: Z+ou = g(t). (16.66)

Itt oy, 01 > O adott konstansok és 90, 91 adott fﬁggvények

“ 0,

11.4.6-ban foglalkoztunk. Onnan tudjuk, hogy masodrendu approxnnamot
akkor kapunk, ha a korabbi A, matrix helyére a kovetkezGt vesziink :

_%(yz,O - ono)a ha 1= 07
(Anyn)i = (An(00,01)Yn)i = § —VYzzi, ha 1<i< N -1, (16.67)

%(yE,N+0'1yN)> ha 7= N.
Ezutéan a stlyozott differenciaséma képletei a szokasos alakban felirhatoak. A

jobboldali fiiggvényeket most a t;,, = (j+o)7 pillanatban értékeljiik ki (erre
a lehetdségre mar 16.4.2-ben mutattunk ra), és feltessziik, hogy 0 <o <1 :

i + (An(oo, 00U\ = @I, j=0,1,...,m—1, (16.68)

o = fT, 1 <i<N-1, (16.69)

o) = f3T7 + “", oy = A+ gt (16.70)
v, = uo(z), 0 <i<N. (16.71)

Példéként vezessiink le az i = 0-nak megfelel§ differencia-egyenletet és
képlethibéjat!

Legyen u a (16.63)-(16.66) vegyes feladat elég sima megoldasa : u €
C*3(Q,). Ekkor, hatarérték értelmében, a (16.63) egyenlet a peremen is
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teljesiil. Ezért, a (16.65) peremfeltételt is figyelembe véve, azt kapjuk, hogy
minden 0 < ¢ < T-re érvényes

(e b
Yoo = oxr 2 0x?
ou h? 93u

Ebbe a relaciéba t = t;,-t helyettesitjiik be, és (16.34) helyett felhasznéalva,
hogy v € C?[0, T esetén

h? 33u

_ +683(19ht) 0<d¥<1)

_ 2 2
v = it 4 7_30(1 —0) (8—:2> , 0<n<l,

azt kapjuk v( ) = (uzo0 — ooug)(t)-ra — a korabbi u € C*? feltételen tul
kovetelve aﬁa folytonosségat, hogy igaz

: h e hou\t K2 oPu
‘o __
(Uﬂlc — O-O/U/)% = - (§f0 +go) —+ <§E)O —+ — 6 oz 3(’19]7, tj+g)
2 2 Jj+n
_ (0) T 8 (U,w — UOU,)
= (ugz —oou)y — 50(1 —0) (T)o .

Itt a (%%)g“ tag derivaltjat még a differencia-képlettel helyettesitjiik :

au>j+a 9%u j+o X
— =uo+7(0c— %) <—> +O(17),
(at 2\ ),

ahol a O(7?) tag & 3t3 értékeivel kapcsolatos. Ekkor osszefoglalva és atren-
dezve :

” h h Ite
—(ug — UOU)(() ) + SUo — <§f0 + 90)

2
ht 2u\’
= 5 (5—0') (ﬁ)o +O(h’7’2)
h2 0u 72 0?(ug — ogu) g+
6 or 3(’19h t]+0')_50-(1_0-) (T)O

= O(htlo — 1|) + O(T* + h?).
Ez azt jelenti, hogy a (16.67), (16.68), (16.70) egyenleteknek megfelels kép-
lethiba
2

2\t
E(“z,o - 00“0)(0) - (fo + Ego)

= O(rlo— 3N+ ;O(r + h?). (16.72)

% = Uto —
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1 = N-re analég médon kovetkezik

Yy = un + E(U@N +oruy)? — (fN + E!h)
1
= O(rlo— i)+ 50(72 + h?). (16.73)
Ezutan a z, := u, — y, hibavektor (azaz az z € @), racson definidlt z(x)

fiiggvény) eleget tesz a kovetkezd egyenleteknek :

2+ Ap(oo,00)2 = o, j=0,1,...m—1, (16.74)
Zzy = 0, (16.75)

ahol i = 0-ra (16.72), i = N-re (16.73) és wp-n (16.38) adja a képlethiba
komponenseit :

Y =0(rlo =L +7>+h%), 1<i<N-L (16.76)

Olyan differenciaséma szerkesztése, amelynek képlethibaja ennél magasabb-
rendi, a 12. feladat targya.

A (16.72)-(16.76) feladat elemzését a (16.67)-ben definialt Ay (og,01) €
ROFUXNH) mgtrixnal kezdjiik, feltéve, hogy paraméterei nemnegativak,
mint (16.63)-(16.66)-ban.

16.9. Tétel (masodfaju és harmadfaja peremfeltételekhez tartozo matrix
tulajdonsagai). A (16.67) matrix oy, 0, paraméterei legyenek nemnegativak.
Ekkor :

1. Az A,(0,0) matrix szingularis, rangja N, és Ah(O,O)v,(IO) = 0, ahol
v,(lo) = (1,..., )T e wy;

2. Ap(0g,01) pozitiv szemidefinit a trapézszaballyal definialt (y,vs)(o,n)
skalarszorzatban (1d. IT 11.4.6-ban (101)-et is), és érvényes

0 < (An(oo,01)vh, vh) 00 < M1||vh||%0,h) minden vp-ra, (16.77)

2 4
M1 = <E(O'0+0'1)+ﬁ>;

3. Amennyiben oy 4+ o1 > 0, akkor A (0g,01) pozitiv definit :

oy + 01

1+ 09+ 01 ’
(16.78)

Bizonyitas. 1. Vilagos, hogy Ah(O,O)v,(lO) = 0 és igy a matrix szin-
gularis. Rangja N, mert az N x N-es fels6 f6minor-matrix reguléris, hiszen

MO“'Uh”%o,h) S (Ah(O'(),O'l)’Uh,’l)h)(o,h) minden Vp-Ta, MO =
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annak felel meg, hogy a jobboldali peremfeltétel homogén elséfaji. Arra
is hivatkozhatunk, hogy a II 11.4.11-beli (177) becslés szerint a homogén
Ap(0,0)y, = 0 feladatnak csak egy megoldasa lehet, ha az (ya, v,(lo))(o,h) =0
feltételt is eldirjuk.

2. Tetszoleges v, € wy, vektorra igaz (Id. a (102) relaciot I1. 11.4.6-ban,
ahonnan A, szimmetriaja is kovetkezik), hogy

N-1

(Ah(O'(), Ul)Uh, Uh)(O,h) = 0'01)3 + 0'1’()]2\7 + Z(Ufji)2h (1679)
i=1

2
(o) r )t
2 4\ h 2 4
< (an-i-ﬁ) §v§+<ﬁal+ﬁ) vN—i- Zqﬂh
2 4
< (Fou+ o0+ 75 ) loon

ezenkiviil (16.79) mutatja, hogy 0 < (Ax(00,01)vh, V) on)- 18y (16.77) tel-
jesiil.

3. Ld. a 13. feladatot. O

Most fordulunk a (16.72)-(16.76) feladat megoldasénak, a z, hiba becs-
léséhez. Ennek soran hasznéljuk a (16.44)-beli || - ||(0,n) avagy Ls(@h)-norma
mellett a (16.79) képlettel definialt

(An(00,71)om o) 3y = lenllcu
féelnormat is, amelyet H'(w),)-félnorménak is nevezziik.
16.7°. Tétel (Kétréteges séma jobboldal szerinti Ly (wy,)-stabilitasa, ha

o> %) Legyen (16.68)-(16.71)-ben ¢y Z 0, y2 =0, 09 + 01 > 0 és o > %
Ekkor a séma stabil a jobboldal szerint a kévetkezd becslés értelmében :

j—1 1/2
lyallo.n < ( i PR (AN Oh)) : (16.80)
k=0

ahol My a (16.78)-beli konstans.

Bizonyitas. Egy stabilitasi becslés bizonyitasathoz a (16.45) egyenletbdl
is tudnank kiindulni, mert (16.68) ilyen alaku. De céliink a 16.7. tételhez
képest a jobboldalt a (16.80)-beli gyengébb norméban mérni. Ehhez (16.68)-

at nem 27y,;-vel szorozzuk meg skalarisan, hanem QTQISG)—V&] :

27 (e, uy”)o, = 27(0n, 4 o) - (16.81)
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Itt az els6 tagot alakitjuk at, felhasznalva, hogy y,(f) = %(Qh-i-yh)-i-T(o— %)yt :

27 (11, ?J;(f))(o,h) = 2(9h — Yn, 3 (On + yn) + 7(0 — 3)W) 0,n)
2(0 = Dlyellfon -

Ezért (16.81)-bdl kovetkezik ((16.51) helyett) az alabbi azonossag :

= lldnllton —

tom = lnllfom) + 270 = Dllveliosm + 2719 iy = 27 (0n 517 -

(16.82)
Ennek jobboldalat becsiiljiik (feltételeink mellett teljesiil (16.77), és || - ||(1,n)
norma) az

O'()+0'1

—0TEL 0 (16.83)
1+ o9 + 01

MOHUh”?J(wh) < ||vh||%1,h) minden vp-ra, M, =
diszkrét bedgyazasi tétellel (1d. a 13. feladatot) a kovetkezképpen :

g 1 g
2r(enyow < 27(enls 197D < 27l Do gz 17 N
< 27'”.% || (1,h) + (Wh| 1)(0h

ahol a végén az e-egyenl6tlenséget alkalmaztuk (Id. II. 189. o., (103)). Innen
s (16.82)-b6l (ahonnan elhagyjuk a nemnegativ 27%(0 — 3)||vlly ) tagot)
kovetkezik, hogy

1 o
. ) < 27|y B +

7' .
173 ”(O,h 0(|90?1‘71)%0,h)'

2M
Ezt 6sszegezve j = 0-t6l j = k — 1-ig azt kapjuk, hogy

k—1

2Oh) < ||y2||%0,h) 2M Z(|€0h| 1)(0h

ami y) = 0 miatt és ||y} ||on-ra felirva adja a (16.80) becslést. O

16.9’. K6vetkezmény. (konvergencia Ly(Wp)-normaban méasod- és har-
madfaji peremfeltételek esetén). Legyen oy, 01> 0ésap+01>0,a (16.63)-
(16.66) feladat megoldasa u € C*3 és még ath is legyen folytonos. Ekkor,
ha o > 2, a (16.68)-(16.71) séma hlbajara igaz a kovetkez6 becslés :

| (in — yn)? (T]o — | + 72+ h?). (16.84)

[Kommentar. Feltételeink megengedik, hogy az egyik peremfeltétel ma-
sodfaju legyen, pl. o9 = 0,07 > 0.]
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Bizonyitas. Elegendd a 16.7. tételt a (16.72)-(16.76) feladatra alkal-
mazni. Ehhez a (16.80) egyenl6tlenség (|¢f|, 1)) tagjat kell becsiilni ¢f =
PF esetén. A 1] mindeniitt érvényes O(7|o — 1| + 72 + h?) része persze
Osszegzéskor is ennyit ad, viszont a csak a peremen szerepls (16.72), (16.73)
kifejezések (akar a durvabb +O(7|o — 1| + 72 + h?) forméban) csak i = O-ra
és 1 = N-re keriilnek be a

h h N—-1
(1Rl Doy = 51wl + 10k [+ D [wflh
i=1

trapézosszegbe, és akkor még h-val is szorzodnak. Igy (16.84) kovetkezik.
g

Megjegyzés. Ha az eredeti 16.7. tételt alkalmazzuk (16.72)-(16.76)-ra,
akkor ¢f = ¢F = (1) + ¢F(2)-val kiértékelve a ||¢¥|/o,n) normat (ahol
PE(1) = O(rlo — 3| + 72 + h?) és ¥f(2) = 20(r* + h?)(1,0,...,0,1)7)
egyrésat azt Kapjuk. hogy 6 o < 1WA o + 1)l mastesat
itt ||¢f (1) |lo,n) = O(7]o — 3| + 72 + h?), és végiil

5@ = SR + S (2)) = O + 1)?)

Tehat Osszesitve igaz a kovetkezd becslés :
it — ) oy < Orlo — 31) + b 20( + 1), (16.85)
ha 1 > ¢ = const > 0-val a stly a

1 1 h?
o> - — v (16.86)
2 4(1+%oo+o) T

egyenlGtlenségnek tesz eleget, 1d. a 16.7. tételt, (16.62)-t és a (16.77) becslést.
(16.85) elénye, hogy (16.83) alapjan még a maximumnormaban is ugyanolyan
rendii konvergencia kovetkezik (ehhez 1d. a 14. feladatot is). O

Amikor x = 0-nél és x = 1-nél masodfaji peremfeltétel adott, a fent

definialt A, matrix szingularis (16.9. tétel), az || - ||1,n) csak félnorma, és
a 16.7. tétel csak a v,(lo) = (1,...,1)" sajatvektorra ortogonalis altérben al-

kalmazhat6. De az egész Lo(wp)-térben és minden véges t-intervallumra is
levezethetiink egy pontossagi becslést.

16.10. Tétel (konvergencia Ls(wj)-normaban méasodfaju peremfeltéte-
lek esetén). A (16.63)-(16.66), o9 = o1 = 0, feladat megoldasara teljesiil-
jennek a 16.9’. kovetkezmény feltételei. Ekkor a (16.68)-(16.71) séma az
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Ly(@y)-normaban konvergal, ha a sily o > 5 és ha t; < T. Igaz a kivetkezs
becslés : |
i — 9oVl < Olrlo = 1)) + h=20( + 1),

Bizonyitas. Induljunk ki a 16.7. tétel (16.82) azonossagabol, amelynek
(16.72)-(16.76)-ra valé alkalmazasahoz y, helyettesitendd z,-val és ¢ a ¥y,
képlethibéval :

12allom = llzallfom +27%(0 = Dllzellfop + 2l I n = 20 (6n, 5 )om -
(16.87)
De mivel a (16.83) diszkrét beagyazasi tételt most nem tudjuk hésznlni,
ennek jobboldalat mésképpen becsiiljiik, figyelembe véve, hogy zg ) = (:2h +
zp) +7(0 — —)zt, a Cauchy- és az s-egyenlGtlenség segitségével :

27 (1, Z}(LU))(O,h) = T(Un, 2n + 2) (0,n) + 272(0 — 3) (¥, 2) (0,n)
TVt llomll2n + znllion) + 272 (0 = D)1l o, 2l 00)

’7— .
J
+ 2_6||¢h||(0,h)

1
+27°(0 = 3)(Izllfon + Zl1¥nllom),

IN

VAN

tony < Te(l12llo,ny +12nll0 5)- Osszegezve (16.87)-tel kapjuk
(1 —en)ll2 o < (1 +en)lZhlifon 28(1 +7e(0 = ))¥allon;

ahonnan € < 1/7T < 1/7 esetén kovetkezik, hogy

1+er ; T(o+13),
e

1l—er

14\t o+ 1
(T550) { et + T2 Y rlokon (-

VAN

k=0

Itt z) = 0, ezenkiviil azt hasznéaljuk fel, hogy ¢ := 1/(3T) < 1/(37) vélaszta-

saval
14+er

1—er

<1+3er<e’7,
és ezért .
j+1 3T RN k(|2
12 1o p) < 7(0 + §)€ZT||¢h||(o,h)-
k=0

Mivel a 16.9’. kvetkezményhez tartoz6 megjegyzésben kozolt [[4F]| o5 norma
becslése most is érvényes, a tétel kovetkezik. O
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A véges idGintervallumra valo korlatozés a 16.10. tételben nem véletlen,
hiszen mar abban a specialis esetben, amikor (16.63)-(16.66)-ban go, g1 és f
nem fiiggnek ¢t-t6l, a (16.68)-(16.71) séménak v,(lo)—val kapcsolatos komponens
a megoldasaban 7 (¢, v}(LO) )o,n) = Tc-vel novekszik minden lépésben, ahol (a
¢, vektor trapézosszegét Iy (pp)-val jelolve)

) h N-1

h
(Pns v oy = 5 %0 + ¥ + Z wih =: In(pn)
=1

2 N-1
= (fo th) §(fN+h91)+ZZ:1:fih

= go+ g+ In(f )

és ha a ¢ konstans nem nulla, akkor az a komponens gy né t-vel, mint tc.
Ilyenkor ¢ — oo esetén nincs stacionarius megoldas.

Ha ¢ = 0, akkor viszont van, ami szoros kapcsolatban 4ll a (16.68)-(16.71)
séma megmaraddas: tételével. Ennek levezetéséhez a séma egyenleteit megszo-
rozzuk %-ve], hai = 0vagy: = N, ill. h-val egyébként, majd az eredményeket
osszeadjuk. Ekkor azt kapjuk, hogy

Iv(w) = = (IvGi) = In()

= —ooyl) — oD + @+ g+ In(fI),  (16.88)

mert az z-irdnyu differenciahédnyadosok az Gsszegzésnél mind kiesnek. A
(16.88) diszkrét megmaraddsi tétel approximalja folytonos analogonjat, amely
a (16.63)-(16.66) egyenletek integralasaval elgallithato :
ou 0
(ﬁ = El(u) = —ouu0,1) — ovu(1,1) + go(t) + g (2) + 1/, 1))
Itt I(w fo x)dz. Az approximéci6 méasodrendii ¢t = t;;, esetén. Ha

masodfajuak a peremfeltetelek és igaz gl + gt + In(fI™7) = 0 minden
j-re, ill. go(t) + g1(t) + I(f(-,t)) = 0 minden t¢-re, akkor teljesiil a diszkrét,
ill. folytonos” megmaradasi tétel sztikebb értelemben :

In(yp*) = In(y) = In(yp), ill. I(u(- 1) = I(u(:,0)).

Ezzel kapcsolatban 1d. a II. 10.7. pontot is. Amennyiben a (16.68)-(16.69)
egyenleteket csak 1 < ¢ < N — 1-re hasznaljuk, és ¢ = 0-nal ill. ¢ = N-nél
csupan elsérendti approximéciokat vesziink :

(0) — ,i+o

9% (yE,N‘FUlyN)(U): e

—(Yz,0 — 00%0) g1,
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akkor a diszkrét megmaradési tétel (az Ty (vy) := SL ok jelsléssel)
Tn(w) = —ooy” — o) + g™ + g + Tn(7*),

és ez csak els6rendben approximalja a folytonos tételt.

16.4.6 A végeselem séma

Tekintsiik most a végeselem modszer alkalmazasat a hévezetési egyenletre,
kezdeti és homogén els6faji peremfeltételek mellett :

ou 0?u
1: — = — t); 16.
t>0, 0<z< > oz T /@ ); (16.89)

t=0, 0<z<1: u(z,t) = wup(z);
t>0, z=0,z=1: u(z,t) = 0.

A gyenge megoldés definiciojahoz a kévetkezd variacios feladatbol indu-
lunk ki (v.6. (16.15)-tel 16.2-ben) :
Keressiink olyan v € H'{(0,T) — H}(0,1)} fiiggvényt, hogy

<%,0)0 + (o) = (F,0)o. (16.90)

minden v € H}(0,1)-re. Itt (u,v)o az Ly(0,1)-norma.
A végeselem modszernek megfelelen el6szor a Hg(0,1) lineéris alterét
definidljuk a {w;} 7' rendszer segitségével :

Vi, = span{w;};57" C Hy(0,1),

ahol — mint legegyszertibb példa — a w;-k a kalapfiiggvények (amelyeket mar
II. 11.6.2-ben hasznaltunk) :

w;(z) == {0’ ha z ¢ (zi-1, is1),

1— ‘x_h”“ , egyébként.

Itt x; :== th, 1 = 0,..., N, a csomépontok, N — 1 a bels6 pontok szadma és
h:=1/N az elemek hossza.
Ezutan a (16.90) feladat megoldasanak kozelitését

N-1

u(@, t) & up(z,t) = y;(t)w;(z) (16.91)

=1

alakjaban keressiik, ahol u, € H'{(0,T) — V,}.



298 FEJEZET 16. PARABOLIKUS EGYENLETEK

up, meghatarozasihoz a kiovetkezs variacios egyenletet tekintjiik (16.90)
helyett (ehhez 1d. részletesebben a 16.8. pontot) :

0
(%7 Uh) + (ulh: ,sz)o = (fa Uh)Oa
0

ahol v, € V), tetszbleges. v, gyanant a w; fliggvényeket elegendd ide behe-
lyettesiteni :

=

-1

[9;(w;, wi)o +yj(w;,w;)0} = (f,ws)o, i=1,...,N—1. (16.92)
1

J

Itt y; jeloli a keresett (16.91) megoldas j-edik egyiitthatojanak derivaltjat ¢
szerint. Igy az y;-kbél dsszeallitott y vektor szamara (16.92) egy kozonséges
differencialegyenletekbdl 4116 rendszer. Annak jobboldala a (16.89) egyenlet
jobboldalanak Galjorkin—projekcidja (v.6. 15.8.1-gyel).

Mivel eddig csak a térbeli koordinatat diszkretizaltuk, itt is — mint (16.27)
esetén — beszélhetiink egyenesek mddszerérdl ill. a (16.89) feladat szemidiszk-
retizdciojarol.

Irjuk fel a (16.92) rendszert matrixalakban! Legyen

A = (a;;) € RVDXIN"D 1 ahol a5 = (w, w;),

és G = (giy) € RYD*MD Jegyen a {w;} rendszer Gram-féle matrixa
(a végeselem modszer mechanikai feladatokra valo alkalmazasanal szoka-
sos szOhasznalattal élve ez a tomegmdtrir). Annak elemeit (valamint az A
merevségi matrixét is) ebben a specialis esetben II-ben szamitottuk ki, 1d.
ott (230), 246. 0. Onnan tudjuk, hogy

1 h
A=hrA" AV = -y tridiag(=1,2,~1), G = _ tridiag(1,4,1). (16.93)
A tényleges szamitas el6készitéséhez még az (f, w;)o skalarszorzatokat al-
kalmas ;(t) kozelitésekkel helyettesitjiik. Ezutan (16.92) a kovetkezd alakot

veszi fel :
Gy+Ay=9, ¢:=(p1,...,0on1)". (16.94)

A (16.94) egyenlet stabilitisa a kezdetiértékek és a jobboldal szerint kényel-
mesen bizonyithaté be az Ly-norméban (1d. a 15. feladatot). Ebb6l kovetke-
zik, hogy az (f,w;)o jelzett valtoztatasa p-re az y becsiilhetd valtozasahoz
vezet. Mi itt viszont nem ezt a vonalat kovetjiik, hanem csak majd lejjebb,
az egyenlet teljes diszkretizacioja utan, foglalkozunk az eredd eljaras stabi-
litdsaval és pontossagaval.
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Az emlitett ;(t) kozelitések leirdsdhoz a révidebb f(x;,t) =: f;(t) jelolést
vezetjiik be. Ezutan az (f, w;)o-k kovetkezd approximéacioit javasolhatjuk :

hfi(t), vagy
@i(t) == q §(fir1(t) + 4£i(t) + fir (1)), vagy pedig (16.95)
B (fira(t) +10£5(t) + fima(2))-

Ezek a képletek a kovetkezGképpen jonnek létre : az els6hoz hasznaljuk az
1
(f; wi)o ~ f(iﬁz',t)/ w;(z) dz = hfi(t)
0

approximaciot, a méasodikhoz f-et el6szor Vj,-beli interpolaltjaval helyette-
sitjiik :

=

-1

fla,t) = ) fi(wi(z) = falz,1).

j=1

Ezutan kapjuk, hogy

(ot wido = T ia(t) + 45(0) + fims () = (GF(O):
Itt f(t) az f;(t) komponensekbd] dsszesllitott N — 1-dimenzios vektor.

Végiilis, az

2 o2
(alothwdo = h | f(ait) + 120 1) + O
sorfejtés alapjan (amelyhez csupan a II-ben a 175. oldalon 1év6 (60) kifejezést
ossze kell rakni az uz,; szokasos sorfejtésével, 1d. ott, 174.0., figyelembe véve,
hogy u" = —f) és % differenciahdnyadossal val6 helyettesitése utan kapjuk
az utolso, (16.95)-ben szerepld képletet.

Mig a dimenzi6é nem tul nagy, (16.94) megoldasara célszerii valamelyik,
merev rendszerre hasznalatos moédszert alkalmazni, v.6. a (16.27) egyenlet
kapcsolatos targyalassal. Az idéderivaltat megszorzé G matrixra nézve 1d. a
I1. 10.5.8. pontot (most nincs az a probléma, hogy G szingularis lenne).

A merevség itt jellemezhets G~'A kondicidszamaval, amelyet II. 11.6.4.
alapjan elég pontosan tudjuk becsiilni : onnan ismert az Ay = AGy sajatérték
feladat megoldésa, valamint az, hogy érvényes 72 < A < 12/h? annak ott
Ay g-vel jeldlt sajatértékeire. Igy cond(G1A) < 12/(n?h?).

Alkalmazzuk most (16.94)-re a stlyozott differenciasémat! Ha (16.94)
jobboldalat ¢, = (j + o)7-nal vessziik, akkor ezt mint

yj-I-l _ yj

G + A [ayj+1 +(1 - U)y]} = ite

T
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irhatjuk fel. Normalalakban, az y; := yj+1;yj jeloléssel :

(G +oTA)y + Ay = 71 (16.96)

Vagyis, most (16.45)-tel dsszehasonlitva, By, helyett B = G + o7A all és A,
helyett A.

A (16.96) eljarast, tehat a végeselem modszer kombinécigjat a stlyozott
differenciasémaval, a révidség kedvéért végeselem sémdnak hivjuk. Képlet-
hibajaval foglalkozik a 16. feladat.

16.11. Tétel (a végeselem séma stabilitasa). Ha igaz

G+ortA> -A

Y

-
2
akkor a (16.96) eljaras stabil a kezdetiértékek szerint, és ez a feltétel A =
hAY esetén o > 1 — 2 valasatasaval biztosithato.

Bizonyitas. Az els§ allitas kovetkezik a 16.5 tételbél. Ha A = hASIO),
akkor vegyiik észre, hogy G = hlj, — ’}).—EA (ahol I, € RN™™N=1 47 egység-
matrix), tehat

h? h h? T
B=~hI —— JA> — A —— | A> —A.
”"*(” 6) 2 Al *(‘” 6) =

Ez teljesiil, ha

)
>
A

AT ahol ||A]| = Amax(4) =

Ebbél kovetkezik a tétel masodik allitasa. O

Megjegyzések. 1. Eszerint o > 1/2 esetén az eljaras tovabbi feltétel
nélkiil stabil. o = 0 esetén viszont elegendd, ha 7 < hﬁ.—?. Ez szigorubb feltétel,
mint a véges differencia modszer esetén.

2. A magasabbrendi eljaras (1d. 16. feladat) a o = 5 + % értéknek felel
meg, amelyrél tudni érdemes, hogy mikor igaz ¢ < 1. Ez akkor teljesiil,
amikor 7 > %2. A stabilitds szempontjabdél ¢ = const > 1 nem gond, de
ekkor az approximéci6 altalaban romlik. O

A (16.96) séma stabilitasabol, valamint a (16.89) feladat megoldasanak
simasagabol kovetkezik az eljaras konvergenciaja (17. feladat). Kevesebb
simasag mellett 16.8-ban bizonyitjuk a konvergenciat.
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16.4.7 Pozitivitastartas, maximumelv, konvergencia a
maximum norméaban

Az alkalmazéisok szempontjabol fontos tudni, vajon eljarasaink a maximum
normaban konvergalnak-e? Ezzel Osszefiiggs téma az, vajon a diszkretizalt
feladatra érvényes a maximumelv, oszcillaiciomentes-e a megoldés, ill. va-
jon pozitiv megoldasokat kapunk, ha ezt varhatjuk a feladat fizikai hattere
alapjan.

Mint példat az olyan alkalmazott problémékra, ahol ezek a kérdések
lényegesek, tekintsiik azt az inverz feladatot, hogy a konstans k hévezetési
egyiitthatot a % = k% egyenletb6l meg akarjuk hatarozni. Ekkor tugy
szoktak eljarni, hogy a kisérletben a kezdeti feltételt mint lépcséfiiggvényt

valasztjak meg, pl. :
1
’ (16.97)

és ezt az u(0,t) = 1, u(l,t) = 0 peremfeltétellel egészitik ki. Meéréssel
allapitjak meg az u(zx,t) értékeit rogzitett t = ¢t > 0 id6ben, tobb z-értékre.
ou

Elegend6 a S* mérése is = 3-nél.
T 2

Ha ezt a feladatot numerikus iton meg akarjuk oldani, akkor nem megfele-
16 az, ha csak Lo(wy)-ban vagy akar H'(wy)-ban stabil modszert valasztunk
— pl. a Crank-Nicolson moédszert 7 ~ h lépéstavolsiggal (ehhez 1d. a 18.
feladatot). Ekkor ugyanis kicsi ¢-re olyan diszkrét megoldast kell biztosi-
tani, amely z = % koérnyékén oszcillaciomentes — ami a Crank—Nicolson séma
esetén gyakran nem igaz (1d. a 16.4. abrat).

Ezeket a kérdéseket, tehat a maximum norméaban valdé konvergenciat
és az oszcillaciomentességet, vizsgaljuk az alabbiakban a (16.28) stlyozott
differenciaséma esetén. Egyben a (16.96) végeselem sémat is elemezziik.

Megjegyezés. A 46. dbran szemléltetett helyzetben, teh&t amikor a
kezdeti fiiggvény nem folytonos, a megoldas pontossidganak szempontjabol
érdemes Rannacher cikkének eredményét figyelembe venni, hogy ekkor az
elején annyi lépést a tisztan implicit séméaval tegylink meg, amennyi az ellip-
tikus operator rendje (itt 2), majd ezutan valtsunk Crank-Nicolson eljarasra.
O

A (16.6)-(16.9) feladatot approximalé két eljarast a kovetkezGképpen irjuk
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abra 16.4: Crank—Nicolson séma (baloldalt) és tisztdn implicit séma (jobb-
oldalt) eredményei a (16.97) kezdeti fiiggvényen, T = 1/40, h = 1/50.

fel 6sszefoglaloan :
Buyl ™t = Chyl 4+ 19, j=0,1,...,m—1, (16.98)
Bh = Ih + &TAELO), Ch = Ih — (1 - 5'/)7'1420),

0 16.28
Gi=0—l, fh:= 4,2 a ( ) séma esetén.
By (16.96)

Itt A a (16.27) matrix, ezenkiviil, a v := 7/h? jel6léssel
ha2<i< N—2

ha i =1,

hai=N —1.

e,

1= fIY 4 4[5l + (1= 5)gl) (16.99)

2 +7log,  + o 90.;
f”" +9[egl ™ + (1 - 9)gl],

A kovetkezs lemma elégséges feltételt fogalmaz meg arra, hogy a (16.98)

egyenlet megoldasa nemnegativ legyen
16.12. Lemma (két sulyozott séma M-méatrix tulajdonsiga). Ameny-

nyiben
1 >0 >max(1—1/(2v),0), (16.100)

akkor (16.98)-ban B, M-tipusi és Cj, > 0 elemenként
Bizonyitas. 1) Tisztazzuk vajon B, mikor M-méatrix? A féatlon kiviili

elemek csak akkor nempozitivak, ha ¢ > 0. Ekkor
0, hal<i<N-1,

B€ z:1+ ~
(Bren) {70, hati=1,N -1,
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ahol e, := (1,...,1)T. Igy Bpe, > e, > 0, ha & > 0, azaz B;, M-métrix.
2) A C) = (cij) matrix nemnegativ elemenként akkor, amikor

Ciit+1 :’y(l —5) >0 és Ciyi = 1 —2’)’(1 —6:) > 0.

Innen adédik (16.100). O

Megjegyzések. 1. A (16.28) stlyozott differenciaséma esetén (16.100)

azt jelenti, hogy
h2
0<o<1l, 7<——.

2(1- o)
Itt most fontos lett az, hogy o € [0,1]. A 0 = 1 esetet ugy kell érteni, hogy
akkor nincs feltétel 7-ra.

2. Mindkét séma teljesiti a feltételeket, ha o = 1.

3. A végeselem séma esetén (16.100) azt jelenti, hogy vagy

(16.101)

h2
1 : < -
<o es TX 6 (a — 1),
vagy pedig
1 ) h? B2
- <0<l & — <7< —0—7—.
3 6o 3(1—o0)
Tehat az explicit séma ki van zarva. Egyébként pl. adodik
h? 2h? 1 b 5h? 1 R
_STS—’ ha G:_’éS_STS—’ ha 0-:0-*:_+—.
3 3 2 6 6 2 127

4. Amennyiben o > 0 és 7 < h?/60, a (G+07A)" (G — (1 — 0) A méatrix
valoban tartalmaz negativ elemeket (s6t : a negativ és pozitiv elemek val-
takoznak sakktablaszerii elrendezésben). Tehat 7 > h?/60 sziikséges! Ehhez
Id. Farago I. és tanitvanyainak cikkeiben a kérdéskor részletes targyalasat.
g

Differencidlegyenlet-rendszerek megoldasainak nemnegativitdsdval foglal-
koztunk II-ben, 1d. ott a 10.4. lemmat és a 10.5. tételt. Azok szerint egyébként
a (16.27) szemidiszkretizalt eljaras mindig nemnegativ megoldasokat ad (ha
nemnegativ a kezdetiérték és a jobboldal), mig a (16.94) nem! Ez utébbi
allitas igazolasa a 19. feladat.

Természetes a fogalom atvitele a teljesen diszkretizalt modszerekre.

Definici6. A (16.98) eljarast akkor hivjuk pozitivitdstarténak, ha y{; >0

minden j-re kdvetkezik abbdl, hogy érvényes yj > 0 és ¢J, > 0 minden j-re.
O
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16.13. Tétel (két silyozott séma pozitivitastartasa). A 16.12. lemma
feltételei mellett a (16.28) stlyozott differenciaséma és a (16.96) végeselem
séma pozitivitastartoak.

Bizonyitas. Mivel ekkor (16.99)-ben 0 < & < 1, igy ¢, > 0 kompo-
nensenként. Tovabba, B, ' > 0 (1d. 1. 1.3.4., 1.7. lemma), igy B; 'Cy > 0
és

Yyt = B Cwyl + 7By ol >0, hay) > 0. O (16.102)

Megjegyzések. 1. A ¢}, jobboldal miatt (Id. (16.102)) B; ' > 0 sziik-
séges a pozitivitastartashoz, de Cj, > 0 nem sziikséges, hanem B,:IC'h > 0.

2. A fenti tétel akkor garantalja a pozitivitastartast, ha vagy elsérendi
a modszer (mint a tisztan implicit séma), vagy pedig 7 = O(h?). Magasabb-
rendd algoritmusokat pl. Horvath Z. II-ben idézett cikkeiben lehet talalni.
O

Ehhez a tételhez 1d. a 20. feladatot is.

Vannak olyan esetek, amikor a negativ jobboldal mellett pozitiv maradt
a megoldas. Igy az ¢ d = qy egyenlet megoldasa (negativ ¢ mellett is) pozitiv,
mig a kezdetiérték az Altalanosabban, tekintsiik a

ou
i 16.1
T Lu+ f (16.103)

parabolikus egyenletet akkor, amikor jobboldala a megoldastol is fiigghet :
f=fu,z,1), és

f=fo-f, ferz20 f=20

alakt. Ekkor az aldbbi, Patankar-ra visszameng fogéssal biztosithatjuk a nu-
merikus megoldas pozitivitasit : az approximaci6 soran az f7/ := f(y’, z,t;)
forrastagot a

1 A
i+1 j
floy - yj v =1l - ” =y + 1Y) = F7 + O(7)
kifejezéssel helyettesitjiik. Azaz, szokdsunk szerint az flj ey ff;,_l értékekbdl

Osszeallitott vektort f_Z—val jelolve, az y; + Ahyffl = f_,z tisztan implicit séma
helyett (ahol A, M-tipusi legyen) a kovetkezt vessziik :

e+ Ayl ™ = (fro)h — Faylt', vagyis yi + (An + Fn)yit = (F0)1,
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ahol Fy, az ( f(j_) /y?); pozitiv szamokbol dsszeallitott diagonalis matrix. Igy a
numerikus megoldéas pozitivitasat veszélyeztets — f(j_) jobboldal helyett kap-
tuk, egy els6rendii hiba &ran, az approximécié M-tulajdonsagat erGsité Fj,
diagonalis matrixot!

Most foglalkozunk maximum normabeli becslésekkel, 1d. a (16.40)-(16.41)
definiciokat.

16.14. Tétel (stabilitds a maximum normaban). Ha a 16.12. lemma
feltételei teljesiilnek, akkor a (16.98) séméra igaz a maximumelv : érvényes
az

1
lynllc@n.) < llvnlle@nr + gll@ohllcwh,f) (16.104)
becslés.

[Kommentar. Ez a becslés a (16.11) diszkrét hasonmaésa.|

Bizonyitas. Legyen A az a blokkmaétrix, amely az Gsszes (16.98) egyen-

letnek felel meg (j = 0,...,m), még miel6tt a peremfeltételeket eliminaltuk
volna, :
1
(o \
0 0 1
0 0 0 1
A= | St O Cv-1 Br Bn By
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 G —Ch (vo1 Bi Br Brna
0 0 0 0 0 0 0 0 1

Val

Itt x := —y(1—0)ex <0, f:= —vyoer < 0 (ahol e a k-adik N — 1-dimenzi6s
egységvektor, k = 1, N—1), és Cj, > 0 elemenként (16.100) mellett. Tovabba
B;, M-matrix, amely — valtakozva az egyesekkel — a f6atlon 4ll. Ez azt jelenti,
hogy A elGjeleloszlasa megfelel az M-méatrixokénak. Ha még az

g o= b 00"
~ 2 =1

@ = (90, (@o)n, 95, 9o+ B 91+ Go» Brr G5s - - -) "

blokkvektorokat is bevezetjiik (ahol @% € RV a j-edik id6réteg peremérté-
keit is tartalmazza, de (i), @ € IRV ' csak a bels§ pontoknak megfelels
kezdeti- ill. jobboldali értékeket), akkor az Osszes egyenletiinket réviden az

Ay=0¢
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alakban irhatjuk le. Mint majorans vektort a

1
w(z) =1+ 53:(1 — ) (16.105)
fliiggvény wy-beli értékeibdl allitjuk ossze elészor a g, = W, € RY ! vektort,
majd a peremértékeket is figyelembe véve a g, := (1,97, 1)T € RV vektort,
végiil ebb6l a g := (gh, gh, - --)* blokkvektort, tehat minden idérétegen ezek
a g vektorok ismétlédnek. Ekkor

Ag > e, (16.106)

ahol € := (€p, €, .. .)T az a blokkvektor, amely az wp, , rdcs minden pontjahoz
az 1-t tartalmazza. Ugyanis a peremen és a t = 0 rétegen visszakapjuk az
A blokkmaétrixnak a ¢ vektorral val6 szorzasanal a g vektor ottani kompo-
nensének 1 értékét, és a bels6 pontokban a B,g; + Apgy, differencia-kifejezés
miikédik. Mivel g-ben minden j-re ugyanaz a g, vektor &ll, itt g, = 0,
ezenkiviil A,g, = e, mert a perempontokban itt is visszakapjuk az értéket,
a bels6 pontokban viszont (Axgp); = —w"(z;) = 1, v.6. pl. 15.3.2-ben (15.20)-
szal. (16.106) azt jelenti, hogy A M-matrix. Ekkor az I. 1.8. lemma szerint
(v.0. pl. a 15.2. tétellel is) érvényes az

19llc@..)
-A_l C(w < " bt
A e min ew, , (A9)
- 9
= |llc@n < llwllep,y = S (16.107)

egyenlStlenség. Pontosabb becslés érdekében irjuk y,-t az y, + v, alakban,
ahol

B(yv)t + Ay, =0, (?/7)|1“T = Ylrs,
és
B(yw): + Ay, = o, (Yw)|rr = 0.

Ekkor, 15.3.2-ben a (15.29) becslés bizonyitasahoz hasonléan eljarva, meg-
kapjuk a (16.104) allitast. O

Megjegyzések. 1. A fenti vizsgilatot a kovetkezSképpen lehet egy-
szeriisiteni. Tekintsiik pl. a (16.28)-(16.30) differenciasémat! Elgszor az
osszes egyiitthatot irjuk fel, amely az (z;,t;11) pont egyenletéhez tartozik :

1 2(1-o0)

T h?2
i1 . e 5 . _Ll—o
Yix1 - Rz Yikr ¢ 72

j+1

| 20 J
Y; e ST
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Itt az elsd, yzﬁl—vel kapcsolatos egyiitthaté kell, hogy pozitiv legyen (mert
ez keriil a matrix f6atlojara) — ami teljesiil, a t6bbi egyiitthato kell, hogy
nempozitiv legyen. Ebbdl azonnal adodik a (16.101) feltétel. Ezzel megvan
az M-métrixok elGjeleloszlasa.

Ezutan a (16.105) fiiggvényt magaba a (16.103) egyenlet 2% — Ly differen-
cialkifejezésébe helyettesitjiik be u helyett, hiszen ez (mig w legfeljebb har-
madfoki polinom z-ben és lineéris ¢-ben) ugyanazt az eredményt adja (ez itt
1), mint a differenciaséma. Mivel majorans fiiggvényiink a I'r peremen sem
kisebb 1-nél, igy az M-métrix tulajdonsag és a (16.107) becslés kovetkeznek,
abbol tovabb az

9
yrllc@,..) < g max (lynllews.o)s lenllcws..))

egyenlGtlenség. Ugyanolyan jo szolgalatot a w = 1+t fliggvény is tesz. Ehhez
Id. a 21. feladatot is.

2. Az A matrix M-tulajdonsagabol az is kovetkezik, hogy az eljaras
pozitivitdstartd, v.6. a 16.13. tétellel (valamint a 15.1. lemmaval és a 15.8.
tétellel). Igy, ha f > 0, go > 0, g1 > 0, akkor y > 0. Tovébb4, (16.104)
helyett, ha pl. f = 0, minden (x;,t;) € Wy -ra érvényes

min (min uo(), lrélkigj(go(tk), g1 (tk))> (16.108)

TEWH

< J < .
ot < mae maxua (o), (an(0). ) )

3. Eddig az oszcilliciomentességr6l nem kaptunk semmi eredményt. Bi-
zonyos oszcillacibmentességet viszont mar a maximumelv is biztosit! Ennek
belatasahoz képzeljiik el, hogy az f = 0 esetben a (16.96) eljarast alkalmazva
a j+1 > 1 id6rétegen, bels6 pontban kaptunk egy lokalis maximumot, azaz

max(yly, vl, yl5y) <™. (16.109)

Ekkor az yZ 1,yz,yz +1 adatokat mint kezdetiértéket tekinthetjiik, és y”l
et mint baloldali, yZ +1 -et mint jobboldali peremértéket. A (16.96) eljarast
lokélisan alkalmazva, ugyanazt a megoldast kapjuk (z;,%;11)-ben mint el6bb,
tehat yf“-et, hiszen helyben harompontos, idében kétréteges sémarol van
sz6. Ekkor tételiink és (16.108) azt mutatjak, hogy (16.109) lehetetlen.

4. A Crank-Nicolson eljaras 7 < h? esetén teljesiti a feltételeket. Maskor
csillapitott oszcillaciokkal szamithatunk (l1d. a 16.4. 4brat). Viszont ismert,
hogy tetsz6leges T, h-ra valamint tetszdleges y) kezdetiérték esetén, homogén
jobboldal és peremértékek mellett igaz az

lunllcwn) < Mlypllces)
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becslés. (Szerdjukova eredményei, hogy itt M < 6, és hogy ugyanilyen becslés
igaz a (16.37) séma esetén is, ekkor M < 23, 1d. a 22. feladatot is.) O

A diszkrét maximumelvhez nagyon kozel all a kévetkezs tulajdonsag :

Ha (16.6)-ban f =0, Lu = % és ug(x) monoton (nem novekszik vagy
nem csokken z novekedésével), akkor megfeleld peremfeltételek esetén az
u(z,t) megoldas is monoton minden rogzitett ¢-re, tehat a monotonitas meg-
marad (és oszcillaciok nincsenek).

Amennyiben (16.6)-ban viszont

0 ou

akkor a w := kg—; behelyettesitéssel latjuk, hogy igaz

or 'k ' 0x2’

tehat w-re teljesiil a maximumelv, igy % monotonitasa biztosithaté (meg-

felelg peremfeltételek esetén).

Ha egy (kétszintes) differenciaséma ugyanezzel a tulajdonsaggal rendelke-
zik, tehat hogy az = € wy-ban monoton névekvs 37 racsfiiggvényhez tartozik
ugyancsak monoton névekvs y/ T racsfiiggvény a kivetkezd idgszinten, akkor
azt mondjuk, hogy a monotonitds megmarad, ill. azt, hogy a séma monoton
Godunov értelmében. Ehhez 1d. a *** 18.10.1. pontot is.

Meg lehet mutatni, hogy a silyozott differenciaséma esetében, ha k =1,
a monotonitdas megmaradasa akkor igaz, amikor érvényes a maximumelv,
vagyis ha

vagy o=1, vagy 0<o<1 & 7<h?/(2(1-0)).

Ha viszont 0 < k # const és Lu approximacidja torténik a szokdsos moédon
(1d. II. 11.4.8. vagy 16.5.1), akkor a differenciasémara igaz a maximumelyv,
ha -

1> (1_U)ﬁ(ki+l/2+ki—l/2); 1<i<N-1,
mig a monotonitas megmarad, ha

1> 21— 0)—kis1jp, 1<i<N—2, és halz(l—a)%kiﬂ/g, i=1,N.

-
h?

Igy lehetséges, hogy a maximumelv teljesiil, a monotonitas viszont nem
marad meg — és megforditva. A monotonitis megmaradasara *** 18.10.2-ben
tériink vissza.
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16.4.8 A tomegmatrix kiszamitasarol

Ahogyan az elgbbiekbdl lathatjuk (v6. a 16.12. lemméval és a pozitivitas-
tartas definicioja el6tti megjegyzésekkel), a végeselem modszerrel kapcsolatos
szemidiszkretizalt ill. teljesen diszkretizalt egyenletnek hatranyos tulajdon-
sdgaik is vannak. Ezeket még tetézi, hogy a (16.94) egyenletben szerepld
G tomegmatrix bar jol kondicionalt — Id. II-ben a 11.6.2. pont végét és a
megjegyzést a 15.38. lemmahoz — de (16.94) numerikus megoldésa szempon-
tjabol kellemetlen : a (16.94) egyenlet implicit y;-re nézve, és azt a G '-gyel
megszororzni nem tanacsos, mert az telt matrix. Ugyanolyan viszonyokkal
talalkozunk a (16.6)-(16.9) feladatnal bonyolultabb, pl. tobbdimenzios felada-
tok esetén. Hasonlo, a tomegmatrixszal kapcsolatos problémak a sajatérték
feladatok megoldasanal is fellépnek.

Emiatt a végeselem gyakorlatban lényeges a G matrix kiszamitasat figye-
lemmel kisérni, és sziikség esetén G-t olyan G approximécioval helyettesitent,
hogy az diagonélis legyen (ekkor G angolul a Jumped mass matrix”). Ez
elérhetd, ha (az integralok egzakt kiszamitasa, ill. Gauss—képletek alkal-
mazasa helyett) a kvadratira képlet stlyai pozitivak és alappontjai egy-
beesnek a végeselem csomopontjaival (amitél egyben javul a kvadratira kép-
letek hatékonysaga, 1d. a 15.7.6. pontot, mert a csomoépontok javarészt az ele-
mek peremén fekszenek) : ugyanis (15.211) miatt — tehat azért, mert barmely
bazisfiiggvény az Gsszes csomopontban nulla, kivéve ,sajiat” csomdépontjaban
— érvényes

M ng
ke = / wg(z)we(z) dz =~ Zzwi,jpm(:cz’j)pn(x”) — G =0, hak £~
Q

i=1 j=1

Itt w; ; jeloli a kvadratira képlet az 27 alapponthoz tartozo silyét, egyébként
hasznéaltuk a 15.7.4. és 15.7.7. pont (1d. (15.240)) jel6léseit : (m,n) és (k,£)
kozott az az Osszefiiggés, hogy k = ind(i,m), £ = ind(i,n), és ha ilyen Gssze-
fiiggés nincs, akkor mar wy(z)w,(z) = 0 miatt érvényes gy = Gre = 0.

A f6atlobeli giy elemek ekkor garantaltan pozitivak. Példak ilyen kvadra-
tira képletre az egydimenzios esetben a trapézszabaly (ha linearis elemekkel
dolgozunk, 1d. a 23. feladatot), a kétdimenziés esetben a 15.7.6. pontban a
T; és az Ry elemek szdmara emlitett (15.236), ill. (15.238) képletek.

Viszont az ugyanott a Tg elem (és hasonléan az Rg) szdmara javasolt
kvadratira képlet nem tartozik a fentiek szerint elfogadhatd képletek kozé,
ha parabolikus vagy sajatérték feladatokrol van sz6. Ugyanis a haromszog
csiicsai hianyoznak a képletbdl, a nekik megfelel6 wy bazisfiiggvények ezért
nem adhatnak semmi jarulékot a tomegmatrixhoz, igy gxx nulla lesz! Ez a
kvadratira képlet még nem is javithaté bizonyos értelemben (1d. a 24. fel-
adatot). Ilyen esetekben G el6llitasahoz a G matrix k-adik soranak sszegét
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irjadk gxr helyére és a sor tobbi elemét lenulldzzdk — ami gyakran, de nem
mindig megfelel§ eredményeket ad (1d. ehhez a 25. feladatot).

16.4.9 Vizsgalatok Fourier—-moédszer segitségével
Most vizsgaljuk a
Bry: + Apyn = ¢n, B =Bl >0, A,= A} >0, (16.110)

kétréteges differenciaséma megoldésat a Fourier--sorfejtés segitségével, ami-
kor a peremfeltételek homogén els6fajuak. Példaként tekintsiik a (16.6)-
(16.9) feladat diszkretizaciojat a (16.28)-(16.30) salyozott differenciasémaval,
ill. a (16.96) végeselem sémaval.

Emlékeztetiink arra, hogy a

Lu:=—-u"=Xu, 0<z<1, u(0)=u(l)=0 (16.111)
sajatérték feladat egzakt megoldésa
Me = (k)% pw(x) :=sinkrz, k=1,2,....
(k)

A diszkrét esetben legyen v, az a vektor, amelynek komponensei p(;).
Ezutan

©). (k) _ \h, (k) h 2 krh\?
A vy = Xy Ag=|—-sin—— ), k=1,...,N—1, h=1/N,

h 2
(16.112)
ahol AELO) a (16.27) matrix. A (16.111) feladat megoldasat az

N-1

= y(t)vy”

k=1

alakban keressiik, ami a diszkrét Fourier-transzformécionak felel meg. Ha-
sonléan legyen

N-1
k=1

a) Véges differencia médszer: By = I, + 07 Ay, és legyen o € [0, 1].
Ekkor (y(t;) helyett yi-t irva stb.)

N-1

S0l [(1+ oL (e)e + Myl — ] = 0.
k=1
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Mivel a sajatvektorok ortogonalis rendszert alkotnak, ebbdl kovetkezik, hogy

h J J
i+ (g _ TAk j Co i Pk
Yk ( 1+07'/\z>yk+7_1+07')\g pkyk+71+a7’)\z’
ahol ( -
1-(1—-0)TA;
= C k=1,...,N—1. 16.113
P 1+ o7} ( )

Mint elégséges stabilitasi feltételt, vehetjiik a
o€ [-1,1, k=1,...,N—1,

feltételt, ami A} > 0 miatt azt jelenti, hogy o > 1 — 1/(TA}). A leger6sebb

feltétel a k = N — 1 esetben adodik, és N\, _ = (2cos 7r—h) .
(Vegyiik figyelembe, hogy h < 3 !) Ekkor kell, hogy

S 1 1
0- —_ —_——
— 2 7| Anllon

legyen, 1d. (16.55). A fenti képletek legtobbje akkor is érvényes, amikor £
(16.111) helyett tobbdimenzios, 6nadjungalt elliptikus operator és (16.110)-
ben A;, a diszkretizacié szimmetrikus és pozitiv definit méatrixa. Specialis
esetiinkben

1 h? 1 A2
o2 3~ W’ és picivel er6sebben o > 5 4

a stabilitési feltétel. Tovabba kapjuk (mivel ekkor |px| < 1), hogy

J
it | < || + 7 |k] < [wRl + 7 |kl
=0

és igy

i <2 | () (Z%)}

Innen kovetkezik a Parseval-azonossag, azaz

(yk) +tj+12 on

£=0

N—

Z J+1

k=

llyn ™|
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segitségével, hogy

J
%O,h) + 141 Z T“‘Pﬁ”%o,h)] :

Iy, oy < 2 [Hyﬁl
£=0

Vagyis
[ : "
v o < V2 lllyﬁll(o,h) + (TZTIIwﬁII?o,h)> J :
=0

Ez a becslés tobb vonatkozasban javithato. Pl. a v/2 szorzo felesleges. Hasz-
nalva a feladat linearitasat, az y, megoldast szokasos médon két részre bont-
juk fel, UYp, = Vp + Wh.

Itt v, az inhomogén kezdeti feltételt elégiti ki, wy, viszont az inhomogén
jobboldalt.

©p = 0 esetén belathatjuk azt, hogy

j+1
v oy < llvhllom = llvhl

(0,h) »
mig ¢ # 0 esetén kovetkezik

- .
i o < llwil

o) + Tllenllon
kozvetleniil a

w{fl =B, ' [(In—-(1- U)TAh)w;l + T(pi]
egyenletbdl, figyelembe véve, hogy

1By (In = (1 = )7 Ap)ll0.0) = max|px] <1

és
1By llony = max(1/(1 + oTAp)) < 1.

Ez azt jelenti, hogy

i
lwi ™ o < 7Y llehllom
=0
és [[ynllo,n) < llvnllo,n) + llwall(o,n) miatt végiilis

. Ny < N1yl

J
(o,p) T T Z okl o) -
=0
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Megjegyzés. Tehat itt deriilt ki, hogy Lo(wp)-ban a silyozott differen-
ciaséma stabil kezdetiértékek és jobboldal szerint, ha igaz a o > 2 1

2 7] A
feltétel — ami gyengébb, mint a korabbi o > 1 — Tﬁ;iH, 0 < e <1 feltétel.
g

b) A végeselem modszer esetén +G =TI — —zAh miatt (tehat a h-val valo
osztés utan) a sajatértékeket A\f = )\k VD = 72 sm2 ETh elyett a
/\h
)‘Ic )‘k VE - ﬁw
6 \k
képlet adja meg, és I1. 11.4.6-bol ismert 0 < A! < )\k . Ekkor a stabilitasi
feltétel
1—-(1—- a)TXh
Dy i= ~—k e [-1,1], k=1,...,N—1,
14071,

ami teljesiil, ha o > £ — h?/(127) — mint korabban, 1d. a 16.11. tételt. Most
ez megint a jobboldal szerinti stabilitasra is elegendd.

A fenti eredményekben az tipikus, hogy a Fourier-mddszer szinte azonos,
de valamivel pontosabb feltételeket ad az energia-becslések modszeréhez képest.

Hosszt idSintervallumon valé szadmitas esetén fontos, hogy az y,]l
megoldas lényegében tgy viselkedik, mint az els6 sajatvektornak megfelel
komponense, mert a pontos megoldas is ezzel a tulajdonsiggal rendelkezik.
Ezt a tulajdonsagot a kovetkezs definicioval probaljuk megfogni.

Definicié. A (16.28)-(16.30), go = g1 = 0, ¢, = 0 altal meghatarozott
diszkrét parabolikus kezdetiérték feladat y,]; = ,1:[:_11 pf;ygv,(lk) megoldasat
akkor hivjuk aszimptotikusan stabilnak, ha |pg| < |p1| < ligazk =2,..., N—
1-re, a (16.113)-mal definialt p, mennyiségekkel. O

Megjegyzés. A (pozitiv) A} sajatértékek k-val monoton médon néveked-
nek, amiért pri1 < pr < p1 mindig teljesiil, és p; < 1. Ha p; < 0, akkor
PN—1 < ... < pa < p1 <0 és a megoldas nem lehet aszimptotikusan stabil.
Viszont p; > 0 a 7 < 1/((1 — 0)A\?) egyenl6tlenséggel biztosithaté. Ennek
teljesiilését a kovetkez6kben mindig feltételezziik. Ezutan az aszimptotikus
stabilitas lényeges feltétele —p; < py_1. O

Szamitsuk ki, mit jelent a —p; < py_; feltétel! ElGszor

—(1+ oA+ oAy )+ 7M1+ o7AE )
< (I+orA VA +o7A) =70 (14 o7AD),
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ahonnan azt kapjuk, hogy

TP A )+ 202000 < 2(1 4+ oAl (1 +oTAR)
2+ 20m(AP + NE ) 4+ 207NN

tehat
0<2+4+ (20— )7\ + 2% ) +20(0 — 1)72NNE . (16.114)

Amennyiben itt o = 1, Ggy az egyenlGtlenség minden 7 > 0-ra igaz, tehat a
tisztan implicit séma aszimptotikusan stabil.

0 < 0 < 1 esetén kovetkezik a 7 < 7, feltétel, ahol 7, a (16.114) jobb-
oldalanak (mint 7-ban masodfoka polinom) pozitiv gyoke. Tehat a stlyozott
séma ekkor csak emellett a feltétel mellett aszimptotikusan stabil.

Ha o = 0, akkor ez azt a feltételt jelenti 7-ra, hogy

T <71 =2/(A+ 22 ).

Ez a fels6 7-hatar jol ismert érték : az egyszerti iteracié optimaélis paramétere,
1d. I. 1.6.6.!
Ha o = 1/2, akkor viszont a feltétel

T < T = 2/(MNE_ )V = O(h). (16.115)

Amennyiben 0 < 7 < 7,, tehat ha a séma aszimptotikusan stabil, akkor
ezt a tulajdonsagot 7 € €2, alakban is irjuk.

A tovabbiakban foglalkozzunk a o = 1/2 esettel. Legyen \; egy Onad-
jungalt £ differencidloperator elsé sajatértéke és M az £ operatorhoz tartozo
diszkretizacio Ay (szimmetrikus, pozitiv definit) matrixanak els6 sajatértéke.
A kévetkezo tétel az olyan id6lépést ad meg, amely nemcsak az €2, /5 aszimp-
totikus stabilitasi tartoményban van, hanem amellyel az ||yi||(0,h) ugy csokken
nulldhoz, mint e~*% — a pontos megoldéssal egybehangzoan.

16.15. Tétel (a Crank-Nicolson eljaras aszimptotikus stabilitasa). Ha
g = 1/2, hS h(), és

)\h
A< A <M () (3N, Pl — condy(4,) = O(R2), (16.116)

AL
akkor létezik egy olyan 7 = 7* = 7*(h) érték, amelyre
f)\lﬁr.

pL=¢

Erre a 7* értékre teljesiil 7* € /9 és 7 = O(h).
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[Kommentar: Mivel arra szamithatunk, hogy A} = O(1), a (16.116)
feltételek azt jelentik, hogy |\ — AF| = O(h?), v.6. a II. 11.6.4-ben (251)
el6tt allo becsléssel is.|

Bizonyitas. Ha o = 1/2, akkor
T T
p=(1-3) /(1+54).

1. 14+Z)Mh
g(r) =~ 20

n
T \h

fliggvényt. A logaritmus jol ismert sorfejtésébdl azt kapjuk, hogy

Emiatt tekintsiik a

Mo14+r o= 7 T
g(r) =t =) ha z:= X <1, (16.117)

vagyis ha 7 < /\% (Ezeknek a 7-értékeknek csak egy része van ) 5-ben.) A
1
sorfejtés azt mutatja meg, hogy

2
g(0) =\, g(r) monoton névekvs, g (V) = 0.
1

Eszerint g minden, A?-nal nagyobb értéket pontosan egyszer veszi fel. Igy azt
kell belatnunk, hogy O(h) = 7" € Q;/, arra a 7* értékre, amelyen g(7) = A;.
Ehhez vizsgaljuk a

7= (12 elo,———|c(o=
( (A1)? (AT AR _1)2 AT

értéket —amely (16.115) szerint €2/, eleme. A (16.117) sorfejtést alkalmazva

kapjuk
DA N0 VDV AN (5T
_ _ h M - 1 1 21
g(T) = M (1+(2> . (12 Tk >+Z oy i1

fe's) 7 2n
= M+A) > A = g(m). (16.118)

Ezért 7 < 7 € o, tehat 7 € Q5. Ezenkiviil 7 = O(h), ugyanis a
(16.116) feltételek szerint

_ )\ _)\h 1/2 )\h 1/2
%Ail: (3 By 1) = (»f ) = (condy(Ap)) ? = O(h). (16.119)
1 N-1
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Tovéabb lathatjuk be, hogy 7* = O(h) (és nem esetleg 7* = O(h?)), amihez
abbdl indulhatunk ki, hogy ¢’ > 0 és
9(7) —9(7")
g'(€)

Ha most h < hg olyan kicsi, hogy O(h™2) = condy(Ay) > 2, akkor (16.118),
(16.119) és hasonlé meggondolasok, mint fent adjak azt, hogy innen kovetke-

9(7) —g(7") = (T =74 (&), £ € (7°,7), azaz T — 7" =

zik \/EF < 7*. Ez 7" < 7T-tal egyiitt mar azt mutatja, hogy 7" = O(h).

Végiil megemlitjiik, hogy 7 — 7* = O(h?). 0.

Megjegyzések. 1. Ha teljesiilnek a tétel feltételei, akkor 7 = 7*-gal
valojaban igaz |pi| < |p1|, k£ # 1, valamint

9’1o < e 1yl o,n) -

2. A feltételek érvényesek a (16.111)-(16.112) esetben. Ekkor hy = 1/3,

h h
T <119 = h*/sinth < —(1+ (2m — 4)h”) ~ —(1 + 2.283h?),
T T
és numerikus kisérletek szerint
* h 2
™"~ —(1+ 0.329h7).
T

3. A végeselem séma és 0 = 1/2 esetén nincs olyan 7, hogy p; = e M7,

. ~h . . e . .
ugyanis ekkor g(7) > A} > A;. Az aszimptotikus stabilitas viszont biz-
tosithato. Ugyancsak nincs olyan 7 a tisztan implicit differenciaséma esetén,

mert
1 1

= >
1+ 7')\1 e

minden 7 > O-ra. Hasonléan o = 0 esetén p; =1 — 7\, < e ™.

4. Erdekes 6sszevetni az aszimptotikus stabilitast biztosito feltételeket a
maximumelv feltételeivel. Mig korabban, (1d. 16.12. lemma — 16.14. tétel) az
lehetett a kissé elnagyolt Gsszefoglalés, hogy a hévezetési egyenlet jo diszkrét
modellje csak a 0 = 1-hez tartozo végeselem vagy differenciaséma (mig o =
1/2 esetén mar 7 = h? kellett az ott vizsgalt, az alkalmazasok szempontjabol
fontos tulajdonsagok érvényességéhez), addig most deriil ki, hogy a 0 = 1/2
a legmegfelel6bb, kombinalva azzal, hogy 7 = O(h). Viszont a 0 = 1 séma
pontossaganak szinten tartdsahoz T = O(h?) sziikséges!

Mivel az aszimptotikus stabilitas fontos nagy idGintervallumra vonatkozo
parabolikus feladat megoldasakor, a kovetkezd stratégiat javasolhatjuk : ele-
inte a tisztan implicit séméat hasznaljuk, mig a kezdeti fiiggvény esetleges

— ,TAL

P1
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szakadéasai (ehhez 1d. a 26. feladatot), a kezdeti- és peremértékek kozti ugra-
sok ki nem simultak. Ezutan a Crank—Nicolson eljarasra kapcsoljunk at.
Ehhez 1d. a 16.12 lemma el6tti megjegyzést is.

Vannak olyan szamitasi tapasztalatok is, amelyek szerint célszerti a o =
0.55 érték allando hasznalata, ill. (1d. Axelsson és Gololobov cikkét) hogy o >
1/2 valasztasa kozel 1/2-hez elényss a stabilitas és pontossag szempontjabol
még nemlinearis esetben is. O

A 16.15. tételhez 1d. a 27. és 28. feladatot is.

16.4.10 A silyozott differenciaséma stabilitdsa a nem-
szimmetrikus esetben

Ebben a pontban vizsgaljuk a (16.45) séma stabilitasat abban az — Lo-féle
modszerek alkalmazisira — nehezebb esetben, amikor az A, méatrix nem
feltétleniil szimmetrikus. (Az M-matrix technikéval itt is lehet és kisebb ne-
hézségekkel stabilitasi eredményeket bebizonyitani, 1d. pl. IT. 11.4.10.) Azok-
ra az alkalmazéasokban fontos esetekre korlatozzuk a vizsgalatot, hogy Aj
valosan pozitiv definit (1d. I. 47. 0.) :

(AnYns Yn)o,n) > 0, ha y, # 0.

Az ilyen matrix regularis. Két példa valésan pozitiv definit, differencial-
egyenletek diszkretizaciojaval kapcsolatos matrixra (homogén peremfeltéte-
lek mellett, az egydimenziés wy, rédcson és a > 0 és b konstansokkal, 1d. II.
11.4.10.) az az Ap, amelyre

(Anyn)i = —(ayzz + byg)s, (16.120)

ill. az upwind-diszkretizdcioval meghatarozott

b+o|  b—bo|

(Anyn)i = —(aYse + —5 Vo + —5 Ya)i (16.121)

matrix. Az els§ esetben a II-beli 11.3. lemmabol, valamint az ott a 205/206.
oldalon talalhat6 (135) azonossagbol kovetkezik ugyanis

(AnYn, Yn)op) = @lyn %l,h) :

A masodik esetben viszont az ottani (133), (134) sszefiiggések megmu-
tatjak, hogy
[blhy o
(Aryn, yh)(o,h) = (a+ 7)|yh|(1,h) .
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Itt a kezdetiértékek szerinti stabilitds bizonyitasa kézenfekvs. A jobboldal
szerinti stabilitas viszont a 16.6. tételbdl kovetkezik.

16.16. Tétel (stabilitas valosan pozitiv definit matrix esetén). A (16.45)
sémaban legyen B, = I}, + 07 A, és A, legyen valésan pozitiv definit.

Ekkor (16.45) stabil a kezdetiértékek és a jobboldal szerint, ha o > 1, és
ebben az esetben érvényes a kovetkezd becslés :

j—1
Tllerllom -

k=0

Bizonyitas. Szorozzuk meg (16.45)-et A '-gyel :

Byyi+yl = @, j=01,...,m—1, (16.122)

By = A, +otly, &= A ol (16.123)

Legyen vy, = vp+wy, ahol vy, a (16.122) azon megoldésa, amely ¢, = 0 ese-
tén adodik, mig wy, az yj) = 0 esetnek felel meg. Ekkor vy, szdméara (16.122)-

bél (tigy mint kordbban a 16.5. tétel el6tt) a (16.51) azonossag megfeleldjét
vezetjiik le :

27 (B =) o) g 100 oy = oy = 0

’

Hao > %, akkor itt

((Bp, — §Ih)vtavt)(0h ((A + (o %)Tfh)vt,vt)(o,h) >0,

mert, Ap-val egylitt A,:l is valosan pozitiv definit. Igy

ol t! < llvpllomy = llwnllom - (16.124)

wp-re a 16.6. tétel adja a

h

l[wh | o.n) Z 1(Zn + o7 AR) " 0k |0 (16.125)
k=0

becslést, ahol figyelembe vettiik, hogy (16.123) szerint

B, o = (Ayt + omly) 7' 0 = (In 4+ 0T A) oy
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Az ||(In + o7 AR) " ¢f 0, norma (16.125)-ben viszont feliilrél becsiilhetd
@k llo,n)-val, mert az (I, + oTAp)Y = 5 egyenletbsl kovetkezik az A,
valosan pozitiv definitsége alapjan (és o7 > 0 mellett)

1nllton < ((Tn + 0T A)n, Yn) oy = (©n> ¥n)0,n) < llenllom lltnllon -

Igy tehat (16.125)-bél kapjuk a

j—1
lwhllom <D Tlekllon
k=0

becslést, amely (16.124)-gyel egyiitt az allitast adja. O

A (16.120) ill. (16.121) méatrixokkal felirt (16.96) séma stabilitasa (jobb-
oldal, kezdeti- és peremértékek szerint) a maximum norméban is bebizonyfit-
hato (1d. a 29. feladatot), és ekkor a o < 3 esetben is jutunk eredményre.

16.4.11 Tovabbi silyozott differenciasémak

Az alabbiakban olyan hdromréteges silyozott sémdt irunk le, amely a Crank—
Nicolson séméval fel tudja venni a versenyt, ami a megvalositas egyszeriiségét
és masodrendii pontossigat illeti, de feliilmilja azt a tekintetben, hogy erGsen
A-stabil valtozatot tartalmaz (mint k6zonséges differencialegyenleteket meg-
old6 modszer) és ekkor kevésbé hajlamos oszcillaciokra. A Glowinski és Peri-
aux altal méas Osszefiiggésben (tébbdimenziés dramlasi problémak megoldé-
sara) javasolt séma két paraméterrel (a-val és 6-val) dolgozik. Bevezetve a
B:=1—aés ' =1— 20 paramétereket is, a séma a kovetkezé harom rész-
lépésbdl all, ha az M1+ A(t)u = f(t) egyenletrendszerre alkalmazzuk és 37+
az u((j + k)7) vektor approximacioja :

(M + afr ATT0Yyi ™0 = (M — BOT ATy + 01 f7,
(M + 59/7_Aj+170)yj+170 = (M- aH'TAj+0)yj+9 + @' fit=0 (16.126)
(M 4+ T ATyt = (M — BOTAITI=0)ydT1=0 4 gr f3+1
A sémaaz a=60= % esetben meglehetGsen hasonlé a Crank—Nicolson sémé-
nak harom egymast kovets, 7/2 hosszisagu lépésére. De (16.126) nemcsak

méasodrend(, hanem erésen A-stabil is (amely tulajdonsag a Crank—Nicolson
séméanak nincs), ha

0=1-v2/2, ac(il]

A megvalésitas szempontjabdl viszont kiilonosen érdekes ezen paraméter
valasztas kombinacidja az

a=(01-20)/(1-0)=2-+2
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feltétellel, mert ekkor konstans A méatrix esetén a (16.126) egyenletek bal
oldalan mindig ugyanaz a matrix all, a j — j + 1 atmenet koltsége igy
megegyezik a Crank-Nicolson séma harom lépésének koltségével. Ezért, ha
most (16.126)-ban 7-t 37-val helyettesitiink, akkor a harom részlépés utan
ugyanott vagyunk, mint a Crank-Nicolson séma harom 7 hosszisagi lépése
utan, de jobb megoldéas birtokaban.

A haromréteges séméval kapcsolatban 1d. a 30. és 31. feladatot is! Az
utobbi feladatban a (16.126)-ra hasonld, kétréteges sémékat konstrualunk,
amelyeket tobbdimenzids parabolikus feladatok megoldésara is lehet java-
solni. A fent emlitett hiromréteges séma viszont az aramlési feladatokra
azért valamivel alkalmasabb, mert az e*(® % alaku fiiggvényeket — a transz-
port-egyenlet pontos megoldéasait — kevésbé csillapitja, mint a 31. feladatban
konstrualando kétréteges sémak. Ehhez a témahoz 1d. *** 18.2.4. és 18.10.1.
A kétréteges sémék akkor alig csillapitjak az emlitett fiiggvényeket, ha igen
kozel vagyunk a Crank-Nicolson sémahoz, v.6. *** (179)-cel 18.10.1-ben.

16.5 Valtozo egyiitthatoji egyenletek
Itt a

ou 0 ou
u_2 (k(a:,t)a—x) + f( 1), (16.127)

parabolikus egyenlettel foglalkozunk, ill. ennek tobbdimenzids valtozataval.
Az ilyen egyenletek a kdvetkez6 alkalmazésok miatt érdekesek.

1) kdolaj vagy viz mozgasa a foldben ill. a talajban (ekkor (16.127)-et
szivdrgdsi egyenletnek hivjuk). Ekkor tipikusan k& = k(u), viszont helyben
nagyon kiterjedt feladatoknal £ = k(x,u). Ebben az esetben a talaj helybeli
valtozasat vehetjiik figyelembe — ha megfelel6 adatok allnak rendelkezésre.

2) A hoévezetési egyenlet : k a h@vezetési egyiitthato, amely gyakran
szakaszonként konstans, ha a vizsgdlt test kiilonb6z& anyagokbdl all. Ha
nagyobb hémeérsékleti intervallumot kell figyelembe venni, akkor £ megint az
u-t0l is fiigg, errdl 1d. részletesebben a 16.6. pont elejét.

3) Levegében ill. vizben lezajlo turbulens folyamatok modellezéséhez z- és
y-iranyban vesznek konstans egyiitthatot, z-iranyban (fiiggdlegesen) viszont
elég bonyolult fiiggvényt (hémérséklettsl és az dramlasi sebességtdl fiiggot).
Ide tartozik Richardson torvénye is, amely szerint a turbulencia megfelel§
diffuzios egyiitthatoval durvan modellezhets. Ekkor ¢2/3-mal novekszik az
egylitthato. (Egy eleinte lokalisan koncentralt szennyezédés a levegGben vagy
a tengerben el6szor csak kisskalaja turbulens erék hatasa révén teriil szét, ami
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lassan torténik. Szétteriilésével viszont a — nagyobb energiaji — nagyskalaja
turbulens ergk hatéasa ala keriil és ekkor gyorsabban teriil szét.)

A hévezetési feladatok esetén természetes a k > ¢o > 0 feltevés. Ekkor —
a korabbiakhoz képest — kevés valtozassal alkalmazhat6 az energia-becslések
technikaja (mint 16.4.3-ban, felhasznalva II. 11.4.8-at is).

16.5.1 Egydimenziés hévezetési egyenlet helytdl fliggd
egytuitthatéval

Legyen (16.6)-ban most

0 ou
= — — < < <z< .
Lu pe (k(x) 83:) , 0<ky<k(x) <Ky 0<z<1, (16.128)

mint (16.127)-ben. Az egyetlen z helykoordinata annak felel meg, hogy a
haromdimenzios tér y, z-koordinataiban nincs valtozas (tehat sikszimmetriat
tételeziink fel, v.6. 16.3-mal is). A (16.128) differencidloperatorral tekintjiik
a (16.6)-(16.9) feladatot.

A TI. 11.4.8-beli jelolésekkel irjuk a szokasos wy, ekvidisztans rédcson

>~

(AK)y): = + ((kyw)i+1/2 - (kyw),;l/g) (16.129)
= (kyw)i,’w 1= 1,---,N— 1,
és ugyanonnan tudjuk (ld. a 11.11. tétel bizonyitasat), hogy a (16.6)-(16.9),

(16.128) vegyes feladat u megoldasanak megfelel§ simasaga esetén (ha k €
C30,1], u € C*°([0,1] x [0,T7])) érvényes

(A(k)u); = (ku") (z;) + O(h?).

A stabilitasi elmélet alkalmazasdhoz legyen (16.8)-ban, (16.9)-ben gy =
g1 = 0, a peremen eltiing racsfiiggvények Lo(wy) terét hasznéaljuk, és ennek
skalarszorzata a (16.44) a 16.4.3. pontban. Ekkor a A differencia-operatorral
definialjuk az A, = Ap(k) matrixot :

(Apyn)(z) = —(A(k)y)(z), = € wp, (16.130)

amihez (16.129)-ben legyen yy = yy = 0.

16.17. Lemma (valtoz6 egyiitthatoju differencia-approximacio tulaj-
donsagai). Az Ly(wp) térben A, 6nadjungalt, és ha igaz (16.128), akkor
pozitiv definit is.
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Bizonyitas. A Il-beli 11.3. lemma mint4jara irhatjuk (mivel yo = yy =
0= Vg = ’UN)

N-1
(A ooy = = D [(kva)isrjo = (kya)icaje] vi
=1
N
= Z [(kyw)i—1/2vi — (kyz)i1/2vic1] — (kyz)n—1/208 + (kYs)1/200
i=1
N
- Z ((kyw)vw)i—1/2 h =: (kys, vg]-
i=1

Ezért tehat

(Ahyh; Uh)(o,h) = (yh; Ahvh)(o,h)a
és

N N

(AnYn, Yn)o,p) = Z(k(ym)Q)i—lﬂh > ko Z(yz)?_1/2h = kol ynl{ip-

i=1 i=1

Alkalmazva erre a II. 11.4.6-beli 11.5. lemmat, az kovetkezik, hogy

(AnYn, yn)on) = 6k0||yh||?0,h)' u

Megjegyzések. 1. A,(k) norméjara azt kapjuk, hogy

N
Ky 4K0
(Anyns Yn)on) < Ko Z(ya: i-12h < h2 Z F+yi)h < W”yh”%O,h)a
i=1
tehat AK
0
1An (Bl o) < =5

2. A kétdimenzios esetet 1d. 15.5.2-ben : a 15.20 tételt és az 1. megjegy-
zést hozza. O

16.18. Kovetkezmény (valtozo egyiitthatoju, sulyozott differenciaséma
stabilitasa). A homogén peremfeltételek mellett felirt

(In + 0T AR)ys + Anyn = o0, @l = fI1°, (16.131)

silyozott differenciaséma stabil a kezdetiértékek szerint, ha

h2

1
> _
729 T Ak,
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és stabil a jobboldal szerint, ha

1 1—¢
> - h 0<e<l.
CEY T ARy TS

Ez utobbi esetben érvényes a kovetkez6 becslés :

k-1 1/2
. . 1 .
2kollynllcwn) < Kollunllany < Kollyallan + (%ZTH%I ?o,h)> :
=0

(16.132)

Bizonyitas. Az eredmény kovetkezik a 16.5., 16.7. tételekbdl, valamint
a (16.61) becslésbol. Ezutan a II-beli 11.5. lemmaéra hivatkozunk, hogy a
(16.132) becslés elgalljon. O

Megjegyzések. 1. Az explicit séma stabilitdsat érzékenyen érintheti az,
ha K, nagy, mert ekkor

biztositja a stabilitast.
2. A maximumelv akkor igaz, ha

1 1-
. Ta(kiqtlﬂ +ki12) >0, i=1,...,N—1, (16.133)

vagyis ha

h2
< ——m——,
T=51 - 0K,

Ehhez 1d. a 32. feladatot. O

A (16.131) séma egyenleteinek megoldasara alkalmazhatjuk a roviditett
Gauss—eliminéciot (I1d. I. 1.3.9).

16.5.2 1dé6tél is fiiggd egyiitthatd esete

Tekintsiik most azt az esetet, hogy (16.127)-ben k = k(z,t) és Lipschitz-
folytonos t szerint : van olyan L konstans, amellyel tetszéleges x-re teljesiil

\k(z,t) — k(x,s)| < L|t — s|. (16.134)
Legyen tovabbra is

0 < ko < k(z,t) < Ky minden (z,t) € Q,-te. (16.135)
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Erre az altalanos esetre a stabilitasi elmélet bizonyos valtoztatassal alkal-
mazhato.
A differencia-approximacié most fiigg az id6tol :

(Ay); = (A(jH/Q)(k)y)i
_ %[(k(f“/?)ym)

= (k(j+1/2) yw)?c’,i-

j+1/2
i+1/2 (k(] / )yz)i—1/2] . (16.136)

Ehhez a differencia-operatorhoz (16.130) segitségével vezetjiik be az A, =
Ang/Z)(k) matrixot, feltéve, hogy (16.136) érvényes yo = yy = 0. Ekkor

(A= a8) y)

N

Z ((k(j+1/2) - k(j—1/2))(yw)2)i_1/2 h

=1

N
< Lt Z(yw)z?—yzh
i=1

(0,h)

L <L, .
< k_OTZ (k(a—1/2) (yw)Z)i—lﬂ h

1=1

Tehat, ha teljesiil (16.134), akkor kovetkezik Ap-ra

A(j+1/2) _ A(j—1/2)> )
(( h h Yhy Yn 0

ahol ¢; < L/ky.

16.19. Tétel (Szamarszkij; id6tol fiiggd kétréteges differenciaséma sta-
bilitasa). A silyozott differenciaséma kovetkezs valtozata :

< (AU‘”?) ) 16.137
) = CoT h Yhs Yn © h), ( )

I

BTy 4 AUR2y — o1 0,1, m— 1, (16.138)
stabil a kezdetiértékek és a jobboldal szerint, amennyiben A;ljﬂ/ 2 szim-

metrikus és pozitiv definit minden j-re, érvényes (16.137) és (¢ = const > 0-
val)
BItY? > §A§L+1/2 +ely. (16.139)

Bizonyitas. A 16.5. tétel el6tti modon (16.138)-at atalakitva eljutunk a
kovetkez6 azonossdghoz :

T (5+1/2) ) . .

2T ((Bh — §Ah) Ut yt> + (A}(IHI/Q)yzH’ Z/;Jzﬂ)
(0,h) (0,h)

= (A,(f Ty yﬁ) om T 27 (@hs Yt) (0,1) -

I
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A (16.137) becslés segitségével kovetkezik
T (1+1/2) , _ _
27 <(Bh —2a4) yt) + (AT )
(0h) (0:h)

< (1+ ) (454, )) on T 2T(om 0 -

Itt alkalmazzuk a szokasos e-egyenlGtlenséget :

1
(ns Yt)0,n) < _8”90}1”?0,}1) + &lly:l %O,h) ;

tehat, az (Ag71/2)yﬁ, yi)( : =: ||yf1||124 egyszertisit6 jelolést bevezetve,
0,h

T Jj+1/2 ;
o ((Ba-en- ) ™ wn) 1
(0,h)

; T
<+ an)lglh + olenln.

és ekkor a (16.139) feltétel azt adja, hogy
. . 7- .
Iy 1% < (L + en)llyalls + oo lenlifon -

vagyis
J
I < (L ear)™ [llhlla + o2 D llekl?]
k=0

Ez a stabilitast jelenti, hiszen ¢;,; < T és

(1+ 027)j+1 < exp(catj1) < e, O

Megjegyzés. Amikor A, konkrétan (16.136)-tal definialt, akkor alkal-
mazhato a tétel, ha a (16.134), (16.135) feltételek teljesiilnek, és ekkor a séma
stabilitasa kovetkezik a ¢y = L/ky konstanssal. O

16.5.3 A hdévezetési egyenlet hengerszimmetridban

Tekintsiink most az olyan esetet, amikor (16.128)-ban ky > 0 nem érvényes.

Vizsgaljuk azt a feladatot, hogy R = 1 sugart hengerben olyan h&vezetési
folyamat zajlik le, amely sugarszimmetrikus, f(r,t) a héforrasok stiriisége
(amely a szimmetria miatt az r paros fiiggvénye), és a hémérsékleti vezets-
képesség k = A/c,p = 1. A folyamat legyen fiiggetlen z-t6l is (a henger
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hossziisagi koordinatajatol). Ekkor a kovetkezd matematikai modell alkal-
mazhat6 :

t>0, 0<r<R: g—? = Lu+ f(rt); (16.140)
10 (Ouy 1, .,
Lu = ror (T(?r) —r(ru),
t=0, 0<r<R: u(r,0) = ug(r);
ou
t>0, r=0: > 0; r=R: u=g(t).

A % = ( feltétel kovetkezik a sugarszimmetriabol, és az r = 0-nél szinguléris
megoldésokat zarja ki. Az Eu = 0 egyenlet két fiiggetlen megoldasa u(!) = 1
és u? = ln 1 Emiatt a 2 = 0 feltétel azzal is helyettesithetd, hogy legyen
u(0) véges.

Ezen feltétel még egy masik megjelenési forméja az, hogy ha az u(r,t)
megoldast kicsi r-re Taylor—sor alakjaban keressiik, akkor abban csak a paros
hatvanyok fordulnak el6 :

2 62 7, 64

c sz

5 (0.1) + (16.141)

ritas mlatt ph-val eltolt ekvidisztans racson adjuk meg :
o) = {ri=(p+i)h, i=0,1,...,N; ry=R=1} (16.142)

Itt a p > 0-t kés6bb alkalmasan valasztjuk ki. Ezen a racson a Lu kifejezést
a kovetkez6képpen approximaljuk, amikor 7 > 1 :

(AMy); : Tlh ((ryn)igrje — (ryr)mp):(%(ryr);). (16.143)

7

Ebben a képletben az r;y1/9 és (7y,)i+1/2 definicidja a szokasos :

h 1
Tit1/2 = Ti+§: p+z+§ h,
Yi+1 — Yi

(Tyr)z‘+1/2 = 7"z'+1/2T, 1=0,...,N —1.

A kovetkezs képleteket ill. sorfejtéseket hasznaljuk r = r;-nél, ha u €
Cc*0,1] :

Tit1/2 = Ti*

3
(Ur)izrye = (U'iﬁu"+—ul"> i;4 @ (r; +94h),
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tehat
(rur)rs = (ru"); + B2 [u® (r; + 91h) — u®(r; +9_h)]

1
+ (u/ + 6u///) +O(h3),

2

(ADy); = (Lw)i+0(—), i>1, (16.144)

hiszen Lu = u" + 1u Az approximécié ezek szerint kis r-re csak elsérendi,
mivel pl. r; = (1 n p)h és igy h%/ri = h/(1 + p).

A homogén peremfeltételekkel rendelkezd racsfiiggvények esetére (16.130)
mintajara definialjuk A alapjan az Agl) métrixot és vezetjiik be a kovetkezs

skalarszorzatot :
N-1

(Yh, Vb)) (r0) 1= Z riy;vih. (16.145)

i=0
Ezzel egyrészt az (A(Vy), képletét fogjuk meghatirozni, méasrészt a stabilitasi
vizsgalatot készitjiik eld.
Amennyiben vy = 0, akkor

1)

(Ag)yhavh)(r,o) - _Z rYn)ivrsz = (TYr)icize] i + (A} m)orovoh

N—1
= Z TYrVy)it1/2h + Vo [(Tyr)l/z + (Aﬁf)yh)oroh .
=0

Ha most
1

és yy = 0, akkor

N-1
(AEL Yh, Un) (r,0) = Z TYr Uy z—|—1/2h = (yhavh)(r 1) = (yh,Ag)Uh)(r,o),
1=0

(16.147)
vagyis A;ll) onadjungalt. Ezutan a p-t abbol hatarozzuk meg, hogy (A(MVu),
legyen alkalmas mint Lu approximécidja r = ro = ph-nal.

A szimmetria miatt, 1d. (16.141)-et, érvényes

2 T 1
u(r) = wug+ %uf)' + / é(r — 5)%u™®(s)ds,
0

(u+%u> (r) = (Lu)(r)=2u" + /0 ' [(’" ;TS)ZM—S] u®(s) ds
= 2ul +O(r?).



328 FEJEZET 16. PARABOLIKUS EGYENLETEK

Tovabba,

_ (1+p)°~ ’
u(ry) —u(ro) = L

2 1
i R*uf+O(h*), (rus)ije = (,0 + 5) h?ufy +O(h*),
és igy (16.146) elfogadhat6 mint approximaéacio,

W 1 (p+1)°
(ADu)g = —(AM )0 = — h(rur)l/Z = 72; Lu+O0(h?), (16.148)
0

ha (p + %)2 /(2p) = 1. Legyen tehat p = 1/2. Ezzel az AS) matrix és a A1)
operator teljesen meg vannak hatirozva.

Ezutéan a (16.140) egyenlet sulyozott differencia-approximacioja az y racs-
fiiggvénnyel

Y = A(l)y(a) =+ fj_HT, r e wfll/?), y=4g, 7= R = ].,

és standard alakban, a g inhomogén peremfeltétel eliminacioja utan, az y, =
(Yo, - - -, yn—1)T megoldési vektorral,

Bry: + Agl)yh = P, B, =1, + O'TAELI), (16.149)
. . . . (o)
o - o g nN-1/2
ol =ft i=0,1,...,N-2, ¢\ = ]]V+_1+ﬁ< />.
nN-1

Ezen séma képlethibaja (16.144) és (16.148) alapjan, ha u € C*3(Qr) :

: h?
Yl =0 (7’\0 — N+ 4+ 7‘_) . (16.150)

2

Mivel az Agll) és Bj, matrixokrol mar tudjuk, hogy onadjungaltak az r-rel
stlyozott (16.145) skalarszorzatban és az r = ry peremen eltiing racsfiigg-
vényeken, azért a 16.5., 16.7. stabilitasi tételek alkalmazhatésdgahoz még
annak belatasa hianyzik, hogy az AS) méatrix pozitiv definit. Ennek bi-
zonyitasara sziikségiink van egy, a (16.145) és (16.147) skalarszorzatokhoz
tartozo ||y ||(r0) €S |Yn|(r,1) normakat 6sszekéts beagyazasi becslésre.

16.20. Lemma (specialis beagyazasi tételek). Ha y tetszéleges olyan
racsfiiggvény, amely a (16.142), p = 1/2 racson definilt és annak r = ry
peremén eltiinik, akkor igazak a kovetkezd becslések :

1 92 1/2
ynllero) < 5yl ||yhllc(w2p>)§<lnﬁ> sy (16.151)
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Bizonyitas. Abbol indulunk ki, hogy yx = 0 esetén

N-1

Yi=— Z(yr)j+1/2ha 1=0,...,N -1,

j=i

és a Cauchy-egyenl&tlenség segitségével kapjuk, hogy

N—-1 N-1
y? < Z(T(yr)2)j+1/2hz < lwltey Z s (16.152)
j=i =i
Innen kovetkezik, hogy
N-1
lynllfro) = Zrlyzh < ynlf1y S,
=0
ahOI N—-1N-1 N—-1N-1
— ~ 1ih? — = (i +3)h?
Sy = L G+ )0 (16.153)
im0 =i it1/2 5o o j+1

Ugyanis p = 1/2 miatt r; = (i + 1/2)h és 1112 = (j + 1)h. Atrendezéssel
azt kapjuk (16.153)-bol, hogy

h o~ 1 h (j+1)%h
Sy = —E (i+=)h= .
j:0j+1i:O 2 j:0]+1 2
h? 1 R 1
= NN+ =-a1-Yy <z
CN(V ) = 20— ) < g

mert ry = (N 4+ 1/2)h = 1. Ezzel (16.151) els6 becslése megvan. Térjiink
most vissza (16.152)-h6z! Az ottani Osszeg a kovetkezSképpen becsiilhetd :

N1y N-1 N— 9
7 < In(2N +1) =1In —,
I 0

mivel 1/h = N + 1, és a lemma be van bizonyitva. O

Megjegyzés. A lemma szerint

(A;(l)yh,yh) r0) > 4||?/h|| 7,0)

tehéat AS) valoéban pozitiv definit — és 0 > 0 esetén vele egyiitt By, is. O
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16.21. Tétel (a silyozott differenciaséma konvergenciaja hengerszimme-
tria esetén). Amennyiben u € C*?® a (16.140) feladat megoldasa, és ha a
h2(1 —¢)
S Sl 16.154
At ( )

16.146), (16.149) séma konvergens. Az yp

o2

—~ N =

feltétel teljesiil, akkor a (16.143),
megoldasara igazak a

_ 9 1/2
||(yh_ﬁh)]||(r,l)20(T‘U—%‘-ﬁ-TQ—i-hQ (2—}-111%) ) (16.155)

2\ 1/2 92\ 1/2
=2 \J — 1 2 2
1(wn = @) [l oy = <1n ﬁ) O (T lo— 3| +7*+h <2 +1In E) )

(16.156)
becslések minden véges [0, 7] intervallumon.

|[Kommentar. Emlékeztetiink arra, hogy (16.154)-bene =1, hao > 1/2.]

Bizonyitas. A 16.5., 16.7. tételek alkalmazhatok, és azok szerint a
kezdetiérték és jobboldal szerinti stabilitas a || - ||(,,1) norméaban kévetkezik

1 1—¢
- - —1
2 47 A o)

mellett. Ttt || ALY ]| 0) < 4/h2, 1d. a 33. feladatot.
A zj, := y, — Uy hibéra igaz az

. 1/2
\(yn — tn)’ |1y < (% ZT”djﬁn?r,o)) (16.157)
k=0

egyenlGtlenség, ahol ¢, a (16.150) szerinti képlethiba. A konvergencia becs-
1és befejezéséhez szamitsuk ki a [|¢f||(0) norméat! A képlethiba (1/1}?)'“ =
0] (7’ |0 — %| + 7'2) része problémamentesen adja azt, hogy

) i1 1/2 7 1/2
1
(%anw,‘l’)’“naﬁ)) 3(2—) O(rlo—jl+77).  (16158)

k=0

A (qﬁ,(f))k rész jellemzGje |(¢§2))’“\ < Mh?/r;, igy :

N-1 ) N-1
2 2

N2 By = Do m (W) h < aent >0

=0 i=0 °

< M?*h <2+ln%), (16.159)
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hiszen

N-1

R |
.

N-1/2 4 9

= - <24 —$:2+1n2N—1 <2+4In-.
1

i=0 7 i:0§+7/ 1/2 A

(16.157)-(16.159) adja a (16.155) becslést, és a 16.20. lemma segitségével
kévetkezik (16.156). O

A (16.156) becslés durva : a In(2/h) tagok feleslegesek benne.
Ezen allitas bizonyitasahoz vizsgaljuk a (16.149) sémat a maximum nor-
maban.

16.22. Tétel (hengerszimmetrikus eset
maban)

: konvergencia a maximum nor-
Teljesiiljenek a 16.21. tétel feltételei
T <

Amennyiben o
( oL akkor a (16.149) séma z, := U, — y, hibajara teljesiil a

1 vagy

egyenlGtlenség.

Bizonyitas. Az egyszertiség kedvéért a kivetkezSképpen becsiiljiik feliil-
r6l a képlethibat :

Wi < MR [ri, B =7l — L4774

Legyen most g/ := MEQ(l —r;). Ekkor

k
j 1 i+1 — i i — Yi—
(Ag)gi)z‘ = Tk <7’i+1/27g+1h 5 _Ti—l/Zig hg 1)
—o
Mh

MR’
Tk (=Tiy1j2 +1ic1y2) =

i b
és ez 1 = 0 esetén is érvényes (r_i/p :=0, 71/2 = h) Igy

-2
o MR .
(90 + A gi7)] = —— =¥l (16.160)

Az M-maétrixelmélet alkalmazasahoz ellendrizziik még a (Bpy; + Ah yh)
klfeJezes Osszes egyiitthatojanak elGjelét! Az y]Jrl

egyiitthatoja pozitiv, az
ylth és ), egyiitthatoi nempozitivak, de y/ egyiitthatoja

1 n 1-— J( n ) 1 2
J— — (7 r._ =
- Tz'h2 +1/2 i—1/2
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ha o =1 vagy 7 < és a relaci6 még i = 0-ra is igaz (r_y/2 := 0,

h2
2(1-0)’
7'1/2:}1:27"0). .
Az el6jelek ekkor tehat megfelelGek, a (16.160) feladat g7 megoldasi vek-

tora alkalmas mint majorans vektor, és feliilr6l becsiili a séma hibajat. 0O

Ezzel a 0 = 1 vagy 7 < 2(1 ) esetben bebizonyitottuk, hogy (16.156)-ban
nincs sziikség az In(2/h) tagokra. Az L operator (16.143), (16.146) approxi-
maciojaval kapcsolatban 1d. a 34. feladatot is. A (16.149) séma egyenleteit
megint a roviditett Gauss—eliminacioval oldhatjuk meg.

16.5.4 A hdvezetési egyenlet gombszimmetridban

A gombszimmetrikus esetben érvényes a kovetkezs egyenlet :

0
t>0, 0<r<R=1: 8—1: = Lu+ f(r1); (16.161)
10 (L,0u) 1,,,,
Lu r2 or (T 8r)_r2(ru)
Ehhez tarsulnak a kezdeti és peremfeltételek :
t=0, 0<r<R: u(r,0) = up(r); (16.162)
0
£>0, r=0: a—“ = 0, r=R: u=g(t). (16.163)
r

A szimmetridnak megfelelGen az f(r,t) az r paros fiiggvénye.
A [0,1] intervallumot a (16.142) raccsal osztjuk fel, p = 1-et valasztva.
Ekkor legyen

1 _
(A(Q)y)z‘ = W2 ((FQy’r')i—l—l/Q - (T2yr)i—1/2)
1 .
= (7“2 (7« yr) >., 1<i<N-1, (16.164)
ahol most 7“z+1/2 =ritiy1, 1 =0,...,N —1.

Miel6tt az ¢ = 0 esettel foglalkoznank, mutassuk meg, hogy a (16.164)
definicidval

@ O(h?*/r;), ha u € C*[0, 1],
(A u)i = (Lu)s + {(gﬁu) L O(Yr), hauecs,1), (6169
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Ugyanis az (ur);41/2 kifejezést r = r; koriil Taylor-sorba fejtve kapjuk

h h? h? h*
; — e e (4) e (5) 5
(Ur)it1/2 (u 5l + U T + 120% +0(h’) ),

& Tiyyjp = (r* & hr);, tehat
2 2 r’ 2|7 r’
(7 ur)iil/z = (7” ’U,I +h |:T'UI + —U”:| + h |:—’U,” + —’LL”,:| (16166)

2 2 6
2

+ h? [Gu”’+24 “”} + A [2T4 ()+f70u(5)])_+0(rih5).

Innen kovetkezik

4
(F2u, )7y = < 2u" + 214/ +h2 [ “ 4 —u' D +0(r;h).  (16.167)

Ezenkiviil
2
Lu = u"+ ;u', (16.168)
1 2 \"\ 4
L2y = — (7‘2 (u” + —u’) ) = u(4) + —u". (16169)
r r r

A (16.167)-(16.169) relaciokbol kovetkezik (16.165) — amely azt jelenti, hogy
konnyebb magasabbrendii eljarast megszerkeszteni, mint a hengerszimmetri-
kus esetben (Ott olyan sorfejtés, mint a (16.165) érvényes akkor, ha az 7112

“, 0,

Ehhez 1d. Frjazinov 1971-es mkket. A (16.165) analdgiaja a sikszimmetria ese-
tével szembeting — 1d. a szokasos masodrendii differenciahanyados II. 11.4.1-
beli (16.34) sorfejtését.)

Az i = 0 esetben hasznalhatjuk a A® valtozatlan (16.164) definiciojat
akkor, ha formélisan 72 , = 0-nak vessziik :

.
(AP yp)o == ) (r2yr)1/2. (16.170)
0

Az approximaci6 oldalarol ez a kovetkezGk miatt is elfogadhat6. Abbdl in-
dulhatunk ki, hogy a szimmetridnak koszonhet&en

u:a0+a1r2+a2r4+a3r6+...,
igy
(Lu)(r) = 6a; + 20ayr® + 42a3r* + . ..
(L%u)(r) = 120as + 840asr® + . . .,
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és az r = rog = h helyen érvényes
h2
(Lu + EEQU) (r) = 6ay + 30ayr? + 112a3r* + . . ..

Ugyanakkor a (16.166) sorfejtés alapjan (i = 0)

1
—5 (P*ur)1/2 = 6a1 + 30azh® + 118ash” +
To

(APu)o =
vagyis
hZ
(AP, = (Eu + ELQU> + 6azh* + O(h%),
0
tehat (16.165) igaz i = O-ra is.
Az r = R = 1-nél adott els6faji peremfeltételt eliminalva és (16.130)-cal
bevezetve a A (?)_nek megfelelc’i A (2) métrixot a (16 161) egyenlet approxi-

c sz

Yn = (yo, .- '7yN—1)T :

Bhyt + Af)yh = Ph, Bh = Ih + O'TA;f), (16171)

(0') 7 2
ito §=0,1,...,N -2 ito 4 N-1/2
gDZ f , v ) Ly 3 ) f h2 N1

Ha u € C*3(Qr), akkor ezen séma képlethibajara — figyelembe véve az u;
és ul? sorfejtéseit is (1d. (16.34)) kapjuk (16.165)-bél azt, hogy

2
1/;i:0<7'|0—%‘+7'2+%). (16.172)

Ezutan a tovabbi vizsgéilat anal6g a hengerszimmetrikus esethez. El§szor
a kovetkez6 skalarszorzatokat vezetjiik be :

N—-1
(Yn: Vn) r2,0) := ZT yivih, (Y on)ey == O (FYrtr)igrjoh.  (16.173)
=0

Ehhez tartoznak az ||yh||(r2 0) = (Un,Yn)r2,0) és \yh\%ﬂ,l) := (Yn» Yn)(r2,1) DOI-
mék. Kovetkezének azt hasznaljuk, hogy teljesiil

(A, 08)r2.0) = (s v) 1) = (U, AR 0) 20 (16.174)

(ennek bizonyitasa a 35. feladat targya), és

—_

4
1yl G20y < 6|yh|?r2,1)’ |Ynlfre1y < ﬁ”yh“%ﬂ,o)' (16.175)
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Az el6bbi eredmények és a 16.5., 16.7. tételek most azt adjak, hogy a (16.171)
séma stabil az | - |(;2,1) normaban a kezdetiértékek és a jobboldal szerint, ha

o> 1 — 1= 6h—2.
-2 4 T
Ekkor érvényes a kovetkezs becslés :
= 1/2
Wil < 19l + (%ZT”(AOZ”??"?,O)) : (16.176)
k=0

A hibabecsléshez megjegyezziik, hogy a z, := i, — yp hiba eleget tesz a
Bz + Af) 2 = Yp

egyenletnek, nulla kezdeti- és peremértékek mellett. A konvergencia tisztaza-
sdhoz az maradt vissza a (16.176) becslés alapjan, hogy szamitsuk ki a
[¥5]17,2 o) normat. A képlethiba (16.172) alakja miatt elég az 1/r racsfiigg-
vény normajat meghatéarozni :

N-1
11/rl22gy=> h=Nh=1-h<1.
=0

gy [[9allfz0) = O (T]o = 5| + 7%+ h?) &

_ T\ /2
2721y < (2—> O(rlo—3|+7*+1). (16.177)

€
Emlékeztetiink arra, hogy itt ¢ = 1-nek vehets, ha o > 1/2. Ehhez 1d. a 36.

és 37. feladatokat is.

Targyalasunk végén foglalkozunk azzal a feladattal, hogy (16.161) és
(16.162)-(16.163) mellett » = R = 1-nél adott az els6faju peremfeltétel
helyett a harmadfaju :

% tou=g T=R, t>0. (16.178)

o a héatadasi tényezd, 1d. I1. 11.2. (16.178) annak felel meg, hogy a gémb
feliiletén Newton-féle (turbulens) hécsere folyik a kiils6 kozeggel (pl. a fold
és az atmoszféra kozott).

A korabbi (16.164)-(16.170) approximéciok most is megfeleléek. Ezutan
elegendd az 1j peremfeltétel miatt adodo kiilonbségeket felsorolni. El&szor
is, r = 1-nél a differencidlegyenlet

ou du _Ou

E—ﬁ'FQE-‘rf(l,t).
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Emiatt most

ou  ho*u 0
(Ur)N—l/Z (E - 5@)]\] + O(h%)
ou h (Ou ou
= ———|=-2—-f(1 2
ar 2(875 ar f(’t))N+O(h)
ou h (Ou 9
= (1+h)§ —3 (E - (1,t)>N+O(h )
h (0
— n-on -3 (G- 10.0) +o0)
2\ ot N
Innen latjuk, hogy megfelel6ek a kovetkezé definiciok :
2 2 , .
(A yn)w == —7 [Wnap + (I+h)oyn], on = 2 (1+h)g" ™+ f(1,877),

amelyekkel a (16.171) sémat 1 = N-te egészitjiik ki, és yp, = (vo,...,yn)T. A
skalarszorzatok a kovetkezSkre valtoznak :

N-1
h
(yh, Uh)(TZ,O) = Z rfyivih + 5(1 — h)vaN, (16179)
=0
N-1
(Y V) 2,1y = Z(FQyTUT)Z-H/gh +0o(1 —h)yyvy. (16.180)
=0

Az (-,-)@2,0) skalarszorzatban az AELZ) matrix onadjungalt és pozitiv definit,

mert érvényesek a

180 5 8o
o IRy < onlesy < (5 + 57 ) Ml
becslések. Innen kovetkezik a kezdetiértékek és jobboldal szerinti stabilitas,
ha
21 h?
~2 7(6+30h)

A képlethibat valtozatlanul (16.172) adja meg, a konvergencia bizonyit4séa-
hoz elegendd az 1/r racsfiiggvény || - ||2,0) norméjat kiszamitani, és mivel
11/7]|(r2,0) < 1, igy (16.177) most is érvényes. Ennek kovetkezménye a maxi-
mum normabeli konvergencia, mert

o

) g\ /2
lonlogy <7 (1452 ) Ionln-

Ezen rész kidolgozasa a 38. feladat.
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16.6 Nemlinearis parabolikus egyenletek

A hévezetési egyenlet bevezetésénél, 16.1.3-ban ramutattunk, hogy annak
egyiitthatoi tipikusan a megoldastdl is fiiggnek (I1d. 16.5. is). Szivargasi fel-
adatok esetén a

ou 0 ou
— = — | k=— 16.181
“or = oz <k8x>+f (16.181)
egyenlet £k egyiitthatojanak alakja pl.
ua
k=k
’1+ Bu

lehet (ekkor u > 0 a viz- vagy kéolajnyomas), vagy mas olyan racionélis
kifejezés u-ban, amely u-val egyiitt elttinik. Ilyen feladatoknal tipikus az,
hogy a megoldasok derivaltjai nem folytonosak olyan pontokban, ahol u =0
és k(0) = 0.

Kéolaj esetén f = f(u), u az egyes frakciok parcidlis nyomésanak vektora,
amelynek minden komponensére érvényes egy (16.181) tipust egyenlet, f is
vektor, amely az atmenetet a frakciok kozott leirja. A k egyiitthato egyarant
a kdolajtol fiigg (viszkozitasatol), de a kézettdl is (porozitasatol). Ilyenkor
az id6derivalt elstti egyiitthato c helyett p(u)c,(u).

Plazmafizikai szamitasoknal gyakori feltevés az, hogy c és k lényegében
az u hatvany-fiiggvényei, és itt is £(0) =0 :

c = c(u) = cou®, k= k(u) = kou®, ko, «, 8 > 0. (16.182)

Fémek felhevitésének, élelmiszerek befagyasztasidnak matematikai leirdsara
olyan c és k egyiitthatokat hataroznak meg kisérleti titon, amelyek a kere-
sett u hémeérséklet alacsonyfokt polinomjai, és amelyek minden pozitiv u-ra
pozitivak. Keramiadk szaritasanal a k egyiitthatot k(u) = coe®® alakban is
teszik fel (ekkor u a nedvességtartalom).

Vegyi reakciok esetén olyan tagok lépnek fel f-ben (v.6. I. 6.1. ponttal),
mint pl. az uguskoe £/ (Rul), ahol u; a hémérséklet és u,, us koncentraciok.

Az ilyen egyenletek numerikus megoldasaval a kovetkezdkben foglalko-
zunk réviden. Vagy az egyenleteket teljesen diszkretizaljuk, majd pl. a
Newton—modszert hasznalhatjuk. Vagy szemidiszkretizalast alkalmazzunk,
az id6derivaltat meghagyva. Ekkor a kapott kozonséges differencidlegyenle-
tek rendszerét tobbféleképpen lehet hatékonyan megoldani, a Newton-mod-
szerhez sziikséges derivaltak kiszamitasanak megkeriilésével is, pl. Runge—
Kutta moédszert vagy prediktor-korrektor eljarast alkalmazva.

Els6nek azokat a tennivalokat irjuk le, amelyek a kozonséges differencial-
egyenleteket megold6 explicit modszerek hasznalatat megel6zik.
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A (16.181) egyenlet idéderivaltjat megszorzo c(u) egyiitthaté miatt 0j
valtozohoz megyiink at a

o(u) := /Ou c(s)ds (16.183)

transzformécioval (amellyel a (16.181) egyenletet kiegészitd kezdeti- és pe-
remfeltételeket is at kell szamitani az 4j valtozoba). Ezutan

Op _ dpdu _ ()%
ot duot “Wor

A transzforméacio egyértelmien invertalhato, ha c¢(u) > 0. Ekkor az 1j
jobboldal
0 0
9(¢) = f(ulg),  tovibba 55 = c(u)

oe (952) = s () = s (952,

ahol a(p) := k(u(p))/c(u(p)). Amennyiben érvényes (16.182), akkor pl.
o 1+a

. ko (14 a0+
ol0) = T2, aly) = kg0, o= B2 (120 |

és igy

1+ a Co Co

Az wy, ekvidisztans racson a kapott
dp 0 0y
B o <a(<ﬂ)£) + 9(¢)

egyenlet szemidiszkretizaciojat a ¢(u(z;,t)) ~ y;(t) és

dy, _ 1
dt  h

((aya)it1/2 — (ayz)i—1j2) + 9(wi(t)), i=1,...,N—1, (16.184)

relaciok irjak le. Itt a;11/2 == 3[a(y;) + a(yix1)]. A (16.184) rendszerre pl. az
explicit Runge-Kutta médszer alkalmazhatdé. Sajnos az elsérendi modszer
< h? h? min, c(u)
~ 2max, a(u) — 2max, k(u)

stabilitasi korlatjanal alig nagyobb a magasabbrend modszereké (1d. II.
106. 0.). Viszont nagy el6ny, hogy itt linearis vagy nemlineéris rendszerek
megoldéasaval nem kell foglalkoznunk.
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Kovetkezének tekintjiik a (16.181) egyenlet kozvetlen megoldésat a stly-
ozott differenciaséma segitségével, amelyet most iteracioval ki kell egészite-
niink (¢ az iteracioszamlalo) :

y =y,
¢:=0,1,...:
D = oy ™+ (1-0)y),
KO = k (ij+1 £y y]) ,
f(é) = f (0yj+1 £ yJ) ’

JHLE+L _ g
<@>% = (KO- (oy M 4 (1=0)y?), ), + f©. (16.185)
Mivel ezek az egyenletek 3/T1**l_ben linearisak, megoldasuk a roviditett
Gauss—eliminacioval torténhet. Az iteraci6 hasznélatat csak ¢ = 0O-ra és
¢ = 1-re javasoljuk, ekkor prediktor—korrektor eljarasnak is tekinthetjiik.

Az explicit séma (o = 0) az Euler-mo6dszer, amelyet mar fent jellemeztiik.

Ha siméak a feladat adatai : kezdetiértékei, peremfeltételei, jobboldala, és
ha k(u) > 0 minden u-ra, akkor legjobb a Crank—Nicolson eljarast hasznéalni
(o0 = 3). Ekkor két iteraciot végezziink (16.185)-tel. Az igy kapott megoldés
pontosabb, mint a tisztan implicit séméaé. Azokban az esetekben viszont,
amikor k(u) = 0 eléfordul valamelyik v > 0 értékre, a Crank-Nicolson séma
alkalmatlan, mert a derivaltak téréspontjainak kornyezetében oszcillaciokat
és negativ értékeket szokott produkélni.

Ilyen helyzetben célszert a tisztan implicit sémét (o = 1) hasznalni.

A kovetkezokben vizsgaljuk ezen séma alkalmazasat a (16.181) egyenletre,
amelyet elGzetesen (hasonléan (16.183)-ra, de) tgy transzformaljuk, hogy
mindkét egyiitthatoja eltiinjék. Ehhez el6szor 0j v valtozot vezetiink be u

helyett :
v::/ k(s) ds.
0

ov  dvou 0 v 0 Ou
oz  dudz () ox’ 0z Oz ( () 8$>
és a szokasos k(u) > ko > 0 feltétel mellett v az u névekvé fiiggvénye, tehat
az u(v) inverz fiiggvény egyértelm.
Ezutan legyen

Ekkor

u(v) a(p d(p ou ou
o(v) .—/0 c(s)ds, azaz T dudr (u)a
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Igy (16.181) helyett kapjuk

do(v) v
352 = . 16.1
ot 12 +9(v), g(v):= f(u(v)) (16.186)
A tobbdimenzios esetben kozvetleniil ellenérizhetd, hogy a

c(u)g—? = div(k(u) gradu) + f(u)

egyenlettdl a fenti transzformaciok utéan (16.186) helyett a

%) _ Av+g) (16.187)

egyenletre jutunk.

Azt az esetet vizsgaljuk most, amikor (16.186)-ban a g forrasfiiggvény
azonosan nulla. Legyen y] a v(z;, t;) kozelitése. Az eredetileg adott kezdeti-
és els6faju peremfeltételekbdl a transzformécio segitségével kapjuk a vy kezde-
tiértéket, ill. a go(t) és g1(t) peremfeltételeket. Ekkor a tisztan implicit séma :

1 ) ) ,
Sl ™) = o) = ¥ sewn, §=0,1...,m—1,(16188)
yo =V, T € Wp, ygﬂ = go(tj+1)a ygv+1 = gl(tj+1)-

Azt tételezziik fel, hogy ezen feladat megoldésa minden j-re létezik.
Az alabbiakban a Newton—modszer alkalmazasat (16.188)-ra vizsgaljuk,
amikor ott j rogzitett. Ez azt jelenti, hogy az

Fayn) = (filyn), .-, fv—i(yn))™,  ahol fi(yn) := o(y;) — Tyzaq — ©(¥1),

vektorfiiggvény yp = (y1,---,yn_1)" = yiﬂ gyokeét keressiik. Itt az yg, ; kife-
jezésben 1 = 1-re és 1 = N — 1-re természetesen az y{)“, ill. ygvﬂ peremértéket

figyelembe vesziik. Az iteracioszamlalot £-lel jellve, a 0 = f,(yp) gyokét a

¢ NI ¢
0= fa(u”) + Jn(wn) ™ = ui)
iteraci6 adja, amelyhez kiindulasi értékként y,(LO) = y*,i—t vessziik, az el6z6
idoéréteg yy, vektorat. Mivel az f;, Jacobi—méatrixa
In(yn) = on(yn) + 7An, ahol (Apyn)i = —Yas,i
homogén peremfeltételeknek felel meg és ahol ¢} (yn) az ¢'(y;) értékekbol
(1=1,...,N — 1) all6 diagonéalis matrix, az iteracio végiilis felirhaté6 mint

j l ? Y2 ? Y2
en(yl) = on (yfl)) + ¢, (yf(l)) (y;(z o y;(l)) —rglt e=0,1,...,
(16.189)
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ahol @y (yn) a @(y;) értékekbsl allo vektor, amikor yy, = y) vagy v = y}(f).

Konvergencia esetén érvényes, hogy limg_, y,(l) = y{fl.
A (16.189) rendszereket a tridiagonalis algoritmus segitségével tudjuk

megoldani, ha minden u-ra

de dy ydv _ c(u)

! = =27 > >
' (v(u)) = dd/ k(u) >0, mert akkor Jy,(yp) > TA,

elemenként, és igy az algoritmus stabilitasi feltétele (I. 71. o. (59)) teljesiil.
Most fordulunk a konvergencia vizsgalatara.

16.23. Tétel (Szamarszkij, Newton—modszer konvergencidja nemlineéris
parabolikus egyenlet megoldasakor). Teljesiiljon

¢'(v) > e; >0 és |¢"(v)] < o minden v-re. (16.190)

Ekkor, ha a (16.188) feladat yi és yi“ megoldasai elég kozeliek egyméashoz,

2c
+1 1
lyi*! — thC(wh) < = (16.191)
akkor a (16.189) Newton—iteracié négyzetesen konvergens.
B1zony1tas Legyen z(zﬂ) = y,(fﬂ) —yp az £+1-edik iteracio hibavektora,

ahol g, = yh ' a keresett vektor Ekkor, kivonva a
o(yl) = ¢(§i) — Tz,
osszefiiggést az x; helyen vett (16.189) egyenletbdl :
0= (5%) + ¢ (%) () — 20, — p(a) — 72D,

vagyis, Taylor-sorba fejtve a (y;) kifejezést az y@

2

1 2
0= (1) (0 — 5004 (40 0 - L (59 (20)" = it

helyen :

ahol y A{e) egy yy) és 1; kozotti érték, igy az kovetkezik, hogy
0\ e 1 e ¢
o (40) 0 -t = L () (Y sy

Ezen egyenlet bal oldalan all (Jh(y,(f)) }(L‘Hl))z. (16.190) alapjan Jh(yff))eh >
ciep > 0,ahole, = (1,...,1)T, igy az M-matrix elmélet alkalmazhat6, amely-
nek segitségével (16.192)-bsl kovetkezik

1 2
< — max |¢" (@#U (zzm) < el

(e+1)
z
) ‘ (wh) o 261 i

2
«

C(wn)

. (16.193)
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ahol megint (16.190)-et hasznéltuk.

Ezutan ismert moédon (16.193)-bél kapjuk a z,(f) — 0 konvergenciat (Id. L.
6.4.2.), amennyiben ||z,(10)||c(wh) = |41 — Y llcw,) elég kicsi, konkrétan, ha
(16.191) teljesiil. O

Megjegyzések. 1. Mivel Z}(10) = yfl — y,{“ = —TY;, igy arra szamitha-

tunk, hogy nem lesz nehéz a (16.191) feltételnek eleget tenni, csak elég kicsi
7-t kell véalasztani. Ha pl. ||y|| < M, ismert (amire akkor szamithatunk,
hogyha a feladat pontos megoldésa elég sima és nemcsak y konvergal u-hoz,
hanem v; is %—hez), akkor elegendd, hogy

261
M1 Co

(16.194)

T < Ty =

teljesiiljon.

2. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az egész gondolatmenet véltozatlanul
alkalmazhato a tobbdimenzios esetre is, ha a (16.187) egyenletet tigy appro-
ximaljuk, hogy M-matrixot nyerjiink. O

A kovetkez6kben azt mutatjuk meg, hogy 7 = O(h?) esetén elérhets

(16.191) teljesiilése — simasagi feltételek nélkiil is, de feltételezve, hogy a go, g1

peremértékek nem fiiggnek #-t6l. Abbol indulunk ki, hogy z,(lo) = y}(LO) — Uy, és

. | | | .
0 = —1yPti+o ™) —o(yl) = -1yt —di2l”,  (16.195)
o @), oyt =y
di = d(yl,ui") = et — o) S
415 0 Y Y;
Yi —Y;

Igy (16.190) alapjan d; > ¢; > 0, és mivel y21" = (y7*! — 1)z, ahol p az a
linearis fliggvény, amely a peremfeltételeket interpolalja, azért

4T ; .
HszO)HC(Wh) = h2c, o™ = “h”C(wh)'

Vektorformaban a (16.195) egyenlet a kdvetkezSképpen is felirhato, a p
fiiggvény bevezetése és a pozitiv d;-re valo osztas utén :
-

Zh(yﬁl - ﬁh) = y;J; — [in, ahol (Zhvh)i = d—Umz

7

Mivel A, M-matrix és Aye, > ey, igy

i = fnllo@n < 1Y = nllews) < --- < 1y = fnllcws)-
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Ha most y) # i) és
h?c?

< — 7
2¢s||yp — Fnllcws)

T (16.196)

akkor (16.191) teljesiil.

A (16.194) és (16.196) feltételeket inkabb tgy kell felfogni, hogy van olyan
elég kicsi 7, hogy 7 < 7, esetén konvergens az iteracio.

A fentiekben a (16.189) iteraciot teljes konvergencidig vizsgaltuk. A
valosagban érdemes (16.189)-cel 2 iteraciot végrehajtani. Ezt ekkor megint
prediktor-korrektor eljarasnak foghatjuk fel. Ha csak 7 = O(h?) esetén lenne
konvergencia, akkor nem lenne érdemes az implicit sémat hasznalni : ekkor
ezzel az erével az explicit sémat is alkalmazhatnank.

Azoknal a vegyiparban érdekes feladatoknal, amikor (16.181)-ben u vek-
tor, igy y! ~ u(z;,t;) is vektor, de c és k konstansok, a (16.185) iteraciot
a kovetkezdképpen érdemes megvaltoztatni, a Newton-modszert alkalmazva
f (nyﬂ’é“ +(1- a)yzj)—re (Js legyen az f(u) vektor Jacobi-métrixa, ame-

lyet az yf helyen szamitjuk ki, aminek készénhetSen J; nem fiigg ¢-t6l) :

yH =yl zew,
{:=0,1,...:
J+1,+1 _ g ) ]
Cy Yy — k (o.y]+1,£+1 + (1 . O_)y])iz
T

+ /() + ol - (yjﬂ’”l —y), € uw

Ezek az egyenletek tjra linearisak y/*5*1-ben és hatékonyan megoldhatok
a Gauss—eliminécié blokk-tridiagonalis egyenletrendszerekre specializalt val-

ként érdemes lehet a Patankarfogas alkalmazasa (1d. 16.4.7.).

Igazan problematikus lehet a (16.181)-tipusi egyenletek megoldasa akkor,

ha a k egyiitthat6 a % fiiggvénye, pl. ha k = \g—’;\a, a > 1. Ilyenkor az
egyszert iteracié vagy a Newton—-moddszer gyakran nem konvergensek, még a

tisztén implicit séma esetén sem. De nem nehéz pl. a k = ko/(1 + [5%) eset.

A nemlinearis egyenletek megoldéasa igy gyakran nem egyszerti, de adod-
nak kiegészit6 lehet&ségek is. Mint jellemzé példat emlitjiik, hogy az olyan
hévezetési feladatokban, amelyeknél a sugarzas lényeges, ott vagy az egyen-
let forrastagjaként, vagy a peremfeltételekben a oT* tag szerepel, ahol o a
Stefan—Boltzmann konstans és 7" a hémérséklet. Kétréteges séméban vald
hasznélatra a T* diszkretizacioja lehet

T*(wiy tjay2) = | TP PTIY, vagy T (i, tj1p0) ~ (TVTIH)?,
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ahol az els§ approximécié bar csak els6rendii, de ezzel egyben linearizilést is
hajtottunk végre. A masodik approximéacié nemlinearis, de masodrendii.
ban mutatunk. Idetartozik a kovetkez6, M. Lees-ra visszamend, iteracio-
mentes eljaras is, amellyel a (16.181) egyenlet kezdetiérték-peremérték fela-
datat kényelmesen megoldhatjuk. Ez haromréteges, és igy két kezdetiértéket
kell megadnunk :

_ T
W =uy, zET, y'=y'+ ) (k) y)z + F°)], @ € wn.
(16.197)
Ezutédn j = 2,...,m = T/7-re hasznaljuk a kivetkezs — y/'-ben linearis —
sémat :
)y = (kW) (4 )a); + F (1), @ € wny (16.198)
ahol
1 1 . .
— ) — (gL -1
Yo 2(yt+yt) 5 v ); |
ve = =y we= T =)/ (16.199)
y @ = oy 4 (1 - 20)y +oyih

Az y' kezdetiérték approximaciéja a Taylor—sorfejtés alapjan mésodren-
did, a (16.198) egyenleté szimmetridjanak koszonhetSen ugyancsak masod-
rendi. Az egyenletben gy’ és y/~! mar ismertek, y/*! meghatarozandé. Ez
torténhet a tridiagonalis algoritmussal, ha o > 0 és

c(u,z,t) > g >0, k(u,z,t) > ko >0 minden (u,z,t)-re.

Ezek mellett a feltételek mellett a (linearis egyenletre alkalmazott) (16.197)-
(16.199) séma stabil, ha o > i, ami a *** 18. fejezetben bizonyitasra keriils
18.6. és 18.7. tételekbdl kovetkezik (Id. ott a 18.8. kovetkezményt, valamint a
hozzaflizott megjegyzéseket is). Mivel o = % esetén 1/ csak az egyiitthatok-
ban fordul el§ és annak veszélye all fenn, hogy a paros és paratlan idérétegek
szétvalnak (Id. IT 10.4.3-ban a kozéppont szabély elemzését), azért javasol-
hatbéao = % érték (amelyre Lees bizonyitotta be a méasodrendi konvergenciat

a nemlinearis esetben). Ehhez a séméhoz 1d. a 40. feladatot is.

Befejezésiil ehhez a ponthoz megjegyezziik, hogy a nemlinearis egyenletek
esetén méar az egydimenzios esetben is érdemes lehet a tobbracsos modszer
hasznélata.
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16.7 Tobbdimenzios parabolikus egyenletek

Tekintsiik el@szor a (4) egyenlet d-dimenzios esetét, a tartomany legyen d-
dimenzios tégla,

Q:={0<z;<a; 1<i<d}, peremeT .
Legyen k(x,t) > ko > 0, cp(z,t) > ¢co > 0, (x,t) € Qr = {Q x

(0,7)}. A Qr peremét Sy :=T x (0, T]-vel jeloljiik.
Keresett olyan u : Qr — IR, amely eleget tesz a

0
cpa—qz =Lu+ f, (z,t) € Qr, Lu:=div(kgradu), (16.200)
egyenletnek és amely rendelkezik az
u(z,0) = ug(z), = €Q; wu(z,t)=g(z,t), (z,t) € Sr, (16.201)

kezdetiértékekkel, illetve els6faji peremfeltételekkel. A 16.200-16.201 felada-
tot approximalhatjuk a

0

Yy = Uy, T E W,
d

coye = Y (kys,)) + 747, 2 € wpy; (16.202)
=1

y = g, ce€y,=I'Nw,,, j57=01...,m—1,

kétréteges stlyozott séméval. Az els6faji peremfeltételek eliminicidja utén
ennek standard alakjat kapjuk :

Buyi + Anyn = ¢n,  Bn = Dp+07Ap, Dy = diagy ped,  (cp(,t)),
(16.203)
és az erre vonatkozo stabilitasi eredményeink (16.5-16.7. tétel) attol fiiggetle-
niil igazak, hogy a feladat tébbdimenzios.
Legyen pl. (16.200)-ban cp = 1 és k = 1, tehat £ a Laplace—operator,
akkor (16.203)-ban az Aj és B, matrixok képlete

d
Bh = Ih + O'TAh, Ah = ZAM, (Aghyh)(:c) = Yzpzys xr € Wp. (16.204)
=1

Amennyiben most Q = (0,1)¢ és wy, négyzetes rcs a h 1épéstavolsiaggal,

akkor i 12
Ap < ﬁla vagyis I, > 4—dAh,
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azaz a 16.5. tétel By = I, + o7 Ay > 5 Ay, feltétele teljesiil, ha

S 1 h?
o> - —
2 ddr
Ennek speciélis esete
2
T < 24 ha o =0,

ami azt mutatja, hogy az explicit séma stabilitasi tartomanya sziikiil n6vekvs
dimenzioval.

Ha k # 1, akkor a fenti Lu ~ Zzzl(ku@)g) approximécioval (1d. 15.5.2.
pontot, valamint a 15.6- és 15.7-beli approximéaciokat is) hasonlo stabilitéasi
eredményekhez jutunk. Ily moédon nem a stabilitds a gond. A diszkretizalt
egyenletek numerikus megoldésa viszont ugyanazokat a problémakat hozza
magaval, mint az elliptikus egyenleteké : végiilis, ha o # 0 esetén a (16.203)
sémat az
iDh _ 1—-0

oT g

(- Dut Ay =0 = A+ e (16205)
alakban irjuk fel, akkor latjuk, hogy éppen diszkrét elliptikus egyenletrél van
sz6. Hasonlora jutunk a 16.4.11. pontban leirt silyozott séméval is. Azaz
nagymeéretd, ritkamatrixa egyenletrendszert kell megoldanunk. Igy elsésor-
ban a tobbracsos modszert javasolhatjuk (1d. 16.7.4.).

De ezenkiviil tobb olyan algoritmus ismeretes, amely kisebb programozési
raforditasokkal jo pontossdgot ad. Ide tartoznak a wdltakozo irdnyok maod-
szerei (amelyeknek angol roviditése ADI : alternating direction iteration).

Egy ilyen modszert a kovetkezé pontban mutatunk be.

16.7.1 A kétdimenzios eset : Peaceman—Rachford mod-
szer

Tekintsiik a (16.200), (16.201) feladat kétdimenzids esetét, amikor cp = 1.
Legyen Q = {(z1,22) € (0,a1) X (0,a2)}, wy a szokasos ekvidisztans racs
(he = ag/ Ny a racsallandok, £ = 1,2) és 7, annak pereme.

A (16.202), o = 1, séméra hasonl6 pontossagi eljarast fogunk alkalmazni,
a tovabbiak szamara bevezetve a

Ay = (kyz)z, € €wn; 7 = (m\) N{ze=0,ac}, £=1,2,

jeloléseket. q/,(f) az Wy racsnak az x, irdnyban széls6 pontokat adja, a g

sarokpontok nélkiil. igy Yh = Yo U 7,(11) U 7,(12).
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A nagyobb szamitasi hatékonysag érdekében viszont a [t;, ;4] idSinter-
vallumot két részre osztjuk fel, és t = t;,1/0-re az y/ /2 kozbiils6 megoldést
iktatjuk be :

yj+1/2—yj i+1/2 j i+1/2 i+1/2 i+1/2 (1)
77_/2 = Alyj—i— / +A2y] +f]+ / , T € Wy, y]+ 2 = NJ+ / » TEYR
(16.206)

A keresett 377! megoldast kapjuk a kovetkezd masodik fél 1épésben :
i+l j+1/2
Y’ /gj / — Alyj+1/2+A2yj+1+fj+1/2, z€w, ytl=gtl g€ 7}(l2).
T
(16.207)
Ezeket az egyenleteket j = 0,1,...,m — l-re irjuk fel, és a (16.201)-nek
megfelels diszkrét kezdeti feltétellel egészitjiik ki. A (16.206)-beli p/*+1/2
peremértéket kesébb pontositjuk (egyelére lehet p/+/2 = git1/2re gondo-
Ini). y/*! kiszamitdsahoz a ¢’*! értékekre csak 7,(12)—n van sziikség, de pl. a
megoldas kirajzolasdhoz a tobbi, ,-beli értéket is hasznéljuk.

Ezen eljaras numerikus megvalositasahoz vegyiik észre, hogy a (16.206) —
ill. a (16.207) — fél lépésben az xo (ill. z1) csak paraméter. Mindkét egyenlet-
rendszer matrixa tridiagonalis (minden rogzitett z, ill. z; mellett). Ugyanis
az els6ben harom (z-irdnyban szomszédos) y/+1/2-érték dssze van kotve (mig
xo véltozik, mint kiils6 paraméter). A méasodik egyenletrendszerben mindig
harom z,-irdnyban szomszédos y’*!-érték 4ll kapcsolatban (és ekkor z; a
kiils6 paraméter).

Vagyis az els6, fél 1épésben z;-iranyt diszkrét egyenleteket oldunk meg a
tridiagonalis algoritmussal :

tj — tj_|_1/2 :
a masodik fél 1épésben pedig x,-irdnyt egyenleteket:
titie = i

Innen az eljaras neve : valtakozo iranyok modszere.

Fontos észrevenni, hogy nagysagrendileg annyi miivelet sziikséges egy
id6lépéshez, mint amennyi racspontunk van, valamint azt, hogy a tobbdi-
menzids feladatot egydimenzios feladatok sorozataira sikeriilt visszavezetni.

A fenti (16.206)-(16.207) eljarast szerz6i utan Peaceman—Rachford mdd-
szer-nek is hivjuk. A két szakember k&olajmez&k szimulacidival foglalkozott
(1d. a 16.6. pont elejét), amikor az eljarast parabolikus és elliptikus egyenletek
megoldasara javasoltak.
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X5 A Xo A

X1

X
1
L=>lan Livi2 = i

abra 16.5: Valtakozo irdnyok moédszere

Azota t6bb hasonlé modszer latott napvilagot, d-dimenzios esetre is, (I1d.
a 16.7.3. pontot). Végeselem approximacioval kapcsolatban is foglalkoztak
vele (1d. pl. M. Dryja ill. Layton és Rabier cikkét).

A valtakozo6 iranyok modszerének elényei : konnyen programozhatok, pdr-
huzamosithatok (mert az elsg féllépés z1-irdny, csak xo-ben kiilonb6z6 rend-
szerei mind fiiggetleniil egyméstol megoldhatok, és hasonléan a méasodik fél-
lépés rendszerei is fiiggetlenek), stabilak (Id. lent), masodrendiiek, memoria-
takarékosak : a megoldast racsegyenesenként irjuk feliil!

A véltakozo irdnyok modszerei csak eléggé specidlis helyzetekben alkal-
matlanok : amikor a k egyiitthatonak ugrasai (vagy erss gradiensei) vannak,
amelyek nem parhuzamosak a koordinata iranyokkal.

Az aldbbiakban a Peaceman—Rachford modszer elemzését mutatjuk meg.
Foglalkozzunk elgszor a képlethibajaval! Ehhez legyenek a (16.200), (16.201),
cp = 1 feladat adatai olyanok, hogy u megoldasa elég sima : u € C*3(Qr).

Ekkor Agu az Lou := %(kg—&) maéasodrendd approximécioja, tovabba

, rou 20\’
uw = (u—§a+§w> +0(7),

igy, amikor x € wy,

Ry u9+1/;2— w A2 — Ay — 12
T
8u j+1/2 e 82Uj+1/2 T 8uj—|—1/2
= <E—E1U—Lgu—f> —ZW +§£25
+O(7° + b3 + h3)
52 o J+1/2
- _2 (6_;; - 2528—’:> +O(7° + b} + b3). (16.208)
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Hasonl6an

Wil i t1/2

P = ; — AguI T2 Ay dtt — fiH12
T/2
ou j+1/2 - 82uj+1/2 T Ouit/?
- (a—““—@“—f) Tiee T m
+O(7% + h? + hd)
T [ 0%u ou\ 2
= +Z (w — 252%) + 0(7-2 + hf + hg) (16.209)

Vegyiik észre, hogy a képlethibak els6rendii tagjai csak az elGjelben kiilon-
boznek, igy valgjaban kioltjak egymast, és a pontossdg méasodrendi lesz.

Ennek bizonyitasara tekintsiik a z := u — y hibafiiggvényt (amelyet a
J,j + 1 teljes idérétegeken x € wy-ra, a kozbiils6 j + 1/2 rétegeken viszont

csak z € wy U ’y,(Ll)-re definidlunk). Ez a kiovetkezo feladat megoldasa :

2 = 0, = € wy,
Jj+1/2 _ j ) . .
LT M = PO, e, (16.210)
.
N2 = (g— Ytz eqV (16.211)
J+1 _ j+1/2 . . .
% — M= AT = Tz e wy, (16.212)
.

AT =0, x€y; j=0,1,...,m—1.

A képlethibat els6- és masodrend részre (x € wy) osztjuk fel :

Y= Py + Y); (16.213)
i+1/2
i+1/2 g+l T 0*u _ ou')’
Yy = Y =7 (ﬁ 2Lo 5 : (16.214)
W = OGR4 BY), Wl = O + 1+ 1),

(16.213)-nak megfelelgen a (16.210)-(16.212) feladat megoldasat a

zZ =na) + Mo (16.215)
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alakban keressiik. Itt () a kovetkezd feladat megoldasa :

77?1) = 07 T e wha
j+1/2 j
UORRC J+1/2 _
T 1/)(1) , T E Wp; (16216)
nj-i—l _ nj—|—1/2
S 7_/2(1) = ¢g$1’ T E Wh, ngf)—l == 07 x € Yh; (16217)

j = 0,1,...,m—1.

Az 77{;;1/ 2 fiiggvény 7,(11)—beli értékei még nincsenek meghatérozva. Ettél
fiiggetleniil a (16.216)-(16.217) definiciok szerint, (16.214)-nek kdszonhetGen,
igaz

) T 2 (0% ou\ 7t j =

minden j-re. Ez azt is jelenti, hogy

ng;;ﬂ? = 0(7-2), j=1,2,...,m—1.

A (16.216)-(16.217) és (16.210)-(16.212) egyenletek kiilonbségébdl adodik
az a feladat, amelynek 7 a megoldasa. Ezen feladat jobb oldalan szerepel
a Ainyy'’? tag, mivel Aiz3 /2 = (Ayma) + Aare))7 7172 Ayl akkor lesz
méasodrendi 7-ban és hi-ben, ha u elég sima (mégpedig Eg(% —2L,%) €

C(Qr)) és ha ngfgl/ ? képlete a ’y,(:) peremen ugyanaz, mint wp-n, vagyis ha
2 2 J+1/2
i+1/2 T 0°u ou 1
= -5 <ﬁ - 2525) =0(), zer (16.218)
Most (16.211)-b6l kivetkezik

j+1/2 g2 L gt1/2 (1)

(g - ,U) = M) Moy » 7 SHOA

avagy (figyelembe véve, hogy u =g, z € )

) _ 2 (52 o J+1/2 ]
= gt g (—g - 252—9) — iy z e,

Valaszthatunk pl. (ehhez 1d. a 42.a feladatot is)

| . 2 (52 ARG
pi = 93+1/2+% (a—ti - 2£26—§> P =0, zeq, (16.219)
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vagy

,U'j+1/2 _ gj+1/2, 77{2451/2 _ _,'7214;1/2 _ 0(7_2), = ,yf(bl)’ (16.220)

vagy

P = (P ) - he(T — ), ny P = 0@ ), we ).

(16.221)
Ezutan 7, feladataban, a (16.219) valasztas mellett :
77?2) = 07 T € Wh;
n1+1/2 77j /
2 2 j j j+1/2
iL;§Jl—Amgm—Aw& = U wew,  (16222)
i+1/2 ;
¢J / 1/’8;1/2'*‘1\1 gq;1/2; 77?51/2 —0, z€ %(11);
it 77]—}-1/2
. . _'+1
% — M P = Al = oy, w € wn, (16.223)
—j+1 - +1/2
P =wh + Mm% =0, €
j = 0,1,...,m—1,

a ) jobboldali racsfiiggvények mind O(7? + h} + h3) nagysagrendiiek, ha
u elég sima.

Ha most a (16.222)-(16.223) feladat stabilitasa pl. a || - ||(o,n) norméban
ismert :

%

k—|—12 —k+1
coS (1" lo + 1

k=0

,)) . j=1/2,1,3/2,2,...,m

akkor (16.215) és ny = O(7?) miatt kovetkezik a haromszog egyenlGtlenség
segitségével

1270y < 1yl + 1y Loy = O(F*+hT+13), j=1/2,1,3/2,2,...,m

A 171/2 peremérték kényelmesebb (16.220) és (16.221) valasztasa esetén
viszont kell egy peremérték szerinti stabilitasi eredmény, ezt 1d. a szerz& 1971-
es cikkében.

A Peaceman—Rachford eljaras stabilitasat akkor nem nehéz megmutatni,
amikor homogének a peremfeltételek és érvényes

Al,h = Aih > 0, A2,h = A%:h > 0, Al,hAQ,h = A2,hA1,h; (16224)
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ahol a (Agpyn)(x) == (Aey)(x), = € wp, relaciokkal a differencia-operatorok-
hoz a homogén peremfeltételeknek megfelel6 matrixokat vezettiik be.

Az els6 két feltétel teljesiil, ha £; és L, is onadjungalt, pozitiv definit
operatorok, és ha végeselem approximéciot vagy megfelel6 véges differencia
approximéciot hasznalunk agy, hogy az A, j, Ay, matrixok is ezekkel a tu-
lajdonsigokkal rendelkeznek. A harmadik feltétellel még nem talalkoztunk.
Ez a felcserélhetGség pl. akkor teljesiil, ha

0 ou
,Cgu = 87 <k¢( )axe> y f = 1, 2, (16225)

tehat ha k; nem fiigg zo-t6l és ky nem fiigg z1-t6l;
a tartoméany téglalap; (16.226)

és ha
Ay = (koyz,)z,, T € wp, (16.227)

a Lyu standard-approximécidja az wy, kétdimenzids, hq, hy 1épéstavolsagu ek-
vidisztans racson.

Ehhez 1d. a 41. feladatot. A (16.224) feltételek mellett A; j, és Ao j, k6z0s,
ortonormélt

{wi = wi, 5, = wi, - wi, by 2y (16.228)

sajatvektor-rendszerrel rendelkeznek (1d. pl. Gantmaher I-ben idézett kony-
vét), a (,diszkrét”) sajatértékek pozitivak :

Aw; = )\Z‘wi, /\Z£>O,
i=(i,is), ie = 1,...,Nj—1, £=1,2.

16.24. Tétel (a Peaceman-Rachford eljaras stabilitdsa). Ha teljesiilnek
a (16.224) feltételek és a peremértékek homogének : (g — u)?*1/2 = 0, akkor
a Peaceman—-Rachford eljaras stabil az Ly(wp)-norméban. Ekkor a (16.210)-
(16.212) feladat megoldésa eleget tesz a kovetkezs becslésnek :

T 1/2
127[l¢0,n) < {52 (7217 )} . (16.229)

Kommentér. Feltételeink mellett a (16.210)-(16.212) és a (16.222)-
(16.223) feladatok csak jelolésekben kiilonboznek. O
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Bizonyitas. A (16.210)-(16.212) feladat megoldasat a

2 (x) = | Z Awi(x), = (x1,1) € wp,

alakban keressiik, és ehhez a 1 jobboldalt is a {w;} rendszer szerint sorba
fejtjiik :

VF(z) = Z d¥w;(T), T € wp, k=j+1/2,5+1.
i:(il,iz)

Skalarisan megszorozva a (16.210)-(16.212) egyenleteit w,-lel (ahol £ =
(41, £2)), kapjuk, hogy

C’fw - 02 ha j+1/2 hs j +1/2
AL 12 , _ .
T i e Nt = dt
Innen
T : T ; T 4
(1 + 5/\Z1l> cf—l/z = <1 - 5)\222) CZ + Edfi_H/Qa
(1 4 ZAZ;) AL <1 _ Z)‘Zl) SH2 Zdzﬂ,
2 2 2
vagyis, a
1— I\
hyg . 2 Yy _
Pe=py = e L2
TN
jeloléssel,

cfl =p1p20é+ [p1dé+1/2+dz+l]-

-
h

2(1+3X)

A sajatértékek pozitivitasa miatt mindig érvényes |p1|, |p2| < 1, és igy

e < [ + 5 [+ 1]

Ezt az egyenl6tlenséget j = O-ig kovetjiik vissza, figyelembe véve, hogy ¢) =
0:

J
ORES SIS ERTASIR (16.230)
k=0
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Most azt hasznaljuk, hogy a (16.228) rendszer ortonormaltsiga miatt
érvényes

1 Wom = D el I8lom = D | k=5+1/2,4+1,

£=(£1,€2) =(€1,02)

stb. Ezért eldszor négyzetre emeljiik (16.230)-ot, majd a Cauchy—egyenlGtlen-
séget alkalmazzuk :

J

j 2
A < (Z; [|d’““/2\+|dif+1\]) TULD S [ ]

k=0 k=0

J
]
< tyag 2[R 1
k=0

Innen a (16.229) becslés kovetkezik £ = (41, £s) feletti Gsszegzéssel :

J
. 1 j+1
14y = 31 < S 0y + 19 ).

12 k=0

A fenti feltételek mellett a 16.5-16.7. tételek segitségével is megmutathato
a stabilitas (1d. a 42.b feladatot), de van olyan bizonyités is (1d. a 43. felada-
tot), amely a felcserélhetéség nélkiil is miikodik, tehat ekkor a tartomény
téglalapokbdl sszedllitott is lehet.

Befejezésiil megjegyezziik, hogy a Peaceman-Rachford modszert Frjazi-
nov és Gulin tetszéleges kétdimenzios tartomanyra Aaltalanositottak : azt
bizonyitottak be, hogy ekkor a pontossag legalabb O(7 + h%/?), és ehhez a
(16.224)-beli felcserélhetdségre nem volt sziikségiik.

A végeselem diszkretizacio egyébként akkor alkalmasabb arra, hogy a val-
takozo6 iranyok modszeréhez attérjlink, ha tenzorszorzatok a bazisfiiggvényei
(mint egyes Lagrange—elemek esetén, pl. az R4 elem ilyen, de az Rg nem). De
haromszoges végeselem diszkretizaci6 esetére is altaldnositottak a valtakozo
irAnyok modszerét. Ebben az esetben a vizsgalatot tetszéleges kétdimenzios
tartoményra is elvégezték, és sikeriilt bebizonyitani, hogy legalabb O(7 + h)
sebességgel konvergal az eljaras, Id. M. Dryja dolgozatat 1979-bél.

16.7.2 A Peaceman—Rachford moédszer mint simité el-
Jaras
Az el6bb bemutatott valtakozéd iranyok modszere igen hasznos mint simito

eljaras a tobbracsos modszer keretében. Mint ilyen — a Gauss—Seidel mod-
szerrel 6sszehasonlitva — nem éppen olcso, de igen robusztus, és mint simito
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féként azért kedvelt, mert anizotrép feladatok kezelésére is alkalmas. Anizo-
trop a (16.200)-tipusu feladat akkor, ha a k egységes vezetGképesség helyett
iranyonként (erésen) kiilonbo6z6 k, egyiitthatok allnak, £ = 1, 2.

Példa ilyen anizotrop feladatra az is, hogy megoldandé a

Pu
Sl 2l F=0, 0<z<l, 0<y<ILI>1, (16.231)
z Y

egyenlet, mondjuk homogén elséfaji peremfeltételekkel. Uj fiiggetlen val-
tozok bevezetésével lathatova tehetjiik, hogy itt valoban van probléma :

Ty =1, to=y/L: 0<z,25 <1,

ugyanis ezutan az egyenlet

0%u 0%u
4 =0 = 1/L%. 16.232
o0x? + 6633% +f > & / ( )

Ekkor a tobbracsos modszer altalaban rosszul konvergil, mert x, irdnyban
ilyenkor a szokésos simité iteraciok hatasa nem megfelels, a kis ¢ miatt (e
amit az ,Ellipsz”’ programmal azonnal ellengrizhetjiik).

Specialis esetiinkben azt lehet tenni, hogy az x;-irdnyban pontosan old-
juk meg az egyenleteket (16.206) alaka szamitasi lépésekkel (és xo szolgal
mint kiils§ paraméter), hiszen igy az ¢ = 0 esetben is gyorsan a pontos
megoldashoz kozelediink. Ez az elv nem valtozik, ha a g%%‘ szorzOja 1, de g%?
szorzoja €. Ekkor tehat (16.207)-féle lépésekkel iteralhatunk.

Amikor viszont mindkét masodik derivalt el6tt all egy-egy olyan fliggvény,
amely hol nagy hol kicsi értéket vesz fel (ami nemlinearis esetben még el6re
ismeretlen helyeken is torténhet), akkor a (16.206)-(16.207) valtakozo iranyok
modszere segit.

Elemezziik a valtakozd irdnyok modszerének alkalmazasat (16.231)-re!
Mivel fenti feladatunk nem id6t6] fiiggs, igy (16.206)-(16.207) mindkeét fél-
lépésében 7/2 helyett mas-mas fiktiv id6lépést vehetiink. Tehat a valtakozo
irdnyok modszere mint simito iteracio :

pIt1/2 i

+ AT App? =,
1

g+l _ g J+1/2
v v : ;
+1/2 +1
— + A’ 24 Ay p’™ = f,
T2

ahol (A1 p0)ke = (—Vzs)ke (A2pV)ke = (—vgy)k,e @ homogén peremfeltételek-
nek megfelel§en, és 7, az iterdcios paraméterek, £ =1, 2.
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Mar a Peaceman—Rachford séma stabilitési elemzésénél feltiinhetett, hogy
az tulajdonképpen a Crank-Nicolson séma vizsgélatara vezetett vissza, tehat
az egydimenzios esetre. A sajatvektorok szerinti sorfejtés soran lattuk, hogy
donts a p1py = pz‘ll pz‘; szorzat. Legyen most N; és N, kettére oszthato, és —
figyelembe véve, hogy

<
NNy = 2/h3, AR mA/Ry, k=12,

— koveteljiikk meg azt (v.6. (15.88)-cal 15.4.2-ben), hogy a hatékony simitéas
érdekében legyen

27 2Ty, 47y, 47y,
= (-2 ) /0 5) == (- 3) /(5 ) k=12

Ekkor ugyanis
06| S PN g €= Ng/2,Ng/2+ 1, Ny =1, k=1,2.

Ez a kovetelmény azt jelenti k = ki := 74/h% szdméara (k = 1,2), hogy
1+ 2k — 8x% = —(1 — 2k — 8k?) vagyis

V2

K =K1 = KRy = —.
4

Ekkor

2-42
hy —_9_ ~
ka/2_2+\/§_3 2v/2 ~ 0.172

h

mindkét irdnyban (k = 1,2), fiiggetleniil L > 1-t8l. Igy ,o’]‘\}l/Q,osz/2 =17 —
12v/2 = 0.0296 és

1, 1< 8 < NpJ2, k=1,2,

0.172, 1< < Ni/2, Ny <ty < No—1,
0.172, Ny <6 < Ny—1, 1< 0y < Ny/2,
0.0296, N, <€, <N,—1, k=1,2.

ho

h1
Po, Py, ~

Valtozo egyiitthatok esetén, az optimalis 7y, 7o paraméterek meghataroza-
sdnak nehézsége miatt, inkabb masképpen értelmezziik a valtakozé irdnyok
modszerét, a parabolikus egyenletre valoé hivatkozas nélkiil. Legyen az ellip-
tikus feladat pl. (16.231) és

Avpy + Ao pyn = fr
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a véges differencia eljarassal elGallitott linearis rendszer.
Ay, tehat az l-edik koordindtairanyhoz tartozik. Legyen

A = Dy — Bep, £=1,2,
az additiv felbontasa {6atlos részre és maradékra. Ekkor

(Arp + Dap)a™? = Bopv) + fu, (16.233)
(Agp + Dyt = Bigvl 4+ fo, §=0,1,..., (16.234)

a javasolt iteraci6, amely a tapasztalatok szerint jol alkalmazhaté. Ha pl.
a (16.232) feladat tobbracsos megoldas alatti simitasara hasznaljuk, akkor
e = 0 esetén egy (16.233)-(16.234) lépéssel a pontos megoldast érjiik el, de
ugyanaz igaz, ha (16.232)-ben az ¢ = 0 egyiitthaté az z; szerinti masodik
derivalt el6tt allna.

Vegyiik észre, hogy (16.233)-(16.234) majdnem a Peaceman—Rachford
sémaval esik egybe, hiszen (16.233)-(16.234) ekvivalens alakja

D27h(vi+1/2 — U;Z) + Athﬁ—l/Z —+ Agyhvf; = fh,

J+1 J+1/2 J+1/2 1
Dl,h(vh — Uh ) + Al,hvh =+ AQ,hvh = fh-

Amennyiben két olyan x, konstans van, hogy D), = Qh—'%elh, ¢ =1,2,
akkor viszont a (16.233)-(16.234) iteracié pontosan a Peaceman—Rachford
eljarasnak felel meg, ahol ekkor 7,/2 = h%/(2k,) a fél id6lépés.

Befejezésiil hasonlitsuk 0ssze a csillapitott Jacobi-iteraciot és a véaltakozo
iranyok modszerét a kétdimenzios izotrop esetben (amikor (16.232)-ben ¢ =
1), mint a tobbracsos modszer két simito iteraciojat!

Ekkor, négyzetalaku racson és az f-edik szinten (hy = 1/N, lépéstavol-
saggal) wy = %% valasztassal p = 0.6 lesz a csillapitott Jacobi-iteraci6 hi-
bacsokkenési rataja (1d. a 16. feladatot 15.11-ben). Egy iteraciohoz 5N,
Osszeadéas és 3N, szorzas kell.

A valtakozo6 iranyok modszere az elézbek szerint p = 3 — 2¢/2 ~ 0.172
csokkenést biztosit a magasfrekvencidji hibakomponenseknél. Ekkor 2Nel /2

Osszeadasba és 3Ne1 /? zorzésba keriil a tridiagonalis algoritmus alkalmazasa
x1-irdnyban, rogzitett xo-re (ahol az algoritmus o; és d; = 1/(b;—a;0;) egyiitt-
hatoinak kiszamitasat elhagytuk, mivel azt csak egyszer kell elvégezni). Igy
az els6 féllépéshez 2N, Osszeadas és 3N, szorzés sziikséges, és ennek dupléja
a két féllépés.

A csillapitott Jacobi—iteracionak 3-4. 1épésében elérjiik a valtakozo ira-
nyok modszere 1 1épésének simitasi teljesitményét, és ehhez koriilbeliil a dup-
la miveletszam sziikséges. Ezért a kétdimenzios esetben a valtakozo irdnyok
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modszere hatékonyabb mint a csillapitott Jacobi—iteraci6. De mindketténél
hatékonyabb a Gauss—Seidel moédszer, igy a valtakozd iranyok modszerét
valoban csak az erSsen anizotrop esetben hasznéljuk (amikor a mésik két
eljarasnal érezhetGen jobb).

16.7.3 Ketténél tobb dimenziés parabolikus egyenletek
megoldasa

Réviden vazoljuk a tobb mint kétdimenzios (16.200)-(16.201), cp = 1 felada-
tok numerikus megoldasat a valtakozo iranyok modszereivel.

Legyen a (16.200)-beli Lu approximécidja a hq, .. ., hg-lépéstavolsagn ra-
cson

d
Ay =) A, (Aw)i = —(keys, )z, b5 @7 = 77 (16.235)
=1

Ezekkel a jelolésekkel a (16.202) sémat a kovetkezd alakba irhatjuk at :
(I+orN)y ™ =T - (1 —0)TA)y’ +7¢7,

és (O(7%)-rendii tagokat hozzaadva) innen kapjuk, (16.235)-6t figyelembe
véve,

d

d
[T +orA)y™ =] - 1= o)Ay + 74 (16.236)
=1 =1

Ezen séma pontossaga altalaban csupan O(7+h?), ahol h? := h?+---+h2, de
o = 3 esetén O(72 + h?). Specialis esetekben (16.236) rendje még magasabb.
Ha £ a Laplace—operator és az egyes koordinatairdnyokban mas-més silyt
vesziink :

o= 0y= 1 b valamint ¢/ := [ I — 2": h—‘%Ae fiti2
2 127 ' £12
(v.6. (16.37)-tel), akkor O(72 + h*)-rend(i a séma.
Végiil is, ha minden koordinatairdnyban ugyanazt a h lépéstavolsagot
hasznaljuk és £ a Laplace—operator, akkor itt is (mint az egydimenzios eset-

ben) van hatodrendd séma, 1d. a 44. feladatot.

A (16.236)-ban felléps szorzatok miatt faktorizdlt sémdrol is beszéliink.
A séma numerikus megoldasa szempontjabol az a dont6, hogy az egyes I +
o1\ szorzok olyan differencidloperatornak felelnek meg, amely csupan az x,
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koordinatara hat. Tovabba, minden I+ o71A, differencia operatorhoz tartozo
matrix tridiagonalis. Ez azért lényeges, mert (16.236) szétbonthato

(I+oTA)ve=we, £=1,...,d,

alaku rendszerekre, amelyeknek mindegyike a roviditett Gauss—eliminacioval
oldhat6 meg. Ilyen szétbontasra kiilonféle médok vannak.

a) Janenko ,ko6zbiils6 lépések” modszere :

(I +omA)y e = (I—(1—=0)rA)y' TV £ 76,07, (16.237)
gzl,,d, (61120,2#1, 511:1)

Ezen eljaras stabilitasa egyszertien az egydimenzios silyozott differenciaséma
stabilitasabol kovetkezik : a A, operatorok felcserélhet&sége nem kell hozza.

b) Djakonov valtozata :

d

(I+orA)y ™ = T[T — 1 =o0)rA)y +7f71/%, (16.238)
=1
(I +orA)y/tHd = +ED/d - p—9o 4. (16.239)

Ezen eljaras stabilitasa a 16.24. tétel mintajara megmutathato.

c) A szerz§ valtozata :

(I 40Ny = (I — (1= o)TAiq)y T4 L 16,07 (16.240)

d—1
E:lj__,’dj QOJ = <I+§ E Ak_T(%—Ud)Ad> fj+1/2.

k=1

Ez a valtozat a peremfeltételek szempontjabol kényelmesebb : 3714/ meg-
hatarozasara csak az x, iranyban kell peremfeltételeket elGirni. Stabilitasa a
43. feladatban bemutatott moédon kovetkezik, ha minden A, operator valésan
pozitiv definit és o, > 1/2. Az operatorok felcserélhetGségére nincs sziikség.

Akarmelyik véaltozatrol lenne sz6, az y/1t¢/¢ fiiggvények szamara kétféle-
képpen lehet peremfeltételeket megadni. Az egyik lehet&ség az, hogy a
(16.236) alakban az y’*! és y peremfeltételeit eliminaljuk. Ekkor viszont
a differencia operatorok szorzatai hatnak g-re is. Az eliminici6 utan a
A, operatoroknak megfelels Ay, matrixok és az yl'',y] vektorok beveze-
thetdk, amelyeknek nincsenek peremértékei (formalisan homogének). Ezutan
aNp — Agp,y — yp stb. valtoztatasokkal a (16.237), (16.238), (16.240) al-

goritmusok alkalmazhatok.
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A masik lehet&ség abbél indul ki, hogy az y/+4/?¢ kozbiils6 megoldasok
kapcsolatba hozhatok u(z,t;4¢q)-nel. Igy a (16.206)-(16.207) Peaceman-

Rachford séma esetén az u|F = ¢(t) inhomogén peremfeltételek diszkrét
megfelelgje
y =gt s el gt =gt zem,

(részletesebben 1d. a 16.7.1. pontot), mig (16.240) esetén a diszkrét perem-
feltételek

-1 d—1
yj+é/d — gj+<fz -7 (1 — o’z) ZAk — Oy Z Alc
k=1 k={+1

+ (1 — 0y — 0q)Ad) g/t + (1 — Jg)fj+1/2,

xEv,(f), (=1,....,d—1; YTl =gz €.

Mindharom esetben az y/*! megoldast gy kapjuk 37-bél, hogy elGszor
az y/tY4 segedfiiggvényeket hatarozzuk meg, £ = 1,...,d — 1, majd y/*1-
et. Mindegyik y/T44 elgallitasahoz az egész megoldasi tartomanyon végig
kell menniink : a szamitas x,-irdnyban folyik, az z1,...,Z¢—1,Zei1,--.,%q
koordinatak kiils6 ciklusban valtoz6 paraméterek.

Amiutan ezzel elkésziiltiink, kovetkezik egy hasonld, z,.;i-irdnnyal kap-
csolatos lépés, stb. Az egész tartomanyon végiil is d-szer megyiink végig,
és mivel a roviditett Gauss—eliminacié6 miveletigénye linearisan né az is-
meretlenszammal, 6sszesen O(d- N) miivelet sziikséges az y’ — y’*! atmenet-
hez, ahol N a térbeli megoldasi tartoméany osszes diszkretizacios pontnak a
Szama.

Az els6 valtakozo iranyok modszere volt a 16.7.1-ben targyalt Peaceman—
Rachford séma. Ez a c) algoritmus kétdimenzios esete, ha o, = 1/2. Az-
zal a tulajdonsagaval, hogy az y/+1/2, y/*! megoldasvektorai mind approxi-
maljak a (16.200)-(16.201) feladat megoldasat (1d. (16.208), (16.209)), a fenti
(16.237)-(16.240) algoritmusok y/*¥/¢ vektorai altalaban csak ¢ = 0 esetén
rendelkeznek.

A fenti valtakozo irdnyok modszerei akkor kiilondsen javasolhatdak, ami-
kor a feladat igen nagymeéretii, forrastagja nem tartalmaz erds nemlinearitést.
Ha az utols6 koriilmény lép fel, akkor vagy térjiink a4t a tobbracsos modszer-
hez, vagy pedig, kevesebb dimenzi6ji feladatok esetén, a szemidiszkretizalt
egyenleteket hasznaljuk (1d. a 16.4.1., 16.4.6. és 16.8. pontokat). Az onnan
eredd,

Gy+ Ay = (16.241)

alaku, kozonséges differencidlegyenletekbdl all6 rendszerekre az a jellemzd,
hogy merevek : az A, ill. G=' A matrixok sajatértékei pozitivak és Amax/Amin
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nagy — ami a II. 10.5-ben targyalt modszereknek a bevetését sziikségessé teszi
— amelyek j6l mikodnek az ¢-beli nemlinearitasok jelenlétében is.

Amikor a feladatok mérete viszont tal nagy (ha két- vagy haromdimen-
zi6s a tartoméany, és kiilonosen akkor, amikor méar maga az u is vektor)
és ha ugyanakkor erGs nemlinearitasok jelen vannak (mint légszennyezdési
szamitasoknal, ahol az u vektor kiilonb6z6 kémiai komponensek koncentré-
ci6it tartalmaz), akkor ezek a modszerek tul koltségesek. Ekkor ajanlhato,
hogy hasznaljuk a fizikai jelenségek szerinti felbontds (avagy splitting) elvét!
Ezt elgszor a (16.241) rendszerrel szemléltetjiik, amikor ott G = I, a diffe-
rencia moédszernek megfelelGen.

Els6 lépésben, pl. kétréteges séméaval, oldjuk meg az

y+ Ay =0

egyenletet a t; < ¢ < t;1 intervallumon, ahol y(¢;) adott mint kezdetiértékek
vektora. Igy kapjuk az 7(t) kozbiils6 megoldast, ami pl. a diffizi6 (vagy, az A
interpretaciojatol fiiggéen, a hévezetés vagy a transzport) figyelembevételét
jelentheti. Ezutan mésodik 1épésben az

¥ =p(y,1)

rendszert oldjuk meg y(%;41)-b6l mint kezdetiértékbdl indulva ki, ugyancsak
a t; <t <t;; intervallumon. Tehat csak most vessziik figyelembe a kémiai
kinetikat vagy a nemlinearis héforrasokat — de ,lekapcsoltuk” a diffiziobol
ado6do merevséget.

Erre a masodik 1épésre gyakran Adams- ill. explicit Runge-Kutta-modszer
is alkalmas lehet. A Gear-féle vagy méas merev egyenletekre alkalmas mod-
szerekhez csak akkor kell folyamodnunk, amikor a kémiai kinetika nagyon
kiilonboz6 idéskalakban lefolyo reakciokat tartalmaz.

Szembetling, hogy a vazolt eljaras pontossaga csak elsérendi 7-ban, el6-
nye viszont az, hogy itt modulokra bonthaté szét az Gsszetett feladat, és min-
den egyes részlépésben jobban alkalmazkodhatunk a specialis koriilmények-
hez. Igy lehet, hogy az elméletileg magas pontossagi rendet nem, de a
fizikailag jobban interpretilhat6 eredményekhez jutunk. (Méasodrendi elja-
rast ugy kapunk, ha minden masodik 1épésben a részlépések sorrendjét meg-
forditjuk.)

Vegyiik észre, hogy a valtakoz6 irdnyok moédszerei is értelmezheték mint
a fizikai jelenségek szerinti felbontas : pl. a (16.237) Janenko—modszer sze-
rint elGszor az els6, majd a masodik stb. irdnyban lefuttatjuk a h&vezetés
folyamatat. (Szamarszkij 1984-es konyvében (284-286. 0.) t6bb példa talal-
hato arra, hogy a folytonos kezdetiérték-peremérték feladat ilyen felbontasa
a pontos megoldasra vezethet.)
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Osszetettebb példat a fizikai jelenségek szerinti felbontésra a kivetkezd
feladat nyujtja. Oldjuk meg, megfelel§ kezdeti- és peremértékek mellett, az
alabbi d-dimenzids egyenletet!

or . - .

B +div(Td) = div(kgrad T) + f(T),
ahol @ = (uy,...,uq)T. Ilyen egyenletek approximéci6javal pl. *** 17.4-
ben foglalkozunk, 1d. ott (52). A cpZr + div(T'@) rész a hé szallitasat irja
le, a div(kgradT) a hé diffaziojat, és végil f(7T') a hétermelést adja. En-
nek megfelelGen az egyenlet megoldasanal pl. a kovetkezs, egészen kiilonb6z6
modulokra lehet gondolni.

1. Transzport-lépés :
T(t;) adott mint kezdetivektor az wy, récson, és a t; < t < t;;; interval-
lumon oldjuk meg a hiperbolikus

or

E + le(T’l_j) = 0

transzport-egyenletet. Ennek soran arra figyeliink, hogy az esetlegesen jelen-
lev6 meredek hdmérsékleti gradiensek nem kenddnek szét, hiszen a diffazio
most ki van kapcsolva. Erre pl. a karakterisztikik modszere alkalmas (1d. ***
18.10.1. pontban), ill. annak differencia-approximécioja, amely a

7 < h/max |il
(z,t)€QT
Courant—feltétel mellett stabil (Id.  *** 18.4.1-2.). Az eredmény legyen
T(tjs1)-
2. Hovezetési 1épés :
T(t;) := T(th) adott mint kezdetivektor az wy, racson, és at; <t < tjq
intervallumon oldjuk meg a parabolikus

68—71; =div(kgradT)

egyenletet. Az explicit séma 7 < h?/ max(, yeq, k(z,t) stabilitasi korlatjat
elkeriilve itt példaul a (16.236) faktorizalt sémanak valamelyik megoldési
algoritmusat alkalmazzuk. Az eredmény legyen ?(tﬂl).

3. A nemlinearis héforrasok figyelembevétele :

T(t;) := ?(tj+]_) adott mint kezdetivektor az wy, racson, és at; <t <tj4q
intervallumon és az wy rdcs minden pontjiban oldjuk meg a kozdnséges

dT

=1
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differencidlegyenletet. A merevségtdl fiiggGen valasszunk (nem til magas-
rendii) Runge-Kutta vagy Gear- vagy Radau-modszert (1d. II. 10.5.). Az
eredmény T'(t;41) a keresett hdeloszlas az 6 iddszinten.

A fizikai jelenségek szerinti felbontashoz 1d. a fif-1-feladatot is.

16.7.4 Tobbdimenziés parabolikus egyenletek tobbra-
csos megoldasa

Ahogyan ramutattuk, a legcélszertibb gyakran az, ha tébbricsos modszerrel
oldjuk meg a (16.205) alaku linearis egyenletrendszert, amely a (16.200),
kapunk a 16.4.11-ben targyalt sémabol kiindulva is). Ennek a rendszernek a
csak t szerint diszkretizalt megfelelgje 0 = 1 esetén

div(k grad u)’** — P it + (fj+1/2 + %uj) =0, x€9Q, u| =g.
T T r

Ez az eredeti parabolikus differencidlegyenletre nézve a Rothe-mddszer alkal-
mazéasat jelenti, amelynek segitségével elliptikus feladatok sorozatara vezet-
jiik vissza. Hasonlo6 elliptikus feladatokra jutunk 0 < o < 1 esetén.

A 15.4. pontban részletesen megtargyaltuk a tobbracsos modszert, igy itt
csak néhany kiilonbségre elég lesz felhivni a figyelmet.

A parabolikus feladatoknal két iranyban kell haladnunk a tébbrécsos
modszer keretében : finomabb racsok és novekvs ids fele. Ekkor a (teljes)
tobbracsos modszer felgyorsitasat eredményezi, ha (Id. a 15.4.3-ban kozolt
algoritmus 3. 1épését) _

Ye = Pee_lye—l

helyett, amikor az j iddszintre emelkediink, ott kezdeti kozelitésnek minden
1j, £-edik racsszinten az

Ye(tis) = ye(t;) + P (Yeo1(tjs1) — ye-1(t;))

képlet (azaz Euler—prediktor) segitségével szamitjuk ki a nulladik kozelitést.
(Ezt j = 0 esetén nem tehetjiik, de nincs is sziikség ra, mert ott adott a
kezdetiérték).

Amennyiben a feladat olyan, hogy u beéll stacionarius értékre : u(z,t) —
Uso(x), amikor ¢ — oo, akkor a magas sorszamu szintekre csak ritkan kell
felemelkedni, ami lényeges munkamegtakaritast jelent.

Azokban a specialis helyzetekben, amikor a valtakoz6 iranyok moédszerei
alkalmatlanok (ha a k hévezetési egyiitthatonak szakadésai vagy erds gradi-
ensei vannak, amelyek nem parhuzamosak a koordinatairanyokkal) — kivéve
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Ap=0 (Ay+Ar=0

abra 16.6: Matrixfiiggd interpolacio

az egydimenzios esetet, amikor az egzakt differenciasémabél lehet kiindulni
— javasolhato a végeselem approximacio, kombindalva tjra a tobbracsos mod-
szerrel a diszkrét egyenletek megoldasara. Ekkor célszert olyan interpolacio
hasznalata, amely a métrix elemeitdl fiigg. Ezt, ha téglalapos racson alapulo
differencia-approximéaciorol van szo, a kovetkezéképpen hozzuk létre (de az
otlet haromszoges végeselem racsra altalanosithato).

Legyen Ay := Ay 5+ ...+ Ay az elliptikus operatornak megfelel6 matrix
szétbontésa az egyes koordinatairanyok szerint (1d. (16.204)). Feladatunk
a v finomracsu javitds kiszdmitasa a durvaricst yy megoldas értékeibdl.
Ekkor el6szor a javitas Osszes olyan értékét szokasos modon a finom racsra
vissziik at, amelynek pontja egyben a finom racs eleme is. Ezutdn minden
(i-vel jelolt) koordinatairanyban a durvardcst pontok kozti (vy)e értékeket
toltjiik be az (A; pvn)e = 0 lokalis egyenletek megoldasaval, felhasznalva mint
bal- és jobboldali peremértéket a mar atvitt durvaracsu v-értékeket.

Ezutéan kovetkeznek azok a pontok, amelyek nem a durva racsbol valok,
de a finom racsnak egy i-irAnyt egyenesén fekszenek. Ekkor az ((A4;, +
Ajp)un)e = 0 lokalis egyenleteket oldjuk meg minden j # i-re, megint a mar
atvitt értékeket mint peremértékeket felhasznalva.

A kétdimenzios esetben ezzel kész vagyunk (és a leirt interpolécio akkor,
amikor a méatrix éppen (16.204), pontosan a bilinearis interpolacionak felel
meg), haromdimenzios feladat esetén lezarjuk a folyamatot a 0 = (Av), =
((Ayp + Agp + Az p)v), lokalis egyenletek megoldasaval azokra a finomréacst
pontokra, amelyek az elemi téglak kozepén vannak.

A restrikcié pedig legyen a leirt interpolacié adjungaltja.

16.8 Variacios eljaras

16.8.1 Szemidiszkretizacio

A parabolikus feladatok 16.3. megoldhatoséagi tétele és a végeselem modszer
elmélete egyarant a (16.90) variacios megfogalmazasbol indul ki (I1d. (16.15)-
ot is). Ezt a kovetkez6képpen kapjuk meg az n-dimenzios hévezetési egyenlet
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esetén.
Legyen Q az IR véges, konvex tartoméanya és I' annak poligonalis pereme.
Vizsgéljuk a

Z Ers ( ) + f(z,t), (z,t) € Qr:=02x(0,7), (16.242)

egyenletet homogén peremfeltételek mellett :
u(z,t) =0, t>0, z€8Sr:=Tx(0,7T); (16.243)
a kezdeti feltétel legyen
u(z,0) = ug(x), t=0, ze€. (16.244)
Feltessziik, hogy igaz
0 < ko < k;i(z) < Ky minden i-re és minden z € {)-ra. (16.245)

A (16.242) egyenletet megszorozzuk az 2-n definialt és folytonosan diffe-
rencialhato v fiiggvénnyel, a szorzatot integraljuk (2 felett. Igy kapjuk par-
cialis integralas utjan (v.6. 15.7.1-gyel) a

(50) +atwn) = (fon e>o0 (16.246)
0

u(z,0) = wup(z), t=0, €

feladatot, ahol (u,v)o az Lo-féle skalarszorzat és
8u 31}

ki(z
a(u,v) / Z sz sz

bilinearis forma. Erre, (16.245)-nek koszonhetden, teljesiil

melul? < a(u,u), alu,v) < My|ul|v|, (16.247)

ahol m, := ko, M, := K,. Tehat az a forma H;(2) =: V-ben elliptikus és
folytonos.

A (16.246) egyenlet akkor is értelmes, ha f(-,t) € H := Lo(2) rogzitett
t-re, ha a v fiiggvény és a rogzitett t-re vizsgalt u(-,t) fliggvény V-bdl valok.

u(-, ) norméja
Ol = /Z<am)
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Az u(t) = u(-,t)-t tekintjiik mint (0,7) — V leképzést és f(-,t) mint
(0,T) — H leképzést, minden rogzitett ¢t-hez kapunk a V, ill. H térnek
egy elemét. Mint ¢ fiiggvénye viszont pl. Lo-b&l valok. Az ilyen fiiggvények
Hilbert—tereit Ly(0,7T;V)-vel, ill. Ly(0,T; H)-val jeloljiik (ehhez 1d. részlete-
sebben Zeidler konyveinek 23. fejezetét). Ezeknek normaja

1/2

T T
1 Fllaton = (/ ||f(t>||§dt) Nl = (/ |u<t>\%dt)

Ly(0,T; H) helyett azt is irhatjuk, hogy Lo(2 x (0,7)).

Ha az u-t mint a ¢ ilyen fliggvényét tekintjiik, akkor helyesebb (16.246)-
ban (%, v)O helyett %(u, v)o-t vagy (u',v)o-t irni. A legaltalanosabb az, hogy
itt u' alatt a V-n definialt funkcionalt értjiik. Ekkor (u',v)y = %(u, v)o ezen
funkcional értéke a v fliggvényen.

Mint ilyen altalanositott derivalt az u’ nem kell, hogy minden ¢-re létezzen.
Ennek megfelel6en megengedjiik, hogy a (16.246) variacios egyenlet nem tel-
jesiil egyes, nullmértéki halmazbol vett t-értékekre.

Hasonloan f is lehet a V téren definialt funkcional. Mivel Ly(0,7T;V)
dualis tere Ly(0,T; V"), igy f,u' € Ly(0,T;V").

Ezutan a H'(0,T;V, H) teret vezethetjiik be :

1/2

HY0,T;V,H) :={u € Ly(0,T;V), u' € Ly(0,T; V") },
amelynek norméja
[l := Nlulloo.rvy + 10l Lo

H azért szerepel a H' tér jelolésében, mert V'-t a H = L, tér skalarszor-
zata alapjan definidltuk. Igy pl.

1l = sup 2

veEV |U|1

Lényeges, hogy ezen H'(0,T;V,H) tér elemei (u(-,t)-nek nullmértéki
halmazon valé esetleges megvaltoztatasa utan) folytonosak ¢-ben mint H-ba
valo leképezés :

ue H'(0,T;V,H)=ueC(0,T;H).

Ez a beagyazasi tételek kovetkezménye és egyrészt azt jelenti, hogy a [|u(t)]|o
norma t-ben majdnem mindeniitt folytonos és ||u(t)||o 1ényeges szupremuma
véges, mésrészt azt is vonja maga utan, hogy igy vilagos lesz, milyen értelem-
ben irhatunk el§ kezdeti feltételt : ug lehet H eleme.
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Ekkor a kovetkezd variacios feladatot (16.242)-(16.245) helyett fogalmazhat-
juk meg.
Keressiink olyan u € H'(0,T;V, H) fiiggvényt, hogy
(u',v)o +a(u,v) = (f,v)o minden v € V-ra, (16.248)
u(0) = wo € H. (16.249)
Ezen feladat megoldasat — ezt nevezziik a (16.242) gyenge megolddsanak —
jellemzi a kovetkezs tétel (1d. pl. Zeidler konyvét) :
16.25. Tétel (evolucios egyenlet gyenge megoldasa). Amennyiben az a
forma bilineéris, folytonos, V-elliptikus :

a(u,v) > mg|ul?, minden u € V-re, m, = const > 0, (16.250)

és ha ug € H, f € V', akkor a (16.248)-(16.249) feladatnak pontosan egy
(gyenge) megoldéasa van, és ez stabil, azaz folytonosan fiigg a feladat ug, f
adataitol : érvényes

a5 < lluolls + v dn. O (16.251)

Megjegyzés. Ez a becslés a kovetkezGképpen lathatd be : mivel min-
den rogzitett t-re az u(t) gyenge megoldas V' eleme, igy behelyettesithetjiik
(16.248)-ba. Ekkor figyelembe vehetjiik, hogy

(o, 0) = 5wl

Ezutan hasznaljuk a (16.250)-et, valamint a Schwarz- és az e-egyenlGtlenséget
(e = mg-val) :

1d 1
Sl + maful? < 1f v uls < malul} + ——IIfIR. (1625
a

Innen (16.251) adédik. O
Amennyiben f € L;(0,T; H), akkor egy mésik becslés vezethetd le

d
ullo— llllo

< )
(f;w)o <[ fllolJullo e 2dt|| ullg =

alapjan. Ekkor hasznélhatjuk azt is, hogy V stiriin és folytonosan be van
agyazva H-ba, tehat érvényes ||lullo < c|u|; és igy kovetkezik (16.250)-bél

Bllully < alu,u),  B:=ma/c, (16.253)
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(de kozvetlen becsléssel esetleg jobb konstans kaphatd). Ekkor (16.252)
helyett

d
leullo llullo + Bllullg < 11£1lo l[ullo,
érvényes, és ezt osztva ||ul/o-val, megszorozva e’!-tel kapjuk, hogy

d

(@ lulle) < £ @lloe™,

u(®)llo — [uO)]o < / ) £ () lo .

vagyis

t
lu)llo < e [[u(0)lo +/0 e PN f(m)llodn. (16.254)

A kezdetiérték befolyasa tehat novekvd t-vel egyre csokken.

Egy harmadik stabilitasi becslés vezethets le abban az esetben, ha u'(t) €
HY(0,T;V), u(0) € V.
Ekkor, (16.248)-ba v = u'-t behelyettesitve,

1W'][5 + a(u, w') = (f,u')o,

és innen (felhasznalva a(u,v) alakjat és azt a feltételiinket, hogy a k; egyiitt-
hatokkal egyiitt az a forma sem fiigg ¢-t6l) kapjuk, hogy

1d
lw'llo + 5,

1
5w w) < I flollello < [l'llg + 71116

Igy kivetkezik, hogy

ol 0)() < afu,(0)+ 5 [ 1@ dn

ahol az a forma ellipticitasat és folytonossagat is felhasznaltuk, 1d. (16.247).

AV = Hj(Q) tér diszkrét altere legyen most V; := span{w;}}_,, ahol
{w;}iL; alkalmas, Q-n definialt végeselem bazis, 1d. 15.7.4.
A diszkretizalt variacios feladat a kovetkezd, (16.248)-(16.249) helyett :
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Keressiink olyan u;, € H(0,T;V},, H) fiiggvényt, hogy
(ul,, vn)o + a(up, vp) = (f,vn)o minden v, € Vj-re, (16.256)

és hogy
uh(O) = Upo € Vh .

Ezt a kezdeti feltételt pl. a végeselem interpolécioval definidlhatjuk. Ekkor

upo(z%) = wup(z*) a triangulacio x¢ bels§ csomoépontjaiban, “h0|r =0, és
altalaban
N
uno(z) =Y ug(at)we(x). (16.257)
=1

(Més lehetGségekre *** 18.3.2-ben tériink ki.)

Szokasos modon elegendd a (16.256) egyenlGséget csak a Vj, bazisara meg-
kovetelni. Ekkor az u, = up(t) := Z;ngzl ye(t)we végeselem megoldas y =
(y1(t),-..,yn(t))T egyiitthato vektoréra a

Gy + Ay =, y(0)=9°, (16.258)

feladatot kapjuk (ahol ¢ = ©(t) = ((f,w1)o,--.,(f,wn)o)’ az f jobboldal
Galjorkin-projekcidja). Ez y szamara egy implicit differencidlegyenlet!
Els6nek vizsgaljuk ezutan azt a kérdést, vajon mekkora az u — wuy
atmenettel kapcsolatos hiba?
Ennek becslésére az (u—up)(t) = u—uy, eltérést felbontjuk az a bilinearis
forma segitségével definialt ortogonéalis V' — V}, projekcié (a Ritz—projekcio)
felhasznalasaval :

[l = unllo < [lu = Ruullo + [ Bru = unllo,

ahol az
Rh V- Vh

projekciot az
a(Rpu,vy) = a(u,vy) minden vy, € Vi-re (16.259)

variacios feladat hatarozza meg. Itt tehat u a régzitett megoldasunk és Rpu
keresett.

Elsének az u— Rpu eltérést fogjuk becsiilni — ami az elliptikus feladatoknél
latott moédon megtehets. Az Rpu — uy eltérés viszont V), eleme, és ennek
becslésekor a (16.256) variacios egyenlet lesz majd segitségiinkre.

a) A Ritzprojekcio definicioja alapjan minden t € [0, T]-re

a(u — Ryu,vy) =0 minden v, € Vj-ra, (16.260)
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igy

a(u — Rpu,u — Rpu) = a(u — Rpu,u — vy + (vp — Rpu)) =

= a(u — Rpu,u — vp).

Innen kapjuk (16.250) és (16.247) segitségével, a Céa-lemma bizonyitasat
ismételve,

M
\u—Rhu\lg a|’U,—’Uh‘1.
Mg
Amennyiben u(t) € H"(Q), r > 1, Ggy az u — vy, eltérés (v, = yu
valasztasa esetén) becsiilhets coh™ || u||, segitségével, 1d. a 15.31. tételt, azaz

M,
|(u — Rpu)(t)]; < clh’"_1||u(t)||r, c = com , (16.261)

a

minden ¢ € [0, T-re.

Ha a Nitsche-fogés alkalmazhat6 (v.6. II. 11.6.3-mal és 15.7.3-mal), pl. a
(16.242) egyenlet k; egyiitthatoinak simasaga és ) konvexitasa esetén, akkor
Ls-ben is kapunk becslést :

1(u = Ruu)()llo < coh"[Ju@)]l,- (16.262)

A lineéris végeselem bazis pl. » = 2-t enged meg, és a tovabbiakban erre
az esetre korlatozzuk a targyalast.

b) Most legyen wy, = wy(t) := (Rpu—up)(t) és w = w(t) := (Rpu —u)(t).
Vezessiik le (16.256) felhasznalasaval azt a variacios egyenletet, amelynek wy,
tesz eleget! wy, definiciojabol kovetkezik

E(wha vp)o + a(wp,vp) = E(Rh% U)o + a(Rpu, vp)
d

— a(uh, vh)o — a(un, vp)

d
= E(Rhua vp)o + a(Rpu, vn) — (f,vn)o

d
= E(Rhua vn)o + a(u,vn) — (f,vn)o,

ahol a Ritz—projekcio (16.259) tulajdonsagat is hasznaltuk. Ezutén viszont
(16.248)-(16.249)-bé6l kovetkezik (mivel v, € Vi, C V)

) d d )
(wp,, vn)o + alwp, vp) = &(Rhu,vh)o — a(u,vh)o = (w,v)o. (16.263)
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Most hivatkozva arra, hogy wp = wy(t) € Vi, vélasztjuk v, = wp(t)-nek
%(wh, vp)o = (w},, vp)o-ban, és ekkor érvényes

1d d

! _- 2 — - .
(wh, w)o = 5 llwnllo = llwallo—llwallo

(16.263) és (16.250) alapjan

d
lwnllo— lwallo + Bllwalls < llw'llo llwallo

1d. (16.253). Innen kapjuk (1d. (16.253) utéan (16.254)-ig), hogy

t
lwn(®)llo < e™[lwn(0)llo +/ e [’ (1) lo - (16.264)
0

Itt wy(0) = u(0) — upo + (Rpu — u)(0), tehat
[[wn(0)]lo < [luo — unollo + e2h®|uoll2 (16.265)

1d. (16.262). Ha u' € V, akkor differencialhatjuk a (16.260) egyenletet ¢
szerint, és mivel az @ bilinearis forma nem fiigg ¢-t6l, azt kapjuk, hogy

(Rpu)' = Ryu’ € Vjy,
valamint
[w'[lo = |lu" — Rpu'llo < cah®||u[]2. (16.266)

Most foglalhatjuk ssze eredményeinket, a (16.264)-(16.266) és (16.262)

(r = 2-re vonatkozo6) becsléseket, az utobbit még a kovetkezéképpen foly-
tatva :

[u(®)]l2 =

t t
u(0) + / di(n) dnl| < [luolls + / e ()]l .
0 0

2

16.26. Tétel (szemidiszkretizacio hibabecslése). Legyen Q konvex,
pereme poligonalis, az a bilinearis forma V-elliptikus, folytonos és fiiggetlen
t-t6l, és a (16.248)-(16.249) variacios feladat u megoldasa legyen elég sima :
ue HY(0,T;V,H), u'(t) € V és r > 1-gyel u(t) € H"(Q2) minden t-re. Ekkor
igaz a kovetkezd hibabecslés :

t
)~ un(®ll < ¢ * Yo — wnal + 22t { ol + [ 1/l an}.
0
(16.267)
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Ehhez a becsléshez 1d. a 45. feladatot is.

Megjegyzések. 1. Ha az upg-t Ritz—projekcioval szamitjuk ki (ug-bol),
akkor (16.267)-ben az ||ug— upo|o tag nem is keletkezik. Amennyiben viszont
upo-t (16.257)-nek megfelelen hatarozzuk meg, akkor a 15.31. tétel szerint
luo — unollo < ch?|ugls.

2. Amilyen mértékben simabb a (16.248)-(16.249) variacios feladat meg-
oldasa (u(t) € H"(), r > 2) — v.0. (16.267)-tel — olyan mértékben emelke-
dik a térbeli approximéacioé rendje, ha legalabb (r — 1)-edfokt polinomokat
hasznalunk. Ezzel egylitt viszont egyre tobb nemnulla elem jelenik meg a
Gram-féle matrixban, ami a (16.258) egyenlet megoldasat megneheziti és
tulajdonsigait megvéltoztatja. A lineéris végeselemek esetén ismert, hogy a
pontossag csorbitasa nélkiil G' helyett vehets

G := diag((Ge),), e:

(1,...,)T

azaz (16.258)-ban helyettesitjiik a Gram-féle matrixot azzal a diagonéalis mat-
rixszal, amelynek f&atlojan dllnak G sordsszegei. Ehhez 1d. a 16.4.8. pontot.

3. Mivel kvaziegyenletes triangulacion és a linearis végeselemekkel defini-
alt V}, térben (1d. a 15.5.3. pontot is) igaz

[vrllz., < el hf*[only,

igy a fenti eredmények, valamint a 46. feladat megoldasdnak birtokaban L .-
beli becsléseket is vezethetiink le, az el6z6 becslést vy, := Rpu — up € Vj-ra
alkalmazva. 0O

16.8.2 Teljes diszkretizacio

Most a teljes diszkretizacio vizsgalatara tériink ra, amit (16.256)-bol gy nye-
riink, hogy a t; := j7 ekvidisztans id6pontokhoz (7 > 0 legyen az id6lépés)
az .
. , : - ,
up 2 uty) =l —(u - 2 (), = ()

értékeket rendeljiik hozza.
A tisztan implicit modszernek (avagy implicit FEuler—Galjorkin mddszer-
nek) megfelelGen ezutén az

il g , |

Y T o) wa@d o) = (T un)o, j=0,1,..., (16.268

T h
0

0 _
Uy, = Upo,
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egyenleteket irjuk fel. Ekkor legyen wi = Rpu(t;) — ng ugy, hogy a teljes
diszkretizacio hibaja
u(ty) — uj, = (u = Ryu)(t;) + wj, .
A tovabbi gondolatmenet szorosan koveti azt, amellyel a (16.267) becslést

vezettiik le. ElGszor is megjegyezziik, hogy (16.262) tovdbbra is érvényes.
Ezutan vegyiik észre, hogy wj-re (definicioja szerint) teljesiil

J+1 J

w T —w ,

h h +1

——2" o] Fa(wlT,vp) =
T 0

J+1 _ J g+l _ ) .
<(RhU) (Rhu) , Uf) - (hiuh, Uf) + a((Rhu)]_H; Uh) - (J,(U,?l_'—l, Uh)a
0 0

T T
és itt

j+1 g ) ) )

uavh +a uﬁl,vh = fj_Ha/Uh 0= (v tjt1),vn)o ta U,]+1;Uh .

- h J
0

Igy, mivel a((Ryu)’*! — w/tt v,) = 0,

j+1 g ) R j+1 _ R J
(u) ¢ ot 0y = (( w7 — (Ryu) _u'<tj+1),v,,>
0

T T 0

Ezt az egyenletet az

Wit — » ,
%,vh +a(wl™, vy) = (17, )0 (16.269)
0
alakban irjuk fel, ahol
: Rpu!tt — Rpu?
rio= = - ()
Ryt — Rpu? wd T — ? It —
(Rt m ety ()
T T T

Most (16.269)-be v, = w] "-et helyettesitjiik be. A bilinearis forma ekkor
nemnegativ értéket vesz fel, tehét

_ . wtt —wd
I ol o > (7@0
0

1 , o 1 . . _
=~ {15 = wlowd ™o} > {1l IE = i lollwd o}
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vagyis

J
lwp ™ lo < Hlwhllo +7llrllo < lwpllo +7 > lIr¥llo- (16.270)
k=0
Itt a w) = wp(0) becsléssel mar (16.265)-ben foglalkoztunk. 77 becsléséhez
felhasznaljuk, hogy egyrészt

tht1

WLk ol (t) = / [0/ (5) — o (tg,1)] ds

123

(2] ti+1
= —/ / u"(n) dnds
tk S

tht1 M tht1 "
= —/ / u"(n) dsdn:/ (te —n)u"(n) dn,
tr [ 23

és ennek alapjan

uk—{-l _ U/k tk+1
() s/’ 1" () o dn. (16.271)
T 0 tr
Masrészt
1 1 [l
= = = = 2 [ R ) o
T T th

tehat

ti+
0

J i
! n 1 (s !
Solrlo< [ leellodn+ [ N - ullodn. (16:272)
k=0 0

Az el6z6 (16.271) egyenlGtlenség és a (16.262), (16.265), (16.266), (16.270),
(16.272) becslésekbdl (figyelembe véve, hogy (16.262) a t szerinti derivaltra
is igaz, mert a bilinearis forma nem fiigg ¢-t6l, 1d. Ry, (16.259) definiciojat)
kovetkezik a kivant eredmény.

16.27. Tétel (az implicit Euler-Galjorkin mo6dszer hibabecslése). Ha
a (16.248)-(16.249) variacios feladat megoldéasa elég sima abban az értelem-
ben, hogy teljesiil u € H'(0,T;V, H*(Q)), u" € L.(0,T; H), akkor az imp-
licit Euler-Galjorkin médszer segitségével és linearis végeselemekkel elGalli-
tott kozelité megoldas hibaja masodrendii h-ban és elsérendd 7-ban. Igaz a
kovetkez6 egyenlGtlenség :

- t
luts) = il < lluo = wdllo +2e0 { [l + Ji7 o ()l dn} +
t.
7 i ) lodn. O

Ehhez a becsléshez 1d. az el6z6 tételhez flizott elsé megjegyzést is.
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16.9 Osszefoglalas

A parabolikus egyenletek megoldasara tobbféle modszert mutatunk be. Csak
a térbeli valtozokat diszkretizalva, azaz szemidiszkretizdciot végrehatjva, az
egyenletet kozonséges differencidlegyenletek rendszerére vezethetjiik vissza.
A rendszer merevsége miatt A-stabil modszerek alkalmazasa sziikséges. A
II-ben ismertetett magasabbrendd A-stabil modszerek itt kiilondsen akkor
javasolhatok, ha az egyenlet jobboldala nemlineéris, és ha a rendszer dimen-
zi6ja nem til nagy.

Teljes diszkretizaciobdl kiindulva részletesen vizsgaljuk az

yj+1 _ yj it j .
(oY + (1 —0)y’) = ¢

alakil sulyozott kétréteges differenciasémdt, ahol T az id6lépés, 37 a keresett
megoldasértékek vektora a j-edik iddrétegen és o € [0,1] a sily, mig A,
az egyenlet elliptikus operatoranak (differencia vagy végeselem modszerrel
levezetett) approximacitja. Ezen moédszercsalad legismertebb két specialis
esete a Crank—Nicolson séma (0 = 1/2, a kozonséges differencialegyenletek
szohasznalataval a trapézszabalyrol van szo), és a tisztan implicit séma (o =
1, azaz implicit Euler-modszer).

A részletes stabilitasi vizsgalat eredményeként belatjuk, ha Aj, szimmet-
rikus és pozitiv definit, hogy a stlyozott differenciaséma stabil, amikor

1

R p——
— 2 T

1
igypl.aoc> 3
esetben. Ekkor a séma stabil fiiggetleniil a merevségtsl (azaz cond A,-tol).
Ennek kovetkezménye, hogy a Crank-Nicolson séma masodrendben konver-
gens 7-ban és h-ban, a tisztan implicit séma pedig els6rendben 7-ban, masod-
rendben h-ban.

Ezek az eredmények akkor is érvényesek, amikor az eredeti parabolikus
egyenlet térben tobbdimenziés. Ilyenkor a diszkretizalt egyenletek altalanos
megoldo algoritmusaként a tébbrdcsos mddszer javasolhatd, de sok esetben
alkalmazhat6 a wdltakozo irdnyok mddszere is, amely térben egydimenzios
feladatokra vezeti vissza a tobbdimenzios feladatot, konnyen programozhaté
és parhuzamosithato.

16.10 Feladatok

Az alabbi feladatok megoldasanal a ,Hipy” program parabolikus része lehet
segitségére.
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1. feladat. Transzformaljuk a (16.2) egyenletet 1j valtozo bevezetésével
a (16.3) alakra!

[Utmutatas. Az u(z,7) = e**87y(x, 7) Osszefiiggésben valasszuk alkal-
masan az « és  paramétereket.|

2. feladat. Bizonyitsuk be a 16.2. kdvetkezményt a 16.1. tételhez!
[Utmutatés. Tekintsiik u := u; — uo-t és alkalmazzuk a 16.1. tételt!|

3. feladat. Tekintsiik a II. 11.4.12. pont szerint megoldhatatlan elliptikus
peremérték feladat kiterjesztését az id6t6l fiiggs, parabolikus esetre :

t>0, 0<z<1 Ou _ Ou ey

x : — = — +71?u+sinnz;
’ ot Ox?
t=0, 0<z<1: u(z,0) = sinw;

t>0: u(0,t) = u(l,t)=0.

Keressiik ezen vegyes feladat megoldasat u(z,t) = c(t)sinmx alakban! Mi
torténik ¢ — oo esetén?

4*. feladat. Hanyadfokd hd-polinomokra egzakt a kovetkezo, (16.18)-na
megfelels képlet a (16.6)-(16.9) feladat kozelits megoldasara az z = 3,t = 1

pontban :

u(,1) = 5 (u(0,1) + u(1, 1)) + gu(},0).

4. feladat. Hozzank jon egy mérnok a kovetkezs, egy nedves lemez
szdritdsdt leir6 egyenletrendszerrel :

or aX 0*T

_ _ 2t 16.2
ot "ot T2 (16.273)
0X 0’T 0’°X
= = s e L t>0. (16.274
T az2+caz2’ 0<z<UL, t>0 (16.274)

Itt T a lemez hémérséklete, X a nedvességtartalma, ¢t az id6 és L a lemez
vastagsaganak fele. A (16.273)-(16.274) rendszerhez kezedetiértékek is tar-
toznak 7" és X szamara :

t=0, 0<z<L: T(z0) =T(2), X(2,0)=Xo(z), (16.275)
valamint a kovetkezd peremfeltételek :

0X or

_ : _ ot _ 16.2

2=0, >0 — =0, 3-=0, (16.276)
oT 0

z=L, t>0: )\5 +aT = go(t), P (bT + cX) = g1(t). (16.277)
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Az €,a,b,¢,\ mind pozitiv konstansok. A feladat abbdl all (mivel a fenti
rendszer megoldhatésagarol vagy numerikus megoldésarél nem talalunk iro-
dalmat), hogy

a) transzfomaljuk a rendszert a kovetkezs alakra :

Oy _ (ki 0Y) 0% Y
(NP1 L) e
Ehhez alkalmas a ()T() = Dy transzforméacio, ahol D € IR**? konstans elemi
matrix.
b) Bizonyitsuk be, hogy (16.278)-ban ki, ke > 0!
c¢) Mutassuk meg, hogy a transzformécio alatt a (16.276)-(16.277) perem-
feltételek a kovetkez6kbe mennek at :

oy
t>0 =0: — 0 16.279
> I 4 82 7 ( )

. . kl 0 ay 01 0 . 0 O'ng
o=t (5 0) G (8 n)) = el W)

Itt 01,09 > 0, és f = (f1, fo)T az adott go-bol és g;-bdl szamithato ki.

Az eredeti rendszernek hény lényeges paramétere van, ha Tg, Xo, go, g1 is
konstansok és ha dimenziotlan alakra hozzuk a (16.273)-(16.277) relaciokat?
[Ehhez legyen pl. x :=2/L, 0:=T/Ty, £ :=eX/Ty és 7 :=at/L?]

5. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (16.28) séma képlethib4ja O(h%), ha u
elég sima, ha

1 h _ 3-5h h?

T3 128 6 2/

és a séma ¢ jobboldala megfelels!

(16.280)

6. feladat. @ A  Hipy” programban vélasszuk az u(z,t) = 1+ 23 sint pon-
tos megoldashoz a tobbi adatot, a peremfeltételek legyenek els6fajuak. N =
m = 10, 20, 40-nel futatva a programot, allitsunk Ossze tablazatot a kapott
numerikus megoldas maximum normabeli pontossagarél a o = 1/2, 0,1 ese-
tekre, valamint az el6z6 feladat specialis feltételeinek megfeleléen. Hason-
litsuk Ossze eredményeinket a (16.38) ill. az 5. feladat szerint varhaté pon-
tossaggal!

7. feladat. e Futassuk a ,Hipy” programot a beépitett feladataval és
N=5,10,20,...,320-t valasztva! Ismételjiik a kisérletet o = 0-val, o = 1/2-
del és o = 1-gyel!

8. feladat. a) Irjuk fel az g, = —A;lo)yh € R"™! egyenletrendszerre az
explicit Euler modszer képletét, ortogonalis transzforméacioval kapjunk ebbsl
N — 1 skaléris egyenletet. Innen vezessiik le az A-stabilitas feltételét!
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b) Vizsgaljuk a %yt — %yg + Ag))yh = 0 séma stabilitasat, aszimptotikus
stabilitasat!

c) Vizsgaljuk az y; + oTyg + Ag")gh = @, séma stabilitasat!

d) Vizsgaljuk az ye + A(o19n + (1 — 01 — 02)yp + 029p) = @p, séma stabil-
itasat! (0 < 01,00 < 1, Ah = A;kl > 0)

9. feladat. e A [ Hipy” program beépitett feladataval, de T =8 és o0 =0
esetén, noveljiik az m id6lépések szamét 7-r6l addig, mig az eredmények
elfogadhat6aknak nem vélnak : a numerikus megoldas ne oszcilléljon a pontos
megoldas koriil a grafikonon. Hasonlitsuk 6ssze a kapott id6lépést a 7 < h?/2
stabilitasi hatarral!

10. feladat. Kiindulva a (16.28)-(16.32) képletekbdl, valamint az I. 1.3.9-
ben kozolt roviditett Gauss—eliminécio képleteibdl, szamitsuk ki pontosan a
silyozott differenciaséma miveletigényét, megkiilonboztetve a 0 =0, o > 0
esetén és az els6 és a tobbi idészinten ad6d6é miiveletigényt is!

11. feladat.(tra-2 ***) Irjuk fel a (16.278)-(16.279) egyenletrendszerre a
tisztan implicit séméat és elemezziik a stabilitasat, konvergenciajat (feltéve,
hogy (16.278)-(16.279) megoldésa létezik és elég sima)! A diszkretizalt egyen-
letek numerikus megoldasara dolgozzunk ki hatékony eljarast, a roviditett
Gauss—eliminaciot megfelelGen valtoztatva! Ekkor z = L-nél kapunk egy 4 x
4-es, konstans métrixu lineéris rendszert, amelynek megoldasa utan beindit-
hatjuk a visszahelyettesitést. Mutassuk meg ezen matrix regularitasat (fel-
hasznéalva ehhez az I.-beli 1.16. tételt)!

12. feladat (11.¥**). Legyen u € C®3 a (16.63)-(16.66) feladat megoldasa.
Mutassuk meg, hogy o = o, esetén, és ha ¢-t a bels6 racspontokban (16.37)
szerint hatarozzuk meg (tehat amikor a képlethiba 1; = O(72+h%), 1 <i <
N —1), a (16.68)-(16.71) séma egyenletei a perempontokban gy megvaltoz-
tathatoak (a differenciacsillag kiterjesztése nélkiil), hogy a képlethiba ott is
(a L-vel valo osztas el6tt) O(7% + h*)-rendii legyen!

13. feladat. Mutassuk meg, hogy igazak a (16.83) és (16.78) becslések,
ahol A, a (16.67)-tel definialt matrix.

[Utmutatas. Ld. II-ben a 11.7. lemma bizonyitasat, amely szerint

|| H,||(: Wh
(2 mir (./g’o’, /g']))

(An(o0, 01)Vh, Un) (0,0) >

A bizonyitést finomitva op+0; > 0 esetén, kapjuk (16.83)-ot, majd (16.78)-at
is.|

14. feladat (12.*%**). Bizonyitsuk be, hogy a (16.68)-(16.71) séma stabil a
maximum norméban, ha 1 > ¢ > 1—h?/(27(1+hmax(og, 01)). Ezutén von-
juk le a kovetkeztetést, hogy emellett a o-feltétel mellett a séma pontossaga
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O(h?) a maximum normaban. Tehat a 16.9’. kovetkezményhez tartozd meg-
jegyzéssel és a 16.10. tétellel Gsszehasonlitva eltiint a h~'/? szorzo!

[Utmutatas. A perempontokban szorozzuk meg %—Vel a differencia-egyen-
leteket, majd hasznaljuk a 16.14. tétel bizonyitasat.]

15. feladat. a) A (16.91) Osszefiiggés alapjan bizonyitsuk be, hogy ha
| - llo az Lo-norma és (-,-) az euklidesi skalarszorzat, akkor |lun(-,%)||2 =
(Gy(t),y(t)) minden ¢ € [0, T]-re.

b) A (16.94) egyenlet y(t) megoldasvektora eleget tesz az

ly®)lle < lyO)lle + / lo@) - dn

becslésnek minden ¢ € [0, T]-re, ahol ||y(¢)||% := (Gy(t), y(t)).
¢) Legyen minden rogzitett t-re 1y, (t) = Z;v;ll Y;i(t)wj az f(-,t) € Ly(0,1)
legjobb kozelitése V-ban és ¢ = (t) a 1,(t) egyiitthatokbol osszeallitott
vektor. Ekkor
[¥@)lle = [l < 1 D)o

Mivel a (16.94)-beli ¢ és ¢ kozott az az Osszefiiggés, hogy Gy = ¢, igy

Ielle-+ = ll¥lle < £ (5 Dllo,

ami a b) szerinti stabilitasi eredménnyel kombinalhato.

16. feladat. Legyen u a (16.89) feladat megoldasa és 11",71 az a vektor, amely
az u megoldés wy-n felvett értékeit tartalmazza. Taylor—sorfejtés segitségével
ellendrizziik, hogy a (16.96), (16.95) eljaras

wi = (G + UTA)Ut + Aﬂ,’] — (pj—l—a

4 ] . 2 RS j+o j+0 .
képlethibéja eleget tesz a kovetkez relacioknak, ha ¢! ™7 = fI77 .

= O(1 + h?), ha u € C*?,
"\ O(rlo— 3 + 72+ h?), haue O

Mutassuk meg azt is, hogy itt is van magasabbrendi eljaras, de a o-
érték nem (16.37), mint a (16.28) séma esetén : Ervényes 1) = O(r> + h*),
ha u € C% és 0 = 1 + 2 viszont ¢! helyett vessziik a (16.95) utolsé
képletét a ¢ = t;1/o id6pontban.

17. feladat. Az el6z6 feladat és a 16.11 tétel feltételei mellett lassuk
be, hogy a (16.96) végeselem séma konvergens abban az értelemben, hogy
||in — y|| = 0, ha 7,h — 0 és ha a || - || norma a diszkrét Lo- vagy maximum
norma! Az up (16.91) képletének segitségével mutassuk meg, hogy az el6z6
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eredményekbdl az is kovetkezik, hogy ||up(-,t) —u(-, t)|| = 0, amikor a norma
az Ly(0,1)- vagy a C[0, 1]-norma és t € (0,T] tetsz6leges.

18. feladat. e Kisérletezziink a Crank—Nicolson moédszerrel (és a 7 = h
lépéstavolsaggal) abban az esetben, amikor a kezdeti fiiggvény a (16.97) kép-
lettel megadott. Ezt a kovetkez6képpen valosithatjuk meg a ,Hipy” program
keretében : ug(z) = 0.5 * (1 — (z — 0.499)/|x — 0.499|).

Figyeljiik meg az els6 néhany id6lépés grafikonjait h = 1/10, 1/20, 1/40
esetén!

19. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (16.27) szemidiszkretizalt eljarés
pozitivitastarto, de (16.94) altalaban nem!

[Utmutatas. Hasznaljuk az II-beli 10.4. lemmat és a 10.5. tételt. A (16.94)
(végeselem modszerrel szemidiszkretizalt) eljarassal kapcsolatban lassuk be,
hogy G~ olyan telt matrix, amelynek elemei valtakozva pozitivak és negati-
vak sakktéblaszert elrendez6désben. Ebb6l kovetkeztessiik, hogy G 1A ele-
meinek elGjelei is sakktablaszertien rendezédnek el

20. feladat. e Hasznaljuk a ,Hipy” programot a kovetkezé feladat meg-
oldéasara! Legyen (a program jeloléseivel) ug(z) = (22 —1)/|22 — 1| — (17z —
9)/17x — 9], m = 1, N = 41. A peremfeltételek legyenek homogének,
els6fajuak, a jobboldal f = 0. Kezdve T = 1/80-t6l varialjuk az 1/T egész
szamot addig, mig a megoldas mar nem tartalmaz negativ értéket! Mi koze
van a kapott értéknek N2-hez és a 16.13. tételhez?

21. feladat. Kovetve a 16.14. tétel els6 megjegyzésének a gondolatmenetét
vezessiik le, milyen becslés adodik a maximum norméaban akkor, ha a (16.105)
majorans fiiggvény helyett w(t) = 1 + t-t vessziik !

22. feladat. e Végezziink numerikus kisérleteket a 16.14. tétel 4. becs-
lésében el6fordulé konstans meghatarozasara!

23. feladat. Szamitsuk ki, hogy mi adodik (16.94) helyett, ha a (16.92)
szemidiszkretizalt egyenlet integraljait a trapézszabaly segitségével kozelit-
juk!

24. feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy nincs olyan, a T elem &sszes poli-
nomjat pontosan integralé kvadratura képlet, amelynek alappontjai az elem
hat csomépontja és silyai pozitivak!

b) Szamitsuk ki az Rg elemhez a kozelits, lokalis tomegmatrixot, ha
a numerikus integralas a 15.7.6. pont (15.239) képlet segitségével torténik!
Blokkdiagonalis lesz-e ez a tomegmatrix?

[Utmutatas. Hasznaljuk az Rg elem bazisfiiggvényeinek 15.7.4-ben kdzolt
(15.213) képleteit!]

25. feladat. Szamitsuk ki analitikusan az Rg elem lokélis tomegmatrixat,
majd ebbdl készitslink tgy diagonalis matrixot, hogy a f6atlora a sordssze-
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geket irjuk. Pozitiv definit-e a kapott matrix? Milyen lesz a globalis tomeg-
matrix és az abbol hasonléan elkészitett diagonalis matrix?

26. feladat. e Hatarozzuk meg kisérletileg az optimalis o-t a kovetkezd
feladat silyozott differenciaséméaval valé numerikus megoldasahoz:

ou 0%u
— = —, O<z<l 0<t<T=0.02
ot 0x?’ v ’ - ’
0, 0<z<ti
w@ = {95y
u(0,t) = 0, u(l,t)=1, 0<t<T.

A [ Hipy” programban allitsuk be a kovetkez§ értékeket : m = 5 (id6lépé-
sek szama), N = 250, azaz ekkor 7 = h, legyen 0 = 0.4 (0.1) 1. A kezdeti
fliggvény miatt v.0. a 18. feladattal. A pontos megoldas néhény értéke :
u(0.5,t) = 0.5, u(0.75,t) =1 — u(0.25,¢%), és

t 0.005 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
u(0.25,t) | 0.00621 0.03855 0.10556 0.15262 0.18438 0.20578

27. feladat. Elemezziik a (16.96) végeselem séma o = 1 esetét az aszimp-
totikus stabilitas szempontjabol!

28. feladat. e Futassuk a ,Hipy” programot a homogén (f = 0) (16.6)
hévezetési egyenlet u(z,t) = e ™tsinTx pontos megoldasaval, homogén el-
s6faju peremfeltételekkel és h = 1/20, o = 1/2 esetén! Hatarozzuk meg azt
a 7 € [0.005,0.05] értéket, amely mellett T = 1-re a legkisebb maximum
normabeli hibat kapjuk! Hasonlitsuk Gssze ezt az értéket a 16.15. tételben
szerepl§ T-tal, valamint a tételhez fiiz6tt 2. megjegyzés szerinti 7*-gal is!

29. feladat. Bizonyitsuk be a maximum norméaban a (16.120) ill. (16.121)
matrixokkal felirt (16.96) séma jobboldal, kezdeti- és peremértékek szerinti
stabilitasat, ha o € [0, 1] alkalmas feltételnek tesz eleget!

[Utmutatas. Kovessiik a 16.14. tételhez flizott elsé megjegyzésének a
gondolatmenetét!|

30. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a haromréteges (16.126) séma, alkal-
mazva az % + A = 0 kozonséges differencidlegyenletre, akkor mésodrendd,
amikor f = 1 — /2/2, és erésen A-stabil (Id. II. 106. o0.), ha ezenkiviil még
ac€(3,1]!

31. feladat. Tekintsiik a kovetkezd kétréteges sémat az 4 + Au = f(t)
egyenletrendszer megoldasara (ahol y/™* az u((j + k)7) vektor approximéa-
cioja) :

(I +arA)y*? = (I - BrA)y + 6742 (16.281)
(I +arA)itt = (I — 1A/ HY2 4 gyr fI+12, (16.282)
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Vélasszuk ki « fliggvényében a tobbi paramétert gy, hogy valosak legyenek
és az eljaras masodrendii!

Bizonyitsuk be ezutan azt, hogy ezek mellett a paraméterek mellett a
séma

a) A-stabil pontosan akkor, amikor oo > 1/4;

b) erésen A-stabil, amikor o > 1/4 és o # 1/2;

c) L-stabil, ha o = 1+ ¥2 |
Mi a séma héatranya akkor, amikor 1 — § <a<l+ % ?

Vizsgaljuk azt is, hogy milyen feltételek mellett pozitivitastarté a masod-
rendi (16.281)-(16.282) séma, ha

a) A=, A>0és f=0,der >0 tetsz6leges;

b) A = 7 tridiag(—1,2, —1), 7 > 0 elégendden kicsi, de f > 0 tetsz6leges!
Végiilis, harmadrendd milyen paraméter értékekre a (16.281)-(16.282) séma?

32. feladat. Bizonyitsuk be, hogy a (16.129), (16.131), (16.29), (16.30)
séméara igaz a maximumelv, ha teljesiilnek a (16.133) feltételek!

33. feladat. a) Legyen A, = A!" a (16.143), (16.146) matrix, (-,-)(r0) &
(16.145) skalarszorzat és ||-||(r0) @ hozzatartoz6 norma. (Axyn, yn) o) explicit
alakjabol vezessiik le azt, hogy

4
(Ahyh:yh)(r,o) < ﬁ”yhn?r,o)a

felhasznalva az 11,5 = 2r( reldciot is!

b) Probaljuk meg az [|Al|(0) becslését a kovetkezSképpen, a (-, -)(o,n)
L (wp)-skalarszorzatot és ||-||o,n) hozzatartozé normat is hasznélva, az Ry, :=
diag(r;) matrixot és a v, = R,lz/ th vektort bevezetve :

(AnYn, Yn) o) = (RaAnYn, Yn)o,n) = (R;IZ/QAhR;I/ZUhaUh)(O,h)
< PR ARy ) onllfony = p(An)llonllfo
= p(An) (Rnyn, yn)on) = P(An)lyallfr0y < 1Al oo) l9all7: 0y,
tehat [|An|l; < [|Anlloo (és [|An]loo = 77). Melyik lépés nem volt indokolt?
34. feladat. a) Vizsgaljuk az yy = a, A,yp+f =0, z € w,(lp) séma,

« 0,

approximaciojat az Lu+ f =0, 0 <r <1, «'(0) =0, u(l) = a egyenlet
C*0, 1]-beli megoldasain! Ttt £ a (16.140) operator,

HEwr) = o i = (0o,

1

h2
Tiv12 = (7”——> ;
127 i+1/2

G = - (
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és w' a (16.142) récs.
b) Hatérozzuk meg a racs p konstansat ugy, hogy

1

(Aryn)o = —To—h(ﬂ/zyr,o)

ugyanazzal a negyedrendii approximacioval rendelkezzen, mint (A,yp);, 7 > 1!

35. feladat. Lassuk be, hogy teljesiilnek a (16.174) relaciok és (16.175)
becslések, ha y, v tetszéleges, a (16.142), p = 1 racson definialt olyan fiigg-
vények, amelyeknek rxy-beli értéke nulla.

36. feladat. (16.165) alapjan mutassuk meg, hogy a (16.171) séma pon-
tossaga O(7% + h*), amennyiben a (16.161)-(16.163) feladat v megoldasa
C%3([0,1] x [0, T])-bél valo és

h2 j+1/2 1 h2
w_(f'i'ﬁ.fﬁ") ; 0_5_5'

37. feladat. a) Mutassuk meg, hogy igaz
[9nll oumy < B2 |lywll 2,0y,

ha az y racsfiiggvény eltiinik » = rn-nél! Ennek alapjan kovetkeztessiink a
(16.171) séma maximum normabeli konvergenciajaral

b) Bizonyitsuk be kozvetleniil a (16.171), o = 1 séma stabilitasat a maxi-
mum norméban!

[Utmutatas. Mutassuk meg, hogy a (16.164)-gyel, (16.170)-nel definialt
méatrix M-tipusia. Alkalmas ¢y konstanssal hasznaljuk az co(1 — r) racsfiigg-
vényt majorans fiiggvényként a (16.171) feladat y megoldas becslésére!|

38. feladat. Felhasznélva a (16.179) skalarszorzatokat, bizonyitsuk be az
Osszes a 16.5.4. pontban, a (16.178) harmadfaju peremfeltétellel kapcsolatban
kimondott allitast!

39. feladat. Milyen kovetkeztetést (a séma stabilitasara és konvergen-
cidjara nézve) lehet levonni a Szamarszkij-féle stabilitasi eredményekbdl ab-
ban az esetben, ha a (16.28) stlyozott sémat valtozo lépéstavolsaggal alkal-
mazzuk?

40. feladat. a) Irjuk ki a (16.197)-(16.199) differencia-egyenleteket rész-
letesen, programozésra alkalmas alakban, jobbra rendezve az ismert meny-
nyiségeket, balra az ismeretleneket.

b) A 18. fejezet *** 18.3-18.5. tételeit alkalmazzuk a sémaéra és irjuk fel
az adodo becsléseket!
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41. feladat. a) Legyen wy a hq, hy lépéstavolsagi ekvidisztans réacs a
{0 <z <a, 0<uxy < b} téglalapban és (16.227) a (16.225) differencia-
approximacioja. Mutassuk meg, hogy érvényes (16.224), ha (16.226) teljesiil!

b) Lassuk be, hogy a (16.224) tulajdonsig a megfelelden megvaltoztatott
(16.225) feltétel és (16.226) mellett tovabbra is érvényes, ha

0 ou
*Ceu (9@ (kZ 81‘[) qeu, 14 )

c¢) Arra az esetre, hogy a tartomany L-alaku és a racsnak 5 belsé pontja
van (I1d. a 15.36. abrat 15.8.5-ben), irjuk fel a Poisson—egyenletnek megfelel
A1, As matrixokat és lassuk be, hogy (16.224) nem teljesiil!

42. feladat. a) A (16.206), (16.207) egyenletekbdl zarjuk ki az yi*1/2
kozbiils6 megoldast és hozzuk a (16.236), d = 2 faktorizalt séma alakjara.
Ehhez 1771/ szamara milyen peremfeltételt kell valasztani a ’y,(ll) peremen?

b) Ezutan, homogén peremfeltételek és a (16.224) feltételek mellett, ala-
kitsuk at a kapott (16.236) sémat a (16.45) kétréteges séméaba, és bizonyitsuk
be, hogy ez stabil a kezdetiértékek és a jobboldal szerint a A;, Ay opera-
torokhoz tartozé A, = A; + Asp méatrixszal definialt || - || 4-norméban !

[Utmutatés. Alkalmazzuk a 16.5-16.7 tételeket!]

43. feladat. Tekintsiik a (16.210)-(16.212), 27+'/2 = 0, z € 4! feladatot
abban az esetben, amikor Ay, Ay az id6t6l is fliggnek. Legyen

A12j+1/2 = Al(tj+1/2)zj+1/2, AQZj = Ag(tj)zj, A22j+1 = AQ(tj+1)Zj+1.
Tegyiik fel, hogy ezek az A, Ay operatorok mind valésan pozitiv definitek.
Bizonyitsuk be a kdvetkezs stabilitasi becslést :

j—1

127l ety < 12°0 2t + D7 (152 oy + 195 o)
k=0

ahol -
Izll ) = I+ FA2(3))2ll 0y 2 Izl o,m) -

[Utmutatas. Hasznaljuk a kovetkezd lemmét! (Ld. Szamarszkij 1971-es
konyvét, 366. o.) Ha A valésan pozitiv definit, 7 > 0 és o > %, akkor érvényes

(I = (1 =a)rA)vllon < |[(I+oTA)v]opn) -]

44. feladat. Mint az 5. feladat altalanositasat tekintsiik a (16.200),
(16.201) feladatot abban az esetben, amikor £ a Laplace—operator, a racs
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négyzetes és a (16.236) differenciaséma paramétereire érvényes (16.280). Ek-
kor vezessiink le olyan kifejezést o-re, hogy a (16.200), (16.201) feladat
megoldasanak megfelels simasaga esetén a séma O(h%)-rendii legyen!

45. feladat. A 16.26. tétel (16.267) hibabecslésénél (16.254)-b6l indultunk
ki, de feltételeink V-ben is engednek meg egy becslést. Hozzuk létre ezt, a
(16.255)-hoz vezetd gondolatmenetet (16.263)-ra alkalmazva.

[Kommentéar. Ekkor (16.262) helyett — linearis végeselemek és r = 2
esetén — hivatkozhatunk (16.261)-re, tehat elsérendd a konvergencia.|

46. feladat. a) Bizonyitsuk be, hogy a Crank—Nicolson—-Galjorkin modszer
esetén, tehat

Wity Wit 4 , .
(%’U}l +a %’Uh’ = (fj+1/27vh)0 -7 :07 17"'7
0

0 _
Up, = Upo

esetén van olyan C konstans, amellyel igaz a kévetkezG becslés :
. t;
lu, = u(tj)llo < lluo — uplle + C{ A {HuOIIz +/ [P dn]
0

tj
4 / el + | Au”]lo] dn}.
0

b) (16.268) helyett irjuk fel azt a variacios feladatot, amely (16.248)-
(16.249)-b6l keletkezik az idéderivalt méasodrendii retrograd differencia-app-

sz

47. feladat. Javasoljunk megoldasi modszert a kovetkezs feladathoz :
megoldandé a kétdimenzios diffuzio-konvekcid egyenlet egy olyan tartomany
esetén, amely téglalapbol all, valamint annak egyik sarkdboél indulé vonalbol,
és ezen a vonalon ugyancsak megoldandé a diffiazié-konvekcié egyenlet!

|[Kommentar. A feladatnak nyilvanval6é kornyezetvédelmi hattere van :
szamitando a szennyezGdés egy folyon a hozzatartozé toval egyiitt. A f6prob-
léma — az approximécidé és a megoldési algoritmus szempontjabol — a csat-
lakozési pont kezelése.|
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Fejezet 17

A Navier—Stokes egyenletek
numerikus megoldasa

17.1 Bevezetés: fizikai hattér

A Navier—Stokes egyenletek az impulzus megmaradésat egy aramlo kozegben
irjak le :

d
ou; Ou; . .
p(@tl+jz_;uj8—aﬁj-) = (divo); + pfi, i=1,...,d, (17.1)
ahol @ = (uy,...,uq)" a sebesség vektora, d a vizsgalt tartomany dimen-
zioja (d = 2,3), p a sirtiség (amit pozitiv konstansnak tételeziink fel),
of = (fi,---, fa)T a térfogati ersk stirtisége és o a fesziiltségi tenzor :
o=—P-T+2uD(). (17.2)

Itt P a nyomas, = const > 0 a viszkozités és

1 /0u; Ou;
D;(u) = = +—2.
Z]( ) 2 (81'] aacz)
Konstans p esetén szokas a kovetkezd ,kinematikus” mennyiségeket bevezetni
P és p helyett :

p:=P/p, v = p/p. (17.3)

Kiszamitva div o-t azt kapjuk, hogy
1 . .
—dive = —grad p + vAd,
P

387
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ugyanis
d d
0 1 (0u; Ou, 1 82, Pu 1
2 T2 = ~Au; 17.4
j; 0z 2 <8xj " 333z'> 2 ; (axg + &Eiaxj) g 2> (17.4)

ahol felhasznaltuk azt is, hogy a p = const feltevésnek megfelelgen
divia = 0. (17.5)

Ez az egyenlet a tomegmegmaradést irja le. Teljes alakja

o + div(pii) = 0, (17.6)
ot
amibdl a konstans stirtiség miatt kozvetleniil adodik (17.5). (17.5)-bél egyéb-
ként rogton lathato, hogy nem érdekes a d = 1 eset. Ekkor ugyanis csak egy
helykoordinata és egy sebességi komponens lenne és utébbinak konstansnak
kellene lennie.

Figyelembe véve a (17.1), (17.4), (17.5) egyenleteket, megkapjuk a teljes
“Osszenyomhatatlan” Navier—Stokes-féle egyenletrendszert :

d

oi Zu]a—u +gradp = vAd+ f, (17.7)
= &vj

En +
divid = 0. (17.8)
Ezen rendszernek a ,divergens” alakja — amely a véges térfogat modszerrel

torténd numerikus megoldés kiindulasi pontja — gy adédik (17.7)-(17.8)-bél,
hogy a 2?21 ung“j részt a divu = 0 feltétel segitségével atirjuk :

oy 0 ouy 4 Ou,
Z’LL]'—Z = ZU/]’—Z +UZZ—J
) 8:vj ) al'j =1 al'j
d
> Ots) _ i (st =: D (@),
T 837]'
j=1
tehat
2—1: +D(@)i+gradp = vAT+ [, (17.9)
divi = 0. (17.10)

Ahhoz, hogy ezek az egyenletek jol irjak le az aramlo kézeg allapotéat, nem-
csak az kell, hogy a kozeg Gsszenyomhatatlan legyen (amely feltétel viz esetén
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igen jol teljesiil : még 10 km-es mélységben siirtisége is kozel van 1-hez.
Levegs esetén elég jo az Osszenyomhatatlansag feltevése, mig az aramlési
sebesség a hangsebesség 6todénél nem nagyobb). Hanem az is kell, hogy
a kozeg ,Newton-féle folyadék” legyen. Ezt (17.2) fejezi ki egyszertsitett
forméaban : o és D(u) kozott linearis Osszefiiggés létezik ilyenkor. A jnem-
Newtoni" folyadékot gyakran tgy jellemzik, hogy pAw helyett div pugrad o
szerepel, ahol p fiigg grad @ hosszatol (vagy pedig o-t egy tovabbi differencial-
egyenlet definialja, igy hogy érdemes o-t is keresett mennyiségnek tekinteni).

A kétdimenzios Navier-Stokes egyenletek komponensenkénti alakjat agy
irjuk fel, hogy x1, z5 helyett az z,y jelolést hasznaljuk (és uy, uy helyett u, v-

t) :
oo ou o

E_Fuax +’Uay + 9z = vAu+ fi, (17.11)

ov ov ov Op

- - 1+ X = VA 17.12

8t+uax+v(‘3y+6y VAV + fa, (17.12)
., Ou Ov

Legyen L egy jellemz6 hosszusag, ug egy jellemzd sebesség (tehat L/ug
egy jellemzé idGegység). Ekkor az

L_ 2__
(u,v) = (uol, uov), (v,y) — L(T,7), t — —t, p—ulp, f— %f
Uo

transzforméaciokkal kapjuk a ,dimenziétlan" alakot,

o (u\ _0(u\ _0(u 1 (m\ =
§(5>+u£<5>+va—y<ﬁ>+gradp = %A<E>+f’ (17.14)

— (1 ou 0Jv
di =—+ = =0 17.15
o (5) oz Jy ’ ( )
ahol Re := % a Reynolds—szam. FEzutan szokas a feliillvondst mindeniitt

(17.14)-(17.15)-ben elhagyni.

Ahogyan mar 16.3-ban rdmutattunk, a fenti dimenzidtlanitds olyan miive-
let, amellyel minden gyakorlati feladat megoldasat érdemes kezdeni, mert
igy az deriil ki, hogy mely paraméter-kombinacioktol fiigg valoban a vizsgalt
jelenség. Jelen esetiinkben tehit a Reynolds—szam lényeges.

A kovetkezs tablazatban néhény, a Reynolds—szdmmal kapcsolatos adatot
gyiijtottiink ossze.
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Reynolds—szam jellemz6 jelenség

4 henger koriili &ramlés esetén : a henger mdgott két
orvény jelenik meg, az dramléas t6bbé nem szimme-
trikus

Re < 30 cs6ben : a Hagen—Poiseuille &ramlas tartoméanya

Re < 40 stacionarius és aszimptotikusan stabil aramlas a
henger koriil

40 < Re instacionériussa valik a henger mogotti ramlas

40< Re <120 instacionéarius, periodikus dramlas a henger mogott

Re <130 stacionérius a gomb koriili aramlés

55-200 a Karméan-féle érvényut tartomanya

200-400 henger koriili &ramlés : 4tmenet a turbulens aram-
lashoz

2000-3000 csGbeli aramlas : 4tmenet a turbulens dramléshoz

5000 a vér dramlasa a fGiitGérben

3-10°-3-10%  turbulens lesz az Aramlés a hengerhez tapado6 hatér-
rétegben is

7.4-10° 4 m hosszi, 100 km /h sebességgel halado személy-
gépkocsi
10° aramlas modern repiil6gép torsze mentén

A Hagen—Poiseuille-féle aramlashoz megjegyezziik, hogy ez — kisérletek
szerint — a feltiintetett kicsi Re értékekre csovekben jo kozelitéssel valosul
meg. A Hagen—Poiseuille dramlasnak a Navier-Stokes egyenletek kevés is-
mert egzaklt megolddsai egyike felel meg :

Stacionariusan aramlik viszkoézis, 6sszenyomhatatlan folyadék egy R su-
garl, zi-irdnyban fekvé cs6ben. x; = 0-nal p; a nyomés, z; = 1-nél py <
p1 a nyoméas. Keressiik azt a megoldast, amelynek sebességvektora @ =
(u1(r),0,0)T alaka, ahol uy(R) = 0, kiilsé ersk nincsenek!

Ekkor a 0 = div u feltétel teljesiil, az us- és us-egyenletekbdl kévetkezik
p = p(x1). Tovabba,

8U1 8u2 8u3
di T1T2T 0 = =0
Warmazs U 8$1+8x2+8333
ouy n Ouy cos Ous sin  Ous sin o + Ous CoS ¢ & .
= — — — = V *
oz, | ar ¥ dp r ar O o nre

Itt uy helyett u-t irva és x; helyett z-et, az ui-egyenletbsl kapjuk, hogy :

@—LA u = i @4_12 7-% _{_l@
or Re " Re\oz2 ror\ or r2 0p?

_ 1o (o
"~ Re-ror Tar ’
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és mivel a bal oldal csak z-t6l, a jobb oldal csak r-t6l fiigg, igy

0
% = const, p=pi+ (p2—p1)z, (17.16)
1AV R‘ 2
Re-7-(pp—p1) = ('), u= Ze(m — po) R? (1 — (%) ) , (17.17)

az u-ra és p-re felirt peremfeltételeket is figyelembe véve.
Innen egyébként az kovetkezik, hogy

R s
qg= 27r/ urdr = §R4Re(p1 — D2)
0

az ataramlo térfogat per idGegység. Ez Ohm-féle torvénynek értelmezhetd,
Id. I. 33. 0. is, tehat 5 a cs6 aramlasi ellenallasa. (Tovabbi példakat
egzaktul megoldhato feladatokra tartalmaz az 1. feladat.)

Fenti példankban szerepelnek peremfeltételek a nyomésra vonatkozolag.
Ilyenek tipikusan akkor fordulnak els, ha szabad feliilete van az draml6 kozeg-
nek. Egyébként viszont csak valamelyik pontban egy vonatkoztatasi nyoméast
kell megadni.

A sebességre az () aramlasi tartomény falan peremfeltételeket kell meg-
adni, amelyek két részbgl allnak fizikailag :

a) A fal nem atereszté : @ -7 = U - i, ahol U a fal sebessége és 7 a kiils6
normalvektor;

b) a fal érintésikjaban megegyezik a fal és a folyadék sebessége: @ X 7 =
U x .

Ez utébbi peremfeltétel a viszkozitas hatdsa miatt érvényes (és jo6 meg-
egyezéssel igazolhato kisérletileg).

Végiil, id6t6l fiiggd feladatban a sebességekre kezdeti feltételeket is sziikséges
megadni.

A Navier-Stokes egyenletek megoldasara vonatkozo egzisztencia—eredmé-
nyek f6ként Leray-re és E. Hopf-ra mennek vissza, 1d. Ladiizsenszkaja és
Temam, valamint Galdi és Sohr konyveit.

Ezek az eredmények biztositjak a gyenge megoldés létezését nemcsak elég
altaldnos haromdimenziés tartoméany esetére is, hanem n > 3-ra is. Ami je-
lenleg még nem teljesen megoldott kérdés, az a gyenge megoldas regularitisa.
A klasszikus megoldas létezésérdl szol6 eredmények részben olyan feltételt is
tartalmaznak, amely a kezdeti fiiggvény kicsi voltat kdveteli meg.

A Navier—Stokes egyenletek energiamegmaradési tétele matematikai és
fizikai szempontbol egyarant fontos. Ennek a levezetését az aldbbiakban meg-
mutatjuk azért, mert egészen hasonl6 lesz majd a differencia-approximécio
stabilitasi tételnek a bizonyitasa.
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Megmaradasi tétel. Legyen (17.9)-(17.10)-ben d = 3 és

E(t) := g/ﬂ( Ha,t) +us(w,t) + u3(w,t)) do

az aramlo kozegnek a kinetikus energiaja. Ez zart edényben csak csokkenhet.

Ennek belatasahoz a (17.9) rendszer i-edik egyenletét pu;-vel szorozzuk
meg, majd figyelembe véve a (17.3) relacickat és azt, hogy p>_, u; 2% =
22 (u? + u3 + u?), a kapott egyenleteket i = 1,2, 3-re adjuk Ossze, és ezutan
Q2 felett integralunk :

dE
. i—‘ i —“ P
T -l—p/Q % div(u;@)u; de + /Qu grad P dz

= M/ZuiAuidx—l-/pf-ﬁdx.
% Q

Alakitsuk at az egyes integralokat! Ehhez hasznaljuk a parcialis inte-
gralast (v.6. a 15.7.1. pontban a (15.194)-(15.196) relaciokkal) :

/div(uiﬁ)uidHC:/u?ﬁ-ﬁds—/uiﬁ-graduidx,
Q r Q

valamint (15.195) kovetkez6 alakjat is :

1 1 1
/uiﬁ-graduidx=/ﬁ-grad(—u?) dx:/ﬁ-ﬁ(—u?) ds—/ —u? div i dz.
Q Q 2 r 2 2

Ha tehat (- 7)|r = 0, akkor (17.10) miatt

/ div(u;@)u; dz = 0.
0

A konvekcids tagok ezek szerint nem valtoztatjak még a kinetikus energia
Osszegét (2-ban emellett a peremfeltétel mellett. Tovabba

/gradP-ﬂ'dac:/Pﬂ'-ﬁds—/Pdivﬁdsz,
Q r Q

ugyancsak akkor, ha (@ - 7)|r = 0. Végiilis (1d. (15.196))
/ u;Au;dz = / u;(grad u;) - ds — / | grad u;|? dzr.
Q r Q

Itt a peremtag elesik, ha vagy u;|r = 0 vagy (%) =0.
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Ha nincsenek térfogati er6k vagy azok merGlegesek i-ra, vagy ha po-
tencidlosak (mint a nyomaés), amilyen pl. a gravitacios erGtér vagy az f =
co grad T" forméaban figyelembe vett felhajto erd :

-

J =grad g,
akkor

/f-ﬁdx:/gradgp-ﬁdxz/goﬁ-ﬁds—/gpdivﬁdxzo,
Q Q r Q

(@ - 7)|r = 0 esetén.
Amennyiben pl. ﬁ|r = (0, akkor minden peremtag eltiinik és ekkor

dE

3
_ 2
i —,u/Qi_Zl |grad u;|“dz < 0 (17.18)

kovetkezik, tehat a pAu tag disszipalja az energiat, a konvekcids és a nyo-
méastag az energiat csak atrendezi a (zart) edényen belil. O

17.2 Alapveté numerikus problémak, az aram-
fliggvény

A (17.11)-(17.13) Navier-Stokes egyenletek numerikus megoldasa soran a
kovetkez6 nehézségekkel taldlkozunk :

1) A div @ = 0 feltétel (ha mellékfeltételként tudjuk kezelni, akkor parabo-
likus egyenletekkel allunk szemben — csakhogy ez nem egyszerti);

2) A nyomésra nincsen kiilon egyenletiink. A helyes nyomés az, amely
mellett a sebesség (mint az impulzusegyenlet megoldasa) teljesiti a tomeg-
megmaradasi egyenletet is;

3) A konvekcios-diffizios probléma (miiszakilag érdekes dramlasoknal a
Reynolds—szam gyakran nagy, 1d. a tablazatot. Ekkor kicsi a kinematikus
viszkozitas a feladat hosszisagi méretéhez és tipikus sebességéhez képest. A
konvekcios-diffazios probléma miatt v.6. I1. 11.4.10-zel);

4) A, ujg—g tag nemlinearitasa (erre nyilvan iteraciokat fogunk alkal-

kyoutFtd
i o -t véve linearizaljuk az egyenleteket. Itt £

ou;
Ox;j
az iteracié szamlalo).

mazni, pl. u;

helyett u

Az els6 két probléméaval azonnal foglalkozunk, a 3.-ra és 4.-re *** 17.4-ben
tériink vissza.
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A kétdimenziés esetben a numerikus szempontbol kellemetlen (17.5) mel-
lekfeltételt a ¢ dramfiigguény segitségével elégithetjiik ki :

u =: 8_7/1’ v =: —a—w, osszefoglalva : “) = curl ¢. (17.19)
dy ox v

Hogy ezt pontosan mikor tehetjiik, arra lejjebb tériink ki. A (17.19) defini-
ciobol latjuk, hogy egyrészt

. fu) _Ou Ov_ 9 (O 9 ([ W\ _
dlv(U)_8x+8y_ax <8y>+8y( 8x>_0’ (17.20)

a (17.10) osszenyomhatatlansagi feltétel tehat automatikusan teljesiil. Mas-

részt 5 5
grad v | u, hiszen —wu + —wv = 0.
ox dy
A sebesség vektora tehat i izovonalainak az érinté vektora, mésszoval ¢ =
const az &ramvonalakon.

A (17.19) aramfiiggvény mellett vezessiik be még az drvényességet is :

ov Ou .
W = % — a—y = (TOt U)?, = T a9 a9 — _A,L/}a (1721)

1d. (17.19). Amennyiben az dramlé kozeg orvényessége nulla, akkor tehat
0= Az. (17.22)

A (17.20), (17.21), w = 0 egyenletek (azaz 3 + g—;, & Z_Z = 0) jol
ismertek mint a Cauchy-Riemann egyenletrendszer. Itt azt latjuk, hogy
ez a rendszer a stacionarius surlodasmentes (nemviszkozus) 6rvénymentes,
Osszenyomhatatlan aramlas leirasat adja. Nemcsak a ¢ aramfiiggvény, hanem
— mint a Cauchy-Riemann rendszerbdl kovetkezik — az u és v sebesség kom-

ponensek is eleget tesznek a Laplace—egyenletnek :
Ay =0, Av = 0.

A klasszikus fiiggvénytan éppen a felsorolt tulajdonsigokkal rendelkezd
aramlés elméletét adja.
A p = const stirtiségii aramlo kozeg Osszes kinetikus energidjat megado

T (%) :=g//Q [(g—f>Q+ (g—fﬂ dxdyzg//g[uZ—i—vZ]dxdy
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abra 17.1: Tobbszorosen Osszefiiggii tartomany, jelolések

integral (v.o. (17.19)-cel) a (17.22) egyenlet elméletében is fontos szerepet jat-
szik és — eltekintve a £ szorzotol — az egyenlethez tartozo bilineéaris forméaval

2
is kapcsolatos.
A haromdimenziés esetben a i aramfiiggvény helyett a 1 tdgynevezett
vektorpotencialt vezethetjiik be :

U :=rot J,

- =

ahol (az 1, j, k koordinata egységvektorokkal)
Fod F e ou e ouy - ous o
e 8 8 8 _ i _3 . _2 =2 1 . 3 7 2 . 1
I'Otw " |9z Ozz  Ozs ’ (8:52 6$3>+ J (6$3 8.1'1)+ K (8361 6$2>
Y1 2 s

17.2.1 Az aramfiiggvény peremértékei és létezése

Tisztazzuk el6szor, hogyan kell a 1)-re a kétdimenzios esetben peremfeltétele-
ket elGirni!
1. At nem ereszt6, nyugvo falon érvényes u = v = 0. Ebbgl kovetkezik
grad ¢ = 0, tehat
o oY
— =grady-n=0 ¢é — =grady- -5§=0.
5, = srady 5s — srady
Itt 7 = (n1,n2)" a perem kiilsé normalvektora, 5= (—ny,n1)" az érin-
tévektora. A g—f = 0 tulajdonsagbol kovetkezik, hogy zart I peremvonal
esetén csakis konstans lehet 1) a peremen. Ha az () dramlési tartomany
tobbszorosen Osszefiiggs, pl. p + 1-szeresen :

ahol 'y a kiils6 pereme, akkor minden egyes I'; komponensen az aramfiigg-
vény konstans. Mivel ¢ a derivéltjain keresztiil van definidlva, csak egy
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konstans erejéig egyértelmtien meg van hatarozva, igy pl. ['g-n -t régzit-
hetjiik le nullara. A perem tobbi komponensén az aramfiiggvény ismeretlen,
de konstans értéket vesz fel,

w|1“0 = 07 1/}|Fl = ConStia 1 S 1 S y

Ha a fal 4t nem ereszts, de mozog (adott U vektor sebességgel), akkor
ott az dramlé kozeg sebességére az U = U feltételt irjuk eld.
2. Nyugvd, atereszts falon pl. a sebesség normaliranytd komponensét irjuk
eld :
-1 =alx,y).

A definici6 alapjan ekkor

a(m,y):ﬁ-ﬁ:nla—w—nga—wzgrad@b-é':a—w.

dy ox 0s

Ha a peremnek az ilyen I'; komponense zart, akkor nyilvan kell, hogy

legyen
}{ ﬁ-ﬁds:}{a—wds:ﬂ,
r; 68

tehat ilyen mellékfeltétele van 4 - 7 megadasanak, mert egyébként a -t nem
lehetne egyértelmiien bevezetni. Az, hogy # - 7i integrilja egy v peremsza-
kaszon nem nulla, az viszont hasznos akkor, amikor rajta keresztiil ki- vagy
beadramlés torténik. Ekkor

q:/ﬁ-ﬁds:/a—qﬁds
. 5 Os

az ataramlo térfogat per idSegység ezen a szakaszon. Legyen ¢ = 0 a vy
kezdeti pontjaban (az at nem ereszt$ falszakasz végén), akkor, ha ismert az
a(z,y) normaliranyt sebesség y-nak minden (z(s),y(s)) pontjaban,

értéket érjiik el, és ezzel, mint konstans értékkel, folytatodik ¢ a v mésik
végpontjanal kezd6d6 at nem eresztd szakaszon.  Kivanatos, hogy ilyen
peremfeltételt a bedramlasi szakaszokon meg tudjunk adni.
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abra 17.2: Bedramlasi szakasz

3. Ha csak a kidramlé térfogat per idGegység (a volumenaramlas) ismert
egy kiaramlé szakaszon, akkor bevalt az, hogy a < szakaszon mint perem-
feltételt elGirjuk, hogy a kidramlas az 7 normalvektor iranyaba torténjen,
vagyis ortogonalis a perem § erint&vektorara :

(3_13//1(_”2) + (-%) ny = —grady - i = _Z_Z-

0=u-5§

Ezt a Neumann-féle feltételt irjuk el6 mint ¢ peremfeltételét. Ha pl. x = 1,
0 < y < 1-nél kidramlés torténik z > 1 irAnyéba, akkor 7 = (1,0)7 és

oy
%—0

a peremfeltétel.

4. Elsfordulhat, hogy v-n csak az u iranya ismert (vagy ismertnek tételez-
ziik fel), pl. ha egy tenger6bolre akarunk aramlasi szamitasokat végezni és
valahol a tengeren, az 6bot6l nem tdl nagy tavolsagra, le kell zarni a szami-
tast, de ott tul durva lenne el&irni azt, hogy @ a norméalvektor irdnyaba mutat.
Ekkor az el6z8 Otlet altalanositasat alkalmazhatjuk — ha a megfelel6 informa-
cioval rendelkeziink : ha @ irAnya megfelel I'; mentén (ahol az s koordinatat
hasznaljuk) a ¢(s) = (c1(s), co(s))? egységvektorénak, akkor a kovetkezs fer-
deirdnyu peremfeltételt kapjuk :

:—gradw-é':%

o o
> dc

0=—cu+cv=—\|cg— +co—
2 1 <18$ Qay

Ilyen peremfeltétel nem okoz problémaét, ha ¢ és 7 hegyesszoget zarnak be.

Vegyiik észre, hogy ezek a gyakorlati megoldast segit6 otletek két tényt
nem tudnak eltakarni :
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7

abra 17.3: Ferdeiranyt peremfeltétel

a) két peremfeltétel érvényes valojaban t-re, pl. 1 = 0 T'g-n és ugyanekkor
g—’f: =0 (T'; legyen nyugvo, at nem eresztd),

b) nem minden megengedhets peremfeltételre tudunk -t egyértelmiien
meghatarozni, pl. ha a T'; zart falon érvényes §. @ -7ds # 0. A Gauss—
Osztrogradszkij tétel segitségével csupan a

p
/a‘-ﬁds:o, r=r,
r i=0

feltétel kovetkezik, nem pedig fFi @ - 1ds = 0 minden i-re. Ilyen esetekben
mit lehet tenni?

Az ilyen aramlasi mez6t nem (kizardlagosan) aramfiiggvény segitségével
kell elgallitani.

El6szor tisztazzuk, hogy divergenciamentes aramlasi mez&t pontosan mi-
kor lehet dramfiiggvény segitségével leirni.

17.1. Tétel (dramfiiggvény létezése és unicitdsa). Legyen I' = P T,
Lipschitz-folytonos pereme a korlatos, osszefiiggé Q € R? tartomanynak,
[y a kiils6 pereme. Tetszbleges ¢ € V = {4 € (H;(Q))?, divd = 0}
vektorfiiggvényhez pontosan egy

0
¥ € Hyy :={y € H*(Q), ylr, =0, ylr, = const, % = 0}

aramfiiggvény létezik (tehat érvényes o' = curle), és megforditva. O

Ezen tétel bizonyitasa Temam konyvében talalhato (1. fejezet, 4.4. pont).
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Megjegyzések. 1. Az el6zGek szerint, ha minden fal 4t nem eresztd,
akkor ¥]r = 0 mindeniitt és igy, ha ¥ € H! és divy = 0, az aramfiiggvény
létezik és egyértelm.

2. Hasonl6 tétel Girault és Raviart konyvében is szerepel, ahol az & €
(L?(2))?* esetét vizsgaljak. Ehhez pontosan akkor létezik egy (17.19)-et
kielégits v € H'(2), ha igaz (disztribticiok értelmében), hogy

divi =0, / w-nds =0, 1<i<p. (17.23)
Ty

3. Haay € H' aramfiiggvény létezik, akkor @ = curl 1 teljesiti a (17.23)
feltételt, ugyanis divcurly = 0 és
o %

0 S
i - curl ¢ = 6—2711 - %ng =grady -§= s

ahol az § := (—nq,ny)7 vektor 7i-re ortogonalis. Ha 7 a I'; peremszakasz

normélvektora, akkor
0
/ ﬁ-curlibds:/ w ds =0,
T T; 88

?

mivel I'; zart.

4. Megfelel§ valtoztatssal (curl helyett rot szerepel) a haromdimenzios
esetben is 1gaz a tétel, tehat — az els6 megjegyzes értelmében — (17. 23) mellett
van olyan @b, amellyel 4 = rot @b, s6t a w vektorpotencialra még div @b =0is
teljesithetd. Vegyiik észre, hogy a kétdimenzios eset itt is a hAromdimenzi6s

eset specilizalodasaval adodik : @ = (uy(z1,T2), us(z1,72),0)T és

0 9y

o o 0z -
b= 0 ot = | -2 | = (C“gw), divwzg—wzo. 0
7/1(371,352) O T3

Az aramfiiggvény vizsgalata utan mér konnyebb felelni arra a kérdésre,
hogyan irhato fel az a ¢ divergenciamentes sebességmezs, amely csupan a

divi'=0, z € Q; 9| =d(s), /d’-ﬁds:() (17.24)
r

feltételeknek tesz eleget : a kovetkezd két Gtletet kell megfelel6en kombinalni,
amellyel lehet (specialis) divergenciamentes dramlasi mez6t eléallitani :

a) Oldjuk meg a Ap = div(grad ) = 0 egyenletet (megfelel perem-
feltételek mellett), majd vegyiik ¢ gradiensét!
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s sz

17.2. Tétel (divergenciamentes vektormezs ortogonalis felbontasa). Le-
gyen ¥ € (Ly(Q))? és teljesiiljenek a (17.24) feltételek. Ekkor van olyan ¢ és

¥, hogy
7 = gradp+rotey; ¢ e (HYQ))?, (@-rotg)|r=0; (17.25)

0
pe H(Q), Ap=0, 2€Q, 22| =a 7. (17.26)
on |p
A (17.25) felbontés ortogonalis.

Bizonyitas. A (17.26) feladatnak van megoldésa (4ltalanositott értelem-
ben : H'-ben), mert a [, g—z ds = 0 kompatibilitasi feltétel teljesiil. Ezutan
legyen

W= ¥ — grad (€ (Ly(Q))?).

Ez a vektorfiiggvény a kovetkezd tulajdonsagokkal rendelkezik :

divdi = 0, z€Q (disztribuciok értelmében),
o)

G- = @-d—L =0, zel.
on

Az el6z6 tétel alapjan W = rot zﬁ, és itt 15 € (HY(Q))? teljesiti még a
divp = 0 feltételt is. 0O

17.3. Kovetkezmény (tetszéleges vektormezs ortogonalis felbontésa).
Tetszbleges T € (Lo(Q))? is felbonthat6 a (17.25) alakban (csak (17.26) mo-
dosul), és ez a felbontés ortogonélis. Legyen ugyanis

Ay =dive, €€Q; =0, zel.

Ezen feladat megoldésa létezik és teljesiti az

a—wdS:/A¢dx=/diVde=/6’-ﬁds
Fan (9} Q r

feltételt. Vezessiik be a kovetkezd jelolést :

W=7 — grad v,

divw = 0, /w-ﬁds:/(ﬁ-ﬁ—a—w> ds = 0.
r r on

Most alkalmazzuk az el6z6 tételt :

akkor

w = grad ¢ + rot 5,
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ahol P
Ap=0, z€Q, %:(w-ﬁ)h, (7 - ot B)|r = 0.

Igy kaptuk a .
7 = grad(¢ + ¢) + rot @

felbontéast. Ez ortogondlis : mivel

div ((go + 1) rot <i>') = grad(¢ +v) - rot ® + (¢ + 1) divrot &
= grad(p +¢) 10t D,
igy
/Qgrad(gp +1)-rotddz = /Qdiv (((p + 1) rot CI;) dz

= /(g0+w)ﬁ-rot(f>dx:0.
r

Ennek alapjan a felbontas egyértelmi is. O
Megjegyzés. A bizonyitas soran levezetett
U = grad ¢ + grad ¢ + rot &
felbontéas is ortogonéalis. Ennek belatasahoz csak azt kell még bebizonyitani,

hogy grad ¢ és grad 1 ortogonalisak :

/gradcp-gradwdx=/¢8—wds—/1/)Agpdx:O. O
Q r on

Az ortogonalis felbontas birtokaban tisztazhatjuk a nyomas szerepét :
Az el6z6ek szerint tetszbleges ¥ € (Lo(2))? vektor ortogonélisan felbon-
thato. Ezt a felbontést most

U= PU+ QU
alakban irjuk fel, ahol
Pi=grad(p +4), Q7= (I —P)7=rotd

az ortogonalis projektorok (1d. a 17.3. kovetkezményt).
Legyenek (17.9)-ben most az erék potencialosak : f = grad ¢, akkor azt
kapjuk meg, hogy
ou

grad(p — ¢) = vAUd — D(@)u — 5
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Ha divid = 0 és (4 - 7i)|[r = 0, akkor & = Qu és Pi = 0, tovabba
P% = %Pa’ = 0. Ennek alapjan, és mivel P projektor,

Pgrad(p—¢) = grad(p—¢)=P (VA@' —D(@)u — @)

ot
= P(vAd — D(@)u).

Tehat a nyomés kiegyensiilyozza a disszipécid, ill. konvekci6 miatt felléps
nem potenciélos eréket.

17.2.2 Az w — y-rendszer

Tekintsiik a Navier-Stokes egyenleteket a kétdimenzios esetben, 1d. (17.11)-
(17.13). Ha nincsenek szabad feliiletek, akkor célszerti az w — t)-rendszerhez
aAtmenni, ahol w a (17.21) Orvényesség és ¢ a (17.19) aramfiiggvény. Ehhez
feltessziik, hogy a tartoméany egyszeresen Osszefiiggé (vagy minden fal at
nem eresztd), tehat az aramfiiggvény bevezethetd. (17.11)-re és (17.12)-re
alkalmazzuk a kovetkezd két miiveletet :

a) vegyiik el8szor a rotacio( harmadik komponensé)t, 1d. (17.21),
2 (17.11) + £(17.12).

Felcserélve a differencidlasok sorrendjét, az kovetkezik, hogy w-ra teljesiil

ow Oow Oudu Ouoldv

ot + “ax 8y8x+6_x6_:c

Ow Ovou Ovov dfs  0fr
Ve — —— + —— = VAW + — — —,
oy Oydy Ox0y ox oy
a nyomas tehat kiesett, és az egyenlet tovabb egyszertisithets :
ow ow ow
— — — =vA 17.27
8t+u8x+vay vAw + g, ( )
ahol g := % — %—’; = (rot f)3. Itt azt hasznaltuk fel, hogy
Oudu  Ovou 8udi -0 8u80+8v8v 8vdi 70
_—_ = — — A% = _— _—— = — A% = .
oy ox Oyoy oy " 0rdr Ordy Ox
b) vegyiik a divergenciat (legyen D := 3% + )

% (17.11) + £-(17.12) :

oD 0D (ou\' oudw
ot ox ox Oy Ox
0D  0Ovou (81}

2
o +%8_y+ —) + Ap =vAD +div f.

+ v By
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Itt a legtobb tag D = 0 miatt elt{inik, és a visszamaradd

ou\’® _0Oudv v\’ >
Ap=— || = 22— —~ - i
g [(a”v) Toyon T <8y> s
egyenlet
ou\? Ou Ov ov\”
=D?=1(== D i i
’ (33?) ooy T <3y>
alapjan a
Oudv  Oudv >
Ap=2|——F— — —— i
b |:8.’L' dy Oy Bx} divf
alakra hozhato, ill. (17.19) segitségével:
Py [P\ -
Ap =2 - iv f. 17.28
P !8362 0y? (axﬁy) divf ( )

(17.27)-et hasonloan irhatjuk at :

Ow O0Yow 0P Ow
Ow  0Ypow ow _ 17.2
ot T oyor ooy T (17.29)

amely egyenletet (17.21)-gyel egészitjiik ki :
A = —w. (17.30)

A (17.29)-(17.30) egyenletek elénye, hogy mar csak két ismeretlent tar-
talmaznak, w-t és 1-t, mig a (17.28) az el6bbiek birtokadban utolagosan is
megoldhatd, ha erre sziikségiink van.

A haromdimenziés esetben hasonléan jarhatunk el, de kisebb ennek el6-
nye : @ = rot @ is vektor, 1 is vektor (@ = rot J), igy a 4 ismeretlen helyett
6 + 1 lett — csak a nyomast sikeriilt levalasztani. Ezenkiviil itt még nagyobb
probléma a peremfeltételek megadasa mint a kétdimenzios esetben (ehhez 1d.
a kovetkezd pontot).

Ha behelyettesitjiik (17.30)-at (17.29)-be, akkor a

0 oY 0 oY 0 a2
_ (EA¢+ a_y%m/;_ %a_yAw) =-—vA*Y+g (17.31)

negyedrendi egyenlethez jutunk — amelyhez valéban kell a 17.2.1-ben az
at nem eresztG, nyugvo fal esetére emlitett két peremfeltétel ['-n : g—ﬂp =
0, ¥|r=0.
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yﬂ

abra 17.4: Thom-féle peremfeltétel levezetése

Mivel a negyedrendi feladat megoldasa viszont lényegesen bonyolultabb,
azért a klasszikus (mérnoki) ut az, hogy a méasodrendi (17.29), (17.30) egyen-
leteknél maradjunk, a i) peremfeltételeibél csak az els6fajikat valasztjuk, és
ezenkiviil w részére még szerziink peremfeltételeket (1d. a kovetkezd pontot),
valamint p részére is, ha a nyomas valéban érdekes.

A kezdeti feltételek nem jelentenek problémat : w és v kezdetiértéke u-bol
és v-bdl eldallithato, ezzel At is megvan — ami elegendd (17.29) vagy akar
(17.31) megoldasahoz.

17.2.3 w és p peremfeltételei

Az w Orvényességre vonatkozo peremfeltételek eredetileg nem adottak, le-
vezetésiikkel most foglalkozunk (P.J. Roache konyvét kiovetve). Fizikailag
arr6l van sz6, hogy kiils6 forrasok nélkiil az 6rvényesség csak az olyan perem-
szakaszokon keletkezhet, ahol a kozeg odatapad a falhoz.

1. Tekintsiink egy egyenes, 4t nem eresztd falszakaszt, amely éppen rajta
van pl. az x-tengelyen, a tartomany belsejében méar bevezettiink egy racsot.
Annak (z;,0) pontjaban fejtsiik sorba a tobbszor folytonosan differencial-
hatonak feltételezett aramfiiggényt :

. oY h? 01 3
%’1 - 7pio + a_yh + ?8—y2 + O(h ) (1732)

Mivel a peremen 1) = const, ha az aramlé kozeg odatapad, agy

oy Py % B
a—x—@—oa —W—A¢—a—y2, y=0,
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N

P =

o

abra 17.5: Thom-féle peremfeltétel, altalanos iranyitas

tovabba g—w(x, 0) = u(x,0) = 0. Ezért (17.32)-bol kovetkezik
y

h2
Vi1 A i + ?(—wio)-

Innen latjuk, hogy

2 2
Wi = _ﬁ(l/]il - ¢i0) = —E%J,o

hasznalhaté w megadasara a peremen, ha 1 ismert. Ez az tgynevezett Thom-
féle peremfeltétel.

A levezetés szerint, ha 1) haromszor folytonosan differencidlhato y szerint,
ez a peremfeltétel els6rendii.

Hasonl6 m6don masodrendii peremfeltételt is lehet felirni, 1d. a 2. felada-
tot, de a szamitasi tapasztalatok szerint a Thom-féle peremfeltétel elénye,
hogy stabilabbé teszi a szdmitast, a masodrendid peremfeltételhez képest.
A Thom-féle peremfeltétel alakja a fal iranyitasatol fiiggetleniil felirva (7
legyen a kiils6 normalvektor) :

2
wo = — Vg, (17.33)
h
ahol ¥ a g—fl’ norméalderivalt differencia-approximécioja :
Yy = Yo ; 24 (17.34)

Mésodrendii a kovetkezd peremfeltétel is :

iy = 535 (Tho = 800 + 1),
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ugyanis ismert, hogy ‘;—Z(O) =0, igy

h? h3 93y

'(/11 = '(/10 + E(-Wo) + Fm(ﬂ) + O(h4),
4h3 °
Ya = o+ 20 () + 0 (0) 4 O(h),

ebbdl %(0) kifejezhets és 1, egyenletébe behelyettesithet6. Egy mésik
helyzethez tartoznak a 3. és 4. feladatban konstrualand6 peremfeltételek.

2. Ha a fal mozog U, sebességgel az § érintGvektora iranyaban, akkor

L
ay 0y

hiszen a folyadék most is tapad a falhoz. Innen, valamint (17.32)-bgl kovet-

kezik (17.33) helyett

o = =t + o).

3. Szimmetria vonalon (pl. z-irdnyban) érvényes v = 0, % = 0. Ugyan-

akkor g—’; =0, igy w=0.

4. Bearamléasnal adott (u,v)r, de ltalanosabban, mint fent 1. alatt (ha a
perem iranya megint az z-tengely és 7 = (0, —1)) most v, > 0, és ug := u|, #
0 lehetséges. Ekkor (17.32)-bél kovetkezik (17.19) és (17.21) segitségével

h? 0?1 h? ov
Vi = 1/Jio+u0h+§ (—wo — @) +O(h3) = 1/1i0+u0h+5 <_w°+6_:r) +O(h3).

Igy, figyelembe véve a (17.34) jelolést és azt, hogy g—z = %, vehetjiik az

o= 3t + () = Foer@od- (250) )

peremfeltételt.
5. Kiaramlasnal : wi; = 0, Neumann-féle feltétel.

6. 90°-0s sarokpont: Ha ez bels6 szoget jelent, legyen w = 0. Ha
kiils§ szoget, akkor hasznalhatjuk a (17.30) Gsszefiiggés Gtpontos differencia-

c sz

izovonala. Igy

1 — Yo P2 — o
T T

W =
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E—
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abra 17.6: Kidramlasi szakasz és beugré sarok

7. Utolsonak még azt kell tisztaznunk, hogy milyen peremfeltétel irhato
el6 a nyomas szamara, amikor azt — az w — -rendszer megoldasa utan —
(17.28)-bol kivanjuk kiszdmitani.

Az eredeti egyenletrendszernél mar felttint, hogy az a nyomés legfeljebb
egy konstans erejéig meghatarozhato. Ezt a konstanst rogzithetjiik azzal,
hogy valamelyik pontban elGirjuk a nyomést. Ezutdn ebbdl a pontbol kiin-
dulva kiszamithatjuk a nyomast az eredeti egyenletek segitségével, feltéve,
hogy a sebességek mar rendelkezésiinkre &llnak, hiszen ekkor 8p és g” ismert.
Ez az eljaras csak akkor ajanlhato, ha valamilyen vonal menten keresett a
nyomas, tipikusan egy feliilet mentén.

Ehhez viszont célszerti az w — -rendszert alapul venni. A Thom-féle
peremfeltételhez hasonléan jarunk el.

Mivel az dramlé kozeg odatapad a feliilethez, annak egy rogzitett pont-
jaban (ha a feliilet pArhuzamos az x-tengellyel)

ou ou %u
CEUVED % T ar T a2
igy a (17.21) definici6 szerint w = —g—“ és most (17.11) alapjan
op 0%u Ow
%— 6y2+f1 _V8_y+f1
Altalanos iranyitas esetén
op ow =
=+ +
ds Y on /

(ill. a (17.14) dimenziétlan alakbol : 22 = L9 4 f. 3)
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abra 17.7: Normal- és érint6vektor a peremen

Ez a képlet eléggé pontatlanul adja a nyomést sarokpontok kornyezetében.
Ekkor a szamitasi tapasztalatok szerint a kévetkezd jobban valik be. Mivel

Ow 0%u 0%v 0 <8u 81}) _0

= = —, hiszen — [ — + —

dr  Oydr  oy?’ oy \ 0z Oy

a (17.12) egyenletbdl a fentiekhez hasonlé modon kapjuk azt, hogy

O _ 0 o
on  0Os ’
és dimenziotlan alakban
Op _ _1ow =
on  Re0s -

Ezzel a Neumann-féle peremfeltétellel egészitjiik ki a (17.28) nyomasegyen-
letet, a perem egy pontjaban elfirva a nyomas értékét. A most levezetett
peremfeltétel helyett gyakran homogén Neumann-feltételt vesznek a nyomas
szamara, ami az el6zGek szerint az f =0, Re = oo esetnek felel meg.

8. Kiils§ feladatok esetén (testek koriili dramlasoknal) még egy fajta
peremfeltétel sziikséges : u, v és p megadasa a végtelenben.

A szokésos eljaras abbdl all, hogy ezeket a mennyiségeket a szamitési racs
kiils6 peremén adjuk meg. Kisérletekkel és analitikus megoldésokkal valo
osszehasonlitasbol kideriilt, hogy elfogadhato pontossag (pl. a testen felléps
nyoméasban) csak akkor érhetd el, ha a kiils6 peremet az elvarasnal joval
tavolabbra tessziik a testt6l, pl. annak legnagyobb méretének a szazszoros
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tavolsagra. Tovabba azt is figyelembe kell venni, hogy az elmélet szerint a
kétdimenzids esetben a végtelenben valojaban nem lehet akarmilyen értéket
el6irni w-ra, hanem csak azt szabad megk&vetelni, hogy 4 legyen véges a
végtelenben. Az ott felvett érték fiigg a térfogati eréktdl, a testtdl és a rajta
el6irt sebesség-eloszlastol (1d. O. A. Ladiizsenszkaja konyvét a 60. és 61.
oldalon.).

17.3 Lasst aramlasok szamitasa

Vizsgaljuk a (17.27) vagy (17.29) egyenletek legegyszeriibb véges differencia-

stz

c sz

jiik, és ha w(z;, yj, te) = wj -

wi + Ao (u, v)w = ght? (17.36)

ahol (o = 1/2-del)

(o)
Ao (u, v)w = | —v(wgy + wgy) + uwe + vwe

Itt, a 16.4.1. pont (16.32) jelolésének megfelelGen, a fels§ indexszel ellatott
racsfiiggvények értékeit konvex kombinacio segitségével definidljuk :

g(a) — ng—|—1 + (1 _ J)gk.

Vegyiik észre, hogy a (17.36) differenciaséma nem tartalmazza az (uw);;
vagy (vw);; szorzatokat! (Ebben az értelemben azt mondhatjuk, hogy (17.36)
sokalisan linearis”.) Hasonl6 igaz az w — 1-fogalmazasban, hiszen az ug—‘;’, ill.
vg—‘; kifejezéseknek megfelelnek (17.19) szerint a

Yow

cws ill. = o
differencia-képletek, amelyekkel (17.36)-bol kapjuk
we + A2 () w = ght1/2 (17.37)
Ay(P)w = [—Ix(wiz + wyy) + Yowe — Powe ) :
Ehhez tarsul (17.30) kézenfekvs approximacioja (1d. (15.16)) :

—AppFtt — W =, (17.38)
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Az implicit (17.37)-(17.38) rendszer megoldasat tobbracsos modszerrel
képzelhetjiik el leginkabb. Ekkor az A. Brandt-ra visszamend, és a szamitasi
tapasztalat altal igazolt kovetkezd altalanos észrevétel lényeges, mivel diffe-
rencidlegyenletek rendszereit meg akarunk megoldani :

A simit6 iteraci6 lehet a Gauss—Seidel eljaras, de blokkformaban, olymo-
don, hogy az eqy diszkretizdacids ponthoz tartozo 0sszes ismeretlent egyszerre
kezeljiik. Jelen esetiinkben tehat az w;; és 1);; értékeit egy Gauss—Seidel
blokk-1épéssel egyszerre fel kell Gjitanunk.

Esetiinkben tekintsiik az (x;, y;, tx1+1) pontot! Ha csak a ¢y, idGszinthez
tartozo kifejezéseket irjuk fel részletesen és minden tx-hoz tartozo, azaz ismert
mennyiséget F;; alatt vonjunk ossze a jobb oldalon, akkor (17.37) részletes
alakja :

1 1 k1
(V (h—% + h_%) + ;) wfjﬂ — (wi+1,j + wi,l,j)k“agj ) (1739)
— (Wi + wigo) Y = By
Itt
1 1 1
1 2
+ (Wir1g + wim1g)* el + (Wig1 + wijo1) B,
0, = LY Y=V LN L (v iyt 1
Y2\ B2 2hy 2h )7 7 2 \ W3 2h, 2hy )

(17.38) részletes alakja :

2 2 1
(ﬁ + ﬁ> U = (i i)Y (17.41)
1 2 1

1
o h_% (wi,jﬂ + 1/’i,j—1)(k+1) - wfjﬂ = 0.

Ezek szerint a Gauss—Seidel eljaras szempontjabol az (x;, y;, tx+1) racspont-
ban a kovetkezd (linearis!) egyenletekkel allunk szemben :

1 1 1
(V (h_% i h_%) " F) wi = fys (17.42)
h% h% ¥ 2] Gijs .

ahol az f;j, ill. g;; mennyiségek a (17.39) ill. (17.41) jobboldalan kiviil még
az Wkt és YFTL értékeit az (x;, y;)-t6] kiilonbozs helyeken is tartalmazzak.
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Vegyiik elGszor a (17.42), majd a (17.43) egyenletet szokasos Gauss—Seidel
eljarassal dolgozva, mert ha ilyen sorrendben iteraljuk az egyenleteket, akkor
mindig a (17.42), (17.43) lokalis rendszerek pontos megoldasat allitjuk eld,
vagyis ugyanazt kapjuk, mint a 2 x 2-es blokkokkal miik6d6 blokk-Gauss—
Seidel modszerrel (amelynek hasznélatéara itt sziikség van, ahogyan azt fent
emlitettiik).

A perempontokban nincs kiilonbség ilyen szempontbdl, mert ott (17.42),
(17.43) helyett csak

Wkt = fi; (17.44)

ij

alaku egyenletekkel talalkozunk : vagy v;; adott a peremen (&t nem eresztg
fal, bearamlasi szakasz), és ekkor a Thom-féle peremfeltétel vagy a méasod-
rendii peremfeltételek érvényesek w-ra vagy (17.35) — és ezek mind a Gauss—
Seidel eljaras szempontjabol csakis (17.44) alaktaak — kivéve azt az egy esetet,
amikor kidramlasi szakaszon vagyunk.

Csupan itt van sziikség arra, hogy 1 értékét is iteraljuk, de ez ilyenkor
fliggetlen az w peremfeltételétsl. A sorrend lehet w — 1 mint ezel6tt, és igy
végig megyiink az Osszes ponton.

Az w — -rendszer megoldésa igy vildgosnak tiinik — de csak addig az,
mig a Reynolds—szam kicsi. Ilyen feladatok is vannak (ken&csok, polimérek
vagy olvasztott liveg aramlasa — ekkor bonyolult peremfeltételek is felléphet-
nek, amelyek a feliileti fesziiltség hatasat irjak le — valamint kornyezetvédelmi
problémak : éppen kevés légmozgas esetén veszélyes koncentraciok képzod-
hetnek). De az ipari dramlasok nagyobbik része nagy Reynolds—szammal
kapcsolatos, 1d. a tablazatot 17.1-ben.

A II. 11.4.10. pontban az av” +bu’'+ f =0, 0 <z <1, u(0) =u(l) =0
mintafeladatot elemeztiik. Amennyiben ott igaz |b] >> a (és ez megfelel a
nagy Reynolds-szamnak) akkor kimutattuk, hogy egyaltalan nem megfelels
a bu' tag kozponti differencia-approximacioja — amire viszont (17.37)-ben és
(17.41)-ben tamaszkodtunk.
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Fejezet 18

Kiegészité informaciok, jelolések
ITI

Legyen ) véges tartomany az IR%ben (1 < d), tekintsiik azokat az Q-ban
definialt, négyzetben integralhato fiiggvényeket, amelyeknek fQ v?(z) dzx in-
tegralja véges. Ezek az Ly(Q)) fliggvényteret alkotjak, amely Hilbert—tér
skalarszorzata

(o) i= [ u(wy(o)do
normaja :

Jully = [ w?(z) da.
Q

Ezenkiviil az alapvet6 téren kiviil a szovegben kiilonféle Szoboljev-tereket
is hasznalunk (ezekhez 1d. részletesebben Simon L. és Baderko vagy Adams
konyvét). Szdmunkra fontos mindenekelstt a H!(Q2)-val jelolt Hilbert—tér.
Ennek elemei azon 2-ban definiélt, derivaltjaival egyiitt négyzetben integrél-

2
hato fiiggvények, amelyeknek [ S (%) + UQ] dz integralja véges. A

tér skalarszorzata

ou Ov
(u,v)1 .—/Q z_zl o1, 0z, + uw

normaja :

Jul|? '—/ f ) 4y
e Q| iz 0x;

1

dz = / [|grad ul® + v?] du,
0

ahol | grad u/ jeloli a grad u vektor euklideszi normajat.

413
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A H}(Q) tér norméja viszont

lul? == / | grad u|*dz,
0

ez H'(Q) félnorm4aja. Hasonl6 a H 2(Q) tér deﬁnici(’)ja, amelynek norméja :

Il = [, Z

A HF tér felss indexe tehit azon derivaltak szaméat adja meg, amellyel
fiiggvényei (altalanositott értelemben) rendelkeznek. Ha k tort szam, akkor
definiciojat ITI-ben lehet talalni (280. 0.). Ilyen terek itt f6ként a peremértékek
miatt érdekesek, amikor k + 1/2 egész. Az (2 peremét I'-val jeloljiik.

A folytonos bedgyazast a — nyillal jeloljiik, igy pl. igaz a H?> — C
bedgyazas, ha 1 < d < 3, vagyis : ekkor a H?-beli fiiggvények (durvan fogal-
mazva) egyben folytonosak is, és van olyan (csak Q-tol fiiggd) co konstans,
amellyel igaz a kovetkezd becslés :

dx+ |3

8:1:8

|lv|l¢ < col|v]| 2 minden v € H?-re.

A kovetkez6 tablazat azokat a feltételeket adja meg, hogy mikor hové
beagyazhato a H*(Q), amikor Q € IR? és 'y az Q-nak egy sima, s-dimenzios
feliilete.

feltétel d—2k<s|d—-2k<s d—2k <0
beagyazas Lo(T's)-be: | folytonos | kompakt | bedgyazas C(2)-ba

A kompakt bedgyazés pl. a sajatérték feladattal kapcsolatban érdekes.

Ha wu k-szor folytonosan derivalhato fliiggvény (2-ban, akkor Mj-val jelol-
jiik az Osszes k-adik derivaltjainak maximumat €2-n.

wp = wp Uy, jeloli a téglalap alaka racsot, 7, az Wy, racs perempont-
jait, 1d. 15.3.1., ahol ezen halmozok definici6ja taldlhatdé abban az esetben,
amikor €2 téglalap. Ekkor ~y-val jeldljiik a sarokpontok halmazat. Az wy-n
definialt fiiggvényeket racsfiiggvényeknek hivjuk. Skalarszorzatainak defini-
ciojanal azt a konvenciot tartjuk be, hogy az sszegek mindig az dsszes olyan
indexre térnek ki, amelyre az Osszegzett kifejezések definidltak.

A differenciahanyadosok jel6léseit az idéderivaltakat approximélo diffe-
renciahanydosok példajan mutatjuk meg itt (1d. részletesebben II-ben, 302-
303. 0.) :

ve=yi == =)/ we=yl = -y

j 1 —1
yp=yy = — )/ (20),

| 1. ) ,
v =vu=50-2+0e =y =yl gi=y
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A helykoordinitakra vonatkozo6 differenciahanyadosokkal kapcsolatban a
kovetkezs, mar II-ben is hasznalt szabalyt tartjuk be :

,egész” pontokban (z;-ben) definialt racsfiiggvény differenciahanyadosat
x-szel jeldljiik, az eredményt ,feles” ponthoz (x;4+1/2-hez) rendeljiik hozza.

Megforditva, ,feles” pontokban definialt racsfiiggvény differenciahanya-
dosat z-mal jeloljiik, az eredményt ,egész” ponthoz rendeljiik hozza. Igy
példaul a valtozo egyiitthato és lépéstavolsag esetén hasznaljuk a % (k(x)%)

sz

(kye)z = hi+1/2 j_ h¢f1/2 ((kyz)i+1/2 - (kyx)i—1/2)
= hoe i T <k(xi+1/2)2‘/(zvi+h1i)+l—ﬂy($i)
—k(xz—1/2)y($1)hz_:1y/(2le)) ’
ahol
hi—1jo i= @i — Tic1, hiy1je 1= Tig1 — Ti, Tixrjo = %174-331

Kétdimenzids egyenletek approximécidja téglalapos ekvidisztans racson
gyakran ugy irhato fel attekinthetébb és rovidebb médon, hogy a kifejezésben
valtozatlanul szereplé ;7 masodik, ill. 7 els6 indexet csak az utolsé zéarojel
mogott irjuk fel. Erre itt alljon mint példa a Laplace-operator standard
differencia-approximacioja :

(Ahu)ij = (uwlil +uw252)i,j
1 1
= T [(Uml)i+1/2—(um1)i—1/2] o [(Uzz)jﬂ/z—(uza)j—lﬂh
h1 J h2

- ui+1—2uz~+u,~_1 4 Uj+1—2’LLj+’LLj_1
B h? h3
1 j 2 i
_ o My T2ty | Ui = 2Ui U
B h? h3

1 2

= (uﬁml + ufzm)i,j'

A megfelel6 peremfelételek mellett kittizott peremérték feladat (klasszi-
kus) u megolddsédnak (z1;,Tq5)-beli u;; értékeinek vektordt wj-val jeloljiik

(az u — 1y egy leképezés C(€2)-bol bizonyos R"™be). A differencia egyen-
letek megoldéasét, az u;;-ket approximal6 értékeket gyakran y;;-vel jeloljiik.
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Ezeknek vektora vy, ill., ha azt akarjuk hangsilyozni, hogy az els6faji perem-
feltételek még nincsenek eliminalva és hozzatartoznak ehhez a vektorhoz,
akkor 7, a jelolés. A differencia egyenleteket Osszefoglaléd linearis rendszer
matrixa gyakran A, (maga a rendszer pl. Any, = ¢4), ill. Ap, ha az el-
s6faji peremfeltételeknek megfelel§ trivialis egyenletek is hozzatartoznak a
rendszerhez.

Ugyanakkor az y;;-ket tekinthetjiik, mint az y racsfiiggvény értékeit :
Yij = Y(21i, x9;). Differencia kifejezésekben a racsfiiggvény szerinti értelmezés
elényesebb, ott megtakaritjuk a h indexet. Méatrixokkal egyiitt vagy normak-
ban inkabb az y, vektort irjuk (ezzel ramutatva, hogy itt valojaban h-val in-
dexelt seregekrdl van sz6), de pl. instacionarius feladatoknal (amikor y ¢-t6l
is fiigg : yn(t;) = yj, = yn) vegyes jelolés is el6fordul :

1. . . . .
Y+ Anyn = @n, ahelyett, hogy — (vt —yl) + Apyl = @b

A végeselem modszer altal elGallitott kozelité megoldas vy, = Z;VZI Yw;,
ahol a wj-k a bazisfiiggvények és y; azoknak egyiitthatéi. Az y,-k vektora
y, amely az Ay = b rendszer megoldésa, ahol az A matrix a bilinearis a
formabol adodik : A = (ake), axe = a(we, wg). Ha a peremérték feladat
d-dimenziés, akkor A és h?A, Osszehasonlithatéak, ahol A, egy megfelels
differencia approximécié matrixa. Specialis esetben A = h9A,, is el6fordul.

IR%-ben a k-adfokt polinomok P(€;) linearis terét (amely tipikus a ha-
romszoges végeselemekre) a Qx(£2;) polinomtértsl kiilonboztetjiik meg, amely
tipikus a négyszoges elemekre. Az el6bbi azon z* - 232 ---23¢ alaku tagok
linearis kombinécidja, melyekre 0 < oy + ... + a4 < k, mig az utébbinél
0<ap<kafeltétel (£=1,...,d).
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tomegmaétrixld. matrix alatt
transzport egyenletld. egyenlet alatt
triangulacit15.6.2., 15.7.10.
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egyenletesen regularis15.7.5.
finomitasal5.4.4., 15.7.10.
konform15.6.2., 15.7.4.
nemkonform15.6.2., 15.7.10.

U

upwind-séma (avagy upstream-séma)l16.4.10., 17.4.0., 17.4.1., 18.10.2.,
18.12.: 11.c) feladat
utésimitasls.4.3.

A\

valtakoz6 iranyok modszereil6.7.1., 16.7.4.

véges térfogat15.6.2.

véges térfogat modszerld. boxmodszer alatt
végeselem modszer p-verzi6jalb.7.4.

végeselem sémal6.4.6., 18.3.2.

végeselem térpar, stabill7.5.4.

vegyes derivaltak approximaci6jalb.11.: 32. feladat
vegyes feladat16.1.3., 18.2.2.

vegyes végeselem modszerl7.5.2.

20.2 Tételek, lemmak jegyzéke

15.1. Tétel (J.H. Michael; egyenletesen elliptikus els6faji peremérték
feladat korrekt kitiizést)

15.2. 15.2. Lemma (az 6tpontos differenciaséma tulajdonsagai, 1)15.3.2.

15.3. Tétel (az 6tpontos differenciaséma stabilitasa)15.3.2.

15.4. Tétel (az 6tpontos differenciaséma konvergenciaja)15.3.2.

15.5. Tétel (maximumelvvel rendelkezd méatrixosztaly)15.3.2.

15.6. Tétel (szigora maximumelvvel rendelkezé matrixosztaly)15.3.2.

15.7. Lemma (monoton matrixi egyenletrendszer megoldasanak becslése)
15.3.2.

15.8. Kovetkezmények (az Otpontos differenciaséma tulajdonsagai, 2)
15.3.2.
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15.9. Tétel (szigoru diszkrét Hopf-féle maximumelv)15.3.2.

15.10. Kovetkezmény (pozitiv elemt inverz matrix)15.3.2.
nak stabilit4sa és konvergenciaja)15.3.4.

15.12. Tétel (Shortley—Weller séma stabilitasa és pontossiga)15.3.5.

15.13. Tétel (tovabbi, maximumelvvel rendelkezd méatrixosztaly) 15.11.

15.14. Lemma (az egyszeri iteracié simit6 tulajdonsaga)15.4.7.

15.15. Lemma (a szimmetrikus Gauss—Seidel iteraci6 simitasi tulajdon-
sdga)15.4.7.

15.16. Lemma (Reusken; Ecker—Zulehner; simitési tulajdonsag a nem-
szimmetrikus esetben)15.4.7.

15.17. Tétel (a W-ciklusos sima tobbracsos modszer konvergencidja)
15.4.8.

15.18. Tétel (Hackbusch; teljes tobbracsos modszer konvergenciija)
15.4.8.

15.19. Lemma (A Laplace—operator diszkrét Green-féle fiiggvényének
becslése)15.5.1.

15.20. Tétel (6nadjungalt elliptikus egyenletet approximalé differencia-
séma stabilitasa)15.5.2.

15.21. Tétel (6nadjungalt elliptikus egyenlet diszkrét Green—fiiggvényé-
nek becslése)15.5.2.

15.22. Lemma (,tilos” beagyazasi tétel)15.5.3.

15.23. Lemma (valtozo egyiitthatoju feladat megoldasanak maximum-
normabeli stabilitasa)15.5.3.

15.24. Lemma (diszkrét beagyazasi tétel)15.5.3.

15.25. Tétel (differenciaséma konvergenciija f € Lo esetén) 15.5.4.

15.26. Tétel (Szamarszkij, Lazarov, Makarov; differenciaséma konvergen-
ciaja Dirac-féle d-fiiggvény jelenlétében)15.5.5.

15.27. Lemma (a mésodfaju és harmadfaju peremfeltétel természetes)
15.7.2.

15.28. Lemma (Babuska; variacios feladat megoldhatosiga)15.7.3.

15.29. Kovetkezmény (linearis funkcional altal definialt operator egyértel-
miisége)15.7.3.

15.30. Tétel (Kadlec; variacios megoldas HZ-ban)15.7.3.

15.31. Tétel (k-adfoku Lagrange-féle interpolacié hibaja egyenletesen re-
gularis haromszoges triangulacion)15.7.5.

15.32. Kovetkezmény (Lagrange-féle konform végeselem modszer konver-
gencidja egyenletesen regularis triangulacion)15.7.5.

15.33. Tétel (Ciarlet; kozelité bilinearis forma egyenletes ellipticitasa)
15.7.6.

15.34. Lemma (Strang; kozelit6 variacios feladat hibaja)15.7.6.
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15.35. Tétel (Ciarlet; végeselem konvergencia kvadratira képletek hasz-
nalatakor)15.7.6.

15.36. Tétel (Hackbusch; a boxmédszer és a Courant—elemes végeselem
modszer eltérése)15.7.8.

15.37. Lemma (végeselem alapt tobbracsos modszer approximéacios tula-
jdonsaga)15.8.1.

15.38. Lemma (két norma ekvivalencidja a Courant-elemek esetén)
15.8.1.

15.39. Tétel (Hackbusch; végeselem alapi t6bbracsos modszer konver-
genciija)l5.8.1.

15.40. Lemma (Hackbusch; a t6bbracsos iteracios matrix tulajdonsagai,
1)15.8.2.

15.41. Lemma (Braess, Hackbusch; tébbracsos iteraciés matrix tulajdon-
sagai, 2)15.8.2.

15.42. Tétel (Braess, Hackbusch; szimmetrikus tobbracsos modszer kon-
vergenciaja)15.8.2.

15.43. Tétel (Braess, Hackbusch; V-ciklus konvergenciija szimmetrikus
esetben)15.8.2.

15.44. Lemma (U. Langer és tarsai; 6nadjungalt tobbracsos operatorok
spektralis ekvivalencidja)15.8.5.

15.45. Tétel (U. Langer és tarsai; Dirichlet-tartomany dekompozicios
prekondicioner becslése)15.8.5.

15.46. Lemma (Dryja; a Dryja-féle prekondicionalasi matrix becslése)
15.8.5.

15.47. Tétel (Riesz—Schauder elmélet)15.9.1.

15.48. Tétel (egyszeres sajatérték végeselem approximéciojanak konver-
genciaja)l15.9.1.

15.49. Lemma (bilinearis végeselem approximéacio sajatértékei) 15.9.2.

15.50. Lemma (Rayleigh-hanyados tulajdonsagai)15.9.3.

15.51. Tétel (Prikazcsikov—Himics;  prekondicionalt gradiens modszer
konvergenciaja)15.9.3.

16.1. Tétel (parabolikus egyenlet maximumelve)16.2.

16.2. Kovetkezmény (6sszehasonlitési tétel)16.2.

16.3. Tétel (Ladiizsenszkaja, Uralceva; gyenge megoldas tulajdonsagai)
16.2.

16.4. Lemma (az explicit séma maximumnormabeli stabilitdsa)16.4.3.

16.5. Tétel (Szamarszkij; kétréteges séma kezdetiértékek szerinti stabi-
litésa)16.4.3.

16.6. Tétel (kezdetiérték szerinti és jobboldal szerinti stabilitas ekviva-
lenciaja)16.4.3.
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16.7. Tétel (Szamarszkij; kétréteges séma jobboldal szerinti stabilitasa)
16.4.3.

16.8. Tétel (stlyozott differenciaséma konvergenciaja)16.4.4.

16.9. Tétel (masodfaju és harmadfaju peremfeltételekhez tartozd méatrix
tulajdonsagai)16.4.5.

16.7. Tetel (Kétréteges séma jobboldal szerinti Ly (@, )-stabilitasa, ha
o> 1)16.4.5.

16.9’. Kovetkezmény (konvergencia L (wy)-normaban mésod- és harmad-
faju peremfeltételek esetén)16.4.5.

16.10. Tétel (konvergencia Lo (wy)-normaban méasodfaju peremfeltételek
esetén)16.4.5.

16.11. Tétel (a végeselem séma stabilitasa)16.4.6.

16.12. Lemma (két stlyozott séma M-méatrix tulajdonsiga)16.4.7.

16.13. Tétel (két sulyozott séma pozitivitastartasa)16.4.7.

16.14. Tétel (stabilitds a maximum norméban)16.4.7.

16.15. Tétel (a Crank—Nicolson eljaras aszimptotikus stabilitdsa) 16.4.9.

16.16. Tétel (stabilitas valésan pozitiv definit matrix esetén) 16.4.10.

16.17. Lemma (valtozé egyiitthatoju differencia-approximécio tulajdon-
sagai)16.5.1.

16.18. Kovetkezmény (valtozo egyiitthatoji, silyozott differenciaséma
stabilitdsa)16.5.1.

16.19. Tétel (Szamarszkij; id6t6l fiiggd kétréteges differenciaséma stabi-
litdsa)16.5.2.

16.20. Lemma (specialis bedgyazasi tételek)16.5.3.

16.21. Tétel (a silyozott differenciaséma konvergenciija hengerszimmet-
ria esetén)16.5.3.

16.22. Tétel (hengerszimmetrikus eset: konvergencia a maximum nor-
méaban)16.5.3.

16.23. Tétel (Szamarszkij; Newton-modszer konvergencidja nemlineéris
parabolikus egyenlet megoldasakor)16.6.

16.24. Tétel (a Peaceman-Rachford eljarés stabilitasa) 16.7.1.

16.25. Tétel (evolicios egyenlet gyenge megoldésa) 16.8.

16.26. Tétel (szemidiszkretizacié hibabecslése) 16.8.

16.27. Tétel (az implicit Euler-Galjorkin modszer hibabecslése) 16.8.

17.1. Tétel (dramfiiggvény létezése és unicitasa)17.2.1.

17.2. Tétel (divergenciamentes vektormezs ortogonalis felbontésa) 17.2.1.

17.3. Kovetkezmény (tetszbleges vektormezs ortogonalis felbontéasa)
17.2.1.

17.4. Lemma (a Frjazinov-korrekcié tulajdonsagai)17.4.1.

17.5. Lemma (a Frjazinov—approximécié gyenge monotonitasa) 17.4.1.
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c sz

stabilitasa)17.4.1.
17.7. Lemma (A diszkrét grad és div operatorok adjungéltsaga) 17.4.2.

“ s,

bilitasa)17.4.2.
17.9. Tétel (variacios feladat nyeregpontjanak jellemzése)17.5.1.
17.10. Tétel (vegyes variacios feladat megoldhatosaga)l17.5.2.
17.11. Tétel (Necas, a divergencia-egyenlet stabil megoldasa)17.5.2.
17.12. Tétel (vegyes variacios feladat megoldasanak stabilitasa) 17.5.2.
17.13. Lemma (diszkrét vegyes variacios feladat szingularitasa) 17.5.3.
17.14. Tétel (vegyes végeselem megoldas tulajdonsagai)17.5.3.
17.15. Tétel (a Céa-lemma altalanositasa a vegyes végeselem modszerre)
17.5.3.
17.16. Tétel (vegyes végeselem megoldas konvergenciaja)17.5.3.
17.17. Lemma (Fortin; az inf-sup-feltétel teljesiilése)17.5.4.
17.18. Tétel (masodrendii Crouzeix—Raviart elem stabilitasa)17.5.4.
17.19. Lemma (Verfiirth—fogas)17.5.4.
17.20. Tétel (Arnold, Brezzi és Fortin; a minielem stabilitasa) 17.5.4.

18.1. Tétel
18.2. Tétel

hullamegyenlet szemidiszkretizaciojanak hibaja)18.3.2.
Neumann-féle stabilitasi feltétel érvényessége) 18.4.2.

18.3. Tétel (elégséges stabilitasi feltétel, 1)18.4.2.

18.4. Tétel (elégséges stabilitasi feltétel, 2)18.4.2.

18.5. Lemma (Szamarszkij, Gulin; speciélis norma)18.5.

18.6. Tétel (Szamarszkij, Gulin; a stlyozott séma stabilitdsa kezde-
tiértékek szerint)18.5.

18.7. Tétel (Szamarszkij, Gulin; a silyozott séma stabilitasa a jobboldalra
nézve)18.5.

18.8. Kovetkezmény (stlyozott séma stabilitasi becslése)18.5.

N N N

18.9. Lemma  (inhomogén hiperbolikus séma visszavezetése homogén
egyenletek sorozatéara)l18.5.

18.10. Tétel (Szamarszkij; a hiperbolikus séma stabilitdsa a jobboldal
szerint)18.5.

18.11. Tétel (Szamarszkij; haromréteges hiperbolikus séma konvergen-
cidja)18.6.

18.12. Lemma (Godunov; linearis homogén sémak monotonitésa)18.10.2.

18.13. Tétel (Godunov; a homogén transzport-egyenlet séméainak jellem-
zése)18.10.2.

18.12. Tétel (blokk-tridiagonalis Gauss—eliminaci6 stabilitdsa)18.10.3.
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20.3 Pszeudokddos algoritmusok jegyzéke

sima tobbracsos modszer15.4.3.

teljes tobbracsos modszer15.4.3.

tobbracsos mddszer nemrekurziv algoritmusalb.4.3.

eljaras nemlinearis rendszer tobbracsos megoldasaral5.4.9.
merevségi matrix és terhelési vektor osszeallitasalb.7.7.
prekondicionalt gradiens modszer (sajatérték feladat)15.9.3.
blokk-tridiagonalis Gauss—eliminaci618.10.3.

20.4 Tablazatok jegyzéke

otpontos és kilencpontos differenciaséma pontossdga mintafeladaton
15.3.2.

fontosabb modszerek tar- és miiveletigénye a kétdimenziés Poisson—egyen-
let megoldasakor15.3.3.

kiilonb6z6 végeselemek rendjel5.7.5.

Courant—elemes modszer pontossaga mintafeladaton15.7.8.

az 1. 1.6.1-beli tablazat folytatésa (10° ismeretlenti rendszer megoldasa)

15.8.
bedgyazasi tételek feltételei Hilbert—terek eseténl9.



