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ELOSZO

helyett egy kis torténelem, mar ami ezzel a konyvvel kapcsolatos:

1969-ben a budapesti Gondolat Kiadd tizenhat dolgozatbol allé cikkgytijteményt jelentetett meg Matematikai
érdekességek cimmel. A cikkek a Tudomanyos Ismeretterjeszté Tarsulat Jozsef Attila Szabadegyetemén
rendezett Matematika mindenkinek cimii sorozat legkiemelkedObb el6adasainak anyagat olelték fel. Az
eléadasok célja a matematika népszeriisitése volt, témaik szélesebb érdeklodésre tartottak szamot. A cikkek
nagy része kozismert kérdésekkel foglalkozott: szamkitalalos jatékokkal, a sakk, a totd-lottd, a Barkochba és
kiilonféle szerencsejatékok matematikai problémaival, de ezenkiviil is szamos érdekes témaval talalkozhatott a
konyv olvasdja; ezeknek segitségével konnytl, jatékos, szorakoztatd forméaban egészithette ki és fejleszthette
tovabb matematikai ismereteit.

1977-ben az Urania-Verlag (Leipzig-Jena—Berlin) németre fordittatta és Mathematisches Mosaik cimmel kiadta
a konyvet. Még ugyanennek az évnek folyaman megjelent a volt NDK-ban a kényv masodik kiadasa, s6t
ugyancsak 1977-ben az Aulis Verlag Deubner & Co KG Kdln az NSZK-ban is kdzrebocsatotta a konyvnek ezt a
valtozatat.

1980-ban a szo6fiai Tehnika kiaddé magyarrdl bolgar nyelvre fordittatta és Matematicseszka mozajka cimmel
jelentette meg a konyvet.

1987-ben a vars6i Wiedza Powszechna a német nyelvii valtozatot lengyelre iiltette at és ezt adta ki Mozaika
matematyczna cimmel.

Ko6zben Magyarorszdgon meglehetdsen rovid idS alatt elfogyott a megjelent 4200 példany, és az Gjabb olvasok
hiaba szerettek volna hozzajutni a konyvhoz, ez a faradozasuk sikertelennek bizonyult, mert bar ismételt
javaslatok érkeztek a Gondolat Kiad6 akkori igazhat6éjdhoz a konyv 1j kiadasat siirgetve, 6 nem vette
figyelembe ezeket.

1997-ben a Typotex Kiadd palyazatot nyujtott be a Miivelddési és Kozoktatasi Minisztériumba. Ebben anyagi
tdmogatast kért a Matematikai érdekességek ciml konyv 1j, atdolgozott valtozatdnak megjelentetéséhez. Az
illetékesek 1998 marciusaban kozolték, hogy a Typotex Kiadd megnyerte a palyazatot. Ezek utan kezdddott meg
az uj kiadas eldkészitése. A kovetkezdkben szeretnénk roviden ismertetni, hogy lényegében mi a kiilonbség az
eredeti és az atdolgozott kiadas kozott.

Kezdjiik a cimmel! Az idegennyelvii forditasok cimének hatasara az 0j kiadas cime: Matematikai mozaik.

Az eredeti kiadasnak két cikke maradt ki az atdolgozottbdl, mégpedig A toto-lottdjaték matematikai problémai
cimi, mert ez 1ényeges atdolgozast igényelne, amire a szerzd: Révész Pal — mas irdnyu elfoglaltsdgai miatt —
nem tudott vallalkozni. Tovabba a szerzd: Lanczi Ivanné kivansagara a Szoérakozas szamrendszerekkel cimii
cikk.

Az atdolgozott kiadas 10j cikkei: Vadkerty Tibor — Hodi Endre: A Héron-féle haromszogekrdl. Ez elsdként A
Matematika Tanitdsa ciml szakmodszertani folydiratban jelent meg 1979-ben, és még abban az esztendében
¢lénk visszhangot valtott ki a hazai szakmai kordkben, de még 1996-ban is hivatkozott rd egy tekintélyes
kiilfoldi szakfolyoirat.

Az olvasok bizonyara nagy érdeklddéssel olvassak majd Ronyai Lajos: Egy igazan csudalatos bizonyitas cimii
cikkét, amelyben a szerzé a matematika egyik legizgatobb problémajanak megoldésara iranyuld erdéfeszitéseket
kdveti nyomon a probléma felvetésétol kezdve, egészen napjainkban tértént megoldasaig.

Az 10j kotet utolso cikke Laczkovich Miklostol szarmazik. Cime: Primképletek. Ez eredetileg a Kozépiskolai
Matematikai Lapokban jelent meg. A cikkben az illusztris szerz6 olyan, régi szamelméleti problémakat targyal
terjedelmes matematikai apparatussal, amelyek megoldasara iranyulo torekvések még napjainkban is vezettek 1j
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eredményekre. A cikk meglehetésen magas szinvonalu, egyes — fontos eredményeket kozld — részletei itt
jelentek meg el6szor magyar nyelven.

Valamennyi — régi és j — cikk szdvegét atolvastuk, az észrevett sajtohibakat kijavitottuk (és reméljiik, hogy
nem vétettlink vjakat). Ezenkiviil elvégeztik a sziikségessé valt korszer(isitéseket mind szakmai, mind
helyesirasi, mind stilaris szempontbdl.

Reméljiik, hogy az 1ij, atdolgozott kiadas ugyanannyi dromet okoz majd a kdnyv olvasdinak, mint az eredeti
okozott annak idején.

Budapest, 1998 Karacsonyan Hodi Endre
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TALALJA KI, MELYIK SZAMRA
GONDOLTAM!

(SZAMOK KITALALASARA VONATKOZO TREFAS FELADATOK MATEMATIKAI HATTERE)
VARGA TAMAS

A gondolatolvasasban csak babonas emberek hisznek. Valamely informaciéonak mindig anyagi tton kell eljutnia
a ,,gondolatolvasohoz”, amibdl az kdvetkeztetni tud. A latszdlagos titokzatossagot az okozza, hogy a megfigyel6
vagy az informacio utjat nem tudja nyomon kdvetni, vagy a kovetkeztetést nem tudja levonni az informaciobol a
gondolt névre, szamra stb. Matematikarol 1évén sz6 — ha szoérakoztatdé formaban is —, nem pedig bilivészetrdl,
ezért csak olyan szamkitalalos trilkkokrdl beszéliink, amelyekben az informacié utja koriil nincs semmiféle
iigyeskedés, zsonglérkddés, csupan az okozhat meglepetést, hogy a kapott adatokbdl hogyan lehet kitalalni a
gondolt szdmot.

Ilyen értelemben beszélhetiink gondolt szamok és mas adatok kitaldlasardl, vagy — ha tetszik — most mar
felreértés veszélye nélkiil mondhatjuk: gondolatolvasasrol. Ennek a gondolatolvasasnak egyik-masik triikkjét az
iskolasgyerekek is megtanuljak mar az altalanos iskola nyolcadik osztalyaban.

,,Gondoltam egy szdmot” — mondja a tanar. A gyerekek tudomdsul veszik, és leirjak a flizetiikbe:
X.

,,Hozzaadtam 4-et.” A gyerekek igy folytatjak:

x+4.

,»Az eredményt megszoroztam 5-tel, és igy 50-et kaptam™:

(xt+4)[15=50.

Innen persze konnyt kitalalni, visszafelé okoskodva, hogy amit a tanar 5-tel megszorzott, az 10 volt, s amihez
4-et adva 10-et kapott, az 6 volt, és ez éppen a gondolt szam. Az adott esetben szinte még a lejegyzés — az
egyenlet felirasa — is felesleges, hiszen ezt a két miiveletet konnyl fejben tartani és az eredménybdl kiindulva
visszapergetni. De ha tobb miivelet van, és nem ilyen egyszerlick a szamok, akkor mar jol jon az egyenlet
felirasa.

Vannak olyan esetek is, amikor a visszafelé okoskodas ebben az egyszeri formaban nem alkalmazhatd, mas
mobdszerekre van sziikség. Ha példaul az elébb 5-tel vald szorzas utan igy folytatta volna a tanar: ,,...az
eredménybdl elvettem a gondolt szam kétszeresét, és igy 50-et kaptam”, akkor a lejegyzés ugyan nem nehéz:

(r+4)[15-2x=50,
de a gondolt szam kitalalasahoz tudni kell, hogy az

(x+4)
-nek az 5-szO6rése ugyanannyi, mint az

X
-nek az 5-szordse meg a 4-nek az 5-szordse, vagyis

5x+20

(5x+20)-2x=50,




és ebbdl az

(5x+20)
-bol tgy lehet elvenni a

2x
-et, hogy az

Sx
-bdl elvessziik, a 20-hoz pedig nem nyulunk:

3x+20=50.
Innen mar kénnyi kitalalni visszafelé okoskodva, hogy a gondolt szam ebben az esetben 10.

Lassunk most egy olyan valtozatot, amit az iskoldkban nem nagyon tanitanak. El6szor is valtoztassuk meg a
szereposztast! Valaki gondol egy szamot, a masik (a ,,gondolatolvas6”) megmondja neki, hogy milyen
miiveleteket végezzen a szammal, aztan megkérdezi az eredményt, és ennek alapjan kitalalja a gondolt szamot.

Legyen az elbiras példaul a kdvetkez6: ,,Gondoljon egy szamot! Akarmekkora pozitiv egész szam lehet.
Szorozza meg 2-vel! Adjon az eredményhez 4-et! Amit kapott, azt szorozza meg 5-tel! Vonjon ki ebbdl 7-et! Mi
az eredmény? 173? Akkor 16-ra gondolt”. Nem kell szamolomiivésznek lenni ahhoz, hogy valaki egy
masodpercnél rovidebb id6 alatt kitaldlja az eredményiil kapott szambol, a 173-bdl, a gondolt szamot, a 16-ot.
Még az egyenletek megoldasahoz sem kell értenie. Nincs sziiksége arra, hogy elvégezze az eredményként kapott
szammal az eldirt négy miivelet forditottjat. Csak azt kell tennie, hogy elhagyja az eredmény utolsé jegyét, és a
megmarado6 szambol kivon 1-et. Az eldirt miiveletek ugyanis ezt ,teszik”

x
-szel:

(2x+4)15-17,
de ez ugyanannyi, mint

10x+20-7,
vagyis

10x+13,
vagyis

10(x+1)+3.
Ennek a szdmnak az utolso jegye mindig 3, ha

X
pozitiv egész szdm, hiszen ez a szam 10-nek egy tobbszordsénél 3-mal nagyobb. Az utolsd jegynek, a 3-nak az
elhagyasa azt jelenti, hogy a szambol kivonunk 3-at, és az eredményt elosztjuk 10-zel. Akkor pedig a

10(x+1)+3
b6l

x+1

lesz. EbbSl mar csak ki kell vonni egyet, hogy a gondolt szam maradjon. Az utolsé jegyet elhagyni ¢és a
megmarad6 szambol 1-et kivonni a leggyengébb fejszdmolonak is egy rovid pillanat miive. Gondolhatott a
masik akar 999-re is, csak neki volt hosszadalmas a szamolas, amig 10003-ig eljutott, nekiink ugyanolyan
koénnyt a gondolt szdm megallapitasa ebben az esetben is:

1000-1=999
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Fokozhatjuk a hatdst, ha még egy gondolt szamot — de most mar egyjegyiit! — hozzdadatunk az el6bbi
miiveletsorozat eredmény¢hez. Ha ezt a szamot

y
-nal jeldljik, akkor

10(x+1)+3+y
lesz a miiveletsorozat eredménye, és ebbdl mindkét gondolt szamot kitalalhatjuk. Kivonunk beldle 3-at, lesz

10(e+T)+y,
¢és ennek az utolso jegye

y
(ha

y
csakugyan egyjegyll!), a megmaradoé résznél 1-gyel kisebb szam pedig megint

X

Bonyolithatjuk tovabb is a triikkkdt. ,,Szorozza meg az eredményt 25-tel, vonjon ki bel6le 74-et, ezt még
szorozza meg 4-gyel, adjon az eredményhez 97-et és még egy szamot, ami most kétjegyii is lehet.” Ha ebbdl
1101-et kivonunk, akkor az utolsé két jegy, a megel6z0 jegy és a még megmarado jegyek megadjak az utoljara
kigondolt kétjegyti, az elétte gondolt egyjegyii és az el6szor gondolt akarhanyjegyti szamot. Szamoljunk csak
utana! Ugyanezt a feladatot varialva, kitalalhatjuk egyszerre harom kockadobas eredményét (ekkor a szamok
eleve egyjegytieck) vagy valakinek a sziiletési évét, honapjat, napjat is. Ha bizunk abban, hogy nem tévediink
évtizedet, akkor az utobbi esetben a sziiletési év utolso jegye lehet a masodszorra megkérdezett egyjegy(i szam,
a honap sorszamat kérdezhetjiik példaul elészor, a napot utoljara. Ha azonban nem vagyunk biztosak az
évtizedben, akkor modositanunk kell a triikkkot. Aki az alapelvet megértette, annak mar ez sem lesz nehéz.

([L0GH1) 340y (125741 14497 +2=  =(250x+250+75+25y—74)14+97+z=  =1000x+100y+1004+97+z=
=1000x+100y+2z+1101

Talan az elébbieknél is jobban meglepi az olvasot a kdvetkezd egyszerti triikk:

,»Gondoljon egy szamot! Adjon hozza 6-ot! Szorozza meg az egészet 2-vel! Adjon hozza még 4-et! Vegye a
kapott szamnak a felét! Vonja ki beldle a gondolt szamot! Biztos benne, hogy jol szamolt? Akkor 8 maradt.”

Hogyan? Hat barmiféle informacié nélkiil kitaldlhatom azt a szamot, amelyet a masik ember hosszas
fejszamolgatas utan éppen fejben tart, amikor még csak azt sem tudom, hogy milyen szambol indult ki?
Lehetséges volna mégis a gondolatolvasas? Szo sincs rdla, egyszeri matematikai tigyeskedés az egész. Olyan
miiveletsorozatot végeztettiink a masikkal, amelyben 8-nak kellett maradnia. Lassuk csak:

((x+6)02+4/2)—x,
ez a miveletsorozat végeredménye. Hozzuk egyszeriibb alakra! A szdmlalo mindkét tagjat eloszthatjuk 2-vel;

x+6+2—x,
err6l pedig mar mindenki latja, hogy 8, akdrmi is az

x
Egy kis algebraval — s6t mar egy kis jézan ésszel is — akarhany olyan miveletsorozatot kigondolhatunk, amely a

kiindulastol fiiggetleniil mindig ugyanarra az eredményre vezet. Az alabbi triikkkot konnyli megjegyezni, annal
nehezebb megmagyardzni. Gondoljon valaki egy haromjegyli szamot, amelyben a széIs6é jegyek kiilonbsége
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legalabb 2. (Pl. 365 megfelel céljainknak, de 465 vagy 565 nem.) Forditsa meg a gondolt szam jegyeinek
sorrendjét, és vegye a két szam kiilonbségét!1 Forditsa meg a kiilonbségben is a jegyek sorrendjét, és adja Ossze
ezt a két szamot! Az eredmény mindig 1089.

Végezziik el a mondott miiveleteket néhany olyan szamon, amelyek kovetelményeinknek megfelelnek:

563 400 913 801
-3650] —004(] =3190] —108(]
198 396 594 693
+89101 +693 (] +4950] +3960]
1089 1089 1089 1089

Persze ez a négy eset még nem bizonyitja, hogy sok szdz esetben is 1089 lesz az eredmény. Probaljuk
megkeresni a tdrvényszeriiséget, amely ezt biztositja.

Elbszor is észrevehetjiik, hogy a kivonassal kapott szam (a kozbiilsé eredmény) kozépsé jegye példainkban
mindig 9, két sz¢€Is6 jegyének pedig az Osszege 9. Véletlen ez, vagy maskor is mindig igy van?

Nagyobb szambol vonunk ki kisebbet, tehat az elsé jegy mindenesetre nagyobb font a kisebbitenddben, mint
lent a kivonandoban (feltevésiink szerint nem lehet egyenld). De akkor az utolso jegy éppen megforditva, font
kisebb, lent nagyobb. Kivonaskor tehat ,,marad 17, amit atvisziink a tizesekhez. Ott egyébként egyenld szamok
vannak, ¢és igy 0 lenne a kiilonbség, de az 1 atvitele miatt 9 lesz, és a szdzasokhoz megint atvisziink 1-et. Ezért a
kozbiilsé eredmény els6 jegye 1-gyel kisebb lesz, mint eredetileg a széls6 jegyek kiillonbsége. Azt mar sejtjik,
mire volt jo kikdtni, hogy a szélsé jegyek kiilonbsége legalabb 2 legyen: igy a kozbiilsé eredmény elsé jegye
legalabb 1, vagyis haromjegy(i szamot kapunk. Mindjart latni fogjuk, hogy ez miért fontos, de egyeldre azt
akarjuk megérteni, hogy a kozbiilsé eredmény sz€lso jegyeinek miért 9 az dsszege. Akarmekkora is az eredeti
szam sz€Is6 jegyeinek kiilonbsége, a kozbiilsé eredmény utolso jegye ezt 10-re egésziti ki (ha 2 a kiilonbség,
akkor 8 lesz az utolso jegy; ha 3, akkor 7 lesz stb.). A szdzasok kivonasakor viszont 1-gyel kevesebbet kapunk,
mint amennyi a sz€lsé jegyek kiilonbsége volt. A kozbiilsé eredmény elsé és utolsod jegye tehat nem 10-re,
hanem 9-re egészitik ki egymast.

Most még azt kell végiggondolnunk, hogy ha a kozbiilsé eredmény jegyeinek sorrendjét megforditjuk, és a két
szamot O0sszeadjuk, miért kapunk mindig 1089-et. Szamoljunk csak utana: az utolso jegyek Osszege 9, az elsé
jegyekeé is annyi, de az 9 szazast jelent, a kdz€pso jegyek Osszege 180, dsszesen

9+900+180=1089.

Ha nem kotottiik volna ki, hogy a sz¢1s6 jegyek kiilonbsége legalabb 2, akkor a kozbiils6 eredmény kétjegyt is
lehetett volna (ti. 99), s6t egyjegy is (ti. 0), és ha ezekben a szamokban megforditjuk a jegyek sorrendjét, és
Osszeadjuk a két szamot, akkor nem 1089 lesz az eredmény, hanem 198 és 0. (Az els6 esetben egy fogassal
elérhetjiik, hogy 1089 legyen a végeredmény: azt mondjuk, hogy haromjegyiinek tekintjiikk a 99-et is, vagyis
099-nek irjuk; ekkor

099+990=1089
. A méasodik esetben még ez sem segit.)

Sokféle szamkitalald trikkk alapul a kilences maradékok tételén, amelyet igy fogalmazhatunk: ,Ha egy
természetes szamot elosztunk 9-cel, akkor ugyanazt a maradékot kapjuk, mint ha a szam jegyeinek Osszegét

1Kiilonbségen itt és alabb mindig pozitiv kiilonbséget értiink (a nagyobb szambol vonjuk ki a kisebbet).
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osztottuk volna el 9-cel.” Ez mas szdval azt jelenti, hogy barmely tobbjegyli szam 9-nek egy tobbszordsével
kiilonbozik a sajat szamjegyeinek 0sszegeétdl. (Ezt példaul haromjegyii szamokra igy lathatjuk be:

(100x+10y+2)
-nek és jegyei Osszegének, vagyis

(xty+z)
-nek a kiilonbsége

99x+9y
, s ez csakugyan tobbszordse 9-nek, pontosan

(11lx+y)

-szorosa. Kétjegyli vagy haromnal tobbjegyli szamok esetében is egészen hasonld a bizonyitas.) Ha tehat egy
ismeretlen szamot megszoroz valaki 9-cel, a szorzatnak kihtizza az elsé jegyét, és megmondja a tobbi jegy
Osszegét, akkor ebbdl mar kitalalhatjuk a kihtizott elsé jegyet: csak ki kell egésziteniink a kapott szamot 9
legkdzelebbi, nala nagyobb tobbszorosére. Példaul

555019=4995

, utols6 harom jegyének Osszege 23, és ezt éppen 4 egésziti ki 9 kdvetkezd nagyobb tobbszordsére, 27-re. (Ha
nem az elsd jegyet huzatjuk at, akkor ki kell kotniink, hogy az athtuzott jegy ne 0 legyen, kiilonben a trilkkk nem
mindig sikeriil. Aki megértette a fentieket, az konnyen rajohet, miért.)

Persze nemcsak 9-cel szorozhatjuk meg a gondolt szamot, hanem 9-nek barmely tobbszordsével is; s6t 9-cel
oszthaté szamhoz jut a partneriink akkor is, ha példaul kivonja a gondolt szambdl a szam jegyeinek Osszegét
vagy a jegyei megforditasaval kapott szamot stb. Amint igy vagy ugy elértiik, hogy 9-cel oszthatd szama legyen,
a triikkkot ugyanugy folytathatjuk tovabb, mint az eldbb.

Lassunk most egy egészen mas természetli, de nem kevésbé meglepd szamkitalalos jatékot! Rajzoljuk le egy ora
szamlapjat, és kérjiink meg valakit, hogy gondoljon egy egész szamot 1 és 12 kozott (a hatarokat is beleértve)!
Tobbszor egymas utdn koppantani fogunk ceruzénkkal a szamlapon, neki minden koppantésra eggyel tovabb
kell szamolnia. Ha példaul 8-at gondolt, akkor az els¢ koppantaskor mar 9-re kell gondolnia, a masodik
koppantéskor 10-re, és igy tovabb. Amikor eléri a 20-at, akkor ceruzénk a szamlapnak éppen arra a szamara fog
mutatni, amire eredetileg gondolt.

. dhra

Hogyan koppantsunk, hogy csakugyan igy legyen? Az elsd 7 koppantas mehet Gssze-vissza, hiszen a 20-at
akkor sem éri el a hetedikre, ha torténetesen a lehet6 legnagyobb szamra, 12-re gondolt. Nyolcadszorra azonban
elérheti a 20-at, tudniillik éppen abban az esetben, ha 12-re gondolt; koppantsunk tehat nyolcadiknak a 12-re. Ha
a 11-re gondolt, akkor kilencedik koppantasnal éri el a 20-at; koppantsunk tehat kilencediknek a 11-re. Es igy
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tovabb, a tizedik koppantasnak a 10-re, a tizenegyediknek a 9-re, ..., a tizenkilencediknek az 1-re kell esnie, és
akkor akdrmelyik szamra gondolt is a masik, éppen akkor mutatunk ra a gondolt szdmra, amikor 6 a 20-hoz ér a
szamlalasban. Mi persze nem vessziik észre, mikor torténik ez meg, de 6 mégis azt hiszi, hogy kitalaltuk a
gondolt szamot, hiszen pontosan az ¢ szamat érte a koppantas, amikor 6 a 20-hoz ért. Hatasosabb a triikk, ha
megkérjiik, hogy csak 19-ig szamoljon fejben, a 20-at mar mondja ki hangosan. Akkor persze mi sem folytatjuk
tovabb a kopogast, hanem diadalmasan ranéziink, és igy teljes lesz az illiizioja természet feletti képességeinkrdl
— amig meg nem magyarazzuk neki a fortélyt.

A szamkitalalasoknak egy érdekes fajtija a talalgatosdi. Ha példaul valaki 1 és 100 kozott (a hatarokat is
beleértve) gondol egy egész szamot, hanyadik probalkozasra tudnank kitalalni, melyik szdmra gondolt? Ha nagy
szerencsénk van, esetleg elsore eltalaljuk, de lehet olyan pechiink is, hogy csak a szazadikra hibazunk ra, feltéve,
hogy az illeté csak arrol informdl benniinket minden egyes talalgatisunk utan, hogy eltaldltuk-e a gondolt
szamot vagy nem. Ha azonban csak egy kicsit is jobban informal minket; tudniillik megmondja, hogy a mi
szamunk sok-e vagy kevés, akkor a hetedikre mindenképpen (esetleg hamarabb is) kitaldlhatjuk a szdmot.
Persze nem ugy, hogy vaktaban tapogatézunk, hanem szisztematikus felderité munkaval. Egy példan kénnyebb
megmagyarazni, hogyan.

Gondoltam egy szamot 1-t61 100-ig.
50

sok

25

sok

12

sok

kevés

kevés

11

sok
Akkor 10.
Eltalaltad.

Latjuk, hogy az elv: a még szoba johetd szamkoz felezése (vagy pontosan, vagy kozelitdleg). Két felezés utan az
eredeti szamkodz negyedéhez, harom felezés utan a nyolcaddhoz, ..., hét felezés utan a 128-addhoz jutunk.
(Persze ha a szamkoz hossza paratlan szammal fejezhet6 ki, akkor meg kell elégedniink kozelitd felezéssel és
igy ez a szam kissé modosulhat.) Ez azt mutatja, hogy nemcsak 1-t61 100-ig, hanem 1-t6l 128-ig is kitalalhatjuk
a gondolt szamot hét probalgatassal; valdjaban csak 127-ig, mert a hetedik felezéssel a 126-t61 128-ig terjed6
szamkozt felezziik, 127-et mondunk, és ha a felelet még ekkor is ,.kevés”, akkor a ,,128” mar a nyolcadik
probalgatas lesz. (Persze az utolsd probalgatasra mar nem illik a ,,probalgatas” név, hiszen akkor mar biztosra
megyiink, mint az el6bb is a 10-nél.)
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Hasonl6 mddszerrel nemcsak szamokat talalhatunk ki, hanem datumokat is (az év barmely napjat legrosszabb
esetben kilencedikre), kezddbetiiket, szavakat stb.

Utoljara hagytam az ugynevezett ,,blivészkartyaval” valo szamkitalalas kérdését.

Hat papirlapon — ezek a bilivészkartyak — pozitiv egész szamok vannak, amelyek nagysag szerint kdvetkeznek
egymas utan 59-ig vagy 60-ig. Nem folyamatosan, sok szdm kimarad kdzben, az egyik kartyan ezek, a masikon
azok, valami bonyolult rendszer szerint. Gondolni kell egy szamot 1-t6l 60-ig, és a ,,gondolatolvasonak”
odaadni mindazokat a kartyakat, amelyeken megtalalhat6 a gondolt szdm. Ennek alapjan 6 pillanatok alatt
megmondja, hogy mi a gondolt szam. A tobbi kartyat még csak meg sem nézi.

Koénnyl dolga van: csak dssze kell adnia a neki atadott kartyak els6 szamait, ezek dsszege lesz a gondolt szam.
Ha pl. a 16-tal, 4-gyel és 8-cal kezd6d6 kartydkat adjék a kezébe, akkor a gondolt szdm

16+4+8=28
. Ezt a titkot a hasznalati utasitas is elarulja; azt azonban nem, hogy min alapul a kartydknak ez a csodalatos
tulajdonsaga. Megprobalunk most feleletet adni erre.

Nézziik csak meg a kartyakon levé szamokat; nem fedeziink-e fel rajtuk valami szabalyossagot, ami titbaigazit.

Az elsO (4 jeli) kartyan a paratlan szamokat talaljuk 1-t6l 59-ig. A tobbi kartyan nem lathatd ilyen egyszerii
szabalyossag. Feltiin azonban, hogy els6 szamaik — éppen azok a bizonyos elsé szamok, amelyeket a hasznalati
utasitds szerint O0ssze kell adni — 2, 4, 8, 16, 32; vagyis mindegyik kétszer akkora, mint az elézo. A
matematikusok ugy nevezik ezeket a szamokat, hogy ,,2 hatvanyai”. Példaul

2=21

>

4=22=2112

E

8=23=2[12012
stb. Az els6 kartya legels6 szama 1; ez is 2 hatvanyai k6z¢ tartozik, 2-nek a 0-adik hatvanya (hogy miért, az
most mellékes).

A ,,gondolatolvasd” tehat, akarmi volt is a gondolt szdm, mindig 2 hatvanyai koziil ad 6ssze valahanyat, és a
hasznalati utasitas szerint ezeknek a hatvanyoknak az Gsszege lesz a gondolt szam. Ugy latszik, barmely szamot
fel lehet irni (vagy ahogy mondani szokas, eld lehet allitani) 2 hatvanyainak §sszegeként, mégpedig gy, hogy
minden hatvany legfeljebb egyszer fordul eld. Probaljuk csak ki példaul a 13-at:

13=8+4+1
Nézziik meg az 55-6t is:

55=32+16+4+2+1
De vajon biztos, hogy ez mindig sikeriil? Kénnyl belatni, hogy igen, nem is csak 60-ig, hanem azon tdl is
akarmeddig, a kovetkez0 eljarassal:

Az illetd szambdl el6szor levonjuk 2-nek azt a legnagyobb hatvanyat, amely még nem nagyobb ndla (pl. az
55-nél a 32 még nem nagyobb, de a 64 mar nagyobb;

55-32=23

). Az biztos, hogy igy 2-nek az illetd hatvanyanal (itt 32-nél) kisebb szamot kapunk, mert kiillonben nem ez lett
volna a legnagyobb hatvany, amit elvehetiink. A megmaraddé szambdl megint levonjuk 2-nek a lehetd
legnagyobb hatvanyat, és igy tovabb, mig az eredmény 0 nem lesz. A levont szdmok Osszege maga az eredeti
szam.

15



Milyen rendszer alapjan irta hat fel a blivészkartya kitalaldja az egyes kartyakra a szamokat?
El6szor is kiilon egy nagy lapra felirt minden szamot 2 hatvanyainak dsszegeként:

1=12=23=2+14=45=4+1 6 =4+2 7 =4+2+1 stb.
Azutan ez els6 kartyara a lista alapjan rairta azokat a szamokat, amelyeknek a felbontasahoz el6fordult az 1:

1,3,5,7 stb.

(A paratlan szamok felbontdsdban mindig eléfordul, a parosakéban soha. Ugyanis az 1-en kiviil 2-nek minden
hatvanya paros, ¢s igy a hatvanyok 6sszege is paros, ha az 1 nem szerepel a felbontasban; de ha szerepel, akkor
paratlanna teszi az dsszeget.)

Egy masik kartyara azokat a szamokat irta fel, amelyeknek a felbontasaban eléfordult a 2:

2,3,6,7 stb.
Egy harmadikra azokat, amelyeknek a felbontasaban el6fordult a 4 és igy tovabb.

Ezeknek a kartyaknak az elsé szama éppen 1, 2, 4 stb., hiszen ezek azok a legkisebb szamok, amelyeknek a
felbontasaban el6fordul az 1, ill. a 2, ill. 4 stb.

Milyen kartyakra kertil igy ra pl. a 13? Azokra, amelyeknek az elsé szama szerepel a 13 felbontasaban (

8+4+1

-ben): a 8-cal, a 4-gyel és az 1-gyel kezdddo kartydkra; a tobbire nem. Aki tehat a 13-at gondolja, az éppen
ezeken a kartyakon talalja meg a gondolt szamot, és igy a ,,gondolatolvasonak™ csakugyan nincs mas dolga,
mint dsszeadni a kartyak kezddszamait.

Miért éppen 60-ig szerepelnek a kartydkon a szamok?

Ha a szamkitalalé megallt volna 7-nél (mint mi az elébb a tablazat készitésében), akkor harom kartyara lett
volna sziiksége — az 1-gyel, 2-vel és a 4-gyel kezdédokre —, hiszen 1-t6] 7-ig minden szam felbontasaban 2-nek
csak ezek a hatvanyai szerepelnek. A 8-hoz azonban mar 0j kartyara lett volna sziiksége, hiszen 8-nak a
,felbontasa” maga a 8, 2-nek a kovetkezd hatvanya. Ezzel az 0j kartyaval 15-ig lehet elmenni; minden szam 2
hatvanyaira valo felbontasaban csak 1, 2, 4 és 8 szerepel. A 16-hoz mar egy 6tddik kartya kell (ami éppen 16-tal
kezdddik), ezzel el lehet menni 32-ig, 32-h6z megint egy 0 kartya sziikséges, ezzel el lehet jutni 63-ig. A
,,bUivOs kartya” készitje csak azért hagyta ki a 61-et, 62-t és a 63-at, hogy kerek szdmig jusson. Hét kartyaval
mar 100-on tul, pontosan 127-ig lehet biztosan kitalalni egy pozitiv egész szamot.

Es most jusson esziinkbe, hogy az el6bb kideritettiik: 7 probéalgatassal éppen 127-ig lehet biztosan kitalalni egy
pozitiv egész szdmot. Ez persze nem véletlen egyezés. Mindkettd azzal kapcsolatos, hogy

127=27-1
. Ha az olvaso elgondolkozik azon, ami a két triikkkben kozds, ezen keresztiil egy kis betekintést kaphat a
matematika egy érdekes Uj aganak, az informdcioelméletnek a gondolatvildgaba.
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MATEMATIKA A SAKKTABLAN
REVESZ PAL
A matematikai gondolkozas és a sakkjatékban sziikséges gondolkodas hasonlésaga valosziniileg mindenki
szamara nyilvanvalé. Mindkett vilagos logikai készséget és nagyfoku kombindld képességet igényel. Ez a
hasonlosag felveti a kérdést, hogy lehet-¢ a sakkjatékban matematikai modszereket hasznalni, lehetséges-e

megtalalni a legjobb stratégiat, vagy példaul sakkrejtvények megoldasaban hasznalhatok-e matematikai
modszerek.

Kiilondsen reményt keltdé ebbdl a szempontbdl a matematika egy viszonylag Uj aganak, a jatékelméletnek a
kialakulasa. Ez azt a feladatot tlizte maga elé, hogy éaltalanos modszereket adjon annak eldontésére, hogy egyes
jatékokban vajon létezik-e valamelyik jatszo fél szamara nyerd stratégia, illetve hogyan tudjak az egyes
jatékosok megtalalni a legjobb stratégiat. (Megemlitjiik, hogy a jatékelmélet haszna nem els6sorban az egyes
jatékok analizisében, hanem a matematikai statisztikaban, a matematikanak az alkalmazasok szempontjabol
egyik legfontosabb fejezetében mutatkozik meg.) A jatékelmélet eredményeibdl eddig nem sikeriilt érdemleges
kovetkeztetést levonni a sakkjatékra vonatkozodan. (Még arra a két kérdésre sem ismeretes a valasz, hogy
létezik-e valamelyik félnek nyerd stratégidja, vagy hogyha egyik fél sem csinal hibat, akkor a jaték eredménye
dontetlen lesz-¢?)

Ennek elsésorban az az oka, hogy a sakkjatékban igen nagyszamt kombinacidt kellene attekinteni. Ilyen
nagyszamu eset attekintése még a legmodernebb elektronikus szamitégépek segitségével is lehetetlen.
Megoldhato feladat olyan elektronikus szamitogép konstrualasa, amely alkalmas 2 vagy 3 1épéses
sakkfeladvanyok megoldasara. Olyan sakkozé gép is konstrudlhato, amely két 1épésben nem néz el tisztet, de
természetesen egy ilyen gép kikaphat jobb sakkozotol.

A sakkjatéknal fellépd lehetségek szamat jellemzi, hogy mivel az els6 alkalommal mindkét jatékos lehetséges
1épéseinek szama 20, igy miutan mindkét jatékos egy 1épést tett, a lehetséges helyzetek szama 400. Amint az
ellendrizhetd, a vilagos masodik 1épése utani lehetséges helyzetek szama 5206. (Itt az esetek dsszeszamlalasakor
nem vettiik kiilon esetként figyelembe azt, hogy egy allas t5bb modon is létrejohet. Igy pl. az e4—e5—Hc3 és a
Hc3—e5—e4 eseteket azonosaknak tekintjiik. Ha ezeket kiilonbozoknek tekintjiik, az 5206-nak kozel kétszeresét
kapjuk.)

Valojaban azt mondhatjuk, hogy a matematika szerepe a sakkjatékban igen minimalis. (Mas kérdés az, hogy a
matematikaval valo foglalkozas utjan szerzett kombinativ készség a sakkjatékban igen jol hasznalhato.)
Erdekesebb a forditott kérdés: milyen szerepe van a sakknak a matematikaban, pontosabban: milyen
matematikai problémak vetddnek fel a sakkjatékkal kapcsolatban. Most ezzel az utobbi kérdéssel foglalkozunk.

A monda szerint mar a sakkjaték felfedezdje is felvetett egy matematikai problémat az 6t megjutalmazni kivano
uralkodénak. Ugyanis jutalmat blizaszemekben kérte, mégpedig gy, hogy tegyen az uralkod6 a sakktabla els6
mezojére egy buzaszemet, a kovetkezore kett6t, az azutan kovetkezére négyet és igy tovabb, mindig kétszer
annyi szemet, mint amennyi az el6ézén volt, végig a 64 mezén. A torténet szerint az uralkod6 felhaborodott,
hogy a feltalalo ilyen ,,csekélységet” kér jutalmul, de amikor hozzakezdett a szamolashoz, kideriilt, hogy a
kérést nem tudja teljesiteni, ennyi buza az egész vilagon nem létezik.

Probaljuk meg a szamitdsi munkat mi elvégezni az uralkoddé helyett! A sakktdbla egyes mezdire jutd
buzaszemek szama 1, 2, 4, 8, 16, ...,

263
. Igy a sziikséges blizaszemek szama:

1+2+4+8+16+...+263.
Az dsszeg kiszamitasahoz csak azt kell észrevenniink, hogy a sakktabla els6
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k
kockajara lerakott buzaszemek szamanak dsszege eggyel kevesebb, mint a

(k+1)
-edik mez0re lerakott buzaszemek szama, azaz

1+24+4+8+16+. . . +2k—1=2k-1.
Igy

1+2+4+8+16+...+263=264—1.
Megemlitjiik, hogy

264
egy huszjegyli szam.

Egy masik, a sakktablaval (de még nem a sakkfigurakkal) kapcsolatos feladat Neumann Janostol szarmazik.
Tegyiik fel, hogy van egy sakktablank és egy olyan domindkockank, amely a sakktabla két, egymas melletti
mez6jét képes lefedni. Vagjuk ki a sakktabla két ellentétes sarkan 1évé mezdket (pl. al-et és h8-at), kérdés, a
megmarado6 tabla lefedhet6-e domindkkal ugy, hogy minden mez6 egyszer €s csak egyszer legyen lefedve.

Ha valaki megprobalkozik a feladat elvégzésével, azt fogja tapasztalni, hogy 30 dominé elhelyezése utan két,
nem egymas melletti lefedetlen mez6 marad, amelyeket mar egy 31-edik domindéval nem tud lefedni.
Természetesen kérdés, hogy ez a probalkozo tligyetlensége miatt van-e, vagy a feladat tényleg megoldhatatlan. A
kovetkezo szellemes Otlettel belathatd, hogy a feladatot valoban lehetetlen megoldani. Minden egyes dominé a
sakktablanak egy fekete és egy fehér mezojét fogja lefedni, viszont a két kivagott kocka mindegyike fehér (vagy
mindegyike fekete). Igy a feladat nyilvanvaléan megoldhatatlan. Ugyanigy megoldhatatlan a dominékkal vald
lefedés, ha barmely két olyan mez6t vagunk ki, amely egyszinii. Valamivel nehezebb belatni, hogy ha két
kiilonboz6 szinli kockat vagunk ki a sakktablarol barhonnan, akkor a lefedés megoldhato.

A sakkfigurak koziil talan legegyszeriibb a bastya 1épéseinek attekintése. Foglalkozzunk elészor a kovetkezd
kérdéssel: hogyan lehet egy sakktdblara bastydkat elhelyezni tigy, hogy koziilik barmely ketté ne iithesse
egymast, azaz hogy barmely két bastya kiillonbdz6 sorban és kiilonbozé oszlopban legyen. Nyilvanvald, hogy
nyolc bastya elhelyezhetd ily modon a sakktablan (pl. tigy, hogy a tabla valamelyik atlgjara tessziik a bastyékat),
de nyolcnal tobb mar nem. Kérdezziik, hogy hany kiilonbdzé modon lehet nyolc bastyat elhelyezni a sakktablan
ugy, hogy ne legyen kettd, amelyik iiti egymast. A feladat megoldasa meglepden nagy szam:

40 320

. A kdvetkezé modon lehet ezt belatni: ha nyolc bastyat elhelyeziink a sakktablan ugy, hogy nincs kett6, amelyik
iiti egymast, akkor minden sorban lesz egy ¢és csak egy bastya. Az elsd sor barmely helyére (tehat 8 hely
mindegyikére) tehetjiik az els bastyat. A masodik bastyat elhelyezziik a masodik sorba, vigyazva arra, hogy ne
ugyanabba az oszlopba keriiljén, ahol az els6 bastya van; igy a masodik bastyat 7 kiilonb6z6 helyre tehetjiik
(barhova is tettiik az elsot). Ugyanigy lathato, hogy a harmadik bastyat a harmadik sorba hatféleképpen lehet
elhelyezni. Az eljarast folytatva adodik, hogy a 8 bastyat

81700615(1401312[11=40 320
-féleképpen lehet elhelyezni.

Meg kell jegyezniink, hogy itt kiilonboz6 elhelyezéseknek tekintjiik pl. az al b2 ¢3 d4 e5 f6 g7 h8 és az a8 b7 c6
d5 e4 3 g2 hl elhelyezéseket, vagyis az olyan elhelyezéseket, amelyek egymasbol a tabla elforgatasaval, illetve
tiikrozéssel nyerhetok. Nehezebb az a kérdés, hogy hany lényegesen kiilonb6zo elhelyezése létezik a nyolc
bastyanak, tehat olyan elhelyezése, amelyek kozott nincs kettd, mely forgatassal, illetve tiikrozéssel lenne
nyerheté egymasbol.

A kiralyndvel kapcsolatos hasonld kérdésnél még az sem eleve vilagos, hogy hany kiradlyné helyezhet6 el a
sakktablan ugy, hogy ne legyen kettd, amelyik iiti egymast. Itt is belathatd, hogy nyolcnal tobb kiralyné nem
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helyezhet6 el, de ennyi elhelyezése sem konnyl feladat. Hogy ez egyaltalan lehetséges, mutatja a kovetkez6
példa: al b5 c8 d6 e3 {7 g2 h4 (lasd 1. abra).

"

e
i

X

X

il h [ il P F

I, dibra

Koénnyen ellendrizhet6, hogy a kiralyndket igy elhelyezve valoban nincs kett, amelyik iitné egymast.
(Megjegyezziik, hogy a nem lényegesen kiilonbozd elhelyezések szama 92.) Nyilvanvald, hogy ha ezekre a
helyekre bastyakat vagy futokat rakunk, akkor a bastyaknak, illetve a futoknak olyan elhelyezését kapjuk, ahol
nincs kettd, amely {itné egymast. Ha példaul ezekre a helyekre futokat rakunk, akkor elfér a tablara még egy futo
(pl. ¢ 2-re) (lasd 1. abra), amely a mar lerakott futdk egyikét sem {iti. Figyeljik meg azt is ezen a példan, hogy a
nyolc vezér koziil pontosan négy all vilagos és négy sotét mezon. Ellendrizhetd, hogy mind a 92 lehetséges
elhelyezés rendelkezik az emlitett tulajdonsaggal, azaz pontosan négy kiralyné all vilagos mezon.

Felvetddik a kérdés: hany kiralynd helyezheto el sotét mezdre ugy, hogy ne legyen kettd, amelyik iiti egymast.
Példank mutatja, hogy négy bizonyosan. Kérdés, hogy négynél tobb elhelyezheté-e? Konnyen lathato, hogy 6t
kiralyno elhelyezhetd sotét mezokon ugy, hogy ne iissék egymast, példaul a kovetkez6 modon: al b6 d2 e7 g3
(2. abra).

"

L]

4

i X
X

2. dbra
Nehezebb annak igazolasa, hogy hat kiralynd elhelyezése mar nem oldhat6 meg.

Ezeknek a feladatoknak Iényegében forditottja a kovetkezd kérdés: mi a kirdlyndknek az a minimalis szama,
amely elegendd ahhoz, hogy az egész tablat ,,lefogja”. Pontosabban, hany kiralynét kell leraknunk a sakktablara,
ha azt akarjuk elérni, hogy minden mez6 a kiralyndk legalabb egyike altal tamadva legyen. Ezt a feladatot mar 5
kiralynd el tudja latni, példaul a kdvetkezo elhelyezésben: b4 d§ e3 f6 h2 (3. abra).
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X

3. dbra

(Ebben a példaban a kiralynék mindegyike sotét mezoén all.) Ellendrizhetd, hogy négy kiralynd nem elegendd az
emlitett feladat végrehajtasara. De ha csak azt tekintjiik feladatunknak, hogy a kiralynékkel a tabla vilagos
mez6it lefedjiik, akkor mar elég négy kiralynd.

Futokkal kapcsolatban is felvethetd, hogy hany futd helyezhetd el a sakktablan gy, hogy ne legyen kettd,
amelyik iiti egymast. Elegend6 kizardlag sotét futokkal foglalkoznunk. Konnyen lathato, hogy legfeljebb 7 sotét
futo helyezhet6 el igy; ugyanis az (a7 b8), (a5 b6 ¢7 d8), (a3 b4 c5 d6 e7 18), (al b2 ¢3 d4 e5 f6 g7 hi), (cl d2
e3 14 g5 ho), (el 2 g3 h4) és (gl h2) ,atlok” mindegyikén legfeljebb egy futd allhat. Hogy 7 futd valdban
elhelyezhetd, mutatja a kovetkez6 példa: (al a3 a5 a7 h2 h4 h6) (4. abra).

]

-
i

[}

X

XX
X

4, dbra

Osszeszdmolhaté az dsszes lehetséges elhelyezés szama is. Az a7 és b8 mezdk egyikére (és csak egyikére) kell
tennlink egy futdt; ha a7-re tettilk a futdt, akkor h2-re is kell tenniink; ha h8-ra tettiik, akkor gl-re is kell
tenniink. Tovabba az a5 és d8 mezdk egyikére kell tenniink futot. Aszerint, amint a5-re vagy d8-ra tettiink futot,
futot kell tenniink h4-re, illetve el-re. Hasonldan az a3 és f8 mezOk egyikére kell tenniink futot és ennek
megfelelden h6-ra, illetve cl-re. Végil egy futot kell elhelyezniink az al és h8 mezdk egyikén. Ez a
gondolatmenet mutatja, hogy a 7 vildgos futot

2012002[12=24=16
-féleképpen lehet a sakktablan elhelyezni ugy, hogy ne legyen kettd, amelyik iiti egymast. Fenti gondolatmenet
vilagosan mutatja, hogy minden lehetséges elhelyezés olyan, hogy mind a 7 futé a tabla szélén all.

Természetesen huszarokkal kapcsolatosan is felvethet6k ilyen tipusu kérdések. Nem nehéz arra valaszolni, hogy
hany huszar helyezhet6 el a sakktablan ugy, hogy ne legyen kettd, amelyik iiti egymast, vagy hogy mi az a
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minimalis szam{ huszar, amely elegendd ahhoz, hogy a tabla minden mezdje a huszarok legalabb egyike altal
tamadva legyen.

Huszarokkal kapcsolatban nem teljesen evidens az sem, hogy egy huszarral a tabla barmely mezdjérdl el lehet
jutni a tabla barmely mas mezdjére. Ez természetesen igaz, sot igaz az is, hogy a sakktabla bejarhato egyetlen
huszarral tigy, hogy minden mez6t egyszer és csak egyszer érintiink. Példaul jo a kovetkezo ut: al —c2 —el — g2
—h4—-g6-h8—-f7—-d8—-b7—-a5-b3—-cl-e2—-gl—-—h3—-g5-h7-f8§—-d7-b8—-a6-b4—-a2-c3—-bl-a3
—b5-a7-c8—-b6—a8—-c7—-e8—-g7—-h5-g3-hl-f2-dl —e3—fl-h2-f3-d2—-c4-b2—-ad4—-c5-d3
—f4—c6-d4—15-d6—ed4— 16— g8 —h6 — g4 —e5—c6—¢e7 —d5 (5. abra).
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5. dbra

Természetesen egy sakkozot az a kérdés is érdekel, hogy egy adott helyrdl hany 1épésben tud egy huszarral egy
masik adott helyre eljutni. Ellendrizhetd, hogy barmely helyrdl barmely helyre legfeljebb hat 1épésben el lehet
jutni. (Nyilvanvald, hogy pl. al-r61 h8-ra hatnal kevesebb 1épésben nem lehet eljutni.)

A kiraly szerepe foleg a végjatékban érdekes. Fontos kérdés példaul, hogy egy gyalogot a kiraly ,,utol tud-e
érni”. Ismeretes, hogy a ,,bemend” gyalogot az ellenfél kiralya akkor és csak akkor tudja utolérni, ha a kiraly
benne van a gyalog négyzetében, vagyis abban a négyzetben, amelynek egyik csucsa a gyalog és egyik éle az
elsd, illetve nyolcadik vonal aszerint, amint a bemend gyalog vilagos vagy sotét.

Kiszamithat6, hogy egy adott helyrdl egy mésik adott helyre hany 1épésben tud eljutni a kiraly. Erdekesebb az a
kérdés, hogy egy adott helyrdl (pl. a kezdeti helyzetbdl) hanyféleképpen tud minimalis szamu 1épéssel eljutni
egy masik adott helyre. Erre a kérdésre ad valaszt a 6. abra.
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Megjegyezziik, hogy ennek a tablazatnak képzési modja nagyon hasonlit az Gn. Pascal-hdromszog képzési
modjahoz; ha a kirdlynak csak atlo-iranytl 1épéseket engednénk meg, a tablazat maga is hasonld lenne a
Pascal-haromszdghoz. (Pontosan a Pascal-haromszdget kapnank végtelen sakktabla haszndlata esetén.) Az igy
adodo tablazatot a 7. abra tartalmazza, a szaggatott vonalon beliilli szamok pontosan megegyeznek a
Pascal-haromszdg megfeleld elemeivel.

=2
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1 MILLIMETER = 1000 KILOMETER

(HIBAS BIZONYITASOK)
VARGA TAMAS

1. példa. Bebizonyitom, hogy

(2016/6115)=(2/5)
. Egyszertisitek 6-tal:

(2O06/0605)=(2/5)
Az allitas igaz. A bizonyitas helyes.

2. példa. Bebizonyitom, hogy

(26/65)=(2/5)
. Egyszerlsitek 6-tal:

(216/1165)=(2/5)
Az allitas igaz. A bizonyitds azonban hibas. Huszonhat hatvanotod csakugyan egyenld kétotoddel, de ez nem
kovetkezik abbol, hogy a két 6-0s szamjegy torlése utan

(2/5)
alaku kifejezést kapunk. Véletlentl j6 eredményt kapunk

(26=20113, 65=50113)
, de a modszer, mint a kdvetkez6 példa mutatja, nem altalanos érvényi.

3. példa. Bebizonyitom, hogy

(27/75)=(2/5)
. Egyszertsitek 7-tel, ahogy az elébb 6-tal:

U7/0075)=(2/5).
Az elébbi modszer most nyilvanvaldan tévutra vezetett.

75=50115
, de 27 nem egyenld

20115
-tel; 27 egyetlen egész szam kétszeresével sem egyenld (1. jegyzet).

Az allitas téves. A bizonyitas hibas. Most olyan példa volna soron, amelyben az allitas téves, a bizonyitas mégis
helyes. Ilyen példat azonban nem tudunk, mert ilyen példa nem létezik. Hibas bizonyitasbol adddhat olyan
eredmény is, ami igaz, olyan is, ami nem; de helyes bizonyitas nem vezethet téves eredményre, hacsak a
kiindul6épont is nem téves. Az alabb kovetkezod példak nagyrészt abba a két tipusba sorolhatok, amelyeket a 2. és
3. példa szemléltet; de a benniik talalhaté hiba nem lesz mindig olyan atlatszéan egyszert, mint itt. Igaz, az
olvaso ismereteitdl is fligg, hogy azonnal latja-e a hibat, vagy sem. Van, akit konnyli becsapni; van, akit nehéz.
Becsapds bizonyitasokkal éppen azért érdemes megismerkednie az olvasonak, hogy legkdzelebb mar ne
lehessen olyan konnyen félrevezetni. JO bizonyitasokat is azért mutatunk néhol a hibasak mellett, hogy
kiilonbséget tudjon tenni koztiik. Az tudja meg, mit jelent valamit bebizonyitani, aki latja ezt a kiilonbséget.

4. példa. Figyeljiik meg ezt a két kivonast:
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987654321 9+8+7+6+5+4+3+2+1 1234567891 1+2+3+4+5+6+7+8+90) 864197532 8+6+4+1+9+7+5+3+2
Az els6 kétségteleniil helyes. A masodikat is ugyanugy végeztiik el, nem térédve a

+
jelekkel. Talan csak nem okoznak zavart? Probaljuk ki fonn is, kozépiitt is, lenn is, mi a szamok 0sszege:

9+8+7+6+5+4+3+2+1 =45 1+2+3+4+5+6+7+8+9 =45, 8+6+4+1+9+7+5+3+2 =45.
Erthetd, hogy mind a harom eredmény ugyanaz, hiszen ugyanazokat a szamokat adtuk Gssze, csak a sorrendjiik
volt mas-mas. De akkor a kivonassal azt ,,bizonyitottuk be”, hogy

45-45=45
. Ugy latszik, sszegeket mégsem lehet ugyanugy kivonni, mint tobbjegyti szamokat (2. jegyzet).

5. példa. Melyik tobb, 6 kilogramm vagy 6 tonna? A kovetkezé bizonyitds — minden tapasztalat ellenére —
mintha azt mutatna, hogy egyenlok:

2 kg=2000 g 3 kg=3000 g[] 6 kg=6 000 000 g=6000 kg=6 tonna,
hiszen egyenldket egyenlokkel szorozva egyenléket kapunk.

Az egyenléség koriil nincs is hiba, csak a szorzas koriil. Ott sem a szamokban, csak a neviikben. Kilogrammszor
kilogramm a mindennapi ¢életben nem szokott eléfordulni, de a fizikdban van értelme, és akkor ez éppugy
négyzetkilogramm, ahogy kilométerszer kilométer is négyzetkilométer, nem pedig kilométer. Példaul

2 km[13 km=6 km2
. Ha igy szémitjuk:

2000 m[13000 m=6 000 000 m2
, ugyanazt az eredményt kapjuk, hiszen minden négyzetkilométerben egymillio négyzetméter van. Ugyanigy 1
négyzetkilogramm is egymillié négyzetgrammal egyenld, nem ezerrel.

6. pelda. Egy embernek két sziiléje, négy nagysziildje, nyolc dédsziiléje van, és igy tovabb. Ha egy
nemzedékkel f6ljebb megylink, mindig kétszer annyi; tiz generacioval eldbb tobb, mint ezerannyi (mert

201200200202002020212112=210=1024

), még tiz generacioval eldbb ennek is tobb, mint az ezerszerese, vagyis a mostaninak tobb, mint milliészorosa,
3000 billional is tobb. ...Pedig husz generacidé még csak a kozépkorba visz vissza. Az okoskodas nyilvanvaldan
hibas. Hol van benne a hiba?

Két hiba is van. Egyik sem matematikai természetii, hanem abbdl szarmazik, hogy a matematikai modell nem
jolilleszkedik a valosaghoz. ,,Kicsiben” még az is elképzelhetd, hogy jol illeszkedik: példaul, ha valaki egyetlen
gyermeke sziileinek, sziilei is egykék, azok sziilei is, és igy tovabb néhany nemzedéken at. Akkor csakugyan
felfelé menve egy-egy kovetkezé nemzedékhez kétszer annyian tartoznak, lefelé menve viszont feleannyian. Ez
a kihal6 csaladfa-tipus, illetve annak egy egyszert fajtdja. Az el6bbi gondolatmenet egyik hibaja, hogy ebbdl a
ritka tipusbdl akart egyetemesen érvényes modellt faragni. De van egy mas hibaja is: egy ember

n
generacioval elobbi felmendinek szdma nem lehet ugyan tébb

2n

-nél, de kevesebb lehet. Ha példaul valakinek a sziilei elsd unokatestvérek (ami nem is olyan ritkasag), akkor a
sziileinek a négy-négy nagysziil6je koziil kettd kozos, neki tehdt nem nyolc dédsziiloje van, csak hat. Hasonlo
,,0scsokkenés” 1ép fel akkor is, ha masodunokatestvérek vagy még tdvolabbi rokonok kdtnek hazassagot.

7. példa. Mint ismeretes,
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20712
néha 5. Ezt be is lehet bizonyitani, nem is egy médon. Néhany ,,bizonyitas” kdvetkezik.

El6szor induljunk ki egy olyan allitasbol, amit senki sem vonhat kétségbe:
a2—a2=a2-a2
A bal oldalon emeljiik ki a kdzos

a
tényezot, a jobb oldalt pedig ugy bontsuk tényezdkre, mint két négyzet kiillonbségét:

a(a—a)=(a+a)(a—a)
Az

a—a
tényezdvel végigosztva:

a=2a
Mindkét oldalt

3a
-val novelve:

4a=5a
Most még végigoszthatunk

a
-val és a 4-et

2002
alakban irhatjuk:

2012=5.
8. példa. Jelentsen

b

és

c
barmely két szamot (példaul

b=4

>

c=1
). Jeloljiik az 6sszegiiket

a
-val:

bt+c=a.

(Ha




b=4
és

c=1
, akkor

a=5
.) Szorozzuk meg mindkét oldalt

(a-b)

-vel:
allb+alle-bUb-bllc=alla—allb.
Vonjuk ki mindkét oldalbol

allc
-t:

allb-bUIb-bUc=alla—allb—allc.
Eszrevehetjiik, hogy a bal oldalon is van egy kozos tényez6 (

b
), a jobb oldalon is van egy (

a
). Emeljiik ki ezeket:

b(a—b—c)=a(a—b—c).
Osszuk végig

(a—b—)
-vel! Azt kapjuk, hogy

b=a.
A fent emlitett esetben, amikor

b=4
, vagyis

2002
és

a=5
, azt kapjuk:

2012=5.
Hol van a hiba

2012=5
-nek ezekben a bizonyitasaiban? Természetesen ott, hogy — alig burkolt forméban — 0-val osztottunk. El6szor az

a—a
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volt egyenld 0-val, masodszor

(a—b—c)
(hiszen

a=b+c
). Ha pedig 0-val osztunk, akar burkoltan, akar nyiltan, akkor minden képtelenségre el lehetiink késziilve.
(Gondoljunk arra, hogy

0011=0012
€s mégsem igaz az, hogy

9. példa. Léassuk csak kenddzetleniil is a 0-val vald osztast! Induljunk ki abbdl, hogy
0=0.
Ez eddig igaz is. Ezt igy is irhatjuk:

0012002=0015,
ami még mindig igaz, hiszen

0012012
is,

005
is egyenld 0-val. De ha ezzel a 0-val végigosztunk, azt kapjuk:

2012=5.
Persze azt is irhattuk volna, hogy

011=0011 000 000 000
és igy

1=1 000 000 000,
példaul

1 mm=1 000 000 000 mm=1 000 000 m=1000 km,
amint a cimben allitottuk. Erre még mas csalfa bizonyitast is adunk majd. Most azonban lassuk a

2012=5
-nek egy kevésbé atlatszo bizonyitasat.

10. példa. Kétségteleniil igaz, hogy

16-36=25-45,
hiszen mindkét oldalon

-20
szerepel, mas-mas forméaban. A bal oldalon 16 teljes négyzet (4-nek a négyzete),

-36
pedig 4-nek és

—9/2)
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-nek a kétszeres szorzata. Ha még hozzaadjuk

—(9/2)
-nek a négyzetét, két tag négyzete lesz belble; emlékezziink csak vissza az

a2+2ab+b2=(a+b)2
, vagy ha tetszik, az

a2-2ab+b2=(a-b)2
azonossagra. A jobb oldalrdl is szinte ugyanezt mondhatjuk: 25 teljes négyzet (5-nek a négyzete),

—45
pedig 5-nek és

—(9/2)
-nek a kétszeres szorzata, €s igy

—9/2)
négyzetének hozzaadasa utan itt is két tag négyzetét kapjuk.

Szerencsénk volt: mindkét oldalt ugyanannak a tagnak a hozzaadasaval alakithatjuk két tag négyzetévé, és
ezutan az egyenldség érvényben marad:

16-36+(—(9/2))2=25-45+(—(9/2))2,
vagyis

(4-9/2))2=(5-(9/2))2,
vagy masképp

2012(9/2)=5-(9/2),
¢s igy,

(9/2)
-et adva mindkét oldalhoz

2[12=5.

A hibat kdnnyen megtalalja az, aki sorr6l sorra utdnaszamol; mi az, ami még igaz, mi az, ami mar nem.

16-36+(—(9/2))2=-20+(81/4)=(1/4)
és ugyanennyi

25-45+(—(9/2))2
is.

(4-(9/2))2
és

(5—9/2))2
is

(1/4)
; az els6 mint

((1/2))2

, vagyis
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(172))(=(112))

, a masodik mint

((1/2))2
. De

4—9/2)
mar nem ugyanannyi, mint

5—9/2)
: az elobbi

—(1/2)
, az utobbi 1-gyel tobb,

(1/2)

. A hiba tehat a jogtalan négyzetgyokvonasban volt. Két szam négyzete lehet gy is egyenld, hogy maguk a
szamok nem egyenldk: egyenld abszolut értékil pozitiv és negativ szamoknak mindig egyenld a négyzete, pedig
pozitiv és negativ szamok nem lehetnek egyenlok egymassal.

11. példa. Hizzunk meg egy korben egy atmérot (az 1. abran

AB
), és a végpontjaibol két egymassal parhuzamos hart (

AC
és
BD
)! Bebizonyitjuk, hogy ezek a hurok egyenld hosszisaguak.
T e
/ \ {1
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! —ii | e |
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e e
I. dbra
Az
AB

atmeérd felez6pontja a kor kozéppontja,

0]
. Kossiik ezt 0ssze

C
-vel és
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D
-vel:

0A=0B=0C=0D,
mert mind a kor sugarai.

AOC=BODU
mint csucsszogek. Tehat két oldal és a kdzbezart szog egyezése folytan

AOCUI1BODI],
¢és igy ezeknek a haromszogeknek a harmadik oldala is megegyezik:

AC=BD.
Eppen ezt kellett bebizonyitanunk.

Helyesebben, kellett volna, de nem bizonyitottuk be. Az igaz ugyan, hogy a mondott médon keletkezd harok
egyenldk, de a fenti bizonyitas hibas. A hiba nyilvanvalé abbdl, hogy nem hasznaltunk ki egy 1ényeges feltételt:
azt, hogy a két hur parhuzamos. Enélkiil pedig az allitas nem is igaz. (2. dbra)
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Kihasznaltunk viszont egy olyan feltételt, amelyet nem indokoltunk meg: azt, hogy

AOCT]
és

BODI
csticsszogek. Ez ugyan kovetkezik a parhuzamossagbol, de ennyi erével mar

AC
és

BD
egyenlOségét is bebizonyithatjuk.

12. példa. Az elébbi bizonyitast médositsuk ugy, hogy a

C
és

D
pontot ne
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AB
felezOpontjaval, hanem egymassal kossiik dssze, és most azt a pontot jeloljiik

o
-val, amelyben

CD
az

AB
szakaszt metszi! A bizonyitas egyébként valtozatlan. Most jogunk van azt mondani, hogy

AOCU
és

BODT1I
csucsszogek, tehat egyenldk. Vajon ez a bizonyitds helyes most mar? Nem, most is hibas. Most ugyanis nem
tudhatjuk azt, hogy

AB
és

CD
metszéspontja felezi-e az

AB
atmeérot, s igy a kor kozéppontja-e. (Az, hogy

o
-val jeloljik meg, még nem teszi kdzéppontta.)

13. példa. Modositsuk megint a 11. példaban leirt bizonyitast! Kovetkeztessiink most az

AOCT]
és

BODI
egybevagosagara abbol, hogy

04=0B

E

0C=0D
¢és valamelyikiikkel szemkozti szogek is egyenlék, mint valtoszogek.

Helyes-e a bizonyitas ebben az esetben?
Az a kérdés, mely szogek egyezésérdl van szo. Azt felhasznalhatjuk, hogy

CAOU=DBO!]
, mert valtoszogek, és nemcsak azt tudjuk, hogy

ACUBD
, hanem azt is, hogy

A

>
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0]
és
B

egy egyenesen vannak (hiszen

o
-val a 11. példaban az

AB
atméro felezOpontjat jeldltiik). Ha azonban azt akarnank kihasznalni, hogy

ACO1=BDOI]
, akkor hibasan okoskodnank, mert nincs jogunk felhasznalni, hogy

D

>

0]
és

C
is egy egyenesen vannak, amig azt be nem bizonyitjuk (lasd a 12. példat!).

14. példa. Bebizonyitjuk, hogy barmely haromszog magassagegyenesei egy pontban metszik egymast (3.
jegyzet). Induljunk ki abbol a tételbdl, hogy a haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy ponton mennek at (3.
abra); ennek a bizonyitasat ismertnek tekintjiik.

I'.I

F
;
i
i
¥ \
; y
;’F
i 4 B
SN/
/ ,-‘f
7 /

/ [/
0- S— ‘R
" A

3. ahra

Az oldalak felezOpontjai haromszdget hataroznak meg (dbrankon

ABCT]
). Ennek a haromszognek az oldalai az eredeti haromszognek kozépvonalai és igy (ismert tétel szerint)
parhuzamosak az oldalaival:

ABLIPQ

>

BCLQOR
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E)

CALIRP
.Ezérta

POR
haromszdg oldalfelez6 merdlegesei az

ABC

haromszognek magassagegyenesei (mert atmennek a csucsain és merélegesek az oldalaira). De az oldalfelezd
merdlegesekrdl mar tudtuk, hogy egy pontban metszik egymast. Ebbdl kovetkezik, hogy a magassagegyenesek
is egy pontban metszik egymast, hiszen az

ABC]
magassagegyenesei ugyanazok az egyenesek, mint a

PORM
oldalfelez6 merdlegesei (€s barmely

ABCT]
-hoz talalhat6 ilyen tulajdonsagu

POR!
).

15. példa. Bebizonyitjuk, hogy barmely négyszog atloi felezik egymast. Legyen

PORS
a szoban forgd négyszog, oldalainak felezOpontjai legyenek

A

>

B

E)

C
és

D
(4. 4bra).

L T 7 3
...-"' T " \\
Q B R
4. cibra

A haromszogek kozépvonalaira vonatkozo ismert tétel szerint (1asd a 14. példat!)

ABUIPR
és
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CDIIPR
, tehat

ABTICD
. Hasonloképpen lathato be, hogy

BCUAD
LAz

ABCD
négyszog tehat paralelogramma. A paralelogrammakrol azonban ismeretes, hogy az atloik felezik egymast.
Tehat barmely négyszog atloi felezik egymast.

Nem helyes! — mondja az olvasd. Abbodl, hogy a paralelogrammak 4tloi felezik egymast, miért kovetkeznék,
hogy barmely négyszog atloi felezik egymdast? Ami igaz egy specialis esetben, nem feltétleniil igaz minden
esetben.

Joggal tiltakozik az olvasd. De tiltakozott-e a 14. példaban szerepld bizonyitas ellen is? Ott ugyanis 1ényegében
ugyanezt a hibat kovettiik el, ha nem is ilyen atlatsz6 formaban.

Ha bebizonyitunk valamit az olyan négyszogekre, amelyeket gy kapunk, hogy négyszogek oldalait
megfelezziik és a szomszédos oldalak felezépontjait sszekdotjiik; nem allithatjuk, hogy azt minden négyszogre
bebizonyitottuk. Csak akkor volna helyes ez a bizonyitas, ha azt is megmutatnank, hogy bdrmely négyszog
eléallithatd valamilyen négyszog szomszédos oldalfelezd pontjainak 6sszekotésével. Ez azonban nem is igaz;
csak a paralelogrammak allithatok el6 igy.

Ha valamit bebizonyitunk az olyan haromszogekre, amelyeket gy kapunk, hogy haromszogek oldalfelezd
pontjait kotjiik 6ssze; akkor sem allithatjuk, hogy azt minden haromszogre bebizonyitottuk. Csak akkor volna
helyes ez a bizonyitas, ha azt is megmutatnank, hogy bdrmely hdromszog el6allithaté valamely haromszog
oldalfelez6 pontjainak Gsszekdtésével. Ez torténetesen igaz ugyan — nem ugy, mint a négyszogekre vonatkozo
hasonl6é allitds —, de nem bizonyitottuk be, s6t nem is utaltunk arra, hogy ez még bizonyitasra szorul.
Rosszhiszemtiien elhallgattunk egy lényeges 1épést, s igy a haromszogek magassagegyeneseinek metszésére
vonatkoz6 bizonyitdsunk nem fogadhato el.

i
/
/
4
i
/ -.
/
(N 4 R
J"f /!
g J.r"r
/ /
/

/ - \
0 < ' R
= A

3. abra

16. példa. Alakitsuk at a 14. példaban szerepld bizonyitast: induljunk ki a bels6

ABC
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haromszogbdl, és szerkessziik meg hozza a kiilso,

POR
haromszoéget ugy, hogy az

A

>

B

E

C
csucsokon at parhuzamosokat hiizunk a szemkdzti oldalakkal.

ABLIPQ

E

BCLIOR

>

CALIRP
; harom paralelogramma keletkezik:

ABCO

>

ABPC

E)

ARBC
. Tudjuk, hogy a paralelogrammak szemkdzti oldalai egyenldk, példaul

AB=0C
és

AB=CP
. Ezekbol kovetkezik, hogy

0C=CP
A

C
pont tehat felezi a

PO

oldalt. Hasonloan lathatd, hogy

B
a

PR

b

A
pedig a

OR
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oldalt felezi.
Kideriilt, hogy az

ABC
haromszoget a

POR
haromszog kozépvonalai hataroljak. (Ezt most elére nem tudhattuk, mas volt a kiindulasunk, mint a 14.
példaban!)

Be akarjuk bizonyitani, hogy az

ABC
haromsz6g magassagegyenesei egy pontban metszik egymast. Hizzuk meg ezeket az egyeneseket (6. abra)!

I'.l

. cibra

Az elébbiekbdl kovetkezik (tekintetbe véve a kdzépvonalakra vonatkozd, tobbszor emlitett tételt is), hogy ezek a
magassagegyenesek a

POR
haromszognek oldalfelez6 merdlegesei. De az oldalfelezd merdlegesekrdl tudjuk (ismertnek tettiik fel), hogy
egy pontban metszik egymast. Ez tehat a magassagegyenesekre is igaz.

Jo ez a bizonyitas? Kifogastalan. Az

ABC

haromszogbdl indultunk ki, erre semmi megszoritast nem tettiink, tehat amit bizonyitottunk, az minden
haromszogre igaz. Azt ugyan nem bizonyitottuk be, hogy barmely hdromszog eldallithaté ugy, mint az itt
szerepld kiilsé

POR

haromszo6g, de erre nem is volt sziikség. A bizonyitas akkor is helyes volna, ha a , kortilirdssal” mindig bizonyos
specialis haromszogekhez jutnank; ha minden haromszog oldalfelez6 merdlegesei egy pontban metszik egymast,
akkor ezekre a specialis haromszogekre is ugyanezt mondhatjuk; az a f6, hogy az

ABC
haromszdg nem specialis.

17. példa. Egy ,bizonyitast” mar lattunk arra, hogy
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1 mm=1000 km
. Most még kettd kovetkezik.

Tobbet bizonyitunk be, mint amit igériink: azt, hogy barmely két egyenesszakasz egyenld hosszu.
A bizonyitasokban ismertnek tekintjiik a haromszogekre vonatkozo kdvetkezd egybevagosagi tételeket:
Két haromszog egybevagd, ha megegyeznek

(1) mindharom oldalukban; (2) két oldalukban és a kdzbezart szogiikben; (3) két oldalukban és a nagyobbikkal
szemben fekvo szogiikben; (4) egy oldalukban és két megfeleld helyzetii szogiikben.

(A megfelelo helyzetli szogeket igy értjiik: vagy mindkett az egyezd oldalakon van; vagy az egyik rajtuk, a
masik veliik szemben és akkor az egyez6 oldalakon 1év6 szogek egyenldk, s persze a veliik szemben 1évok is.)

Abraink mutatjak ezt a négy esetet (7—11. abra):

A

7. dbra

8. abra

Woabrn

—

1L cihra
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11, ¢ibra

Azt a két tetsz6leges szakaszt, amelyeknek az egyenldségét be akarjuk bizonyitani, helyezziik el ugy, hogy egy
haromszog két oldalat alkosséak (a 12. abran

AB
és

BC
)!

12, dbra

Htzzuk meg a haromszogben az

AC
oldal felezémer6legesét és a szemkozti szog felez6jét! Abrankon ezek a haromszdgon beliil 16v6

o
pontban metszik egymast. Kossiik dssze ezt az

o
pontot

A
-val és

C
-vel, és bocsassunk az

0
-bol merdlegest az

AB
és

BC
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oldalra! A jeloléseket az abra mutatja.
Az

ABC

haromszoget hat kisebb haromszogre bontottuk. Bebizonyitjuk, hogy ezek paronként egybevagoak.

AFOUCFOU,
mert megegyeznek két oldalukban (

AF=FC

b

OF
kozos) és a kdzbezart szogiikben (derékszog). Az egybevagosagbol kovetkezik, hogy

AO=CO

BOETI1BOD,
mert megegyeznek egy oldalukban (

BO
) és két megfeleld helyzett szogiikben (a

B
-nél 1évé szogek egyenldk, mert szogfelezét huztunk;

E
-nél és

D
-nél derékszogek vannak). Az egybevagosagbol kovetkezik, hogy

EB=BD
és

EO=DO

AOE1JCOD1,
mert megegyeznek két oldalukban (

AO=CO
és

EO=DO
az eldbbiek szerint) és a nagyobbikkal szemben fekvo szogiikben (az

E
-nél, illetve

D
-nél 1évo derékszogben, 4. jegyzet).

Ennek a két haromszognek az egybevagosagabdl kovetkezik, hogy
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AE=CD
. De mar az eldbb lattuk, hogy

EB=BD
, tehat

AB=CB
mint két egyenld szakasz dsszege.

Abrankon

o
a hadromszdg belsejébe esett. De hatha a haromszdgon kiviil van (13. dbra)?

§]

]
1 3. ithra

A bizonyitas ebben az esetben is szorol szora ugyanaz.

Az sem valtoztat a bizonyitas lényegén, ha a metszé€spont annyira kinn van, hogy még a merélegesek talppontjai
is az oldalak meghosszabbitasara esnek (14. abra).
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0

I, dbr

A valtozas csak annyi, hogy akkor végiil egyenld szakaszok kivonasaval (nem pedig Osszeadasaval) kapjuk azt,
hogy

AB=BC

Az a hatareset is elképzelhetd, hogy a metszéspont a haromszog keriiletén van. A bizonyitds ekkor még
egyszeriibb (az elsé 1épés kimarad, a tovabbi gondolatmenet valtozatlan).

Részletesen végigvizsgaltuk az eseteket, csak egyet felejtettiink ki: azt, amikor a metszéspont kiviil van ugyan a
haromsz6gon, de a beldle huzott merdlegesek nem egyforman viselkednek: az egyiknek a talppontja valamelyik
oldalra, a masike egy oldal meghosszabbitasdara esik.

Ez a feledékenység megbosszulta magat: ugyanis éppen ez az az eset, amely mindig megvalosul, ha egyaltalan
van metszéspontja

AC
felezGmerdlegesének és

B
szogfelezd egyenesének (5. jegyzet).

18. példa. Végiil még egy ,,bizonyitas” kovetkezik arra, hogy

1 mm=1000 km
, illetve arra az dltalanosabb allitasra, hogy barmely két szakasz egyenld.

Elokészitésiil lassunk egy 1j tételt a haromszdgek egybevagosagara: két haromszog egybevago, ha megegyeznek
két oldalukban és az egyikkel szemkdzti szogiikben.

Ez a tétel a fent (3) alatt ismertetett egybevagdsagi tétel kiterjesztése. Ott azt a megszoritast tettiikk, hogy az
egyez6 szogek a nagyobbik oldallal legyenek szemkdzt; most elejtjiik ezt a megszoritast.
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15, dabra

Illessziik 0ssze a két haromszoget ugy, ahogy a 15. abra mutatja! A vastagon kihtzott, egyforman jelolt
szakaszok, illetve szogek egyenlok.

B
1--“4_____________ [ _______________u—h- A
C

6. dbra
Kossiik 0ssze az egymasnak megfeleld

A
és

A ’
csucsot (16. abra)! Az

ABA’
haromszog egyenld szart, tehat az abran két ivvel jelolt szogek egyenldk. Ha ezeket az egy ivvel jelolt egyenld
szogekbol kivonjuk, ismét egyenld szogeket kapunk (az abran ezek haromivesek). Az

ACA'
haromszogben két sz6g egyenld, egyenldk tehat a veliik szemkozti oldalak is:

AC=4'C

Igy hat az

ABC
haromszog és az

A'BC
haromsz6g mindharom oldalukban megegyeznek, és ezért egybevagok.

Most az egyives szogekbdl ki kellett vonni a kétives szogeket. Mas esetben az

ACA’
haromszog egyenld szogeit ugy kapjuk, hogy az

ABA'
haromszog egyenld szogeibdl vonjuk ki (17. abra), vagy szogeihez adjuk hozza (18. abra) az eredeti két egyenld
szoget. Az most semmiképpen sem fordulhat el6, hogy az egyik esetben dsszeadasra, a masik esetben kivonasra
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legyen sziikség, mint a 17. példaban.

Arra a megallapitasra jutottunk tehat, hogy minden megszoritastol mentesen igaz: ha két haromszdg megegyezik
két oldalaban és valamelyikkel szemkdzti szogében, akkor egybevagoak.

18, dbra

Ennek alapjan konnyti bebizonyitani, hogy barmely két szakasz egyenld. Illessziik a két szakaszt egymas mellé
ugy, hogy egy egyenesre essencek és egyetlen k6zds pontjuk legyen (a 19. abran

Y
)!

A Y 2

19 dbra

Szerkessziink egy olyan egyenl6 szari haromszoget, amelynek az alapja a két szakasz egyesitésébdl szarmazd

XZ
szakasz! Kossiik 6ssze az egyenld szart haromszog

U
csucsat az

Y
ponttal (20. abra)!

Hasonlitsuk 6ssze a keletkez6 két részharomszoget!

200 cibra
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Megegyeznek két oldalukban (

UX=UZ

>

Uy
kozos) és az egyikkel szemkozti szogiikben (az egyives szogekben: egyenld szarti haromszog alapszdgei).
Tételiink szerint tehat egybevagoak, és igy harmadik oldalukban is megegyeznek:

XY=YZ
, barmit mutat is az dbra. Barmely két szakasz egyenld,

1 mm=1000 km

Ha azonban tételiinkbdl ilyesmi kovetkezik, akkor tételiinkkel — és igy a bizonyitasaval is — valami baj van. Hol
a hiba? Addig minden rendben van, hogy

CAA'TI=CA’'A[]
, mint két egyenld szog dsszege vagy kiilonbsége. Ebbdl azonban nem kovetkezik, hogy

AC=4'C

Hogyan, hat lehetséges, hogy egy haromszogben két szog egyenld, és a velik szemkdzti oldalak mégsem
egyenlok?

,,K0z0nséges” haromszogben ez nem lehetséges, de egyenesbe lapuld, ,,elfajuld” haromszogben igen: a 21. dbra
alapjan elképzelhetjiik, hogy két egyenld

00l
-os szoggel szemkdzt ebben a hataresetben kiilonb6zd oldalak is lehetnek.

Itt van a rés okoskodasunkban, ezért nem érvényes az az allitdlagos ,,uj matematikai tétel”, hogy két oldalukban
¢és valamelyikkel szemkozti szogiikben megegyez6 haromszogek mindig egybevagoak. Lehetnek egybevagoak,
de lehetnek kiilonbozoek is. Ha megegyeznek ezekben az adataikban, és mégsem egybevagoak, az csak ugy
lehetséges, hogy a mondott modon illesztve dket ssze, a harmadik oldalpar (amelyekrél nem tettiik fel, hogy
egyenloek, abrainkon

AC

és

A'C

) egy egyenesbe esik. Eppen ilyen eset lathato a 20. abran; ott

XYZ
az az elfajuld haromszog, amelynek két szoge egyenld ugyan (

0r]
-0s), a veliik szemkdzti oldalak (

XY
és

Yz
) mégsem egyenldek.
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JEGYZETEK

0" "

21 dbra

1. JEGYZETEK

1. Miért helyesek az ilyen atalakitasok:

(2003/2004)=(3/4) , (2113/3115)=(2/5) , (2116/6[15)=(2/5) , (2117/7115)=(2/5) ,
¢és miért hibasak az ilyenek:

(23/24)=(3/4) , (23/35)=(2/5) , (26/65)=(2/5) , (27/75)=(2/5) ,

még ha az eredményiik néha véletlentil jo is? A rajzok mutatjak két példan, miért helyesek az el6bbiek:

(2013/2014)=(6/8)=(3/4) , (2[13/3115)=(6/15)=(2/5) .

22 dbra
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JEGYZETEK

23, sibra

Az els6 esetben az egészet

2014
, vagyis 8 egyenld részre osztottuk és

2013

, vagyis 6 ilyen részt vettiink. Ez ugyanannyi, mintha 4 egyenld részre osztjuk az egészet, és 3 ilyen részt
vesziink. Altalaban, ha egy tort szamlalojat és nevezdjét ugyanazzal a szammal osztjuk (vagy szorozzuk), akkor
a tort értéke ugyanakkora marad.

A kovetkez0 sorban nem ezt tettiik! Ott az egyez6 szamjegyek elhagyasa nem osztas, hanem valami mas:

(23/24)
-bél ugy lesz

(3/4)
, hogy a szamlalgjabol és a nevez6jébdl is kivonunk 20-at; amikor

(23/35)
helyett

(2/5)

-0t irunk, akkor a nevezdjébol kivontunk 30-at, a szamlalojabol viszont csak 3-at vontunk ki, de azaltal, hogy
utolsé eldtti szamjegy helyett utolsé szamjegy lett a 2-bdl, még 10-zel is elosztottuk azt, ami a 3 kivonasakor
maradt; igy a tobbinél is. Ertheté, hogy ezek a bonyolult atalakitasok csak kivételesen vezetnek ugyanakkora
tortre. Ilyen kivételes tortek még

(16/64)
és

(19/95)
iS.

2. A hiba gydkere itt is ugyanaz, mint a 2. és 3. példaban: a tobbjegyli szamok masként viselkednek, mint a
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JEGYZETEK

szamjegyeikbdl alkotott szorzatok vagy oOsszegek. Ott kétjegyli szdmokat akartunk ugy kezelni, mintha
szorzatok lettek volna (egyszerlsiteni egy-egy szamjegy kihuzasaval), itt az 6sszegekkel akartunk ugy szamolni,
mintha tobbjegyli szdmok lettek volna. Pedig hiaba jo példaul ez a kivonas:

52 140 38
Nem lehet alkalmazni a mddszerét ebben az esetben:
5+2 1+4100.

Fenn ugy tudjuk elvenni a 4-et, hogy az 5 tizesbdl egyet felvaltunk és a 12-bdl vesziink el 4-et. Lenn ilyenrdl szo6
sem lehet: nincs 5 tizes, csak 5 egység, nincs mit felvaltani.

3. Magassagegyeneseknek nevezziik a haromszog csucsain athalado, a szemkdzti oldalakra mer6leges
egyeneseket. Magassagvonalaknak is szokas nevezni ezeket, de a ,,magassagvonal” elnevezést azokra a
szakaszaikra is szoktdk hasznalni, amelyek a cstcsoktol a szemkozti oldalakig vagy meghosszabbitasukig
terjednek.

4. Honnan tudjuk, hogy

A0
nagyobb, mint

EO
(ésigy
CcoO

is nagyobb, mint

DO
)? Onnan, hogy barmely haromszog két kiillonbozd szdge koziil a nagyobbikkal szemben nagyobb oldal van,
mint a kisebbikkel szemben. (Ezt az ismert tételt itt felhasznaljuk.) Hat azt honnan tudjuk, hogy az

AOE
haromszogben az

E
-nél 1év6 szo6g nagyobb, mint az

A
-nal 1év6 sz6g? Onnan, hogy az

E
-nél 1év6 szog derékszog (mert

0
-bol merdlegest bocsatottunk az

AB
oldalra), s akkor a masik két szog csak kisebb lehet ndla. Miért? Mert a haromszog szogeinek dsszege

180(]
, s ha egy szog

900
, akkor a masik kettdre egyiittvéve jut csak
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JEGYZETEK

90(]

5. Ha ugyanis a haromszdgben

AB=BC
, akkor a felezdmero6leges egybeesik a szogfelezd egyenessel, nincs metszéspont. Ha viszont

AB#BC
, akkor abbol a feltevésbol, hogy mindkét merdleges talppontja az oldalakra, vagy mindkettd az oldalak
meghosszabbitasara esik, ellentmondasra jutunk (tudniillik arra, hogy

AB=BC
, pedig abbdl indultunk ki, hogy

AB#BC

). Tehat a fent vazolt bizonyitdsok hibasak, ha arra akarunk kdvetkeztetni bel6liik, hogy barmely két szakasz
egyenld, de adodik beldlik egy helyes bizonyitds az emlitett talppontok helyzetére vonatkozolag. Ez a
bizonyitas indirekt, vagyis azt bizonyitjuk be, hogy az allitas ellenkezdje nem igaz. Direkt bizonyitést is lehet
adni arra, hogy az emlitett talppontok mindig igy helyezkednek el.
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TUD-E ON FEJBEN OTODIK GYOKOT
VONNI?

SURANYI JANOS

Kedves ,,On”, aki ezt a konyvet kézbe vette, nyilvan gy gondolja, a fejezet ciméhez hallgatélag hozzaértendd:
»...mert ha nem, majd megtanitom”. Elgondolasa valdban helyes, de elébb még egyszerlibb szamolasi
igyességekkel ismerkediink meg.

1. 1. NEHANY SZAMOLASI KONNYITES

Az alapmiiveleteket ma mar megtanuljuk az altalanos iskola also tagozataban (ha nem is minden erdlkddés
nélkil), a XV. szdzadban azonban az osztast csak az egyetemek felsd évfolyamaiban tanitottdk. A lényeges
kiilonbséget az okozza, hogy akkor még a romai szdmokat hasznaltak, az alapmiiveletek elvégzése pedig csak a
mai, helyiértéken alapuld szamirdsunk mellett valik egyszeriivé. Konnyen fogalmat alkothatunk arr6l, hogy
mekkora konnyitést jelent ez a szdmirds, amit ma mar elég magatdl értetédonek tartunk, ha megprobaljuk
kiszamitani mondjuk a

MMDCCXLIIICCCXCVIL
szorzatot (természetesen anélkiil, hogy atirnank arab szamjegyekkel). Erthetd hat, hogy régebben szamos fogas,
igyesség alakult ki a szdmolas megkonnyitésére. Néhany példa:

a) Ha csak

505

-ig tudjuk az egyszeregyet, mar 6ssze tudunk szorozni két, 5-nél nagyobb szamjegyet a kdvetkez6 modon: Egyik
keziinkdn kinydjtunk annyi ujjat, amennyivel az egyik tényezd tobb, mint 5, a masikon annyit, amennyivel a
masik tobb 5-nél. Ezutan annyi tizeshez, mint a kinyujtott ujjak egyiitt, hozzaadjuk az egyik és a masik kézen
behajtott ujjak szamanak szorzatat, és megkapjuk a keresett szorzatot.

{. dbri

b) Egy szam négyzetét tobbféleképpen is kiszdmithatjuk. Ha a szam 5-re végzddik, akkor szamolhatunk a
kdvetkezé modon is: az 5-0s elhagyasaval maradd szamot megszorozzuk a kdvetkezé szammal, és az eredmény
utdn még 25-6t irunk.
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2. BSSZEADUNK ES
KIVONUNK EGYSZERRE

¢) Egyes népeknél hasznalatos a szorzas un. orosz modszere, amelynél csak ismételt kétszerezésre és felezésre
van sziikség (ezek kényelmetlen szamirasok mellett is, amilyen pl. a rémai, elég konnyen elvégezhetdk).
Egymas mellé irjuk a két szadmot, majd az egyiket (célszerli a nagyobbikat) kétszer vessziik, a masikat felezziik,
ha van egy maradék, azt elhagyjuk. Ezt ismételjiik addig, mig a felezéssel 1-ig nem jutunk. Ekkor az ismételt
duplazassal keletkezett oszlopban athtizzuk azokat a szamokat, amelyek mellett a masik oszlopban paros szam
all; a tobbi 0sszege megadja a keresett szorzatot.

58 249
24 498
14 LIk

7 1992

1 3984

| 7968
:T.H.E.]I:l_l 1447

Szamos hasonl6 fogas ¢és érdekesség ismeretes még, csak illusztracioként emlitettiink bekdszontében néhanyat.
Az olvaso kiprobalhatja az eljarasok helyességét példakon. Magyarazatukra még visszatériink, egyeldre azonban
foglalkozzunk egyszerlibb miiveletekkel: az 9sszeadassal és kivonassal!

2. 2. OSSZEADUNK ES KIVONUNK
EGYSZERRE

Tobb Osszeadast egyszerre tudunk elvégezni, amint azonban kivonasra is van sziikség, minden kivonandoét kiilon
kell levonni. Ha ligyesek vagyunk, segithetiink magunkon annyiban, hogy az osszeadanddk 8sszegezése utan
Osszegezziik a kivonandokat, és 6sszegiiket vonjuk le az els6 0sszegbol.

Egy egyszerii otlettel azonban még a 3 miiveletet is egyetleneggyel helyettesithetjiik. {rjuk az 6sszeadandokat és
kivonanddkat vegyesen egymas ala, ahogy az 0sszeadasnal szokds, csak — mivel a miveletet szamjegyenként
végezzilk — a kivonandok minden jegyét kiilon jeldljik meg, pl. foléhuzassal. (A 0 jegyeket folosleges
foléhuzni.) Ezutdn ugyanugy szamolhatunk az ,,egyesek”-t6l kezdve oszloponként, mint az dsszeaddsnal, csak a
foléhuzott szamjegyeket mindig levonjuk.

Eléfordulhat, hogy a jegyek Osszeadasa kdzben a foléhuzott jegy a nagyobb, ha pl. a

8

, 3 jegyek kovetkeznek egymas utan. Ekkor 5 kivonandd marad a kovetkezd jegyre, a kivonandok elé;
megkiilonboztetésiil az 6sszeadandoktol a ,,minusz” szdcskat szokas mondani, tehat szamolasunk: minusz 8,
minusz 5. Ezt a kovetkez6 jegybdl levonjuk, ill. ha az is foléhtuzott jegy, pl.

7
, akkor a kivonand6 novekszik, tehat minusz 12 a kovetkezd részeredmény. Az is lehet, hogy erre az eredményre
egy oszlop végén jutottunk. Ekkor leirjuk az ,,egyes” helyiértékt jegyet:

2

-t az eredmény megfeleld helyére, a tizeseket, tehat esetiinkben minusz 1-et atvissziik a kdvetkez6é oszlopba,
éppen gy, mint dsszeadasnal, de ezittal természetesen kivonandoként. Ezeket a kivonandé szamokat negativ
szamnak szokas nevezni. Néhany példa:
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3. SZAMKITALALAS

TEY — 21 4+ 953 + 1868 — U7 =+ Tav = THY
—-2021 2021
+ 053 053

+ 1868 1868
— 1070 = 1070
499,

342
774
231
549
1322

1432

A masodik feladat egyes oszlopaiban (alulrél felfelé haladva) pl. a kovetkezd miveletsorokat végezzik: 2,
minusz 7, minusz 6, minusz 14, minusz 12; leirunk

2
-t, marad minusz 1, 1, minusz 3, 0, minusz 7, minusz 3; leirunk

3
-t stb.

Hogyan értsiik azonban a vegyesen eléforduld kozonséges (szakkifejezéssel pozitiv) és kivonni vald, negativ
szamjegyeket? Ugy, ahogy a sz6lés érti: ,,Az egyik tizenkilenc, a masik egy hijan husz”, azaz most bevezetett
irasmodunkban

19=21"
. Ez egyben utal arra is, hogyan lehet atalakitani altalaban a fellép6 negativ szamjegyeket.

Kivalasztunk egyet, célszer(i balrol az els6t, ez elbtt pozitiv jegy all, a megel6zo jegybdl egyet elvesziink, azt 10
kisebb egységre valtjuk, és ebbdl vonjuk le a foléhuzott szdmjegyet. Ezutan jobbra haladva, sorra
kikiiszobolhetjiik a tobbi foléhtzott szamjegyet is:

143 2 =632 =572 =568.

Ha a foléhuzott jegy el6tt 0 all, akkor ebbdl nem tudunk mit folvaltani, ezért balra megyiink az elsé 0-t6l
kiilonboz6 jegyig, azt eggyel csokkentve, egy egységet aprora valtunk, abbol 9-et leirunk, egyet ismét
felvaltunk; ha jobbrol Gjabb 0-jegy kovetkezik, akkor ismét leirunk 9-et és 1 egységet tovabb valtunk, mig a
foléhuzott jegyig nem ériink. Ekkor ezt a jegyet vonjuk le az utolso felvaltasbol szarmazo 10 egységbdl:

100 7 04 =99 304 =99 296.

Ha az els6 szamjegy negativ, akkor még ha csupa pozitiv kilences szam all is utana, az nem adhat annyit, mint
az els6 jeggyel irt kivonando, tehat ez esetben a kivonandok 6sszege nagyobb, mint a kisebbitenddkeé.

3. 3. SZAMKITALALAS

Ismeretes rengeteg szamkitalalo jaték, ezek koziil bemutatunk kettot.
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4. A 11-ES PROBA

a) Gondolj egy szamot, szorozd meg 6-tal, vegyél el beldle 3-at, vedd a duplajat, add Ossze a szamjegyeket, amit
kaptal, vedd 3-szor, add Ossze a szamjegyeket, ha az eredmény tobbjegyli, annak is add Ossze a jegyeit €s
ismételd, amig egyjegyll eredményt nem kapsz, szorozd meg ezt a szamot 4-gyel, adj hozza 13-at! Ha jol
szamoltal, 49-et kaptal. Novelhetjiik a hatast azzal, hogy elére felirjuk egy lapra a végeredményt, és leforditva
letessziik, a végén pedig csak folemeljiik: ,,Itt az eredmény”.

b) i1j le egy szamot, irj ugyanezekkel a jegyekkel, csak mas sorrendben egy masikat, és vond ki a nagyobbikbol
a kisebbet! Csinald ezt meg tobb szammal is, és mondd meg a végeredményeket:

801, 17 612, 2574, 295 576, 19 998.
Nézd meg a szamitasodat, a masodik és negyedik kivonasban biztosan hibaztal!

Vajon honnan lehet ezt tudni? Hiszen nem ismerjiik a szamokat, amiket a felszélitott kivont, ill. amibdl az a)
esetben a szamitasok kiindultak. Mindkét esetben a ,, 9-es proba” adja a magyarazatot, amellyel az els6 cikkben
ismerkedett meg az olvaso, belatva, hogy egy szdm 9-cel osztva annyi maradékot ad, mint amennyit a
szamjegyeinek Osszege ad.

Ezt a tényt felhasznaljak szamitasok ellendrzésére is, ugyanis Osszeg, kiilonbség és szorzat maradéka 9-cel
osztva ugyanannyi, mint az egyes szdmok maradékai dsszegének, kiilonbségének, illetve szorzatanak az osztasi
maradéka, és ugyanez all a hatvanyozasra is, hiszen a hatvanyozas ismételt szorzas csupa egyenl6 tényezdvel.

Ennek alapjan konnyen kiszamithatjuk egy miivelet vagy miiveletsor eredményének osztasi maradékat az egyes
szamok maradékabdl, és meghatarozhatjuk a végeredmény maradékat. Ha a kettd nem egyezik, akkor hiba van a
szamitasban. (De hiba akkor is lehet, ha a 9-cel valé osztas maradékaval nincs baj.)

A 3.a) pontban leirt jaték ezek alapjan igy érthetd: A 6-tal vald szorzaskor 3-mal oszthaté szamot kaptunk, ez a
3 elvételével és a kétszerezéssel sem valtozott meg. (Ezek a 1épések egyébként lényegtelenck a feladat
szempontjabol.) A 3-mal valdé szorzas utan mar 9-nek egy tobbszordsét kapjuk, igy a jegyek ismételt
Osszeadasaval végiil egy egyjegyli és 9-cel oszthaté szdmhoz jutunk. Ilyen csak a 9 és a 0, de a szdmjegyek
Osszege 0 nem lehet, tehat a jegyek Osszeadasanak eredménye csak 9 lehet. A tovabbi miveletek eredményét
mar ismerjiik, €s igy olyan eredményt alakithatunk ki, amilyent éppen akarunk.

A b) pontban a kiilonbség két tagja ugyanazt a maradékot adja 9-cel osztva, mert ugyanaz a szamjegyek dsszege
(ugyanazokbol a jegyekbdl all mind a két szam), igy a kiilonbség oszthaté 9-cel, tehat kell, hogy a
szamjegyeinek Osszege is 9-cel oszthat6 legyen. Ez nem teljesiil a masodik és negyedik eredményre, tehat ezek
biztosan hibas szamitasbol eredtek. Megjegyzendd azonban, hogy a masik harom szamitas is lehet hibas, hiszen
sok olyan szamolasi hiba lehetséges, amely az eredményt 9-cel oszthatdé szammal valtoztatja meg, és ekkor a
szamjegyek Osszege 9-cel oszthatd marad.

4. 4. A 11-ES PROBA

Majdnem ilyen egyszerii eljaras adhato a 11-gyel vald osztas maradékanak megallapitasara is: Ha 0sszeadjuk az
utolsod (,,egyes” helyiértékil) jegytdl minden masodik jegyet, és ebbdl az 6sszegbdl levonjuk a kimaradoé jegyek
Osszegét, a kiilonbség ugyanannyi maradékot ad 11-gyel osztva, mint az eredeti szam, ¢és itt is igaz, hogy Osszeg,
kiilonbség, szorzat, hatvdny maradéka ugyanannyi, mint a maradékok Osszegéé, kiilonbségéé, szorzatag, ill. a
maradék hatvanyaé. (Ha a kivonandd nagyobb, akkor hozzaadunk a kisebbitendéhéz 11-et vagy annak egy
tobbszorosét, ezzel a 11-gyel vald osztds maradéka nem valtozik.) Ennek alapjan ,, 11-es probaval” is
megvizsgalhatjuk, nem mutatkozik-e valami szamolasi hiba. Az olvasé megprobalhatja 6nalléan megindokolni
az eljarast, de megtalalhatja barmelyik, a szamelmélet elemeivel foglalkozo konyvben.

A 3.b) eljarashoz hasonldan a kovetkezot jatszhatjuk: leiratunk egy négy- vagy hatjegyli (&ltalaban paros szamu
jeggyel irt) szamot és ala azt a szamot, amelyik ebbdl ugy keletkezik, hogy az els6 jegyét elhagyjuk és utolsod
jegynek irjuk. A két szamot Osszeadatjuk, ez mindig oszthaté lesz 11-gyel. Mivel a 11-gyel vald osztas
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5. OTODIK GYOKOT VONUNK
FEJBEN

maradékat a szadmjegyekbdl gyorsan ki tudjuk szamitani, ez ismét modot ad hibak felfedezésére anélkiil, hogy
ismernénk az 0sszeadandokat.

5. 5. OTODIK GYOKOT VONUNK FEJBEN

El lehet sajatitani azonban mindezeknél nagyobb szamold miivészetet is, példaul fejben 6todik gyokot vonni
barmelyik, legfeljebb 10-jegyli 6tddik hatvanybdl. Ez els6sorban azon alapul, hogy minden szdm o6todik
hatvanya ugyanarra a jegyre végzddik, mint a hatvanyozott szam. Ha a szam nem t6bb, mint Gtjegyii, akkor
ezzel mar megvan az 6tddik gyoke, mert a legkisebb kétjegyli szam 6tddik hatvanya:

105=100 000
mar hatjegyti, igy ennél kevesebb jeggyel irt szam csak egyjegyli szamnak lehet az 6t6dik hatvanya.

Ha a szam 5-nél tobb jegyii, akkor meg kell még hatarozni a tizes helyiértékii jegyet. Nem lehet ugyanis a szam
kettonél tobb jegyli szamnak az 6tddik hatvanya, mert a legkisebb haromjegytli szam 6tddik hatvanya:

1005=10 000 000 000
mar 11-jegytl.

A (jobbrol) masodik jegyet megallapithatjuk, ha tudjuk az egyjegyl szamok 6tdodik hatvanyardl, hogy hany
jegytek, és milyen jegyekkel kezdédnek. Alabb felirtuk az els6 9 szam 6tddik hatvanyat, de ezekbdl elég az elsé
két jegyet és a jegyek szamat tudni.

2= 32
= 243
= 1024
5= 3125
6= 7776
7' = 16 807
§' = 32 768
9% = 59 049

A 10, 20, 30, ..., 90 szamok 6todik hatvanya ezeknél 5-5 jeggyel hosszabb.
Ennek alapjan az a szam, amelyiknek az 6t6dik hatvanya

229 345 007
csak 7-re végzédhet. Tovabba 40 és 50 kozé kell esnie, mivel a felirt szam 9-jegyii és 22-vel kezdédik. igy a
felirt szam csak 47-nek lehet az 6todik hatvanya, és az valdban ennyi is. Hasonléan

2 535525376
10-jegyli és 25-tel kezdddik, tehat 70 és 80 kozé esd és 6-ra végzodd szamnak, vagyis 76-nak lehet csak az
otodik hatvanya, és 76 6todik hatvanya valdban ennyi.

6. 6. AZ OTODIK HATVANY UTOLSO
SZAMJEGYE

Vajon miért végzddik egy egész szam 6todik hatvanya ugyanazzal a szdmjeggyel, mint maga a szam? A fenti
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7. VEDEKEZZUNK A CSAPDAK
ELLEN!

tablazatbol latjuk, hogy ez az egyjegyli szamokra igaz. Ebbdl azonban mar kovetkezik minden egész szamra is.
Ugyanis a hatvanyozas ismételt szorzas egyenld tényezOkkel. Egy szorzat utolsd jegyét a tényezok utolsod
jegyének a szorzata adja. TObb tényez6 szorzatanal a végeredmény utolsé jegyét az 6sszes tényez6 utolséd jegyei
szorzatanak az utolsé jegye adja. Ha 6t egyenld tényezot szorzunk &ssze — vagyis 6tddik hatvanyra emeliink —,
akkor a végeredmény utols6 helyén a hatvanyozott szdm utolsé jegye 6tddik hatvanyanak utolsé szamjegye all.
Azt azonban mar tudjuk, hogy ez megegyezik a hatvanyozott szamjeggyel.

7. 7. VEDEKEZZUNK A CSAPDAK ELLEN!

Igen egyszerli és gyors modszert talaltunk az 6todik gyokvonasra. Nem is kell hozza pontosan ismerniink a
hatvanyt, csak az elsd két szamjegyet, az utolsot és a szamjegyek szamat. Ez azonban nehézséget is rejt
magaban. Ha valaki probara akar tenni, vagy egyszerien hibazott a szdmoldsban, mi az elmondottak alapjan
akkor is ,kitalaljuk”, hogy — ebben az esetben természetesen hibasan — minek az 6tédik hatvanyat diktaltak fel.
PL:

460 065 624.
Modszeriink azt adja, hogy ez csak 54-nek lehet az 6tddik hatvanya, ha egész szam 6todik hatvanya. Azonban

545=459165024

(bar ezt fejben gyorsan aligha tudjuk kiszamitani), s igy a diktalt szam nem 6tddik hatvanya egész szamnak. A
hibalehet6ség csokkentésére ismét a 9-es és 11-es probahoz fordulhatunk. Az utébbival kiilondsen egyszerti az
ellenérzés, ugyanis az 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 szamok 6todik hatvanya 11-gyel osztva rendre 1, 10, 1, 1, 1, 10,
10, 10, 1, 10 maradékot ad, mig a 11-gyel oszthaté szamnak természetesen az 6tddik hatvanya is oszthatod
11-gyel. igy mindenekelétt azt kell megnézni, hogy a diktalt szam 11-gyel osztva milyen maradékot ad. Ha ez
nem 0, 1 vagy 10, akkor nem 6tddik hatvany a feldiktalt szam. Ha a harom maradék valamelyike adodik, akkor
miutan alkalmaztuk eljarasunkat, még Gjra megnézhetjiik, hogy a kapott szam 11 szerinti maradékanak az 6todik
hatvanya valoban az el6bbi maradékot adja-e.

A 9-es szabaly is felhasznalhat6 ellendrzésre, bar ez egy kicsit bonyolultabb, mert meg kell jegyezni az 1-9
szamok 6todik hatvanyanak 9-cel val6 osztasi maradékat. Ezek:

==

L |

67|89
0141810

4 SZAIm [ 12134

az 5. hatviny maradéka |1(5)0]7

]

Itt a 3 és 6 kivételével minden eléfordulhat, ezért el6szor azt j6 meghatarozni, milyen szdmnak lehet a diktalt
szam 6tddik hatvanya, és azutan nézni meg, hogy a diktalt és a kitalalt szam osztasi maradéka valoban a tablazat
szerint megfelel-e egymasnak (amit konnyl fejben tartani).

8. 8. TOKELETESITJUK TUDOMANYUNKAT

Ezt a tablazatot azért is irtuk fel, mert ennek fejben tartasaval tovabb kapraztathatjuk a hallgatosagot.

— Tessék diktalni egy 6todik hatvanyt!

20...

— Megalljunk! Lehet a tovabbi jegyeket felcserélt sorrendben is diktalni.

20111 459.
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9. SZAMOLASI
EGYSZERUSITESEK

Most elvesztettiik a legnagyobb segitséget, az utolsd szamjegy ismeretét. Annyit mindenesetre tudunk, hogy a
diktalt szam 8-jegyli és 20-szal kezdddik, tehat 20 és 30 kozti szam 6todik hatvanya. Azt is megallapithatjuk,
hogy a diktalt szam 5-6t ad maradékul 9-cel osztva, tehat a keresett szam 2-t, s igy csak 20 vagy 29 lehet, de 20
otodik hatvanya 6t 0-t tartalmaz (és 7-jegyll), tehat a keresett szam 29. (Valdban ennek 6tddik hatvanya:

20511 149
)

Ennél az eljarasndl nehézséget okoz, ha a diktalt szam 9-cel oszthatd. Ilyenkor ugyanis az adott 10-es
szamkozben mindegyik 3-mal oszthaté szam lehet a keresett szam. Egy kis gyakorlattal azonban ilyenkor is
megbecsiilhetjiik az els6 két szamjegy ismeretében, hogy a szdba jov6 szamok koziil melyikrdl lehet szo. Pl. Az
elso két jegy 13, a jegyek nagysag szerint: 011223369; a szam 40 és 50 kdzott van, egész kozel 40-hez és 3-mal
oszthato, tehat 42. (Valoban:

425=130 691 232

.) Sok fogassal lehetne még finomitani az eljarast, de gondolom, hogy az olvasé sem vagyik elsGosztalyu
szamolomiivéssz¢ valni. Ehhez altalaban kiilon adottsagok és rendkiviil sok gyakorlas kell. Mindezek azonban
csak kapraztatd mutatvanyokra képesitenek, hasznos tevékenységre alig.

9. 9. SZAMOLASI EGYSZERUSITESEK
MAGYARAZATA

Sikertilt-e megtalalni az 1. pontban emlitett szdmolasi eljarasok magyarazatat?

a
). Legkonnyebben az utolsoét taldlhatjuk meg. Ha egy szorzat egyik tényez6jét felezziik, a masikat viszont
kétszerezziik, akkor a szorzat értéke nem valtozik. Az 1. pont szamitasanak elsé két sorara

58(1249=2911498
. A kdvetkez6 sorban viszont bonyolultabb a helyzet. Tulajdonképpen 28-nak vettiik a felét, s igy

28(1498=1411996,
tehat a maradék elhagyasa miatt a 29 mellett allo 498-cal kisebb lesz a két 0j szam szorzata, mint az eldbbi
kett6é:

2901498=1411996+498.
A kovetkez6 1épésekben hasonloan:

1471996=7111992=3113984+1992=1117968+3984+1992.
Igy valoban

5811249=498+1992+3984-+7968.

Altalaban is ez a helyzet: valahanyszor egy paratlan szam helyett az eggyel kisebb szam felét irjuk le, ezzel a
paratlan szam mellett all6 szammal kisebb lesz az 0j két szam szorzata, mint a régi kettd¢; igy ezeket mind
hozzaadva az utoljara duplazott szdmhoz, kapjuk a kiindulaskor leirt két szam szorzatat.

B
) Az 1.b)-nél altalanosabban kiszamithatjuk pl. a

621168
szorzatot Ugy, hogy a
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9. SZAMOLASI

EGYSZERUSITESEK
6017
szorzat utan leirjuk a
2018
szorzatot.
67 28

H268=4216

Altalaban alkalmazhat6 az eljaras két olyan szam szorzasara, amelyek csak az utolsé jegyben kiilonboznek, és
az utolso jegyek 10-re egészitik ki egymadst. Ilyenkor az utolsé jegy elhagyasaval maradé szamot szorozzuk az
1-gyel nagyobb szammal, és utana irjuk az utols6 jegyek szorzatat, az utobbit mindig 2-jegyii szamnak irva,
tehat az

109
-et 09 alakban. Pl.:
14-] 14

[

141-149 = 210049

A

Az eljaras helyességét a szamitas atalakitasaval lathatjuk be az utolsé el6tti példa esetében pl. igy:

620168=621160+6218=62160+60118+2(18.
Az els6 két 6sszeadandoban a 60-at kell 62-szer €s még 8-szor venni, igy

620168=6011(62+8)+218=60[170+2[18=61[171100+2[][18=

=4200+16=4216.
Az atalakitasokat éppen a két tényez6 font leirt egyszeri kapcsolata tette lehetéve, igy hasonld atalakitasok
minden, a mondott tulajdonsagu szorzatnal elvégezhetdk.

Az algebra nyelvén kifejezve, itt az

(n+k) I (n+D=nl](n+k+)+k(1]
azonos atalakitast hasznaljuk fel, ahol

n
a tizeseket jelenti, vagyis

10z
alaku és
ktI1=10
gy

n(nt+k+)=106(10t+10)=¢ I (¢+1)1100
. Ez az azonossag szamos tovabbi szorzasi egyszerisitésre ad lehetdséget olyan szorzatoknal, amelyeknél

n
, vagy

n+k+l
, vagy — mint esetlinkben — a kettd szorzata tobb 0-ra végzddik.
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10. SZORZAS
RESZLETSZORZATOK

14
) Az 1.a) szamitas helyességét a legkevésbé egyszerti latni. Az ott szerepld szorzat a felnyujtott ujjak szamanak

feltiintetésével:

(5+1)0(5+3)
, a leirt kiszamitasmod pedig:

(1+3)010+(5-1)[1(5-3)
. Mas a szorzatokndl az ,,1” és ,,3” helyébe keriil més szdmu ujj. Altalaban

k
-val és

/
-lel jelolve a felnyujtott ujjak szamat, azt kell belatni, hogy az

(5+k)LI(5+)
szorzas mindig ugyanarra az eredményre vezet, mint a

(k+DT10+(5—k)1(5-])
szamitas. Egyszerli atalakitasokkal, amelyeket konkrét szamokkal mar az elébbiekben is hasznaltunk, az els
szorzat igy alakithato at:

(5+k)C1(5+D)=(5+k) [15+(5+k) 1I=5015+kS+5 DD
a masodik kifejezés pedig igy:

(k+D)10+(5-k) I (5-D=kJ10+]110+(5—k) 15— ~(5-k)[1I=k10+]110+5015-k5—~(5 1=k [1)=
=k[J10+010+505—-k005-501+k[l1= =k[15+0O05+505+k011.0

A két alahuzott kifejezés csak a tagok sorrendjében és egyes tagokban a tényezdk sorrendjében kiilonbozik.
Tudjuk azonban, hogy sem az Osszeadandok, sem a szorzotényezok felcserélése nem valtoztat a miivelet
eredményén, igy a kétféle szamitds eredménye mindig megegyezik.

10. 10. SZORZAS RESZLETSZORZATOK
NELKUL

Emlitettem, hogy a szdmolds miivészetéhez is bizonyos adottsagok kellenek. Ezek kiillonbdznek a matematika
iranti érz¢éktol, sét altalaban nem is jarnak azzal egylitt. Nem egyszer kiilonben gyenge szellemi képességekkel
parosulnak. Vannak azonban tiszteletreméltod kivételek is. A szazadfordulon egy Ferrol nevii szamolomiivész2
pl. azonkiviil, hogy ujra felfedezte a szorzds — egy igen régen ismert — olyan modjat, amely mellett
részletszamitasok leirasa nélkiil mindjart a végeredmeényt irhatjuk, azt is leirta — és ez el6bb nem volt ismeretes
—, hogyan lehet ebbdl egy részletszamitasok nélkiili osztasi eljarast nyerni. A kdvetkezokben ezeket az
eljarasokat ismertetjilk meg.

A

72411586
szorzat példajan illusztraljuk, hogyan végezhetd el a szorzas ugy, hogy csak a végeredményt irjuk le.
Természetesen itt a kovethetdség kedvéért a fejben végzett mellékszamitasok egy részét is leirjuk.

586
l

2P. Maennchen: Geheimnisse der Rechenkiinstler, B. G. Teubner, Leipzig — Berlin, 1913. 33-39. old.
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11. OSZTAS
MELLEKSZAMITASOK NELKUL

A szorzat utolso (egyes helyiértékil) jegyét a tényezok egyes helyiértékii jegyeinek szorzatabol kapjuk:

6014=24
. A 4 a keresett utolso jegy, és maradt két tizes.

(A nyil az dsszeszorzott jegyeket koti Ossze.) Az atviendd tizeseket az eredmény tizes jegyének helye folott
tiintettiik 61, hasonldan tiintetjiik fel a tovabbi lépéseket is.

2+814+6[12=46
. Igy a masodik jegy 6 és maradt 4 szazas. (2. dbra.)

724 124

| T

ARG SEG

64 264
2 dihra

Hasonléan szamithatjuk a tovabbi jegyeket is, ezek szamitasat kiilon-kiilon 1épésekben tiintetjiik fel. (3. dbra).

124 724
86 586

-l
e
A
e
T
I
[
[
-

4264 424264

3. dhen

Konnyithetjiik a szamitast azzal, ha a szorz6 jegyeit forditott sorrendben irjuk a szorzando ala, igy ugyanis nem
ellenkez6 iranyban kell haladnunk, amikor az &sszeszorzandé jegyeket keressiik. Lassuk ezt a

12 46815837
szorzat példajan:
12468 12468 2468
71835 7385 7385
(3] | & 716
12468 12468
J385 I3 i:- 3
A7 16 Ta57T1h
4, cihra
és hasonloan haladva tovabb:
12468
TiES5
72775716

Ha tobb szamot kell ugyanazzal a szammal megszorozni, érdemes a k6z0s szorzo jegyeit egy kiilon papirszelet
(als6) szélére irni forditott sorrendben, és azutdn ugy tolni ezt a papirszeletet a szorzandok felett, egy-egy
jeggyel balra, hogy az 6sszeszorzand6 jegyek mindig egymas alatt alljanak.

11. 11. OSZTAS MELLEKSZAMITASOK
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11. OSZTAS
MELLEKSZAMITASOK NELKUL

NELKUL

Ez az eljaras meg is fordithato, és egy olyan osztasi eljarashoz vezet, amelynél szintén lehet részletszamitasok
nélkil csak a hanyadost irni, még akkor is, ha azt sok tizedesjegyre kell kiszdmitanunk.

Forditsuk meg el6szor elsd szorzasunkat: osszuk el

424 264

-et 586-tal. Az osztét az osztando f6lé irjuk, de a konnyebbség kedvéért mindjart a masodik szorzas mintajara
forditott sorrendben irjuk a jegyeket; a hanyadost efolé irjuk. A hanyados nyilvan 3-jegyli lesz (ti. ha egész
szam; kiilonben 3 jegye lesz a tizedesvessz0 elott).

A szorzas utolso 1épésében a két tényez6 legmagasabb helyiértékii jegyét szoroztuk Ossze — tehat az 5-6t a
keresett hanyados els6 jegyével —, és hozzaadtuk az el6z6 1épés maradékat, igy kaptuk a szorzat — adott esetben
— els6é két jegyébdl allo szamot: 42-t; ezt kell tehat osztanunk 5-tel, és megkapjuk a hanyados els6 jegyét.
Azonban nem célszert 8-at venni hdnyadosul, csak 7-et, mert az el6z6 1épésben két jegypar szorzatdhoz adtunk
még maradékot, valdsziniitlen tehat, hogy ebbdl csak 2-t kellett volna atvinni. Ekkor az utolso el6tti 1épésbol

42-7015=7
az atvitelbol adodott, tehat az utolsoé eldtti 1épésben 74-et kaptunk.

Ez ugy keletkezett, hogy a

708
szorzathoz hozzaadtuk a hanyados még ismeretlen, masodik jegyének 5-szorosét és a megel6zé 1€pés
maradékat.

I 12 7124 124

T T P, ¥ & o

G 85 G HES fiEs f1 55
424264 4 _'l_' b4 42 -|;':.-':.:'|'1 4 424 _L‘_._ilf}':-:[i

gl

5. dbra
Ez a két 6sszadando tehat egyiitt

74-7118=18
. Ebben az 5 megvan 3-szor, de célszerii lesz 2-t venni kovetkezd jegynek, mert 3 tal kicsi lenne az elébbi
atvitelbdl szarmazd maradéknak. 2-t valasztva

18-2015=8
-at vittiink at az el6z6 részletszamitasbol, és 2-t irtunk le, tehat 82 volt az eldbbi részletszamitas eredménye, ami

7016
-bdl,

2018
-bél, 5-sz6r a hanyados harmadik jegyébél és az el6z6 1épésbol athozott szambol adodott. fgy

82-7016-2118=24

0t0débol szamitandd a hanyados kovetkezd jegye. Ez mar a hanyados egyes helyiértékii szamjegye, igy
megprobalhatunk 4-et valasztani, kiillondsen, ha varhat6, hogy a hanyados egész szam lesz. Ekkor, mivel az
elobbi részletszamitas 46-ot adott, abbol
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12. NEGATIV SZAMJEGYEK
SEGITSEGUL VETELE

2016+4118
-at elvéve kapjuk, hogy az el6zd részletszamitas eredménye 24, ez megegyezik az oszt6 és a hanyados utolso
jegyeinek szorzataval,

604
-gyel, tehat megtalaltuk a pontos hanyadost.

12. 12. NEGATIV SZAMJEGYEK SEGITSEGUL
VETELE

Az eljaras egyik gyongéje, amint lattuk az, hogy a hanyados jegyeinek meghatarozasa elég bizonytalan. Nem
mindig sikeriil eltaldlni, mennyit célszerli az el6z6 részletszamitasbol athozott dsszeadandora hagyni. Ezen a
bizonytalansagon csokkenthetiink, ha arra gondolunk, hogy az osztdé kozel van a 600-hoz, ezért elsd jegyét
joggal vehetjiik kozel 6-nak. A kdvetkezd jegybdl vald athozatot is megbecsiilhetjiik a megallapitando 1j
szamjegy birtokaban, s ha ez til nagynak igérkezik, idejében kisebbre vehetjiik az 0ij szamjegyet.

Aki azonban nem riad vissza attol, hogy negativ jegyekkel is szamoljon, amelyekkel mar a 2. pontban
talalkoztunk, annak olyan esetekben sem kell ujra szdmolnia, ha valahol til nagy jegyet valasztott. Ami ilyenkor
marad, azzal a tovabbi szamot csdkkentenie kell: ,,negativ athozat” marad. Ennek a tizszereséhez is hozzaveheti
a kovetkez0 pozitiv jegyet, s egy negativ részeredményt kap. Ebben negativ szamszor van meg az oszto, tehat a
kovetkezd szamjegy negativ lesz (az ilyeneket most is foléhuzassal jeloljiik). A kovetkezd részeredmény lehet
pozitiv is, negativ is (célszerli nem nagy negativ részeredményre torekedni); és folytathatjuk az eljarast ugy is,
ha vegyesen haszndlunk pozitiv és negativ szamjegyeket is. A végén a foléhuzott szamjegyeket
kikiiszobolhetjiik a 2. pontban megismert modon.

Lassunk erre is egy példat (most mar az osztandd ald fogjuk irni az osztét — megforditva a szamjegyek
sorrendjét — és az ald a hanyadost).

3742 856
-ot osszuk el 4776-tal! Az osztd elsé jegyét célszeri felfelé kerekitve 5-nek venni. A hanyadosnak 3 egész
szamjegye lesz. Az 5 a masodik 1épésben

94-7017=45
-ben 9-szer van meg. A kovetkezd 1épésben

94-7(17-9114=9
folytan

92-707-907=-20
-bol kell az ujabb jegyet megallapitani.

3TATES6 3742836
6774 6174
_ 706=784

6. dbra
Ezt vegyiik

—6=6

-nak, hogy 4-szeresét levonva elég nagy pozitiv maradékot kapjunk a tovabbi szamjegysorozatok (6. abra)
levonasara. (Ha azonban még igy is negativ maradékra jutunk, az sem baj, annyi mindenesetre lathato lesz mar,
hogy mennyivel kell a hanyadost csokkenteni pozitiv és az osztonal kisebb maradék eléréséhez.) Igy az el6z6
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12. NEGATIV SZAMJEGYEK
SEGITSEGUL VETELE

athozatra

92-7017-9017~(~6)[14=4
, majd

48-7016-907—(—6)17=15
jut. A kovetkezd részeredmény tehat

—150+5=-145
, €s a tovabbi szamitas:

—145-9016-(—6)[17=157

>

—1564—(—6)16=1528

Ezzel azt kaptuk, hogy

3742 856=477611796 +1 5 2 8 =4776[1784-1528==4776(1783+3248.

Ebbdl az is lathatd, hogy a kapott 784 értek kdzelebb van a

(3 742 856/4776)

hanyadoshoz, mint 783. — Tizedes jegyeket utolag is szamithatunk az
15278

-at vagy a 3248-at a fenti mo6don (vagy mas Uton) tovabb osztva.

Ami az utolsé harom pont eljarasait illeti, a szorzas gyakorlatilag is jol hasznalhatd, ha kezdetben lassubbnak is
bizonyul, mint a részletszorzatok leirasa. Ne feledjiik el, hogy az utdbbi eljarast hany éven keresztiil gyakoroltuk
az iskolaban! Az 1 eljaras mégis mar rovid gyakorlas utan is eléri a régi gyorsasagat. Kelld gyakorlassal az
osztas is gyorssa és biztossa tehetd, ez azonban mar sokkal kevésbé éri meg a hozzéd sziikséges faradsagot,

inkabb csak mint tigyesség, ,,mutatvany” érdekes.
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POK ES LEGY
(GEODETIKUS VONALAK)
MOLNAR FERENC

Egy kocka alakt szoba egyik sarkaban il a pdk, a t6le legtavolabbi oldalél kdzepén van a 1égy (1. abra). A pok
meg akarja fogni a legyet; minthogy azonban nem tud repiilni, a falon maszva kénytelen eljutni a légy
tartozkodasi helyéhez. Erre sokféle lehetdség van. Eljuthat a 1égyhez pl. ugy, hogy végig a falak hataran, azaz a
kocka élein maszik, vagy pl. gy, hogy ttja sordn a szoba tobb falan (falak k6zé beleértve a mennyezetet és a
padlot is), azaz a kocka tobb lapjan athalad, és az éleket csak keresztezi. Felvetodik a kérdés, hogyan kell a
poknak haladnia, ha a legrovidebb uton akarja elérni a legyet? Ha tudna repiilni, akkor nyilvan egyenes
vonalban repiilve jutna el a legrovidebb uton a céljahoz. Repiilni azonban nem tud, igy a falon maszva kell
megkeresnie a legrovidebb utat. A pok feladata tehat az, hogy a szoba falain, vagyis a kocka feliiletén halado6 és
a légyhez vezet6 utak koziil megkeresse a legrovidebbet.

G F
D _
E
/i
M/
/o
B ) A
| N
p C

I. dbra

Miel6tt megoldanank a pok feladatat, nézziink egy egyszeriibb feladatot! Ha a légy a szobanak azon a falan
lenne, amelynek egyik sarkaban iil a pok, akkor a pok egy siklapon maszva elérheti a legyet. Ekkor nyilvan
egyenes vonalban kell haladnia, hiszen két pont kozott a legrovidebb Ut az egyenes szakasz. A mi esetlinkben
nem ilyen egyszeri a helyzet, hiszen a pok és a 1égy nincs a kockanak ugyanazon a lapjan. Lathatjuk viszont,
hogy a kockanak két szomszédos (azaz élben talalkozo) lapjan vannak (pl. az 1. abran a

PCAB
és

BAFG
lapon), igy a legrovidebb ut csak két ilyen szomszédos lapon at vezethet. Készitsiik el a kocka feliiletének olyan,
sikba kiteritett halozatat, ahol a

PCAB
és

BAFG
lapok szintén szomszédosak, és jeloljiik meg rajta a pok és a 1égy helyét (2. abra)!
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& F

BF A
pd C
2. dhra

fgy sikbeli abrahoz jutottunk, ahol két pontot Gsszekotd legrovidebb vonal az egyenes. A halozaton tehat a pok
és a légy helyét jel616 pontokat (

P
és

L

) 0sszekotd egyenes szakasz mutatja a pok legrovidebb utjat. Ha most halézatunkbol ismét kockat készitiink, a
haldzaton rajzolt vonalakbodl a kocka feliiletén halado vonalakat kapunk. Nyilvanvalo, hogy a rajzolt vonalak
ugyanolyan hossziak maradnak, hiszen ekdzben a lapon nem nyultak és nem zsugorodtak. A pok és a légy
helyét a halozaton 0sszekotd egyenes szakaszbol tehat a haldzat dsszeillesztése utan megkapjuk a legrovidebb
utat, amelyen a pok eljuthat a 1égyhez. Ez az it mar nem egyenes, hanem, amint azt az 1. abra mutatja, két
egyenes szakaszbol allo, ugynevezett torott vonal. A 2. abrardl azt is leolvashatjuk, hogy ez a legrévidebb ut a
kocka

AB
¢élét abban az

M
pontban keresztezi, amely ezt az élt

1:2
aranyban osztja.3

A pok azonban egy masik utat is valaszthat, ha a legrovidebben akarja elérni a legyet. Az 1. abran berajzolt
szaggatott torott vonal mutatja ezt az utat, amely az el6bbitdl annyiban kiilonbozik, hogy masik két szomszédos
lapon at halad, és az

AC
¢élt keresztezi az

1:2
aranyban o0szto
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N

pontban. Ez az Ut az elébbivel egyenld hosszl, hiszen ugyanolyan nagysagu szakaszokbol all (3. abra). Ezek
utan felvetodik a kérdés, hogy mas szomszédos lapokon at nem juthat-e el a pdk ezeknél révidebb uton is a

F

-0 K

légyhez?
B A
3. dbra
3Az
LAM

haromszog ugyanis hasonlé a

PBM
haromszoghoz (2. dbra), hiszen megfeleld szogeik egyenldk (az

A
és
B

cstcsnal derékszogek vannak, az

M
csticsnal 16vo szogek csticsszogek, a

P
és
L

csucsnal 1évo szogek valtoszogek). Minthogy pedig az

AL
szakasz fele a

BP

szakasznak, a hasonlosag aranya
1:2

, tehat az

AM
szakasz is fele a megfeleld

BM
szakasznak, vagyis az

M
pont az

AB
szakaszt

1:2
aranyban osztja.
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A szomszédos

PBGD
és

BAFG
lapokon 4t vezetd legrovidebb utat pl. a 4. dbran lathaté halozatba berajzolt egyenes szakasz adja a haldzat
Osszeillesztése utan. Koénnyti meggy6z0ddni arrdl, hogy a 4. abran szerepld

PL
szakasz hosszabb, mint a 3. abra

PL
szakasza.
D (3 F
o L
0 " 1
H H i
4, dibra
A 4. abra
PL

szakaszaval ugyanis egyenld hosszl a 3. dbra

PK
szakasza, és ez lathatéan nagyobb az ottani

PL
szakasznal. Aki ismeri Pythagorasz tételét, egyszerii szamolassal is meggy6zddhetik errdél. Ha ugyanis a kocka
éle

a
hosszisagu, akkor a 3. abra

PLB
derékszogli haromszogébdl Pythagorasz tétele alapjan:

PL=N(PB2+BL2)=\(a2+((3a/2))2)=\(a2+(9a2/4))=(a/2)N(13),
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mig a

PKE
derékszogii haromszogbol:

PK =\(PE2+EK2)=\((2a)2+((a/2))2)= =\(4a2+(a2/4))=(a/2)N(17).

\(17)

viszont nagyobb

\(13)

-nal, tehat a 3. abra

PK
szakasza nagyobb a

PL
szakasznal.

Az 1. dbrardl lathato, hogy a pok eljuthatna még a 1égyhez az eddigieken kiviil a

BAFG
és
PBGD

lapokkal szemkozti szomszédos lapokon keresztiil is; az ezeken at vezetd legrovidebb it azonban ugyanolyan
hosszl, mint amelyik a

BAFG
és
PBGD
lapokon at vezet (5. abra).
D E F
—— -'-'_'_--------
= L
H [ h,
A, dbra

Az 1. dbran berajzolt torott vonal tehat valoban a pdk legrovidebb utja. Figyeljik meg azonban, hogy ez az ut
csak a kocka feliiletén halad6 utak kozott a legrovidebb, és nyilvan hosszabb a két pontot dsszekdtd egyenes
szakasznal. Ha tehat a pok repiilhetne, akkor a rovidebb uton is elérhetné a legyet. erre a figyelemre mélto
tényre rovidesen visszatériink még. Miutan a pok feladatat megoldottuk, menjiink egy 1épéssel tovabb! Tegyiik
fel, hogy a pdk, miutdn megfogta a legyet, a lehetd legrovidebb uton végig akarja jarni a kockanak mind a hat
lapjat ugy, hogy visszatérjen kiindulasi helyére, az egyik ¢l felezépontjaba. Kérdés, hogy milyen tuton kell
haladnia? Az el6z6ek alapjan konnyen megoldhatjuk ezt a feladatot is. Ehhez keresniink kell a kocka feliiletének
olyan sikba kiteritett hal6zatat, amelynek hatarvonalan a pok kiinduléasi pontja, azaz az 1. abra

L
pontja, két helyen is eléfordul, mégpedig ugy, hogy Osszeillesztés utan ez a két pont a kocka feliiletén
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egybeessék. A halozat két

L

pontjat 6sszekoté egyenes szakasz adja meg Osszeillesztés utan a keresett legrovidebb utat. Azonnal 1athatd, nem
mindegy, hogy milyen halézatot készitiink. Feltételiink ugyanis az volt, hogy a pdk a kockdnak mind a hat
lapjan at jusson vissza kiindulasi helyére. Ezért sziikséges, hogy a halozaton a két

L

pontot 6sszekdtd egyenes szakasz mind a hat lapon athaladjon, tovabba az is, hogy az emlitett egyenes szakasz
végig a haldzaton beliil haladjon, egyetlen darabja se legyen a haldzaton kiviil. Csak ebben az esetben kapunk
ugyanis Osszeillesztés utin a kocka feliilletén haladd zart vonalat. Az egyetlen, feltételeinknek megfeleld
kockahéalozat a 6. abran lathato;

. ahra
a két

L
pontot dsszekotd egyenes szakasz mutatja a pok legrovidebb utjat. A halozat osszeillesztése utan a legrovidebb
utvonal hat egyenld hossziisagl szakaszbdl all6 torott vonal lesz, amely a kocka éleit

450
-0s szogben metszi (7. abra).4

4Ez a legrovidebb utvonal egy, a kocka feliiletén elhelyezkedd szabalyos hatszog, pontosabban a kockanak

MN
testatlojara merdleges sikban 1évo szabalyos hatszog metszete.
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A 6. abran az is lathato, hogy ha a pdok kiindulasi helye nem az ¢l kozéppontja, hanem egy tetszéleges masik
pontja, akkor is ugyanolyan hosszl az altala bejart legrovidebb ut. Egy ilyen utat a hal6ézaton az

LL
szakasszal parhuzamos szakasz abrazol, amely nyilvan egyenl6 hosszi az

LL

szakasszal, hiszen annak eltolasaval keletkezett. Térjiink vissza most a pok eredeti feladatdhoz, és nézziik meg
kissé részletesebben, hogy tulajdonképpen milyen feladatot is oldottunk meg. A feladatot — a poktol és 1égytdl
fiiggetleniil — ugy fogalmazhatjuk meg, hogy a kocka feliiletének két pontjat sszekotd, a kocka feliiletén halado
vonalak koziil a legrovidebbet keressiik. Sot, tovabbmenve, felvethetlink egy sokkal altaldnosabb problémat is:
vegyink fel egy tetszéleges (nem feltétleniil siklapokbdl allo) felilleten két pontot, és keressilk meg azt a
vonalat, amely a két pontot a feliileten 6sszek6td vonalak kozott a legrovidebb. Az ilyen vonalat a feliilet két
pontjat 0sszekotd geodetikus vonalnak nevezziik. Eljutottunk tehat a geometria egyik szép €s sok esetben igen
nehéz feladatahoz, feliiletek geodetikus vonalainak a megkereséséhez. Ha arra gondolunk, hogy a sikban két
pontot dsszekotd legrovidebb vonal az egyenes szakasz, akkor lathatjuk, hogy tetszdleges feliileten a geodetikus
vonalak ugyanezt a szerepet toltik be.

A geodetikus vonal fogalmanak fenti meghatarozasaban igen Iényeges az a kikotés, hogy az a feliilet két pontjat
a feliileten Osszekoté vonalak kozott a legrovidebb. Ha ezt a kikotést elhagyjuk, akkor egyszeriien azt
mondhatjuk, hogy a két pontot 0sszek6td vonalak koziil az egyenes szakasz a legrovidebb. Ez az egyenes
szakasz azonban altalaban nincs a feliileten, amint azt mar a pok és légy problémajanak targyalasakor is lattuk.
El6fordulhat természetesen, hogy a feliilet két pontjat 6sszekotd egyenes szakasz a feliileten van (ilyen pl. a
kocka valamelyik lapjanak két pontjat Osszekodtd szakasz): ebben az esetben természetesen ez az egyenes
szakasz a két pontot a feliileten 6sszekotd vonalak kozott is a legrovidebb, azaz geodetikus vonal. A fentiekb6l
mindjart levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy a feliileteken elhelyezkedd egyenesek geodetikus vonalak. A
kocka példdja mutatja, hogy vannak olyan feliiletek, amelyeken egyenes vonal huzhato. A kockahoz hasonléan
talalhatunk egyenes szakaszokat mas siklapokbol Osszetett feliileteken is. Ezeket poliéderfeliileteknek nevezik:
ilyen pl. a hasab és a gula felillete. Vannak azonban a nem siklapokbol allo feliiletek kozott is olyanok,
amelyeken egyenes talalhat6. A legismertebbek ezek koziil a hengerpalést és a kuppalést: ezeknek az un. alkotoi
egyenesek, vagyis ezeknek a feliileteknek geodetikus vonalai. Altalaban viszont nem mondhatjuk, hogy a
feliiletek geodetikus vonalai egyenesek. Ezért, ha a feliilet két pontjat a feliileten 6sszeko6td legrovidebb vonal
nem egyenes szakasz, akkor az nyilvan nem lesz a legrovidebb az 0sszes (persze nemcsak a feliileten halado)
vonalak kozott, amelyek a két pontot 6sszekdtik, hiszen ezek kozott az egyenes szakasz a legrovidebb. Ezt mar a
pok és a légy példajaban is lattuk. Az elmondottakat talan még vildgosabba teszi a kdvetkezd példa: egy terem
elsé soraban il legalacsonyabb ember nem feltétleniil a legalacsonyabb a teremben iilé 6sszes ember kozott,
hiszen egy masik sorban iilhet nala alacsonyabb ember is. Hasonlé dologrél van szo6, amikor két pontot egy
feliileten 6sszekotd vonalak, illetve amikor a két pontot 6sszekotd dsszes vonal kozott keressiik a legrovidebbet.

Emlitettiik mar, hogy a kiilonb6z6 feliiletek geodetikus vonalainak megkeresése altalaban nem konnyi feladat.
Meégis bizonyos feliileteken egyszertien meghatarozhatjuk a geodetikus vonalakat, ha még egyszer figyelmesen
megnézziikk a pok feladatanak megoldasat. Ezt a feladatot azért tudtuk aranylag kdonnyen megoldani, mert a
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kocka feliiletét sikba teritettiik ki, és felhasznalhattuk, hogy sikban két pont kdzott a legrovidebb ut az egyenes.
Ebbol mar lathato, hogy ha egy feliilet sikba kiterithetd (szokés azt is mondani, hogy sikba fejthetd), akkor a
feliilet két pontjat 6sszekotd legrovidebb feliileti vonalat a kdvetkezoképpen kaphatjuk meg: a sikba kiteritett
felilleten berajzoljuk a két pontot 6sszekotd egyenes szakaszt, és ez a felillet visszahajlitasa soran a keresett
legrovidebb vonalba megy at. A sikba kiteritett feliileten berajzolt egyenesek lesznek tehat visszahajlitas utan az
eredeti feliilet geodetikus vonalai.

Az emlitett eljarast alkalmazhatjuk minden, siklapokbol Oszszetett feliiletre, azaz a poliéderekre, hiszen ezek
sikba kiterithet6k. Azonban mas feliileteket is tudunk sikba fejteni. Ilyenek pl. a hengerpalast és a kuppalast,
ezeknek a geodetikus vonalait is kdnnyen meg tudjuk tehat hatarozni. Ha az egyenes korhenger5 palastjan
felvett két pontot (

A
és

B

) 0sszekotd legrovidebb vonalat akarjuk meghatarozni, akkor eljarhatunk gy, hogy felvagjuk a hengerpalastot
az egyik ponton atmend alkotd mentén. A kiteritett hengerpalast egy téglalap lesz (amelynek alapja a henger
alapkorének keriilete, magassaga a henger magassaga): itt megrajzoljuk az

A
és

B
pontokat Osszekotd egyenes szakaszt, ebbdl kapjuk meg visszahajlitds utan a két pontot a hengerpalaston
0sszekotd legrovidebb vonalat. A kapott vonalat a

B
ponton tul is megrajzolhatjuk, ha el6zdleg a sikbeli &bran meghosszabbitjuk az

AB
szakaszt. Attol fliggden, hogy az

A
és

B
pontok hol helyezkednek el a hengerpalaston, kiilonb6z6 geodetikus vonalakhoz juthatunk.

5Egyenes korhengernek nevezziik az olyan hengert, amelynek alapja (vezérvonala) kor, alkot6i a kor sikjara merdlegesek.
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8. abra

Ha a két pont nincs ugyanazon az alkotén, €és nincs rajta a henger alapkorén vagy egy azzal parhuzamosan
elhelyezkedd koron, akkor az

AB

egyenes nem lesz parhuzamos a téglalap egyik oldaldval sem. Egy ilyen egyenesbdl visszahajlitds soran a
hengerpalaston kapott vonalat csavarvonalnak nevezziik (8. abra). A csavarvonal tehat a hengernek geodetikus
vonala. Az 4brardl azonnal leolvashatd a csavarvonalnak egy érdekes tulajdonsaga. Ha berajzolnank a 8. 4bra
téglalapjan a fiiggdleges egyeneseket, akkor lathatnank, hogy az

AB

egyenes a fliggblegesek mindegyikével ugyanazt a szoget zarja be. Mivel visszahajlitas soran ezek a fiiggéleges
egyenesek a henger alkotoiba mennek at, elmondhatjuk, hogy a csavarvonal a henger mindegyik alkotojat
ugyanakkora szogben metszi.

Nézziik most, hogy milyen mas geodetikus vonalakhoz juthatunk a két pont mas elhelyezkedése esetén. Ha a két
pont ugyanazon az alkoton van (pl. a 8. abran az

A
és

C

pont), akkor az alkoté mentén vezet a legrovidebb ut az egyik pontbol a masikba, azaz az alkotdk is geodetikus
vonalak. Ezt mar eddig is tudtuk, hiszen az alkotdk a hengerpalaston elhelyezkedd egyenesek. Két ilyen pontot a
téglalapon fliggéleges egyenes szakasz kot 6ssze. Ha viszont a hengerpalastot hatarold kérvonalon vesziink fel
két pontot (pl. a 8. abran

A
és

D

), akkor a palaston ezen a kdrvonalon vezet a legrovidebb ut, hiszen sikba fejtéskor ez a kor a téglalap alapjaba,
vagyis egyenesbe megy at. Ugyancsak lathatd, hogy az alapkorrel egyiitt a vele parhuzamos, azaz a henger
tengelyére merdleges sikmetszetek (amelyek az alapkorrel egybevago korok) szintén geodetikus vonalak, hiszen
sikba fejtéskor a téglalap alapjaval parhuzamos egyenesekbe mennek at. ily médon eljutottunk az egyenes
korhenger Osszes geodetikus vonaldhoz. Ezek tehat az alkotok, a tengelyre merdleges sikmetszetként adodo
korok €s a csavarvonalak. A hengerpalaston két pontot 0sszekdtd legrovidebb 1t tehat mindig egy ilyen vonalon
vezet.
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Ha viszont a hengerpalast egy

E

pontjabol kiinduld, és a palast koriiljarasa utan a kiindulasi pontba visszavezetd utak koziil keressiik a
legrovidebbet, akkor a kovetkezOképpen jarhatunk el: a hengerpaléstot az

E

ponton atmend alkoté mentén felvagva, sikba kiteritjiik. A kapott téglalap mindkét fiiggdleges oldalan
megtalalhat6 az

E

pont, az alaptdl azonos tavolsagra. Ezt a két

E

pontot 0sszekotd egyenes szakasz adja visszahajlitas utan a keresett legrovidebb utat. Mivel az emlitett egyenes
szakasz a téglalap alapjaval parhuzamos, visszahajlitds utan az alapkorrel parhuzamos (azaz a tengelyre
merdleges sikban 1év6) korbe megy at (9. abra).

-

[,

o

T

“‘-a._ll

oabra

Ez a kor lesz tehat a palastot kortiljaro legrovidebb t.

Nézziik most ez utdbbi problémat az egyenes korktp6 palastjan felvett

P

pont esetén! A probléma megoldasahoz vagjuk fel a kippalastot a

P

ponton atmend alkotdé mentén, majd teritsiik ki sikba: ily moédon egy korcikket kapunk (10. abra).

6Egyenes korkiupnak nevezzik az olyan kipot, amelynek alapja (vezérvonala) kor, csucsa az alapkor kozéppontjaban az alapkor sikjara
allitott merdlegesen van.
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(). dbra
A

P
pont a kdrcikknek mindkét sugaran megtalalhatd, mégpedig az

o
csucstol egyenld tavolsagban. Nyilvan a két

P
pontot Osszekoté egyenes szakasz adja visszahajlitas utan a palastot koriiljard és a kiindulasi pontba
visszavezetd legrovidebb utat.

Ez az ut egy hurokszerii vonal. Az eredmény kissé meglepd, hiszen a szemlélet és a henger példaja alapjan azt
varhattuk volna, hogy a kiip tengelyére meréleges sikban 1év6 kor a legrovidebb ut. (Ezek a korék azonban nem
geodetikus vonalak, hiszen a kiteritett kiippalaston a korcikk alapjaval koncentrikus korivek lesznek.) Az abrar6l
leolvashato, hogy a kapott hurokszerii vonal visszaérkezéskor ugyanolyan szogben metszi a

P
ponton atmend alkotot, mint kiindulaskor, az atellenes alkotohoz pedig derékszogben hajlik.

Ha figyelmesebben megnézziik a 10. abrat, lathatjuk, hogy okoskodasunk csak abban az esetben helytallo, ha a
korcikk csticsanal 1évo szog az egyenes szognél, azaz

180(]
-nal kisebb. Ha ez a szdg homoru, vagyis

18001
-nal nagyobb (esetleg pontosan

180(]
: ebben az esetben a kuppalastbol sikbafejtés utan egy félkort kapunk), akkor a két

P
pontot 0sszekotd egyenes szakasz a korcikken kiviil halad, és igy visszahajlitas utdn nem lesz a palaston, vagyis
nem kapjuk meg a fenti hurokszerti vonalat (11. abra).
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Il dbra
Ebben az esetben a keresett legrovidebb ut az, amely a

P
pontbdl az alkoté mentén a kup cstcsahoz vezet, majd onnan ugyanezen az alkotd mentén vissza a

P
pontba. Nem mondhatjuk persze, hogy ez az ut koriiljarja a kiippaléstot, viszont az dbrardl lathato, hogy minden

olyan ut, amely a

P
pontbol kiindulva korbejarja a palastot, nagyobb a fenti utnal. Azt a meglepd tényt kaptuk tehat, hogy ilyenkor a
palastot ténylegesen korbejaro utak kozott tulajdonképpen nincs is legrovidebb. Ha a korcikk csticsanal 1évo

sz0g

1800
, akkor a két

P
pontot 0sszekotd egyenes szakasz a félkor atmérdjén halad. Visszahajlitds utdn most sem kapjuk meg a fenti

hurokszerii vonalat (12. abra).

N
I".. ,n'l
/ /H p \ N /

.

12, dbra
Ebben az esetben is ugyanugy juthatunk el a keresett legrovidebb tithoz, mint az eldbbi esetben.

Az egyenes korhenger és korkup csak igen specidlis esetei a henger- és kupfeliileteknek, amelyek mind sikba
fejthetok. Altalanos hengerfeliiletnek nevezziik az olyan feliiletet, amely ugy keletkezik, hogy valamely sikbeli
vonal mentén egy olyan egyenest mozgatunk dnmagéval parhuzamosan, amely nincs benne a vonal sikjaban. Ha
ez a sikbeli vonal kor, és az egyenes a kor sikjara merdlegesen mozog, akkor egyenes korhenger keletkezik.
Altalanos kipfeliilethez viszont igy jutunk, hogy egy sikbeli vonal mentén egy egyenest mozgatunk ugy, hogy
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allanddan athaladjon egy rogzitett ponton is (ezt a pontot a vonal sikjan kiviil vettiik fel). Ha a sikbeli vonal kor,
és a rogzitett pont a kor kozéppontjaban, annak sikjara allitott merélegesen van, akkor egyenes korktp
keletkezik. Ezeket a feliileteket egyik egyenesiik (alkotojuk) mentén toérténd felvagas utan sikba terithetjiik, és
igy geodetikus vonalaikat az el6bbiek szerint konnyen meghatarozhatjuk. S6t a henger- és kupfeliileteken kiviil
is vannak még tovabbi feliilletek, amelyek sikba terithetdk; ezeknek vizsgalata azonban mar a geometria
magasabb fejezeteibe tartozik.

Vajon mik a geodetikus vonalai a harmadik legismertebb gorbe feliilletnek, a gdmbnek? A gombfeliilleten nem
ilyen egyszerl a helyzet, ugyanis ezt nem lehet kiteriteni a sikba. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy pl. papirbol
nem tudjuk elkésziteni hajlitassal a gombfeliilet modelljét. A gombfeliilet geodetikus vonalait mas uton kell
tehat meghatarozni. Ennek részletezésébe nem bocsatkozhatunk, csak megemlitjiik, hogy a gdmbfeliileten az in.
fokorok a geodetikus vonalak. A fokorok a gdmb kdzéppontjan atmend sikoknak a gombfeliilettel alkotott
metszésvonalai: a gdmb sugaraval egyenld sugart korok. A f61dgdmbon pl. a hosszasagi korok (délkorok) mind
fokorok. A gombfeliilet két pontjat 6sszekotd legrovidebb vonalat tehat a kovetkezOképpen kaphatjuk meg: a két
pont és a gomb kozéppontja altal meghatarozott sikkal elmetssziik a gombfeliiletet. A kapott fokornek a két
pontot 6sszekdtd nem hosszabbik ive lesz a keresett legrovidebb vonal (13. abra).

13 dbra

Hangsulyozzuk, hogy a két ponton atmend fokornek a két pont altal hatarolt darabjai koziil a kisebbet kell
venniink. Itt emlitjiik meg, hogy a geodetikus vonal elnevezést nemcsak sziiken két pontot 0Osszekotd
legrévidebb vonalra szokas érteni, hanem altalanosabban azokra a vonalakra, amelyek valamely feliileten az
egyenes szerepét jatsszak. A gomb fokorei ilyen értelemben geodetikus vonalak, és ilyen értelemben lesznek a
sikba kiteritett feliilet egyeneseibdl is visszahajlitas soran az eredeti, sikba fejtheto feliilet geodetikus vonalai. A
fenti példa azt a figyelemre méltd tényt mutatja, hogy a geodetikus vonal elnevezést ily modon hasznalva, a
feliilet két pontjat 6sszekotd legrovidebb vonal mindig geodetikus vonal, de egy geodetikus vonaldarab nem
feltétleniil a legrovidebb a végpontjait 6sszekotdé és a felilleten haladd vonalak kozott. Erre mas példat is
mutathatunk. Az egyenes korhengernek két, ugyanazon az alkoton 1évé pontjat dsszekothetjiik pl. az alkoton
kiviil csavarvonallal is, amely geodetikus vonal, és mégis hosszabb, mint a két pontot 6sszekotd alkoto-szakasz.
Ha tehat két pontot tobb geodetikus vonaldarab kot dssze, akkor ezek koziil a legrovidebbet kell kivalasztanunk.
Ezzel a legrovidebb geodetikus vonaldarabbal mérhetjiik a feliileten a két pont tavolsadgat, annak megfelelden,
hogy sikban két pont tavolsaga az 6sszekotd egyenes szakasz hossza.

Foldiinkon két tetszéleges helyet Osszekotd legrovidebb ut mindig egy fokoriv. Két foldrajzi hely egymastol
vald tavolsagat ezzel a legrovidebb fokorivvel mérik, és a két hely altal meghatarozott ortodromanak nevezik.
Ha két foldrajzi hely ugyanazon a hosszisagi koron van, akkor az ortodroma a hosszusagi kornek egy ive. Ha
viszont két, ugyanazon a szélességi koron 1évo foldrajzi helyet tekintiink, az ezeket 0sszekotd legrovidebb 1t
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nem a szélességi kor mentén vezet — amint azt els6 pillanatra a szemlélet alapjan varni lehetne —, hiszen a
szélességi korok altalaban nem fokordk. Az egyetlen szélességi kor, amely egyuttal fokor is, az egyenlits. Az
egyenlitd egyik pontjabol a masikba tehat az egyenlitd mentén vezet a legrovidebb ut. (Ezzel kapcsolatban
érdemes megemliteni, hogy mialatt egy szélességi kor mentén korbejarunk, az Eszaki, illetéleg a Déli saroktél
ugyanolyan tdvolsagban maradunk, hiszen a sarkoktol egy szélességi kor pontjaihoz vezetd fokorivek — amelyek
egyuttal hosszusagi korok ivei is — egyenld hosszuak.)

Az elébbiek szerint, ha valaki a legrovidebb titon akar eljutni az egyik foldrajzi helyr6l egy masikra, akkor a két
hely altal meghatarozott ortodroma mentén kell haladnia. A repiilégépek és tengerjard hajok azonban biztonsagi
okokbol altalaban mégsem az ortodroma mentén, hanem egy masik vonal, a két helyet 6sszekotd loxodroma
mentén haladnak. A loxodroma, vagy mas szoval az dllando irany vonala olyan vonal, amely ugy kot dssze a
foldgombon két foldrajzi helyet, hogy kézben minden délkorrel ugyanakkora szoget zar be. A repiildgépek és
hajok ezt a vonalat egyszeriibben tudjak kovetni, mert igy csak egyszer kell beallniuk az iranyti segitségével a
megfeleld irdnyba, és azutdn mar csak arra kell iigyelniiik, hogy ne térjenek el ettél az iranytol. igy hosszabb
uton haladnak ugyan, de kisebb az eltévedés veszélye.

M¢ég egy érdekes tényre mutatunk ra a gombfeliilettel kapcsolatban. A gombfeliileteken a fokordk, mint
geodetikus vonalak jatsszak azt a szerepet, amit a sikban az egyenesek. Ez tobbek kozott azt jelenti, hogy ha
Fo6ldiinkon valaki tudomasa szerint egyenes vonalban halad, akkor mozgasat egy masik bolygd él6lénye ugy
latja, mintha egy fokor mentén haladna, azaz valojaban nem egyenes vonalban halad. Ennek alapjan a sikbeli
haromszogek mintajara alkothatunk a gombfeliileten olyan haromszogeket, amelyeknek oldalai fékorivek.
Ezeknek a gombharomszégeknek nevezett gombi alakzatok tobb olyan tulajdonsaggal rendelkeznek, mint a
sikbeli haromszogek. Ezekbol az észrevételekbdl kiindulva, a sikgeometridhoz hasonldéan fel lehet épiteni a
gombfeliileten is egy geometriat. Ebben az un. gombi geometriaban pl. a fokorok veszik at az egyenesek, a
gombharomszdgek a sikbeli haromszogek szerepét. Ez a geometria azonban tobb 1ényeges tekintetben eltér a
sikgeometriatol. Be lehet bizonyitani pl., hogy a gdmbharomszog szogeinek Osszege a sikbeli haromszogtol
eltéréen nem

18001

, hanem mindig nagyobb ennél. Lathat6 tovabba, hogy a gombi geometridban nincsenek parhuzamos egyenesek,
hiszen barmely két fokor a gomb két atellenes pontjaban metszi egymast. Eppen az utobbi tény miatt mondjuk
azt, hogy a gdmbi geometria a sikbeli, euklidészi geometriatol eltéréen az Un. nem euklidészi geometridk egyik
fajtaja. Ezek utan gondolhatna valaki, hogy mi tulajdonképpen a Foldon éliink, amely igen jo kozelitéssel gomb
alaku, tehat a gdmbi geometriat kellene hasznalnunk. Ennek ellenére mi mégis a sikbeli, euklidészi geometriat
hasznaljuk! Ez azonban mégsem okoz bajt, mert egy nagy sugaru gomb feliilletének kis darabja mar igen jo
kozelitéssel siknak tekinthetd. Foldiink is ilyen nagy sugari gémb, és igy gyakorlatilag teljesen kielégitd, ha az
euklidészi geometriat hasznaljuk. Nem kell tehat példaul a sikbeli haromszogek helyett gombharomszdgekkel
dolgoznunk, hiszen a gyakorlatban el6forduld haromszogek oldalai nagy sugara fokorok kis ivei, amelyek mar
igen jo kozelitéssel egyenes szakaszok. Hasonldan, ha Foldiinkon tudomasunk szerint egyenes vonalban
haladva, nem tulsagosan nagy tavolsagot tesziink meg, akkor szintén egy nagy sugaru fékornek igen kis ivén,
tehat gyakorlatilag egyenes szakaszon haladunk végig. Megnyugtathatjuk tehat magunkat abban a tekintetben,
hogy bar Foldiinkén nagy méretekben a gombi geometria érvényes, a gyakorlatban el6forduld méretek mellett
nem kovetiink el szamottevd hibat, ha az euklidészi geometridt hasznaljuk.
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A HERON-FELE HAROMSZOKEGROL

VADKERTY TIBOR
HODI ENDRE

1. Az alabbiakban bizonyos haromszdgek oldalainak, szdgeinek, illetve teriiletének mérészamara vonatkozodlag
tesziink kijelentéseket. Egyszertiség — és rovidség — kedvéért egyrészt oldalak mérészama helyett csak oldalakat
fogunk irni stb., masrészt pl. az oldalak mérészamat ugyanazokkal a szimbolumokkal (betiikkel) jeldljiik, mint
magukat az oldalakat; hasonloan jarunk el a szdgek és a teriilet esetében is. Az effajta pongyolasag egyébként
szinte altalanosan elterjedt a gyakorlatban.

2. Pitagorasz tétele (barmely derékszogli haromszogben a két befogd négyzetének Osszege egyenld az atfogo
négyzetével) legalabb harmadfél ezer éve ismert, sot [1] szerint a babiloniak t6bb, mint 1000 évvel Pitagorasz
elétt tobb numerikus példat tudtak ugyanerre az Osszefiiggésre. Amit ezzel kapcsolatban mégis szeretnénk
kiemelni, az a kovetkez6: geometriai iton kdnnyen bizonyithatd, hogy Pitagorasz tétele minden derékszogii
haromszogre érvényes, olyanra is, amelynek egyik oldala sem racionalis; ilyen pl. a

\2

>

V3

és

5
oldalakkal rendelkezd.

3. Legutobbi mondatunkkal szembeallithatjuk azt a feladatot, amelyet [2] az egyik legrégibb szamelméleti
problémanak nevez:

Hatarozzuk meg az 6sszes olyan derékszdgl haromszoget, melyeknek oldalai egész szamok, vagyis adjuk meg
az

(M
x2+y2=z2

egyenlet pozitiv egész megoldasait!
Hogy (1)-nek van megoldasa a pozitiv egész szamok korében, arra legegyszeriibb példa az

x=4
y=3
z=5

, illetve rovidebb jeloléssel a (4, 3, 5) szamharmas. Jogos tehat, hogy az (1) egyenletet kielégitd, pozitiv egész
szamokbol allo (

X

b
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z
) szamharmasokat pitagoraszi szamhdrmasoknak, a nekik megfelelo derékszogi haromszogeket pedig még
rovidebben P-hdromszogeknek nevezzik.

Célszerli bevezetni még a primitiv pitagoraszi szdmharmas fogalmat. Egy pitagoraszi szamharmast akkor
mondunk primitivnek, ha elemeinek nincs 1-nél nagyobb k6z6s osztoja. Konnyen belathato, hogy egy primitiv
pitagoraszi szamharmas elemei paronként is viszonylagos térzsszamok. Vilagos tovabba, hogy ha (

X

E

y

>

z
) primitiv pitagoraszi szamharmas, akkor (

kx

>

ky

E)

kz
) pitagoraszi szamharmas, és megforditva: ha (

kx

>

ky

E

kz
) pitagoraszi szamharmas, ahol

k
egynél nagyobb egész szam, egyszersmind a

kx

b

ky

>

kz
szamok legnagyobb kozos osztdja, akkor (

X

>

y

E

z
) primitiv pitagoraszi szamharmas.
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[2]-ben azutan megtalalhato, hogy az (1) egyenletet azok és csak azok a primitiv (

z
) szamharmasok elégitik ki, melyekre

2

x=2uv, y=u2—v2, z=u2+v2;

ahol az

\J
pozitiv egész szdmoknak a kovetkezo feltételeket kell teljesiteniiik:

(€)

u>v, (u,v)=1, ullv(mod 2).

A fentebb mondottak értelmében igy az (1) egyenletnek eleget tevd Gsszes, pozitiv egész szdmokbdl allo
szamharmast, vagyis az 0sszes pitagoraszi szamharmast — elvileg — el6 tudjuk allitani, at tudjuk tekinteni 6ket,
akkor is, ha mar a primitiv pitagoraszi szamharmasokbdl is nyilvanvaléan (megszamlalhatdan) végtelen sok van.

A primitiv P-haromszég fogalma onként adddik az eldbbiek alapjan. Kénnyen belathato, hogy egyrészt nincs
egyenld szaru primitiv

P
-haromszog, masrészt minden primitiv

P
-haromszdg teriilete paros szam.

4. Ugyancsak [2]-nek 73. oldalarol idézziik a kdvetkezOket:
,,Megoldottuk a pitagoraszi haromszogek (

P

-haromszogek) meghatarozasanak problémajat. Ezutan felvetddik az idevagd kérdések tanulmanyozasa. A
problémakdr egyik természetesen adodo kiterjesztése a Héron alexandriai gérog matematikusrol elnevezett
haromszogekhez (

H
-haromszogek) kapcsolddik. Most is — mint az eldzékben — az oldalak egész szamok, de az egyik szog

900
-os volta helyett azt kotjiik ki, hogy a szoban forgd haromszog teriilete is egész szam legyen. Vilagos, hogy a

P
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-haromszogek egyszersmind

H
-haromszogek is.

Egy adott haromszogrol legegyszeriibb a

=\(s(s—a)(s—b)(s—¢))

Héron-féle teriiletképlet — ahol

a

b
b
és

c
a hadromszdg oldalait,

2s
pedig a keriiletét jeloli — alkalmazasaval donteni el, hogy vajon

H

-haromszdg-e vagy sem. Bar elég sok Héron-féle haromszogrdl tudunk, nincsen olyan adltalanos képletiink,
amely meghataroznd az dsszes ilyen tipusut. (Kiemelés e cikk szerz6it6l.) Az els6é néhany (nem derékszogii)
példa:

a=20

b=15

=7

=42

, rovidebben: (20, 15, 7; 42), azutan: (17, 10, 9; 36), (15, 14, 13; 84); (50, 41, 39; 780).”

5. Ennek a cikknek az a célja, hogy megadjon egy képletcsoporton alapulé eljarast, amellyel minden primitiv
H-haromszog eléallithato, mégpedig pontosan egyszer. (A primitiv

H
-haromszog fogalma a primitiv

P
-haromszdgéhez hasonldan értelmezhetd. Hogy van primitiv

H
-haromszog, azt j61 mutatjak az iménti nem derékszogli példak is, hiszen valamennyi ilyen. Primitiv

H

-haromszogekben — természetesen csak a nem derékszoglieckben — azonban két oldalnak mar lehet 1-nél nagyobb
kozos osztoja: ezt példazza (20, 15, 7; 42). Az eddig megismert — derékszogii €s nem derékszogii — példakon azt
is megfigyelhetjiik, hogy a primitiv

H

80



-haromszogekben két oldal paratlan, mig egy paros, éppen ugy, mint a primitiv

P
-haromszogek esetén. Nem derékszogli primitiv

H
-haromszdgekre nem magatol értet6do e tulajdonsag érvényben maradasa, ezért a késébbiekben bebizonyitjuk
majd, hogy elébbi megallapitasunk csakugyan igaz minden primitiv

H
-haromszogre vonatkozolag.)

6. Nincs egyenl6 oldala

H
-haromszog. Ha ugyanis lenne ilyen, akkor kellene, hogy

a
oldala egész legyen. Ha viszont

a
egész szam, abban az esetben a haromszog teriilete:

=(\3/4)0a2
irracionalis szam. Ez pontosan ugyanolyan gondolatmenettel igazolhatd, amilyennel

\2

irracionalitasat szoktak bizonyitani.
7. Egyenl6 szara

H
-haromszog viszont biztosan létezik, amint azt a (6, 5, 5; 12) példa is mutatja. Kdnnyen belathatd, hogy ez a

H
-haromszog hegyesszogli. Nem volna nehéz példat adni tompaszogl egyenld szara

H
-haromszogre sem, azt viszont mar a 3. pontban megéallapitottuk, hogy nincs egyenld szaru primitiv

P
-haromszdg, tehat semmilyen egyenld szaru

P
-haromszog sincs, ennélfogva végsoé soron der¢kszogl egyenld szara

H
-haromszog sem létezik.

Teljesen vildgos tovabba, hogy ha barmely primitiv

P
-haromszoget tiikroziink valamelyik befogdjara és a tiikorképet hozzaillesztjiik az eredetihez, akkor — hegyes-
vagy tompaszogii — egyenld szaru primitiv

H
-haromszoget kapunk. (A primitivitashoz csupéan azt kell meggondolnunk, hogy a ,,volt” paratlan atfogénak és
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barmelyik ,,volt” befogd kétszeresének nem lehet 1-nél nagyobb kozos osztdja, ha eredetileg nem volt.) Az is
nyilvanvalo, hogy a kapott egyenld szara primitiv

H
-haromszog teriilete paros, sot 4-gyel is oszthatd szam.

A most mondottakbol kovetkezik, hogy van tehat egyenld szara primitiv

H
-haromszog. Az altalunk eldallitott haromszogekben az alap mindig paros, a szarak pedig paratlanok. Azt
allitjuk, hogy barmely egyenld szara primitiv

H

-haromszogben igy van ez. Ha ugyanis mindharom oldal paratlan lenne, akkor Héron képletébdl nem adédna
egész szam a haromszog teriiletére. Hasonld indokolassal zarhatjuk ki azt az esetet is, amikor a szarak parosak
¢és az alap paratlan. Hatravan még annak az esetnek a taglalasa, amikor mindharom oldal paros.

Azt mondhatja valaki, hogy az ilyen

H

-haromszog nem primitiv. Nos, rendben van. Osszuk el tehat az oldalakat legnagyobb k6zds osztojukkal! A
paratlan ko6zos osztokkal valod osztas nyilvan valtozatlanul hagyja az oldalak paritasat, azonkiviil azt is konnyti
belatni, hogy ha a kiindulasul szolgaldo haromszog teriilete egész szam volt, akkor az oldalakat legnagyobb
paratlan kdzos osztdjukkal osztva, az igy nyert haromszog is

H

-haromszog marad. Osszuk most el az oldalakat legnagyobb paros kozos osztojukkal! Lényegében haromféle
eredményhez juthatunk: vagy egy oldal — az alap — marad paros, a szarak paratlanok; ez az az eset, amelyet
megengedhetiink. Erdekesebbek azonban azok, amikor az eredeti oldalak legnagyobb paros kozos osztéjaval
osztva két paros €s egy paratlan oldalhoz, illetve harom paratlan oldalhoz jutunk. Azt mér lattuk, hogy nincs
ilyen tulajdonsagu egyenld szara primitiv

H
-haromszog, de az még elképzelhetd lenne, hogy a kétszer akkora oldalakkal rendelkezé haromszog mar egyenld
szaru

H
-haromszog (ha nem is primitiv). Megmutatjuk, hogy ez sem lehetséges.

A két eset egyiitt targyalhatd, mert 1ényegiik az, hogy az egyenld szaru haromszog alapja egy paratlan szam
kétszerese, szarai pedig parosak. Az alaphoz tartoz6 magassag két egybevago derékszogli haromszogre osztja az
eredetit. Igy mindegyiknek paros az atfogoja és paratlan az egyik befogdja. Ami a masik befogot, vagyis az
egyenl0 szaru haromszog alapjahoz tartozo magassagot illeti, az az

ma=2t/a)

képlet miatt mindenesetre raciondlisc, a derékszogii részharomszogekre érvényes Pitagorasz-tétel kdvetkeztében
pedig egész szam is. Ha egész szam, akkor vagy paros, vagy paratlan. Egyik sem lehet azonban, mivel sem egy
paros szam négyzetének és egy paratlan négyzetének Osszege, sem két paratlan szam négyzetének dsszege nem
oszthat6 4-gyel. ezért nem lehet egyenld egy paros szam négyzetével. Ezzel belattuk, hogy csakugyan minden
egyenld szara primitiv

H
-haromszdgben az alap paros szam, a szarak pedig paratlanok.

Ha tehat megforditva, valamely tetszés szerinti egyenld szarl primitiv
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H
-haromszogben meghuizzuk az alaphoz tartozé6 magassagot, akkor az elébbi gondolatmenettel konnyen
bizonyithato, hogy ez a magassag két egybevag6 primitiv

P
-haromszdgre osztja azt. Ebbol kovetkezik, hogy az 6sszes egyenld szara primitiv

H
-haromszoget megkapjuk, ha a primitiv

P
-haromszogeket rendre tiikrozziik egyik, majd masik befogdjukra, és a tiikorképet mindkét esetben
hozzaillesztjiik az eredeti haromszdghoz. Ehhez csatlakozva azt sem nehéz igazolni, hogy egy bizonyos primitiv

P
-haromszogbdl kiindulva mindig két egyenld szart primitiv

H
-haromszoghdz jutunk, mégpedig egy hegyesszogihdoz a hosszabbik, €s egy tompaszogiihoz a rovidebbik
befogora valo tiikrozéskor. Célszerli ismételten megemliteni azt a tényt, hogy minden egyenld szar primitiv

H
-haromszogben az alap paros szam, mig a szarak paratlanok, tovabb4a, hogy az egyenld szara primitiv

H
-haromszog teriilete minden esetben paros, s6t 4-gyel is oszthatd szam. Végiil legyen szabad kiemelniink azt a
megallapitast, hogy az egyenld szart primitiv

H
-haromszogekben az alaphoz tartozé magassag is egész szam.

8. Ezek utan térjiink rd a nem egyenld szart

H
-haromszogek vizsgalatara! Mindenekel6tt azt figyelhetjiik meg, hogy az ilyen haromszogek kozott van
derékszogt is, hegyesszogl is és tompaszogl is. Mar emlitettiik a 4. pontban, hogy a

P
-haromszdgek — kozottiik nem lehet egyenld szaru — egyuttal

H
-haromszogek is. Az ugyanitt felsorolt konkrét

H
-haromszogekr6l konnyl eldonteni, hogy az utolsd kettd hegyesszogii, az elsdé ketté pedig tompaszogii — és
nyilvanvaldan egyik sem egyenld szaru.

Tovabbi vizsgalatainkbol a derékszogl

H
-haromszogeket nyugodtan kihagyhatnank, hiszen a mondottak értelmében eléallitasuk kérdése tisztazodott a

P
-haromszdgek meghatarozasa problémajanak megoldasaval. Hogy mégsem igy jarunk el, annak megvan az oka.
Erre kivanunk ravilagitani a kovetkezékben.
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Az egyenld szara primitiv

H
-haromszogek targyalasat az konnyitette meg nagymeértékben, hogy az alaphoz tartozé magassaguk egész szam
volt, kovetkezésképpen ennek a magassagnak a meghuzasaval két (egybevagod) primitiv

P
-haromszogre lehetett osztani az eredetit. Hatha ferdeszogii (nem egyenld szara)

H
-haromszogekben, esetleg mar az ilyen primitivekben is, legalabb az egyik magassag mindig egész, ezaltal az
ilyen esetekben is lehetdvé valna az eredeti haromszog eléallitasa két — lehetéleg primitiv —

P
-haromszog ,,0sszegeként” (amikor az eredeti

H
- -haromszog hegyesszogii volt), illetve esetleg ,.kiilonbségeként” (amikor az tompaszogi volt)?

Egyszertien ellendrizhetjiik, hogy a 4. pontban k6zolt példakban mindenkor pontosan egy magassag, mégpedig
rendre a 7, 9, 14, illetve 39 oldalhoz tartozd egyenld egész szammal. Ez elegendd is lenne, csakhogy
...Csakhogy nem mindegyik (primitiv)

H
-haromszog teszi meg nekiink ezt a szivességet. Mutatoba ideirtunk néhany ,,renitens” primitiv

H

-haromszoget: (39, 35, 10; 168), (91, 75, 26; 840), (45, 40, 13; 252), (35, 34, 15; 252), (60, 55, 17; 462). Annak
ellendérzését, hogy ezeknek a haromszogeknek egyik magassaga sem egész, az igen tisztelt Olvasora bizzuk.
Megjegyezziik tovabba, hogy imént megadott példaink kozott egyarant talalhatd hegyesszogii haromszog és
tompaszogi is. Végiil megemlitjiik azt a sejtésiinket, hogy végtelen sok olyan primitiv

H
-haromszog 1étezik, amelyekben egyik magassag sem egész szam.

9. Hogyan segitsiink hat magunkon, hogyan tegylik attekinthet6vé a ferdeszogli, nem egyenld szarGi (nem
feltétleniil primitiv)

H
-haromszogek targyalasat?

Hatha nincs is mindig egész szammal egyenlé magassaga egy ferdeszogli, nem egyenld szari (nem feltétleniil
primitiv)
H

-haromszognek, de legnagyobb oldala biztosan van. SOt ez a tulajdonsaga megvan bdrmely

H
-haromszognek, ugyhogy most kdvetkez6 meggondolasainkat egy tetszés szerinti

H
-haromszogre fogjuk végezni. Az nem okoz gondot, hogy a 7. pontban mar teljesen elintéztiik a ferdeszogl,
egyenld szara primitiv

H
-haromszdgek, ezzel egyszersmind valamennyi ilyen

84



H
-haromszog vizsgalatat, mert azok a megallapitasok, amelyeket egy tetszés szerinti

H
-haromszdgre vonatkozolag tesziink majd, természetesen az eldbbiekre is, valamint a derékszogii

H
-haromszogekre (a

P
-haromszogekre) is érvényesek. Egyenld szart

H
-haromszogek esetén lehetséges, hogy a szarak nagyobbak az alapnal, ekkor tehat két legnagyobb oldal van,
koziliik barmelyiket vehetjiik legnagyobbnak.

A legnagyobb oldalhoz tartozé magassag most is két derékszogli haromszogre osztja az eredeti

H
-haromszoget, ezek azonban altalaban nem egybevagok. Az

ma
magassagrol ugyan nem tételezhetjiik fel, hogy egész, az azonban bizonyos, hogy racionalis, miként ez latszik a
7. pontban felirt képletbdl.

. dbra

Azt allitjuk, hogy az

ma
magassag racionalis szakaszokra osztja az

a
oldalt. Tegyiik fel ugyanis, hogy ez nem igy lenne, hanem pl.

al
irracionalis volna! Ez a bal oldali derékszogli részharomszogre érvényes Pitagorasz-tétel miatt azt jelentené,

hogy

al=\r
, ahol

r
olyan racionalis szdmot jeldl, amely nem négyzete egyetlen racionalis szamnak sem. Ekkor tehat

a2=a—r
. Alkalmazzuk most Pitagorasz tételét a jobb oldali derékszogtli részharomszogre:
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“4)

ahonnan

\r=(1/2a)(a2-b2+ma2+r)

. Ez azonban nyilvanval6 ellentmondas, hiszen feltevésiink szerint

Ny

irracionalis, tehat nem lehet egyenld egy racionalis szammal.

Arra az eredményre jutottunk, hogy

ma
-n kiviil

al
és

a2
is raciondlisak. Legyen

ma=(p/q) , al=(pl/ql) , a2=(p2/q2) ,
ahol

P.9)=(pl.q1)=(p2,q2)=1.
Ekkor egyrészt

((p/g)2+((pl/g1))2=c2,

azaz

©)

masrészt

((P/9))2+((p2/92))2=b2,
azaz

(6)

(5) és (6) szerint (

pql

E)

plg

b

cqql
), valamint (

ma2+(a—\r)2=b2,

(Pq1)2+(plq)2=(cqq1)2;

(Pg2)2+(p2q)2=(bgqq2)2.
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pq2

>

p2q

E

bgq2
) pitagoraszi szamharmasok (nem feltétleniil primitivek), azért a derékszogi részharomszdgek oldalaibol képzett

(

ma

>

al

E)

)es(

ma

>

a2

E

b
) szamharmasok egy-egy pitagoraszi szamharmasbodl szarmaztathatok, mégpedig oly modon, hogy a benniik
szereplé szamokat megszorozzuk ugyanazzal a racionalis szammal:

(1/gq1)
-gyel, illetve

(1/992)
-vel.

Vilagos tovabba, hogy ha van olyan pitagoraszi szamharmas, amelynek elemeit rendre ugyanazzal a racionalis
szammal szorozva megkapjuk, pl. a bal oldali derékszogli részharomszog oldalait, akkor van ilyen tulajdonsagt
primitiv pitagoraszi szdmharmas is, hiszen minden pitagoraszi szdmharmas a primitivekbdl allithat6 el6 az
elemeknek valamely pozitiv egész szammal torténd szorzasa Utjan. Végiil az is nyilvanvald, hogy ha barmely

P
-haromszog oldalait megszorozzuk ugyanazzal a raciondlis szammal, akkor egyrészt a kapott haromszog
hasonlo lesz az eredetihez, masrészt annak oldalai mindenesetre racionalis szamok lesznek.

Ezek utan jelen pontbeli fejtegetéseink eredményét igy foglalhatjuk 6ssze:
Ha barmely

H
-haromszdget legnagyobb, illetve egyik legnagyobb oldaldhoz tartozé magassaggal két derékszogli haromszogre
osztunk, akkor e részharomszogek mindegyike egy-egy primitiv

P
-haromszogbdl szarmaztathatd, mégpedig gy, hogy annak oldalait rendre megszorozzuk ugyanazzal a
racionalis szdmmal. Lényeges megjegyezni, hogy a két primitiv
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P

-haromszog altalaban kiilonb6zo; hogy a részhadromszogek oldalainak eléallitasahoz felhasznalt két allando
racionalis szorzonak sem kell megegyeznie egymassal; végiil emlékeztetiink arra, hogy ha egy haromszog
mindegyik oldalat ugyanazzal a szammal szorozzuk, akkor az igy kapott haromszog hasonl6 az eredetihez.

Konkrét példaként tekintsiik a (15, 14, 13; 84) primitiv

H
-haromszoget! Ebben:

a=15

>

b=14

E)

c=13

>

ma=11,2
al=6,6

a2=8,4
. A bal oldali derékszogl részharomszog az (56, 33, 65) primitiv

P
-haromszogbdl allithatd eld, ha annak oldalait rendre megszorozzuk 0,2-del. Ezzel szemben a jobb oldali
derékszogili részharomszog a (4, 3, 5) primitiv

P
-haromszoghdz hasonlo; oldalai 2,8-szer akkorak, mint annak oldalai.

10. Most mar be tudjuk valtani az 5. pontban tett igéretiinket: megadunk egy képletcsoporton alapulod eljarast,
amellyel minden primitiv

H
-haromszog eléallithatd, mégpedig pontosan egyszer.

Figyelembe véve az elobbi pontban kapott eredményiinket, vegyiink el6szor egy ,,bal oldali” (

x1

E

yl

>

z1
) primitiv

P
-haromszoget, majd egy téle kiilonb5z6 ,,jobb oldali” (

x2
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2

E

z2
), ugyancsak primitiv

P
-haromszoget, ahol az

xi

>

i

E)

zi

(

i=1,2
) szamokat a (2) alatti formulakkal képezziik, tehat

Xi
és
yi
koziil mindig
Xi

paros,

Vi
paratlan, ¢s természetesen

zi
is paratlan!

Nagyitsuk ezek utan a bal oldali haromszdget (linearisan)

x2
-szOrosére, a jobb oldalit pedig

x1
-szeresére; igy jutunk rendre az (

x2x1

E)

x2y1

>

x2z1
) és (

x1x2

E
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x1y2

x1z2
)

P
-haromszogekhez, amelyek persze mar nem primitivek. Illessziik ssze 6ket egyenld befogdojuk mentén egyetlen

H
-haromszoggé! Ennek oldalai a kdvetkezdk lesznek:

X2yl+x1y2

x1z2
és

x2z1
. Hasonlitsuk 0ssze az oldalakat! Ha kozilik

X2y1+x1y2
a legnagyobb vagy az egyik legnagyobb, akkor tovabb folytatjuk meggondolasainkat, ellenkezd esetben nem,
mert akkor ebbdl a konstrukcidbol nem kapunk olyan

H
-haromszdget, amelyben a részharomszdgek nem Osszeillesztett — altalaban egymastol kiilonbozé — befogdinak
Osszege adja a leghosszabb, vagy legalabb az egyik leghosszabb oldalt.

Tegyiik fel azonban, hogy az

X2yl+x1y2

x1z2
és

x2z1
oldalakkal rendelkez6

H
-haromszogben a sorrendben elsének felirt oldal leghosszabb (ebbe beleértjiilk mindkét lehetdséget, amelyeket
eddig kiilon szoktunk valasztani)! Nyilvanvald, hogy ha ezt a haromszdget

(1/d1)
-szeresére kicsinyitjiik, ahol

d1=(x1,x2)
, akkor még mindig

H
-haromszoghdz jutunk, hiszen

x1
is,
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x2
is oszthatd

dl
-gyel (emiatt egész szamok a kicsinyitéssel nyert, roviden: kicsinyitett haromszdg oldalai), tovabba egész a
legnagyobb oldalhoz tartoz6 magassaga is, ami biztositja a teriilet egész voltat.

A kicsinyitett haromszdg oldalai koziil mindig egy paros, kett6 pedig paratlan. Ha ui. mind

(x1/d1)
, mind

(x2/d1)
paratlan, akkor nyilvan a leghosszabb oldal paros, a tobbiek paratlanok, ha viszont pl.

(x1/d1)
paros (természetesen ekkor

(x2/d1)
-nek paratlannak kell lennie, kiilonben

dl
nem lenne

x1
és

x2
legnagyobb k6zos osztoja), akkor az

(x122/d1)
oldal paros, a tobbi paratlan és hasonldan intézhet6 el az az eset is, amikor

(x2/d1)
péros.

Az

xX2y1+x1y2

>

x1z2
és

x2z1
szamok

D1
legnagyobb k6zos osztoja lehet ugyan nagyobb is

dl
-nél, de az elobbi bekezdésben mondottak miatt akkor is csupan

dl
-nek valamely paratlan tobbszorosével egyenld. (Paratlan szdmnak nem lehet paros osztoja, és az eredeti

H
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-haromszog oldalait

dl

-gyel osztva két paratlan szdmhoz is jutottunk.) A 7. pontban emlitettiik mar, hogy egyrészt a paratlan kzos
osztokkal vald osztas valtozatlanul hagyja az oldalak paritisat, masrészt azt is konnyi belatni, hogy ha a
kiindulasul szolgal6é haromszog

H
-haromszog volt, akkor az oldalakat legnagyobb paratlan k6zds osztojukkal osztva, a kapott haromszog is

H
-haromsz6g marad.

A mondottakbdl kovetkezik, hogy ha az

xX2y1+x1y2

>

x1z2
és

x2z1
oldalakkal rendelkez6

H
-haromszdgben a sorrendben elsonek felirt oldal leghosszabb, akkor az a haromszdg, amelynek oldalai rendre

(1/D1)(x2y1+x132), (1/D1)[x122 és (1/D1)x2z1,

ahol D1=(x2y1+x1y2,x122,x2z1),
primitiv

H
-haromszog. Ennek a primitiv

H
-haromszognek bal oldali derékszogili részharomszoge az (

x1

E

vl

>

z1
) primitiv

P
-haromszogbdl keletkezik, ha annak oldalait rendre megszorozzuk

(x2/D1)
-gyel. Ezzel szemben a jobb oldali derékszdgii részharomszog az (

x2

b

2
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E)

z2
) primitiv

P
-haromszogbdl all eld, ha annak oldalait sorjaban

(x1/D1)
-gyel szorozzuk.

A bal oldali (

x1

>

vl

>

zl
) primitiv

P
-haromszogbdl és a tole kiilonbozo jobb oldali (

x2

b

y2

>

z2
), ugyancsak primitiv

P
-haromszogbdl még harom, a fentitdl — és egymastol is — kiilonb6z6 primitiv

H
-haromszoget tudunk létrehozni az imént ismertetetthez hasonld eljarassal. A részleteket mellézve csupan a
keletkez6 primitiv

{—Illéromszégek oldalait irjuk le:
(1/D2)(y1y2+x1x2), (1/D2)x122 és (1/D2)[0y2z1,
ahol D2=(y1y2+x1x2,x122,y2z1);
(1/D3)(x1x2+y1y2), (1/D3)[y122 és (1/D3)[1x2z1,
ahol D3=(x1x2+y1y2,y1z2 x2z1);
(1/D4)(x1y2+x2y1), (1/D4)y122 és (1/D4)[1y2z1,
ahol D4=(x1y2+x2y1,y122,y2z1).

Ezek koziil a primitiv
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H
-haromszogek kozill is csak azokat tartjuk meg, amelyekben az els6 helyen 4ll6 oldal a legnagyobb.

A kiindulasul szolgal6 bal és jobb oldali primitiv

P
-haromszogek felcserélése nyilvan nem vezet tijabb primitiv

H
-haromszogekhez, csupan olyanokhoz, amelyek ugy szarmaztathatok, hogy egy mar elézdleg létrehozott
primitiv

H
-haromszoget tiikroziink legnagyobb oldalanak felezGmerdlegesére, ezért természetesen a tiikrozottel egybevagod
haromszoget kapunk.

A kiilonbo6z6 (

x1

zl
) és (

x2

>

2

E)

z2
) primitiv

P
-haromszogek hegyesszogeinek nagysagi viszonyaitol fliggden lehetséges, hogy mind a négy esetben olyan
primitiv

H

-haromszog keletkezik a megfelelden felnagyitott részharomszogek egyenld befogdjuk mentén torténd
Osszeillesztésével, majd ennek a haromszognek esetleges kicsinyitésével, amelyben a részharomszdgek nem
Osszeillesztett befogodinak Osszege, illetéleg ennek alkalmas kicsinyitése adja a leghosszabb oldalt. Annyi
azonban mindenképpen bizonyos, hogy a négy eset koziil legalabb kettében a mondott tulajdonsaga primitiv

H
-haromszoghoz jutunk.

Ugyancsak az (

x1

E

yl

>
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z1

)és (

x2

E

y2

>

z2
) primitiv

P
-haromszogek hegyesszogeinek nagysagi viszonyait figyelembe véve lathatjuk be, hogy a fenti négy esetben
valdban csupa kiilonb6z6 primitiv

H

-haromszoget kapunk, legfeljebb nem az az oldal lesz feltétleniil a legnagyobb, amely a derékszogii
részhdromszdgek nem egymas mellé illesztett befogdibol tevddott Ossze. Tekintettel arra, hogy ezek a
meggondolasok elég egyszeriiek, elvégzésiiket az igen tisztelt Olvasora bizzuk.

Vilagos tovabba, hogy ha masik par primitiv

P
-haromszogbdl indulunk ki: (

x1’
b

’

vl

>

z2'
)-b6l, ahol legfeljebb az egyik vesszdtlen haromszog lehet azonos valamely vesszdssel, azonkiviil a két vesszos
haromszog ismét kiilonbozd, akkor felhasznalasukkal a fentebb ismertetett eljaras ujabb négy primitiv

H

-haromszoghdz vezet, amelyek egymastol is, a korabbiakban kapottak mindegyikétdl is kiilonboznek.
Legfeljebb nem az az oldaluk lesz feltétleniil a legnagyobb, amely a derékszogl részharomszogek nem egymas
mellé illesztett befogoibol tevodott ssze. A 9. pontban ugyanis lattuk, hogy ha barmely

H
-haromszoget (igy természetesen barmely primitiv

H
-haromszoget is) a legnagyobb oldaldhoz tartoz6 magassaggal két derékszdgii haromszdgre osztunk, akkor ezek
a részharomszogek — a sorrendt6l eltekintve — pontosan egy par primitiv
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P

-haromszogbdl szarmaztathatok — azok oldalait rendre megszorozva ugyanazzal a racionalis szammal, amely
azonban nem okvetleniil egyenld a két részharomszog esetében. Bar ebben a pontban azt tapasztaltuk, hogy
ugyanabbdl a primitiv

P
-haromszogparbdl kedvez6 esetben négy kiilonbdzo primitiv

H
-haromszdg is allithato eld, ahol a legnagyobb oldalhoz tartozé magassag az adott primitiv

P
-haromszogpar elemeihez hasonlo részharomszogeket hoz létre, a négy esetben azonban jol megkiilonbdztethetd
egymastol a részharomszdgek Osszeillesztésének modja, akar a részharomszogek hegyesszogeit, akar a primitiv

P
-haromszogek oldalainak megszorzasara hasznalt, egyértelmiien meghatdrozott allandé racionalis szdmokat
tekintjiik is.

Az elmondottakbol mindenesetre kideriil, hogy ha két kiilonb6z6 primitiv

P
-haromszogbdl indulunk ki, azokbol az ismertetett modon négy kiilonb6zo primitiv

H
-haromszog allithaté elé. Ezek koziil legalabb kettd olyan — de lehetséges, hogy mind a négy —, ahol a
legnagyobb oldalhoz tartozé6 magassag bontja a

H
-haromszoget a kiinduldsul szolgalé haromszogekhez hasonld részharomszogekre. Kiilonb6z6 primitiv

P
-haromszdgparokbdl csupa kiilonb6zd primitiv

H
-haromszognégyest szdrmaztathatunk. Kiilonb6zonek tekintiink két primitiv

P
-haromszogpart, ha legfeljebb egy elemiik kozos, de ugyanannak a parnak az elemei feltétleniil kiillonboznek
egymastol. Két primitiv

H
-haromszognégyest pedig akkor mondunk kiilonb6zonek, ha a két haromszognégyesnek dsszesen nyolc eleme
paronként is kiillonb6zo.

11. Engedjiik meg végiil, hogy a kiindulasul vett bal és jobb oldali primitiv

P
-haromszogek azonosak legyenek; jeloljik 6ket egyszeriien (

96



z

)-vel! Az sszetételiikbol 1étrehozhatd primitiv

H

-haromszogek koziil kétfélével foglalkoztunk mar a 7. pontban. Megallapitottuk, hogy egyrészt az Osszes

egyenld szara primitiv

H
-haromszoget megkapjuk, ha a primitiv

P

-haromszogeket rendre tiikrozziik egyik, majd masik befogdjukra, és a tiikorképet mindkét esetben

hozzaillesztjiik az eredeti haromszoghdz, masrészt egy bizonyos primitiv

P

-haromszogbdl kiindulva mindig két egyenld szart primitiv

H

-haromszoghdz jutunk, mégpedig egy hegyesszogiihdz a hosszabb, és egy tompaszogiihdz a rovidebb befogdra

valo tiikkrozéskor.

Nem foglalkoztunk még azzal az esettel, amikor pl. a bal oldali (

X

>

y

E

z
) haromszdget linearisan

y
-szorosara, a jobb oldalit pedig

X
-szeresére nagyitjuk, majd az igy nyert (

Xy

>

2

E

vz
)és (

x2

E

Xy

>

Xz
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P
-haromszogeket Osszeillesztjiik

Xy
egyenld befogdjuk mentén egyetlen

H
-haromszoggé, amelynek oldalai rendre:

y2+x2

E)

Xz
és

vz
. Mivel (

z
) mindenesetre

P
-haromszog, ezért

y2+x2=22
, a kapott

H
-haromszog oldalai tehat

2

>

Xz
és

vz
, amelyeket legnagyobb k6z06s osztojukkal,

z
-vel osztva mintegy ,,visszakapjuk” primitiv

H
-haromszogkeént a kiindulasul vett (

98



z
) primitiv

P
-haromszoget. Erdekes, hogy ebben az esetben a bonyolultabb Gsszetétellel allitjuk el az alapelemiil
alkalmazott primitiv

P

-haromszoget, amiben persze nincs semmi csodalatos, hiszen derékszogli haromszogben a legnagyobb oldalhoz,
az atfogohoz tartozd6 magassag az eredetihez hasonld részharomszogekre osztja azt, és az is vilagos, hogy
masféle haromszog nem rendelkezhet ezzel a tulajdonsaggal. Végiil az is nyilvanvald, hogy ha a bal oldali (

X

>

y

E

z
) részharomszdget nagyitanank linearisan

x
-szeresére, a jobb oldalit pedig

y
-szorosara, akkor az imént kovetett eljarassal Gjra az eredeti (

X

>

y

E

z
) primitiv

P
-haromszoget nyerjiik eredményiil, csak az elobbihez képest atfogdjanak felezomerdlegesére tiikrozott allasban.
Azt szinte felesleges is emliteniink, hogy masik két azonos primitiv

P
-haromszogbdl kiindulva, nemcsak kiilonb6z6 hegyes- és tompaszogli egyenld szari, hanem kiilonboz6
derékszogl primitiv

H
-haromszoghoz is jutunk.

12. Ugy véljiik, az elmondottakbol eléggé kitiinik, hogy a 10. és 11. pont eljarasai kiilsnboz6 kiinduld primitiv

P
-haromszogparokbdl csupa kiilonb6z6 primitiv

H
-haromszognégyest allitanak elg, ha a primitiv

P
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-haromszogparok elemei nem azonosak, és ugyancsak csupa kiilonbdz6 primitiv

H
-haromszdgharmast, ha a primitiv

P
-haromszdgparok elemei azonosak. Azt is tisztaztuk, hogy mikor tekintiink kiilonb6z6nek két primitiv

P
-haromszogpart, tovabba két primitiv

H
-haromszognégyest, hasonloan két primitiv

H
-haromszogharmast. Emlitettiik, hogy egy-egy primitiv

H
-haromszognégyesbdl, illetve

H

-haromszogharmasbol csak azokat a haromszogeket — esetenként legalabb kettdt — hasznaljuk fel az Gsszes
primitiv

H

-haromszog meghatarozasara, amelyekben a legnagyobb oldalhoz tartozé magassag bontja a

H
-haromszoget a kiindulasul szolgald haromszdgekhez hasonld részharomszogekre.

Azt allitjuk, hogy ,,végighaladva” az azonos és nem azonos elemekbdl all6 kiillonb6zo primitiv

P
-haromszogparok (végtelen) sorozatan, a 10. és 11. pont eljarasainak — amelyek 1ényegében azonos szerkezetliek
— utasitsait kovetve csakugyan megkapunk minden primitiv

H
-haromszoget, mégpedig pontosan egyszer. Az ismétlodést mar kizartuk az eddigiek soran. Tegyiik fel azonban,
hogy talaltunk olyan primitiv

H
-haromszdget, amely nem szerepel az altalunk eléallitottak kdzott!

Ez nem lehetséges, hiszen a 9. pontban lattuk, hogy ha barmely

H
-haromszoget (igy természetesen barmely primitiv

H
-haromszoget is) a legnagyobb oldaldhoz tartoz6 magassaggal két derékszdgii haromszdgre osztunk, akkor ezek
a részharomszdgek — a sorrendt6l eltekintve — pontosan egy par primitiv

P
-haromszogbdl szarmaztathatok — azok oldalait rendre megszorozva ugyanazzal a raciondlis szammal, amely
azonban nem okvetleniil egyenld a két részharomszog esetében. De az dsszes primitiv

P
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-haromszogpar kozott ennek a bizonyosnak is eld kellett fordulnia, és eljarasainkban mindegyik primitiv

P
- -haromszogparbol 1étrehoztunk valamennyi lehetséges kiillonbdzé primitiv

H
-haromszoget: négyet, ha a primitiv

P
-haromszogpar elemei kiilonbozok voltak, és harmat, ha elemei megegyeztek. Ennélfogva annak a primitiv

H

-haromszdgnek, amelyet hianyoltunk az altalunk eléallitottak sorozatabol, sziikségképpen mégiscsak szerepelnie
kell abban. Ez ellentmondas, amit csupan feltevésiink elvetésével lehet feloldani. Tehat a 10. és 11. pontban leirt
eljarasaink csakugyan megadnak minden primitiv

H
-haromszoget, mégpedig pontosan egyszer. Ezt kivantuk bizonyitani.

Az 6sszes

H
-haromsz6g marmost ugyanugy kaphaté meg az 0sszes primitiv

H
-haromszogbdl, ahogyan az dsszes

P
-haromszog az 0sszes primitiv

P
-haromszogbol.

A

H
-haromszogeknek, specialisan a primitiveknek szdmos érdekes tulajdonsdga van; egy résziik levezetheto,
illet6leg bizonyithato a fentickben targyaltak alapjan, mas résziik tovabbi vizsgalatokat igényel.
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A KONIGSBERGI HIDAK, A KILENC
OSVENY ES MAS GRAFELMELETI
PROBLEMAK

GALLAI TIBOR

Konigsbergi hidak. Euler-vonal. A XVIII. szazad 30-as éveiben Konigsberg varos polgarai a kovetkezo
kérdést vetették fel: Konigsbergnél a régi ¢s 11j Pregel 0sszefolyasanal a Pregel folyd egy szigetet alkot, s itt
annak idején 7 hid allt. Milyen sorrendben kell az egyes hidakon athaladni, hogy minden hidon egyszer és csakis
egyszer menjiink keresztiil? (1. abra.)

I, dbrn 2. abra

A kérdésre csak tagado valasz adhatd: a hidakat nem lehet a kivant modon bejarni. Ezt szeretnénk most belatni.
El6szor a térképvazlatot egy egyszerlibb képpel helyettesitjiik. Minden partot egy-egy ponttal (

A

E

B

>

E)

D

) jelképeziink, a hidakat pedig egy-egy, a pontokat 6sszekoto vonallal (2. abra). A kapott abrat grafnak nevezik.
Ebben lényegtelen a pontok helyzete és a vonalak alakja, csak az a fontos, hogy melyik két pontot hany vonal
kot ossze.

A

>
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D
a graf csomopontjai vagy szogpontjai (a tovabbiakban ezeket tobbnyire csak pontoknak nevezziik), a
csomopontokat 6sszekotd vonalak a graf élei. (Egy élnek csak a végpontjai csomodpontok!)

Problémankat most igy fogalmazhatjuk meg: hogyan lehet a ceruzat felemelés nélkiil gy végigvezetni a graf
¢lein, hogy mindegyiken egyszer €s csakis egyszer haladjunk keresztiil, vagy még révidebben, hogyan lehet az
abrat egyetlen 6sszefliggd vonallal megrajzolni? Ehhez hasonld az a kozismert feladat, amely a 3. abran

T, (dhran 4 abro

lathato ,,haz” egyetlen vonallal valé megrajzolasat koveteli meg. Itt a graf 5 csomopontbdl és 8 élbdl all. (A
négyzet atldinak metszéspontjat tehat nem tekintjilk csomdpontnak, ott athaladva nem szabad iranyt valtoztatni,
a teljes atlok alkotnak csak egy-egy élt.)

A 2. abra megrajzolasaval probalkozva egy hijan sikeriilt minden élt egyetlen vonalba belefoglalni (4. abra).
Figyeljiik meg itt, hogy egy olyan pontnal, amelyik sem nem kezd6pont, sem nem végpont (

B
és

D
), ugyanannyiszor lépilink be, mint ahanyszor kifutunk, a kezdépontnal (

A
) eggyel tobbszor 1épiink ki, a végpontnal (

C

) pedig eggyel tobbszor Iépiink be (mint ahanyszor be-, ill. kifutottunk). Nem nehéz utanagondolni, hogy
megallapitasaink nemcsak a 4. dbrara, hanem minden olyan, egyetlen vonallal megrajzolt grafra is érvényesek,
amelynél a vonal kezdépontja nem esik egybe a végpontjaval. A rovidség kedvéért nevezziink egy vonalat
nyitottnak, ha kezdd- ¢és végpontja kiilonb6zd, zdrtnak pedig, ha e két pont egybeesik. Ekkor
megallapitasainkbol kovetkezik, hogy barmely nyitott vonallal megrajzolt grafban a kezd6- és végponttol
kiilonbdzé pontokhoz paros szami, a kezdd- €s végponthoz pedig paratlan szamu él illeszkedik. Egy ponthoz
illeszkedo6 élek szamat a pont fokanak nevezik. Egy pontot, amelynek foka paros, ill. paratlan, roviden pdros, ill.
paratlan pontnak fogunk mondani. Az el6z6ek most igy fogalmazhatok:

egyetlen nyitott vonallal megrajzolt grafban a kezdo- és a végpont paratlan, a tobbi pont pedig paros.
Ugyanilyen modon lathaté be a kovetkezd allitas is:
egyetlen zart vonallal megrajzolt grafban valamennyi pont paros.

Allitasaink alapjan megallapithatjuk, hogy a konigsbergi hidak grafja (2. abra) nem rajzolhatd meg sem zart,
sem pedig nyitott vonallal. Ebben a grafban ugyanis mind a négy pont paratlan. A 3. abra grafja nem rajzolhato
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meg zart vonallal, mert a két alsé pont paratlan. Ha nyitott vonallal megrajzolhato, a kezd6- és végpontnak az
als6 két pontnak kell lennie. Néhany probalkozas utan valoban sikeriilt megfelelé nyitott vonalat talalni (5.
abra). Ha az als6 két pontot még egy ujabb éllel is 6sszekotjiik, akkor az 0j grafban (6. abra) mar minden pont
paros lesz, és az 5. abra alapjan azonnal lathato, hogy az 01j graf megrajzolhaté egyetlen zart vonallal (7. abra).

ANVANNY.
R R K

"-\._\__ ___-'

5, dbra 6. dbra 7. dbra
Az elmondottakbdl sejthetd a kovetkezd, Eulertdl szarmazd tétel (a tétel bizonyitasat nem kozoljiik):
Minden véges, dsszefiiggd és csupa paros pontot tartalmazo graf megrajzolhato egyetlen zart vonallal.

A graf 0sszefiiggd volta nyilvanvaldan sziikséges az egyetlen vonallal valdé megrajzolhatésaghoz. (A 8. abran
lathato, két kiilonallé haromszogbdl allo grafot nem lehet egyetlen vonallal megrajzolni.)

N b
...... S 1 "y ) Fo
Sy - { 1
Y, dbra

Fel kell tenni a graf végességét is (véges a graf, ha véges sok ¢éle és véges sok csomdpontja van), mert hiszen
minden zart és nyitott vonal véges sok €lbdl all, egy végtelen graf pedig altalaban végtelen sok élt tartalmaz. A
9. abran a végtelen graf csomopontjai a szamegyenesnek az egész szamokhoz tartozo pontjai, élei a szomszédos
egészeket Osszekotd szakaszok. A 10. abran a ,,végtelen kockas papiros™ grafjat, ill. annak egy részletét
tiintettiik fel.
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IO gihra

Megemlitjiik, hogy az olyan zart vonalakat, amelyek egy graf minden élét tartalmazzak, a graf Euler-vonalainak
nevezziik.

Euler tételébdl kdvetkeztetést vonhatunk le olyan dsszefiiggd és véges grafok megrajzolhatésagara, amelyekben
két paratlan pont van, és amelyekben valamennyi t6bbi pont paros. Ha egy ilyen grafban a két paratlan pontot
egy uj éllel 6sszekotjiik, akkor olyan Osszefliggd és véges grathoz jutunk, amelyben minden pont paros. (V6. a
3. és 6. abraval!) Euler tétele szerint ez megrajzolhat6 egyetlen zart vonallal (7. abra). Ha ebbdl a zart vonalbol
elhagyjuk az 1j ¢élt, olyan nyitott vonal marad vissza, amely az eredeti graf minden ¢€1¢ét tartalmazza, és amelynek
kezdo- és végpontja a két paratlan pont (5. abra). Ezzel belattuk a kdvetkezo allitas helyességét:

Minden olyan véges és dsszefiiggd graf, amelyben két paratlan pont van, és amelyben a tébbi pont paros,
megrajzolhato egyetlen nyitott vonallal. A nyitott vonal kezdo- és végpontja a két paratlan pont.

Hasonl6 meggondolasokkal lathaté be Euler tételéb6l a kdvetkezo, altalanosabb tétel is: ha egy véges és
Osszefiiggd grafban a paratlan pontok szama

2k
(

k
tetszbleges pozitiv egész szam), akkor a graf

k
szamu nyitott vonallal megrajzolhat6. E nyitott vonalak mindegyikének kezdd- és végpontja egy-egy paratlan
pont. Nem nehéz azt sem belatni, hogy az emlitett tulajdonsagokkal rendelkezd graf nem rajzolhaté meg

k
-nal kevesebb szamu vonallal. (P1. a 2. abra grafja két vonallal megrajzolhato, eggyel nem.)

Az emlitett tételekkel a véges és Osszefiiggd grafok mindegyikét érintettiik. Egyszerlien megmutathatd ugyanis,
hogy véges graf nem tartalmazhat 1 vagy 3 vagy 5... paratlan pontot.

Masképpen kifejezve:
Minden véges grafban a paratlan pontok szama paros.

A végesség kikotése lényeges, mert pl. az a graf, amelynek csomopontjai a szamegyenes pozitiv egész
szamokkal megjelolt pontjai, élei pedig a szdmegyenes e pontokat 6sszekotd szakaszai, egyetlen paratlan pontot
tartalmaz (11. abra).
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11, dbra

A végtelen grafokkal kapcsolatban is felvethetd az a kérdés, hogy melyek ,,rajzolhatok meg” egyetlen, mindkét
iranyban végtelen vonallal. Nyilvanvaléan megrajzolhatd ilyen modon a 9. abra grafja. A 12. abra mutatja, hogy
a 10. abra grafjaval ugyanez a helyzet.

L
NN
|

—

-
I

{2 b

A megrajzolhatdsaghoz itt is sziikséges a graf osszefliggd volta, valamint az, hogy minden pont paros legyen
(feltételezziik, hogy minden ponthoz csak véges sok ¢l illeszkedik). A 13. abra grafja (ennek csomopontjai egy
derékszogli koordinata-rendszer két tengelyén fekvd, egész koordinataju pontok, élei pedig a tengelyeknek e
pontokat 8sszekdtd szakaszai) azonban azt mutatja, hogy ez a két feltétel nem elégséges ahhoz, hogy egy
végtelen graf a kivant médon megrajzolhatd legyen. Megadhatok a megrajzolasnak sziikséges és elégséges
feltételei is; ezek azonban Gsszetettebbek.
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I3, dbra

Hamilton-vonal. Masodfoku faktorok. Az eddig targyalt problémakban szerepld vonalak ,keresztezhették™
onmagukat (L. pl. a 7. abrat!). A grafelméletben fontos szerepet jatszanak az dnmagukat nem keresztez6 vonalak
is. Ezek koziil a zartakat korutaknak, roviden kéréknek nevezzikk. Ha egy kor 3, 4 stb. élt tartalmaz, akkor
haromszognek, négyszognek stb. is mondjuk.

4 idhrg

A 14. abran a vastagon rajzolt élek olyan kort (hatszoget) alkotnak, amely a graf minden csomoépontjan atmegy.
Egy ilyen kort a graf Hamilton-vonalanak neveziink. Nem minden grafnak van Hamilton-vonala. Pl. a 15. dbran
lathato grafnak nincs.
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15, ibra

A Hamilton-vonalak létezésére nem ismeriink olyan feltételeket, melyek sziikségesek ¢és elégségesek is. A
kovetkezOkben ismertetiink két egyszerlien megfogalmazhatd elégséges feltételt (ezeknek bizonyitasa
lényegesen nehezebb, mint az elé6zéekben emlitett Euler-tételé).

Ha egy grafban minden pont foka

>k

(
k

tetszoleges, 1-nél nagyobb egész szam) és a graf nem tartalmaz

2k
-ndl tébb pontot, akkor van Hamilton-vonala. (Dirac tétele.)

(E tétel alkalmazhat6 pl. a 14. dbra grafjara.)

Ha egy haromszoget ugy bontunk szét haromszogekre, hogy barmely két haromszognek (az eredetit is beleértve)
vagy nincsen kozds pontja, vagy egyetlen csucsuk, vagy egy egész oldaluk kézos (1. 14. abra), tovabba ha az
eredeti haromszoget nem tekintve, az abra egyetlen haromszogen beliil sincsenek tovabbi haromszégek (a 16.
abra felosztasa nem ilyen), akkor annak a grafnak, amelynek csomopontjai a haromszogek csucsai, élei pedig a
haromszogek oldalai, van Hamilton-vonala. (Whitney tétele.)

Ez a tétel is alkalmazhato a 14. abra grafjara. Mindkét tételben a feltételek nem ,,sziikségesek”, tehat 1éteznek
olyan grafok, amelyek e feltételeknek nem tesznek eleget, és mégis van Hamilton-vonaluk. (A 16. abra grafja is
ilyen.)
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I, dhra

Emlitettiik, hogy a 15. abra grafjanak nincsen Hamilton-vonala, tehat nem lehet a graf valamennyi csomopontjat
belefoglalni egyetlen korbe. Lehetséges azonban a csomopontokat két olyan kdrbe foglalni, amelyeknek nincs
kozos pontjuk. (A megvastagitott ¢lek két ilyen kort alkotnak.) Egy tetszéleges grafnal a kordknek olyan
rendszerét, amelynek korei egylitt a grafnak minden csomodpontjat tartalmazzak, de amelyek koziil barmelyik
kettonek nincs k6z0s pontja, a graf mdsodfoku faktoranak nevezziik. (A Hamilton-vonal is méasodfoku faktor!)
Masodfoku faktora sincs minden grafnak, még olyanoknak sem mindig, amelyekben — ilyen volt a 15. dbra
grafja is — minden pont foka ugyanakkora. A 17. abran levd grafban minden pont harmadfoki, de a grafnak
nincsen masodfoku faktora. Mint az alabbi, bizonyitas nélkiil k6zolt (Petersentdl szarmazo) tételek mutatjak,
egy grafnak az a ,,szabalyossaga”, hogy minden pontjanak ugyanakkora a foka, esetleges egyszertibb kiegészito
feltételekkel egyiitt biztositja masodfoku faktor 1étezését.

\ l"'-.HH“"I'_“-"'-.
\\\1\0 ) ’ff /!
d__.-
17 ihra

Ha egy véges graf minden pontjanak ugyanakkora a foka, és ez a fokszam pozitiv paros szam, akkor a grafnak
van masodfoku faktora.

(Ez a tétel alkalmazhato pl. a 14. abra grafjara.)

Ha egy véges és oOsszefiiggo graf minden pontjanak ugyanakkora a foka, és ez a fokszam 1-nél nagyobb paratlan
szam, tovabba, ha a grafnak nincsen hidja, akkor a grdfnak van masodfoku faktora. (Hidnak nevezzik egy
Osszefliggd grafnak olyan élét, amelynek elhagyasa két 6ssze nem fiiggd részre bontja a grafot.)

A 17. abra grafjanak harom hidja van. Az utobbi tétel alkalmazhat6 a 15. abra grafjara.

Megjegyezziik, hogy az utolso két tétel feltételeinek teljesiilése sem sziikséges a masodfoku faktor 1étezéséhez.
PI. a 3. abra grafjanak van masodfoku faktora, pedig nem teljesiti e tételek feltételeit.

Elektromos halézatok. A grafok koreinek vizsgéalata igen fontos a grafelmélet elektrotechnikai
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alkalmazasaiban. A mult szdzad 40-es éveiben Kirchhoff dolgozta ki az elektromos halozatok szamitasi
eljarasanak alapjait. Ezekben felhasznalta a grafok koreinek néhany tulajdonsagat. Egy elektromos haldzat agai
a graf éleinek, Osszekapcsolasi pontjai a graf csomopontjainak tekintheték. A tovabbiakban csak olyan
halézatokrol lesz szd, amelyekben csupan ohmikus ellenallasok (pl. izzélampak) és telepek (zseblampaelemek)
fordulnak el6. A 18. dbran egy 6 agbdl és 4 csomdpontbdl alld halozat lathato.
A
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& 1“\_ b 1‘!7..'\\
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i by — =
.-"Jr'r P K""-. 1-'" |
]
<, N 7 /
& ."II
hY / /
A
-y J}L*’
\"\" .ll_.l' -'-_i_.-"-
’\1 t;‘f -
I8, ihra

Telep csak az egyik agban van; ennek elektromotoros erejét (fesziiltségét)

E
-vel jeloljiik (egy zseblampaelemnél ez 4,5 volt). A telepet tartalmazo ag ellenallasa, a telep bels6 ellenallasaval

egylitt legyen

RO
(

RO
az ohmok szamat jeloli), a tobbi agban elhelyezett ellenallasok nagysaga legyen rendre

R1

E

R2

>

R3

E)

R4
és

RS
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19, ghbra

A 19. dbran az izzokat jelzé koroket elhagytuk, csak az ellenallasok értékét irtuk a megfeleld grafélek mellé, az
elem rajzat pedig a szokasos jelzéssel helyettesitettiik.

A legegyszerlibb szamitasi feladatokban megadjak az

E
fesziiltség és az

RO

E)

R1

5 seey

R5

ellenallasok nagysagat, és ezekbdl kell meghatarozni az egyes adgakban folyd dramok erdsségét (intenzitasat),
valamint az aramlasi iranyokat. A tovabbiakban azt akarjuk megmutatni, hogyan segiti ¢l6 a halozati graf
tulajdonsagainak vizsgalata az intenzitasok meghatarozasat.

Az aramlasi iranyok meghatarozasa nem okoz kiilon gondot. Vegyiink fel ugyanis minden egyes agban
tetszOlegesen egy-egy aramlasi iranyt, és ezzel egyiitt tekintsiik a meghatarozandd

10

>

n

9 seey

5
intenzitasokat eléjeles (pozitiv vagy negativ) mennyiségeknek, olyan értelemben, hogy ha egy agban, pl.

R1
-ben, a tényleges aramlas irdnya megegyezik a felvett irdnnyal, akkor

11
-et pozitivnak, ha ellentétes vele, akkor negativnak tekintjiik.
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20, dbra

(20. abra. Pl. ha a szamitasok az

11=0,5
amper értéket szolgaltatjak, akkor az

RI1
agban a tényleges aramlas iranya a (2)-es csoméponttdl az (1)-es felé mutat.)

6 ismeretlent (

10

>

I

EEET)

15
) kell meghataroznunk. Ehhez 6 egyenletre van sziikségiink, mégpedig olyan 6 egyenletre, amelyek fiiggetlenek
egymastol, vagyis ahol egyik sem , kovetkezménye” a masik 6tnek. (Pl. az

x+y=5
ésa
2x+2y=10

egyenletekbdl nem lehet egyértelmiien kiszdmitani az

x
és

y
ismeretleneket. Ezek az egyenletek nem fiiggetlenck egymastdl, a masodik ,,semmi Ujat” nem mond az elséhoz

képest; az els6t kielégitd, barmelyik

X

>

y
szampar a masodikat is kielégiti.) Az egyenleteket az un. Kirchhoff-féle térvények alapjan lehet felirni. Az els6
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torvény azt mondja ki, hogy barmely csomdpontnal a befutdé aramok intenzitasainak 0sszege egyenld a kifelé
haladok intenzitasainak 6sszegével. Ennek alapjan minden csomoéponthoz felirhatunk egy-egy egyenletet:

(1

10=11+13
@)

N=D2+I5
€)

BB+I5=I4
4)

12+14=10

A masodik Kirchhoff-torvény a halozat koreire vonatkozik (és lényegében az Ohm-térvénynek egyszer(i

kovetkezménye). Valasszunk ki a grafban egy kort, és lassuk el tetsz6leges befutasi irannyal (21. abra szaggatott
vonalai)!

21 dbra

A kor altal tartalmazott minden egyes ag (¢l) ellenallasat szorozzuk meg az agban folyd aram intenzitasaval, és
lassuk el ezeket a szorzatokat

+
vagy

elgjellel aszerint, hogy az ag irdnyitasa megegyez0 vagy ellenkezd a kor befutasi irdnyaval. A Kirchhoff-tdrvény
szerint ekkor a kapott értékek Osszege megegyezik a kor agaiban elhelyezked6 telepek (megfeleld eldjellel vett)
fesziiltségeinek dsszegével. A 21. abran négy iranyitott kort tiintettiink fel. Az ezekhez tartoz6 egyenletek:

©)

ROIO+R313+R414=E
(6)

RUI+R5I5-R313=0
™)

R212-RATA-R515=0
(®)

ROIO+R11+R212=E

(Egy kor befutasi iranyanak megvaltoztatasa a korhoz tartozo egyenletben a tagok elGjelének megvaltozasat
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eredményezi.) Ha a befutasi iranyoktol eltekintiink, akkor grafunknak a feltiintetett 4 koron kiviil (ezek mind
haromszdgek) még harom kore van (ezek négyszogek, 1. 22. abra).

22 dbra

Iranyitasuk utdn ezekhez is felirhato egy-egy egyenlet. gy 7 kor-egyenlet és 4 csomodponti egyenlet, tehat
Osszesen 11 egyenletiink lesz. Ezek koziil kell 6 fiiggetlent kivalasztani. A valasztasban nem szerepelhet mind a
négy csomoéponti egyenlet. Kénnyen ellendrizheté ugyanis, hogy koziilik az els6 harmat dsszeadva éppen a
negyediket kapjuk. De nem szerepelhet mind a négy felirt kor-egyenlet sem, mert itt is igaz, hogy koziilik az
els6 harom dsszege éppen a negyediket (a (8)-as egyenletet) adja.

A csomodponti egyenletekre belathato, hogy koziiliikk barmely harom fiiggetlen egymastol; s6t altalanosan is igaz,
hogy barmilyen &sszetett halozat esetén, ha a halozat

p
szamu csomopontot tartalmaz, akkor barhogyan is valasztunk ki koziilitk

p—1
csomopontot, az ezekhez tartozo egyenletek fliggetlenek egymastol (a

p
-edik csomoponthoz tartozd viszont kdvetkezménye a tobbinek).

Nehezebb feladat a 7 kor-egyenlet koziil kivalasztani 3 fiiggetlent (a 3 csomodponti egyenlettel egyiitt igy
juthatnank 6 fiiggetlen egyenlethez). F6 célunk éppen az, hogy példankon keresztiil megmutassuk, miként lehet
kivalasztani a halozati graf vizsgalata révén (tetsz6leges haldzat esetén is) a sziikséges szamii megfeleld kort.

A kor-egyenletek kozott fennalld kapcsolatok gydkere az irdnyitott grafkordk kozti kapcsolatban keresendd.
Hogy az (5)-, (6)- és (7)-tel jelzett egyenletek Osszege éppen a (8)-as egyenletet fogja adni, az kitlinik a 23.
abrabodl,

w / %
llfl'::ﬁ:\i":_ Y r’ K
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23, dbra
ha annak bal oldali részén az ellentétesen befutott éleket ,,megsemmisitetteknek” tekintjiik.

Emiatt elegend6 az egyenletek kozti kapcsolatok helyett a grafkorok kozti kapcsolatokat vizsgalni. E
vizsgalathoz el6szor meg kell ismerniink az olyan grafoknak néhany tulajdonsagat, amelyekben egyaltalan
nincsen kor.
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A kor nélkiili 6sszefliggd grafok rajza fahoz hasonlit, amiért is az ilyen grafokat faknak nevezziik (24. abra).
r |_|':
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24. dbra 25, dbra
A szemlélet alapjan vilagosak a fak kovetkezo tulajdonsagai:
1. Egy fa két pontjat egyetlen olyan tttal lehet csak 0sszekotni, amelyik a fa éleibdl van dsszerakva. (A 24.
abran a megvastagitott ¢lek mutatjak a

P
és

0

pontokat 6sszekot6 utat.)

2. Ha egy fa két pontjat egy uj ¢éllel kotjiik 0ssze, akkor olyan grafot kapunk, amelyben pontosan egy kor van
(25. abra).

3.  Minden fa tartalmaz végéleket (a végél olyan él, amelynek egyik végpontjahoz csak ez az él illeszkedik).

A 3. tulajdonsagbdl egyszeriien belathatd (a végélek egymas utani elhagyasaval végiil is egy egyélii fahoz
Jutunk), hogy

4.  minden faban a pontok szama 1-gyel tébb az élek szamanal:

p=¢+1
-(

p=
pontok szama,

=

élek szama)

Ezek utan tekintsiink egy tetszéleges, koroket is tartalmazo, 6sszefiiggd grafot (pl. a 19. abra grafjat). Ha a graf
egyik korének valamelyik élét elhagyjuk, Osszefliggd graf marad vissza, és ez a graf tartalmazza az eredetinek
minden csomdpontjat. Ha az ilyen élelhagyasokat mindaddig ismételjiik, ameddig csak kor van a grafban, akkor
olyan kor nélkiili grafthoz jutunk, amelyik Osszefiiggd, és az eredetinek minden csomopontjat tartalmazza (26.

abra). . B B
a ) '““\\l T
C | !
D))
1‘-.‘_ ___/ "-._‘I!:ill_-"__--_./"'I

26, dbra

A visszamarado graf tehat olyan fa, amely az eredeti grafnak része, és annak minden csomdpontjat tartalmazza.

116



Az ilyen fakat az eredeti graf fa alaku vazainak, réviden favdzainak nevezzik. Egy grafnak altalaban sok favaza
van. (Sokféleképpen valaszthatjuk ki a koroket, és azokban az elhagyasra szant éleket.) Minden favaznak
azonban ugyanannyi az éle, ti. pontosan eggyel kevesebb, mint ahdny csomoépontja van az eredeti grafnak (lasd
4.), s ezért az eredetibdl mindig ugyanannyi

é—(p-1)

(

6=

az eredeti graf éleinek szama,

p=
az eredeti graf csomopontjainak szama,

p-1=
a favaz éleinek szama) szamu élt kell elhagyni ahhoz, hogy egy favaz maradjon vissza.

(A 26. abran

é=6

>

p=

E

é—(p-1)=3.

) A fak 2.) alatt emlitett tulajdonsaga miatt, ha egy favazhoz visszatessziik barmelyik elhagyott €lt, olyan grafot
kapunk, amelynek pontosan egy kore van. Tehat minden elhagyott él a favazzal egyiitt az eredeti grafnak
pontosan egy korét hatarozza meg (27. abra).

. (&) g, L
a b ™ ™,
.'.-I \ bl g 1'| L 1'|
i | g i) -\'..':‘. ==
S , / WY )
&
1\\ / / uxﬁr,r_ _ "-.xﬁr.-f %

27 dbra

Bebizonyithato, hogy egy favaz és a hozza tartozo elhagyott élek éppen olyan kordket hatdroznak meg,
amelyekhez tartozé egyenletek fiiggetlenek. Ilyen modon barmely favaz segitségével kivalaszthato

é~(p-1)

szamu fliggetlen kor-egyenlet. Igazolhato, hogy ezek és

p-1
szamu csomoéponti egyenlet egylittvéve is olyan egyenletrendszert alkotnak, amelyben egyik egyenlet sem
kovetkezménye a tobbinek. fgy tehat éppen

é—(p-1)+(p-1)=¢

szamu fiiggetlen egyenlethez jutunk; annyi egyenlethez, ahany éle van a grafnak, azaz ahany ismeretlen
intenzitast kell meghataroznunk. Ezekbdl az egyenletekbdl kiszamithatok az aramintenzitasok. (Példankban a
(8), (5), (7), (1), (2) és (3) egyenletekbdl.)

A ,,9 6svény” vagy a ,,3 haz — 3 kuat” problémaja. Harom hazbol vezessiink harom kuthoz kilenc 6svényt tigy,
hogy minden hazbél minden kuthoz egy-egy 6svény fusson, és az dsvények ne keresztezzék egymast. Ha a
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hazakat ¢és kutakat egy-egy ponttal, az 0svényeket egy-egy vonallal szemléltetjiik, akkor az a feladatunk, hogy a
28. abran lathato ,,3 haz — 3 kut-grafot” oly médon rajzoljuk le, hogy az élek koziil semelyik kettd se keresztezze
egymast. (A graf 6 csomopontbdl és 9 €lbol all.)

/
~—
28, dbra 29, dbra

A 29. abra mutatja, hogy nyolc ,,0svényt” még el lehet helyezni keresztezodés nélkiil. Ezen az abran a hianyzo
kilencedik élt, a

H3K1

¢lt csak ugy lehet megrajzolni, hogy az valamelyik, mar megrajzolt élt atmetszi. Bebizonyithatd, hogy
masféleképpen sem lehet mind a 9 élt Gigy megrajzolni siklapon, hogy azok koziil legalabb kettd ne messe
egymast. Ezt roviden gy fejezziik ki, hogy a 3 haz — 3 kuat-graf nem sikra rajzolhato. Ugyancsak igaz, hogy
gombfeliileten sem lehet atmetszés nélkiil a szoban forgd grafot megrajzolni. Nem nehéz azonban belatni, hogy
egy gyurifelileten (ment66v), valamint egy Mobius-szalagon (egyszer megcsavart szalag, lasd a
térképszinezésrdl sz616 és a Csalafinta feliiletek cimii cikket!) a 3 haz — 3 kat-graf megrajzolhat6 ugy, hogy a 9
¢l ne keresztezze egymast. A térképszinezésrdl szolo cikkben szerepel a ,.teljes 6tszog” grafja (30. abra).

) sibra

Ebben 6t csomdpont van, és mindegyik csomodpontot egy-egy €l koti dssze a tobbi néggyel. Ez a graf sem
rajzolhatd sem a sikra, sem a gombfeliiletre, vagyis nem rajzolhaté meg ugy ezeken a feliileteken, hogy élei ne
messé€k egymast.

A 3 haz — 3 kut-graf és a teljes O0tszog-graf a ,legegyszeriibb”, sikra nem rajzolhatd grafok. Igazolhatd, hogy
minden, sikra nem rajzolhatd graf tartalmaz vagy a 3 haz — 3 kut-grathoz, vagy a teljes Otszog-grathoz
,,hasonld” szerkezetli grafot. (Kuratowski tétele.) A 31. abran
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21, dbra

egy 10 csomopontbol és 15 €1bol allo, sikra nem rajzolhatd grafot tiintettiink fel. A vastag élek egy, a 3 haz — 3
kut-grathoz hasonlo szerkezetii grafot alkotnak benne.
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A GALTON-DESZKA

BOGNAR JANOSNE
1. BEVEZETES

E sorokban szeretnénk roviden dsszefoglalni (a teljességre vald torekvés nélkiil), hogy az itt ismertetésre keriild
un. Galton-deszka segitségével, illetve annak modositott valtozataival a valdsziniiségszamitas milyen kiilonb6z6
torvényeit szemléltethetjiik, illetve milyen, a szemléltetésen tilmend felhasznalasa lehetséges a Galton-deszka
egyes modositott alakjainak.

A valosziniiségszamitas alapfogalmainak részletes ismertetésére itt nincs lehetdségiink; tgy hissziik azonban,
hogy erre nincs is sziikség, hiszen tobb magyar nyelvii munka all az érdekl6dék rendelkezésére. (Els6sorban az
[1] koényvet emlitjiik meg, amely kevés matematikai eldismerettel rendelkezOk szamara igen jo bevezetést nyujt
a valoszinliségszamitas alapfogalmaiba.)

2. A GALTON-DESZKA LEIRASA

A Galton-deszka eredeti alakjaban olyan deszka, amelyre egymassal parhuzamos sorokba rendezett szdgek
vannak elhelyezve (szogsorok), mégpedig gy, hogy egy adott szdgsor szogei mindig a megel6zd sor szogei
kozti intervallumok kozéppontjai ala esnek egymastol egyenld tavolsagban. Az altaldban fliggblegesen vagy
lejtésen felallitott deszkara egy, az elsd szogsor kozépsé szoge felé, a szdgsorokra merdlegesen iranyitott
tolcséren keresztiil apro golyokat lehet bocsatani, amelyek atmérdje egyforma és csak kevéssel kisebb, mint a
szogek kozti tavolsag. A leguruld golyok nekilitkdzve az elsé szogsor szogének, ott véletlenszeriien jobbra vagy
balra térnek el. Akarmelyik irdnyba is tért el egy leguruld golyo, a szogek kozti ,,csatorndkon” tovabbjutva ismét
beleiitkozik a kovetkezd szogsor valamelyik szogébe, ahol ismét véletlenszeriien jobbra vagy balra tér el s igy
tovabb, mig végiil a deszka utolséd szogsoran vald {itkdzés utan a golyd a deszka aljan levo tartalysor valamelyik
tartalyaba keriil. (1. abra)
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A GALTON-DESZKA LEIRASA
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Ha kizarjuk azokat a fizikailag lehetséges eseteket, amikor egy goly6 valamelyik szognek litkozve, attdl olyan
nagy impulzussal pattan jobbra vagy balra, hogy nem az illetd szdg mellett kdzvetleniil elhelyezkedd
,csatornak” egyikén folytatja Gtjat a tartalysor felé, hanem egy tavolabbi csatornan, akkor nyilvanvalo, hogy a
leguruld golyok az egész deszkanak csak egy szabalyos haromszog alaku részében tartdzkodhatnak egyaltalan,
ugyhogy ha Galton-deszkarol beszéliink, mindig ilyen szabalyos haromszog alaku szerkezetre gondolunk. A
Galton-deszka szdgsorai tehat rendre 1, 2, 3, 4...szdget tartalmaznak.

A tovabbiakban feltessziik, hogy egy golydnak az egyes sorokon valo jobbra, balra téréseit nem befolyasolja az
a koriilmény, hogy a megel6z6 soron jobbra vagy balra tért-¢ el, mas szoval az az esemény, hogy mondjuk az

i
-edik sorban jobbra vagy balra tért-e el, fliggetlen attol, hogy az

(1)

-edik sorban merre tért el. Mivel az ilyen szogekbdl alld Galton-deszka esetében ez a feltétel nem teljesiil
minden tovabbi nélkiil, hanem a szdgeken valo {itkdzés olyan, hogy ha egy golyd valahol jobbra tért el, akkor a
kovetkezé soron is ,,inkabb” tér el jobbra, mint balra; ezért ennek kikiiszobolésére az eredeti szdges
Galton-deszkdn a kovetkez0 modositast végezték: egy-egy szog helyére harom, kozvetleniil egymas alatt
elhelyezett szog keriilt (2. abra);
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ezaltal a golyok litkdzés utan egy hosszabb csatornaba keriilnek, ahol ,lefékez6dnek”, a kovetkezd iitkozésig
elvész az elozo litkozés hatdsa, s az egyes litkozéseknél 1étrejovo eltéritések fiiggetlensége mar feltételezhetd.
M¢g nagyobb pontossaggal érhet6 el e feltétel teljesiilése, ha a szogek (ill. sz6gharmasok) helyén hatszog alaku
¢kek vannak (3. abra). Ha a Galton-deszka szabalyos (az ugyanabban a sorban levd ékek kozti csatornak
parhuzamosak a haromszog szimmetriatengelyével, minden ék a felette, ill. alatta levo csatorna kozépvonalaba
esik), akkor a golyok minden {itkdzésnél egyforma, vagyis

(1/2)

(1/2)

valdszintiséggel térnek el jobbra és balra. Egy goly6 valamilyen véletlenszerti lefutasat utnak fogjuk nevezni, az
egyik sorbdl a masik sorba vald jutast pedig lépésnek. A 3. dbra 10 éksorbol allé Galton-deszkajan egy
lehetséges véletlen utat abrazoltunk.

3. EGY JATEK A GALTON-DESZKAVAL. A
GALTON-DESZKA ES A BINOMIALIS
ELOSZLAS

Alljon most a Galton-deszka

N
éksorbol, és az utolso éksor ékei kozti csatornak alatt, az

N+1
-edik éksor helyén alljanak tartalyok. Mivel az els6 sorban 1 €k, a masodik sorban 2 €k, végiil az

N
-edik sorban

N
¢k (és
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N+1
csatorna) van, az

(N+1)
-edik sor ékei helyét betolté tartalysor

N+1
tartalybol all. Szamozzuk meg ezeket balrol jobbra, mégpedig a késébbiek kedvéért 0-val kezdjiik a szamozast.
Tehat a tartalyok sorszamai rendre 0, 1, 2, ...,

N

Képzeljiik el, hogy két jatékos,
A
és

B
, a kovetkez0 jatékot jatssza:

A
fogad, hogy egy leguritott goly6 a

k

-adik tartalyba fog esni
(~=0,1,2,...,N)

. Ha eltalalta, kap

B

-t6l

xk

fillért; ha nem talalta el, vagyis ha a goly¢ az

/
-edik

(I#k)
tartalyba esik, akkor

A
fizet

B
-nek

YI(xk)
fillért. (A

B
-nek fizetendd Osszeg altalaban fiiggjon az

xk
-tol!) A kovetkezd jatszmaban
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A
és

B
szerepet cserélnek. Kérdés, hogyan kell az

yl(xk)
értékeket megvalasztanunk, hogy a jaték méltanyos legyen, azaz hogy az

A

(B)

jatékos atlagos nyereménye (pontosabban:

A
nyereményének varhato értéke minden tipp esetén) O fillér legyen.

Ahhoz, hogy ezt meg tudjuk hatarozni, elsdsorban az érdekel benniinket, hogy egy leguritott golyd melyik
tartalyba jut, és milyen ,biztonsaggal” lehet ezt megjosolni; vagyis ismerniink kell, hogy az eseteknek kb.
hanyad részében, pontosabban mekkora valosziniiséggel esik egy golyd egy megadott, mondjuk

k
-adik tartalyba. Ez a valosziniiség a tartaly sorszaman kiviil nyilvan fiigg a Galton-deszka éksorainak szamatol
is.

N
¢ksor esetén jeloljiik ezt a valosziniliséget

PN(k)
-val!

PN(k)

rrrrrr

N
¢ksorbol allo Galton-deszkan egy leguritott goly6 a

k
-adik tartalyba keriil
(#=0,1,2,...,N)

Egy adott golyonak minden sorban két lehetdsége van a tovabbjutasra: jobbra vagy balra tér el, igy a deszkan
vald lehetséges lefutdsainak a szama (a lehetséges utak szama)

2001002020...[12[IN=2N.
Mivel feltettiik, hogy a Galton-deszka szabalyos, és az egyes éksorokon vald eltéritések fiiggetlenek egymastal,
igy minden egyes utnak

(1/2N)
a valoszintisége. Ebbdl azonban még korantsem kdvetkezik, hogy minden tartalyba ugyanolyan valoszintiséggel
eshet egy goly0, hiszen tobb kiilonboz6 (kedvezd) iton is eljuthat ugyanabba a tartalyba. Ha pl. mind az

N
sorban balra tér el a golyo, akkor nyilvan a 0-adik tartalyba jut; ha kézben valahol egyszer jobbra tért el, akkor
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az elso tartdlyba, ha kozben (barmelyik) két sornal jobbra tért el, akkor a masodik tartadlyba és igy tovabb,
altalaban a balrdl szamitott

k
-adik tartalyba azokon az utakon juthat a golyd, amelyeken 0sszesen

k
-szor tért el jobbra és

(N—k)
-szor balra. Az

N
éksor koziil az a

k
sor, ahol jobbra tért el,

(N(N-1)(N=2)[]...[I(N=k+1)/1112[13. . .k)=(Nk)
-féleképpen valaszthato ki, igy a

k
-adik tartalyba vezet6 utak szama

(NK)
, amibdl kovetkezik, hogy
(1
PN(k)=((Nk)/2N), (k=0,1,2,...,N).

Ha pl.

N=8
, akkor az egyes tartilyokba valo jutas valoszintiségei rendre a kovetkezok:

(1/256)

b

(8/256)

>

(28/256)

E

(56/256)

>

(70/256)

E)

(56/256)

>

(28/256)

>

(8/256)
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E)

(1/256)

Megjegyezziik, hogy az (1) formulat mas ton is belathatjuk, mégpedig az éksorok szamara,

N
-re vonatkozo teljes indukcioval.

N=1
-re ugyanis nyilvan igaz (1), hiszen

P1(0)=(1/2)=((10)/21)
és

P1(1)=(1/2)=((11)/21)
. Ha mar ismerjiik egy

N
¢ksort Galton-deszkara, hogy egy leguritott golyd mekkora valdszintiséggel esik az egyes tartalyokba, akkor
ebbdl kdnnyen megkaphatjuk egy

N+1
éksorbdl allo Galton-deszka esetére is a megfeleld valdsziniiségeket. Az

N+1
éksora Galton-deszka

k
-adik

(k=1,2,...,N)
tartalyaba ugyanis kétféleképpen juthat egy golyo: vagy az

N
-edik sor

(k1)
-edik csatornajan halad keresztiil és azutan jobbra tér el, vagy a

k
-adik csatornan és azutan balra tér el. Mivel az

(N+1)
-edik sor 0-adik, ill.

(N+1)
-edik tartalyaba csak egyféleképpen juthat egy goly6 az

N
-edik sorbdl, ez 6sszhangban lesz a

PN(-1)=PN(N+1)=0
értelmezéssel. Igy

PN+1(k)=PN(k=1)(1/2)+PN(k)(1/2)=((Nk—1)H(NK)/2N+1)=((N+1k)/2N+1).
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Ezzel egyben egyszerti szamolasi eljarast kaptunk a

PN+1(k)
valoszinliségek kiszamitasara a

PN(k)
valdszinliségek ismeretében.

Vizsgaljuk meg kissé kozelebbrol ezeket a valoszintiségeket! Az, hogy egy golyo a

k
-adik tartalyba

PN(k)
valdsziniiséggel juthat, azt jelenti, hogy a leengedett golyoknak kb.

PN(k)
-ad része

(10001 PN(k)%-a)
keriil a

k
-adik tartalyba. Ha nagyszamu, mondjuk

R
darab golyot guritunk le a Galton-deszkén és

rk
-val jeloljiik ezek koziil a

k
-adik tartalyba esd golyok szamat (amely szdm a golydk atméréjével mint egységgel mérve, egyben azt a
magassagot is megadja, ameddig a

k

-adik tartaly meg lesz toltve), akkor az

(rk/R)
hanyados, vagyis annak az eseménynek a relativ gyakorisaga, hogy egy leguritott goly6 a

k
-adik tartalyba jut, az esetek legnagyobb részében (nagyon sokszor leguritva

R
szamu golydt, ezek kozil ,,legtobbszor’) csak kevéssel fog eltérni a szoban forgd esemény valdszintiségétdl, a

PN(k)
-t0l, igy

rk
csak kevéssel fog eltérni az

RUIPN(k)
-t0l. Tehat a golydk a tartalyokat az odaesés valosziniliségével aranyos magassagig fogjak megtolteni. Mivel a

PN(k)
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valdszintiségek un. binomialis eloszlast alkotnak?

(p=(1/2))

, jol tanulményozhatjuk a Galton-deszka segitségével a binomialis eloszlas képét. Megfigyelhetjiik, hogy a
kozéps6 tartalyokba jut a legtobb golyd, a deszka szélei felé haladva pedig egyre kevesebb; s hogy a

Galton-deszka szimmetriatengelyére szimmetrikus tartalyokba (

k
-adik és

(N=k)
-adikba) kb. ugyanannyi golyo keriil

(hiszen (Nk)=(NN-k))

. Mar aranylag kevés golyo leguritasa esetén is észrevehetd az a tény, hogy paros

N
esetén éppen az

(N/2)
-edik sorszamu k6zépso tartalyba, paratlan

N
esetén pedig az

(N-1/2)
-edik és

TA

PO

5

,,,,,

PN
szamokrol azt mondjuk, hogy

N
-ed rendq,

p
paraméterii binomialis eloszlast alkotnak, ha

Pk=(Nk)pk(1-p)N-k (k=0,1,2,...,N),
vagy masképpen: egy

v

<
valoszintiségi valtozorol azt mondjuk, hogy (

N
-ed rendd,

p

paraméteril) binomialis eloszlast, ha lehetséges értékei 0, 1, 2, ...

N
és

k
értékeét

Pk
valoszintiséggel veszi fel.

>
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(N+1/2)
-edik sorszamu két kozépso tartalyba esik a legtobb goly6 (legvalosziniibb tartalyok).

Hogy az olvasé a késobbi konkrét szampéldak eredményeit kdnnyebben kovethesse, illetve ellendrizhesse,
megemlitjiik azt a fontos tételt, hogy a binomialis eloszlas tagjai bizonyos feltételek mellett a

D(x)=(1NQ7x))e~(x2/2)
un. Gauss-féle fiiggvény (haranggorbe) segitségével kozelithetok meg (utobbi értékei tablazatokbol
kikereshetdk; ilyen tablazat talalhato pl. a [2], [3] konyvekben), mégpedig a mi esetiinkben és jeloléseinkkel, ha

N
elég nagy és

k

ko6zel van az

(N/2)
-h6z, valamint

(12k=NU/ANNy=x
egy

N
-t61 nem fliggd korlat alatt marad, akkor

(NK)(1/2N)

kozelitéleg

QUx)AN)

-nel lesz egyenld.

Ezek utan konnyen megvizsgalhatjuk azt a kérdést, hogy a tartdlyok befogaddképességének és az egyszerre
legurithatd golyok szamanak milyen kapcsolatban kell allniuk? (Ezzel arra a kérdésre kapunk valaszt, hogy
meddig jatszhat egymassal

A
és
B
a tartalyok kiiiritése nélkiil.)

Ha egy-egy tartalyban mondjuk

S
golyd fér el, akkor nyilvan legfeljebb annyi goly6t szabad leengedniink (

Rmax
), amennyibdl a k6zépso, legvaldsziniibb tartalyba (tartalyokba) legfeljebb

S
goly6 jut. Ha tehat a Galton-deszka

N=2M
éksorbdl all, akkor

rM~RmaxP2M(M)<S
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, azaz

Rmax<(S/P2M(M))

-nek kell teljesiilni. Ha pl. 100 goly6 fér egy tartalyba és a Galton-deszka 8 éksorbdl all, akkor legfeljebb 366

golyot lehet egyszerre leguritani, 16 éksor esetén 509 golyo6t, 36 éksor esetén 757 golyot.

Megvizsgalhatjuk azt a kérdést is, hogy hany golyodt kell leguritanunk ahhoz, hogy nagy valosziniséggel ne
maradjanak tres tartidlyok (a széleken). Ha ui. az éksorok szama elég nagy, ¢és Osszesen nem tl sok golyot

guritunk le, akkor néhany sz¢éls6 tartalyba nagy valdszintiséggel egyaltalan nem gurul golyo. Ha pl.

N=25
, akkor annak valdszinilisége, hogy egy goly6 a sz¢€ls6 4-4 tartaly valamelyikébe jusson,

p=2((250)+(251)+(252)+(253)/225)=(1+25+300+2300/224)=(1313/223).
Akkor annak a valoszintisége, hogy 100 leguritott goly6 koziil egy se keriiljon az emlitett tartalyokba,

(1000)p0(1-p)100=(1-(1313/223))100>0,98,
vagyis 98 % valdszinliséggel csak a kozépso 18 rekeszbe jut egyaltalan golyd. Vagy pl.

N=16
esetén, ha legfeljebb kb. 44 golyot guritunk le, 99% valdszintiséggel iires lesz legalabb a két sz¢1so tartaly.

Térjiink most vissza a mar emlitett jatékhoz! Mivel azt akarjuk, hogy

A
atlagos nyereménye (barmelyik tartalyra is fogad) 0 legyen, igy az

YI(xk)
szamokra az

(2)
XkPN(k)-S Ikyl(xk)PN(1)=0 (k=0,1,2,...,N)

egyenlOségnek kell fennallni. Ha semmi tovabbi kikotést nem tesziink, akkor az

Yi(xk)

szamokat még nagyon sokféle mdodon valaszthatjuk (pontosabban: egy kivételével a tobbit tetszélegesen). Ha

azonban még azt is megkoveteljiik, hogy — szemléletesen szolva — akarhova is esik a golyo (a

k
-adik tartalyon kiviil), atlagosan mindig ugyanannyit kapjon

B
, vagyis az

YICek)PN(T)
(amit jeldljlink

cN(xk)
-val) ne fiiggjon

/
-t0l, csak

xk
-t0l (és természetesen
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N
-tdl), akkor ebbdl (2) alapjan kovetkezik, hogy

3)
xkPN(k)=NcN(xk), azaz yl(xk)=(xkPN(k)/NPN(]))
(k=0,1,2,...,N,I#k).
Az
xk

egész szamok valasztasara is igen sokféle lehetdségiink van (valaszthatjuk akar valamennyit egyenldnek is, bar
ez nem célszerll), mindenesetre ugy érdemes megadnunk éket, hogy az

yl(xk)

szamok is egészek legyenek. Egy lehetséges valasztast pl. az alabb tablazatban talalunk

(N=8)

¥o ¥ ¥ ¥ ¥a ¥ Y ¥ ¥z

Ky = 224H) . 33 10 3 4 3 Lo 33| 280
= 1120 | 1120 - 40 20 16 20 403 140f 1120
.= 11200 | 3920 [ 490 . 0 A 0 140 4% 3920
Xy =1 120 | 7840 980| 280 . (12 140 280| 980 T840
Xy = 224 | 1960 245 Ll 35 . 35 JO 245] 1960
x; = 11200 | TR | Ys0 280 140f 112 . 2HO G980 THEAO
%= 1120 [ 3920 490 140 T 56 0 . 4901 3920
o= L1200 | D120 140 40 20 16 20 41} .| 120
x, = 2240 280 15 1] 5 d 5 10} 35

A szampélda és jaték tovabbi elemzését, valamint lehetséges modositasait az olvasdra bizzuk.

4. A GALTON-DESZKA ES A
POISSON-ELOSZLAS

A Galton-deszka alkalmas az tin. Poisson-féle eloszlas szemléltetésére is.8 Vizsgaljuk meg eldszor, hogy

R
szamu golyo6t leguritva az

N
éksorbol allo Galton-deszkan, ebbdl atlagban hany darab esik a

k
-adik tartalyba! Jeloljiik az odaesd golyok szamat mint valoszintiségi valtozot

&k

-val. Lattuk mar, hogy annak a valdszinisége, hogy egy leguritott golyo a
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k
-adik tartalyba jusson,

PN(ky=(Nk)(1/2N)
-nel egyenld; akkor a binomialis eloszlas mar megismert képletével felirhatjuk annak a valdsziniiségét, hogy

R
golyo koziil

p
darab jusson a

k
-adik tartalyba (

PN(ky=P(k)y=pk
jeloléssel)

“4)

P(&k=r=(Rr)pkr(1-pk)R-r (k=0,1,2,...,N),
(=0,1,2,...,R).

Felhasznaljuk azt a tételt, hogy a binomialis eloszlas nagy

R
és kis

pk
esetén jol kozelitheto a

(Akr/r))e—2k(r=0,1,2,...)
Poisson-eloszlassal, ahol most

AM=Rpk
. Ha tehat a leguritott golydk szdma elég nagy, és a kdzéptdl elég tavol esd tartadlyokban vizsgéljuk az odaesd
golydk szdmanak véletlen ingadozasat (amikor tehat teljesiil, hogy

pk
kicsiny), akkor ezzel a Poisson-eloszlasrol nyerhetiink képet; ekkor ugyanis alkalmazhat6 az emlitett kozelités:

8Egy

<
valdszinliségi valtozot Poisson-eloszlasunak mondunk, ha lehetséges értékei

0,1,2,...
ésa

k
értéket

(Akdlkt)e—.

(k=0,1,2,...)
valésziniiséggel veszi fel, ahol

A
pozitiv allando (az eloszlas varhato értékét jelenti).
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P(&k=r)=((Rpk)r/r!)e—Rpk.
Példaul egy 8 éksorbol 4116 Galton-deszkan végezve a kisérletet, és a 0-adik tartalyt vizsgalva

(p0=(1/256))
, ha az egyszerre leguritott golyok szama 512 (tehat

R=512

), akkor a mondott Poisson-féle kozelités alapjan annak a valdsziniisége, hogy a vizsgalt tartalyba ne jusson
egyetlen golyo sem, 0,135; hogy pontosan 1 golyé jusson oda, 0,271; hogy 2 golyo, 0,271; hogy 3 golyo, 0,180;
hogy 4 vagy annal tobb golyd, annak 0,143 a valdsziniisége. Ez tehat azt jelenti, hogy elég sokszor
megismételve a kisérletet, mondjuk 1000 alkalommal leguritva mindig 512 golyot, az esetek koziil kb. 135-sz6r
iiresnek talaljuk a 0-adik tartalyt stb.

Modositsuk most kisérletiinket ugy, hogy az egy-egy alkalommal leguritott golyok szdma maga is valoszintiségi
valtozo legyen (jeloljiik

v
-vel), mégpedig ez is Poisson eloszlasu, azaz

PO=R)=(uR/R)e—u (R=0,12,...)
(ahol

u
az eloszlas varhato értéke, azaz az egyszerre leguritott golyok atlagos szama). Ekkor kdnnyen kimutathato, hogy

az egyes tartalyokba jutd golydk szama is Poisson-eloszlasu (nemcsak kozelitéleg, hanem pontosan), mégpedig
annak a valdsziniisége, hogy a

k
-adik tartalyba

,
golyé jut

(5) P(&k=r)=((upk)r/re—upk (r=0,1,2,...).
9

Az is9 igaz, hogy a tartdlyokban 6sszegyiil6 golydk szama csakis ebben az esetben lesz Poisson-eloszlasu, tehat
ha nem Poisson-eloszlas szerint vessziik a leguritandd golyokat, akkor a tartalyokban levd golydk szama sem
lesz Poisson-eloszlasu [5].

9Ez a teljes valosziniiség tételébdl azonnal kovetkezik, ugyanis

P(&k=r)=Y R=rooP(&k=r 1v=R)P(v=R)=

=Y R=roo(R/r)( R—1)"pkr(1-pk)R—r(uuruR—r/R")e—u=

=((upkyrir)e—py R=roo([(1-pk)u]R—r/(R=1)!),
legyen

R-r=s
és felhasznalva, hogy

> s=000(xs/s!)=ex
, akkor

> R=roo([(1-phk)u]R—r/(R—1))=eule—pku,
amibdl kovetkezik (5).
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Képzeljiik most el, hogy egy olyan Galton-deszka all rendelkezésiinkre, amelynek tartalyai eltolhatok, és
modositsuk az eldbbi kisérletiinket a kdvetkezdképpen: toljunk végig egy tartalyt

)

az

N
¢ksortl Galton-deszka tartalysoran a 0-iktol az

N
-edikig, és minden egyes helyzetben guritsunk le bizonyos szamt golydt, mégpedig a

k
-adik tartaly helyére érve

Rk
szamu golyo6t (

Rk
lehet 0 is), és vizsgaljuk ebben a végighalado

T
tartalyban Osszesen felgyiilé golyok szamat! Bebizonyithato [5], hogy ha az éksorok szama elég nagy és az
egyes lépésekben leguritott golydk szamara bizonyos megszoritast tesziink, akkor a

T
-ben felgyiilé golyok szama (jeloljiik

éN
-nel) kozelitéleg Poisson-eloszlast lesz. Ha specidlisan minden 1épésnél ugyanannyi, mondjuk

A
szamu golyot guritunk le, akkor éppen ez a

A

lesz az eloszlas varhato értéke; vagyis ebben az esetben annak a valdszinisége, hogy

T
-ben éppen

p
szamu goly6 legyen, hatarértékben (

N
novekedésével)

(Ar/re—4
-val lesz egyenld

(=0,1,2,...).
Ha most ugy médositjuk a kisérletet, hogy a

T
tartaly kiilonb6z6 helyzeteiben leengedett golyok szama is valosziniliségi valtozo legyen, mégpedig ismét
Poisson-eloszlast (altalaban 1épésenként kiilonbozo
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Ak
-kal), vagyis annak a valdsziniisége, hogy a

k
-adik eltolasnal

X
golyot guritunk le,

(Akx/xV)e—2k
-val egyenld

(x=1,2,...)
, akkor

éN
mar véges

N
esetén is Poisson-eloszlast lesz (nemcsak hatarértékben), s6t

EN
csakis ebben az esetben lesz Poisson-eloszlast.

Az eddigiekben mindig egy adott tartalyban felgyiillé golyok szamat, illetve annak eloszlasat vizsgaltuk.
Viélasszuk most ki az

N
éksoru Galton-deszka két tetszéleges tartalyat, mondjuk az

i

-ediket és

J

-ediket ¢és figyeljiik meg, hogy

R
darab leguritott goly6 koziil hany goly¢ keriil az

i

-edik, 1ll.

J

-edik tartalyba.

Jeloljiik ezek szamat mint valosziniiségi valtozokat

&
il

g
-vel. A

i

és
g
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valészinliségi valtozok nyilvan nem fiiggetlenek, hiszen az Osszesen leguritott golyok szamanak rdgzitése
esetén, ha az egyik tartalyba nagyon sok golyo jutott, akkor a masikba mar csak kevesebb juthatott. A

i

és
g
egylittes eloszlasa (vagyis azoknak a valdsziniiségeknek az 6sszessége, hogy

&ir

-rel és
&s
-sel egyenld) un. trinomialis eloszlas, tehat
(6)
P(&i=r,&=s)=(R!/r! s! (R—r—s)pirpjs(1-pi—pj)R—r—s.

Ha azonban a leguritand6 golydk szamat nem rogzitjiik, hanem az is valdsziniiségi valtozo

v)
, akkor igaz az az érdekes tétel [5], hogy

i

és
g
akkor és csak akkor fiiggetlenek, ha a leguritott golyok szama Poisson-eloszlast, mégpedig, ha

P(v=R)=(AR/R")e—) (R=0,12,...), akkor

P(&i=r,E=s)=((Api)r/rV)e—Apil 1 ((Apf)s/s")e—Apj
lesz (utobbi (5)-hoz hasonloéan kdvetkezik a teljes valoszinliség tételébol), vagyis

i

és
g
kiilon-kiilon is Poisson-eloszlasuak lesznek:
(7
P(&i=r)y=((Api)r/r)e—Api és P(&=s)=((Apj)s/s!)e—Apj.

Ha nemcsak két tartalyt vizsgalunk egyidejiileg, hanem mindegyiket, és rendre

¢0

E

¢l

5 seey

éN
-nel jeldljik
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R
leguritott goly6 koziil a 0-adik, els6, masodik, ...,

N
-edik tartalyba jutd golyok szamat, akkor

&0

>

&l

9 seey

EN
egyiittes eloszlasa altalaban polinomidlis eloszlés, azaz

P(E0=r0,&E1=r1,....EN=rN)=(R!/r0! r1! ...rN)pOrOplrl...pNrN
(r0+rl+...4+rN=R)
ésa

&0

E

¢l

PEEET)

éN
akkor ¢és csak akkor lesznek fliggetlenek, ha a leengedett golyok szama Poisson-eloszlasu.

Modositsuk most a tartalyok eltoldsaban all6, mar emlitett kisérletet a kovetkezdképpen: jeloljiik

70
-val a 0-adik tartalyt, és

Tk
-val a

k
-adik tartalyt, és toljuk ,,vissza” a tartalysort ugy, hogy

Tk
keriiljon a

70
-helyére! Guritsunk le ebben a helyzetben bizonyos szamt1 goly6t, majd jobbra tolva a tartalysort egy egységgel
(egy tartallyal), ismét guritsunk le valamennyi golyot, és igy tovabb, 6sszesen

N+k
eltolast végezve, a

70
is végighalad mind az

N+1
csatorna alatt. Most is igaz lesz az a tétel, hogy a

70
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-ban és

Tk
-ban felgy(il6 golyok szama akkor és csak akkor lesz egymastdl fliggetlen, ha az egyes helyzetekben leengedett
golydk szdma Poisson-eloszlast valoszinliségi valtozo.

Egy tovabbi érdekessége az eltolhato tartalysorral rendelkez6 Galton-deszkanak, hogy segitségével a mar

sy

kiilonbozé helyzetében guritunk le golydkat (minden helyzetben elég nagy szamu golyodt). Megfigyelhetjiik,
hogy ha elég sok tartallyal toljuk arrébb a tartalysort, akkor a keletkezd gorbének mar két ,.cstcsa” (két
maximuma) lesz.

5. VELETLEN SZAMOK ELOALLITASA A
GALTON-DESZKA SEGITSEGEVEL

Ha 0-t6l 2-nek valamely pozitiv egész kitevdjii hatvanyaig terjedd szdmokbol akarunk véletlenszertien
valasztani egy szamsorozatot (véletlen szamok), akkor ilyen szamsorozatot a Galton-deszka segitségével a
kovetkezoképpen allithatunk eld: tegyiik fel, hogy a Galton-deszka szabélyos és

N

¢ksorbol all. Guritsunk le egy golyot és rogzitsiik le valahogyan az utjat! Egy ilyen ,,véletlen” ut jobbra-balra
térések véletlen sorozata. Rendeljiink 0-t minden balra téréshez és 1-et minden jobbra téréshez, és az igy kapott
jegyeket irjuk egymas utan olyan sorrendben, ahogyan a lépések egymast kovették. Ekkor egy 0-akbol és
1-esekbdl all6 véletlen sorozatot kapunk, amely megfelel egy 0 és

2N-1
kozé es6 egész szam (a hatarokat is beleértve) 2-es szamrendszerbeli eldallitasanak, vagyis az igy nyert
0—1-sorozat egy 0 és

2N-1
kozé esé véletlen szamot allit el6. A golyo leguritasat tetszéleges sokszor megismételve, tetszélegesen sok
szamot tartalmazod véletlen szamsorozatot tudunk eléallitani.

6. A GALTON-DESZKA ES A
MARKOV-LANCOK

A Galton-deszkaval a Markov-lancok fogalmat is szemléltethetjiik. Ha ui. az eredeti, szoges Galton-deszkat
hasznaljuk (vagy az ¢ékekbdl allo6 Galton-deszkdn megkopnak az ékek), akkor el kell ejteniink azt a
feltevésiinket, hogy az egyes sorokon valo iitkozéseknél 1étrejovo eltéritések fiiggetlenek egymastol. Ebben az
esetben ezek un. Markov-lancot alkotnak.

Az olyan kisérletsorozatokat, ahol az

(nt+1)
-edik kisérlet eredménye csak az

n
-edik kisérlet eredményétdl fiigg, azonban az elsd, masodik, ...,

(n-1)

-edik kisérlet eredményétdl kozvetleniil nem fiigg, csak kdzvetve azaltal, hogy ezek befolyasoltak az
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n
-edik kisérlet eredményét, Markov-lancnak nevezziik. Pontosabban, ha egy kisérlet lehetséges eredményei az

A0

E

Al

>

A2
, ...események, a kisérletsorozat akkor alkot Markov-féle lancot, ha a mellett a feltevés mellett, hogy bizonyos
el6z6 kisérletek megadott eredményre vezettek, annak a feltételes valoszintisége, hogy az

n+1
-edik kisérlet eredménye mondjuk az

Ak
esemény, csak a legutolso adott eredményl kisérlet eredményétdl fligg. Valdszinliségi valtozok sorozatara is
értelmezhetjiik a fogalmat. Jellemezze az

n
-edik kisérlet eredményét a

én

valdszinlségi valtozo, és legyen a

En=k
,haaz

n
-edik kisérlet eredménye az

Ak
esemény

(n=1,2,...;k=0,1,2,...)
. Feltételiinket képlettel igy adhatjuk meg:

P(En+1=k01EL=1,E2=72, .. En=jin)=

=P(¢n+1=k[1¢En=jn).
A

P(én+1=kl1¢én=jn)

feltételes valoszinliséget egylépéses dtmenet-valdsziniiségnek nevezziik, ugyanis az

Aj

-bél az

Ak

-ba valo ,,atmenet” egy lépésben valo 1étrejottének a valoszinliségét adja meg. A rovidség kedvéért vezessiik be
erre a

Pjkn

jelolést. Az olyan Markov-lancokat, amelyeknél az &tmenet-valdszinliség nem fiigg az
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n
-t61 (ekkor tehat jeldlhetjiik

Pjk

-val), homogén Markov-lancnak nevezziik. Ha a kisérleteket idében egymas utan végbemendknek képzeljiik, az

n=1,2,...
index jelenti az id6pontokat, akkor tehat

én

az

n
idépontban végrehajtott kisérlet eredményét jelenti. Az

A0

>

Al

E

A2
, ...eseményeket pedig allapotoknak szokés nevezni.

A Galton-deszka esetében az idopontoknak a sorok felelnek meg, az allapotoknak pedig a balra, ill. jobbra térés

(40,41)

. Legyen most

én=0
vagy 1 aszerint, hogy az

n
-edik éksoron iitkozve balra vagy jobbra tér-e el egy leguritott golyo, akkor azt mondhatjuk, hogy a

én
valdszinliségi  valtozok sorozata Markov-lancot (mégpedig homogén Markov-lancot) alkot. Itt az
atmenet-valosziniiségeket tehat jeldlhetjiik

P00

E

PO1

P10

E)

P11
-el. Tehat pl.

P10
a balra térés valdszinisége, feltéve hogy az el6z6 sorban jobbra térés tortént. Feltehetd, hogy

P01=P10
és
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P00=P11

A

E1+E2+.. +EN
megadja, hogy az

N

éksorti Galton-deszkan leguritva egy golyot, az hanyadik tartalyba jut. Erdekes megfigyelni, hogy a golyok a
tartalyokban ebben az esetben is a Gauss-féle gorbének megfeleléen oszlanak el, ami a Markov-lancok
elméletébdl jol ismert tétel kisérleti alatimasztasa. Ekkor azonban, attol fiiggéen, hogy

PO1<(1/2)
vagy

PO1>(1/2)
, a gorbe lapultabb vagy ,,csucsosabb” lesz, mint a

PO1=(1/2)
esetben.

7. EGYENLETES ELOSZLAS ELOALLITASA
GALTON-DESZKAVAL

Legyen most a Galton-deszka ismét szabalyos, és modositsuk a kdvetkezoképpen: az

N
-edik éksortol kezdve (az éksorok szdmozasat kezdjiik most 0-val) vagjuk le a Galton-deszkat a két ,,szélén”
ugy, hogy ettdl kezdve az 6sszes tovabbi sorban az ékek szama felvaltva

N+1
, 1l

N
legyen (mivel az éksorok szamozasat 0-val kezdtiik, az

N
-edik éksorban most nyilvan

N+1
¢k van) és tegyiik fel, hogy még igen sok tovabbi éksort tartalmaz Galton-deszkank (1. 4. dbra).
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1 Eksor
. I..'l‘n.hl.:ll'
. Clesor
ks

. Gksor

4. iibra
Hatarozzuk meg ennél a mddositott Galton-deszkanal, hogyan oszlanak meg a golyodk a tartalyokban. Jelentse

én

a goly6 helyzetét, vagyis a Galton-deszka tengelyétdl valod vizszintes tavolsagat az

n
-edik szdgsor elérésének pillanatdban. (Egységnek itt most két, egy sorban levd szomszédos ék tavolsaganak
felét vessziik.)

(£0=0)
LA

én
valtozok Markov-lancot alkotnak. Itt most a lehetséges allapotok egy leengedett golyd lehetséges helyzetei,
vagyis az

n
-edik szogsor elérésének pillanataban a lehetséges

A
allapotok azt jelentik, hogy a goly6 a Galton-deszka tengelyétol az

n
-edik éksorra érve

J
tavolsagra van

(-Nsj=N)
. Koénnyti 1atni, hogy ha

n
paros, akkor

én

is paros; ha

n
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paratlan, akkor

én

is paratlan. Az atmenet-valdsziniiségek
n

-t6l nem filiggnek, jelen esetben is homogén Markov-lanccal van dolgunk.

Pjj+1=P(én+1=+108En=j) =(1/2), ha -N<j<N, Pj,j—1 =(1/2), ha —N<j<N, és P-N,—N+1 =1 és PN,N-1=1;
minden mas

Pjk=0

Meg lehet mutatni a Markov-lancok elméletének néhany egyszerti tételét felhasznalva, hogy akarmilyen

N

esetén, ha az Gsszes sor szama paros és elég nagy, akkor minden tartalyban kb. ugyanannyi goly6 lesz. Ha a
sorok szama viszont paratlan €s elég nagy szam, akkor a két szélsd tartalyt kivéve a tobbi tartalyban kb.
ugyanannyi golyo lesz, a két szélsdben pedig feleannyi, mint a kozépso tartdlyokban. A kisérleti eredmények
igen jO egyezést mutatnak az elméletivel.

Ezzel a modositassal tehat a Galton-deszkaval sikeriilt Gin. egyenletes eloszlast 1étrehozni.

Tovabbi alkalmazasokra és a Galton-deszka kiilonféle modositasaira nézve utalunk a [4], [6], [8], [9] munkékra.
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PARKETTAK A GEOMETRIA
SZEMSZOGEBOL

REIMAN ISTVAN

A parkettazas torténete szinte egyidGs az épitkezések torténetével. Az épiiletek padozatat régen kddarabokkal
raktak ki; ez eleinte talalomra egymas mellé rakott laposabb kddarabokbol allott; késdbb mar faragtak ezeken a
koveken, hogy az Osszeillesztésnél a padozat minél nagyobb része legyen fedett és minél kevesebb legyen a
hézag. A fejlédés tovabbi folyaman a hézagokat is igyekeztek kikiiszobdlni a padozatbdl a felhaszanalt
kédarabok faragasaval. (Egyébként a falak épitésére felhasznalt épitdelemeknél, koveknél is megtalalhatd ez a
fejlodési folyamat.)

Gyakorlati tapasztalatok alapjan rajottek arra, hogy egyszeriibb a padozat beboritasa, ha egyforma, azonos alaku
¢és nagysagu fedokoveket hasznalnak; kiilondsen akkor, ha ezeket pl. agyagbol égetik. Néhany ilyen parkettazast
mutatnak az okori lakdépiiletekbdl az 1-5. abrak.

{. dbra

2 gibra

3. cbra
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5. ¢ibra

Mar ebbdl az ot, évezredekkel ezel6tt ismert parkettazasi modbol is a fellépd formak nagy gazdagsagara
kovetkeztethetiink. Es itt 1ép be gondolatsorunkba a matematika: felvetddik ti. a kérdés, hogy egyaltalin milyen
parkettazasok készithetok. BevezetGiil tisztazzuk az aldbbiakban felhasznalandé fogalmakat. A matematikai
targyalas egyszertisitése céljabol parkettazason a siknak sikidomokkal vald egyrétii és hézagtalan lefedését
fogjuk érteni. Egyrétiinek nevezziik a lefedést, ha a sik minden pontjat legfeljebb egy lefed6 idom belsé pontja
fedi le. (Egy pontot tobb feddidom hatarpontja is fedhet.) Hézagtalan a lefedés, ha a sik minden pontjat lefedi
legalabb egy fedéidom belsé- vagy hatarpontja. Parkettazasnal a teljes sik lefedésére gondolunk.

Szoritkozzunk eldszor a mar emlitett, a gyakorlat altal felvetett kérdésre: milyen parkettazas készithetd
egybevagd idomokbol, azaz: milyen egybevago idomokbol készithetok parkettak. Nyilvanvalod példaul, hogy
korbdl nem készithetd parkettazas, de bizonyos korivekkel hatarolt idomokbdl mar igen, mint azt a 4-5. dbrak
mutatjadk. A probléma némi egyszeriisitéséhez jutunk, ha észrevessziik, hogy pl. a 4. és 5. abrak az 1 és 2.
abrakbol szarmaztathatok ugy, hogy azokba bizonyos koriveket rajzolunk be (6. és 7. abra).

\
J

h. dbra

7 dibra

Kézenfekvonek latszik tehat az a gondolat, hogy minden parkettazast sokszogekkel vald parkettazasra
vezessiink vissza.

Vizsgaljuk el0szor az egybevdgo konvex sokszogekkel 1étesithetd parkettakat (konvex egy sokszog, ha minden
szoge kisebb
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18001
-nal). Ilyet mutatott az eddigiek folyaman az 1., 2., 3. abra. Nagyon konnyii belatni, hogy tetszdleges
paralelogrammabdl tobbféleképpen is készithetd parketta! (8. abra).

8. dbra

Ebbol kozvetleniil kovetkezik, hogy parkettdzas készithetd minden haromszogbdl is. Tiikrozziink ui. egy
haromszoget egyik oldalanak felezépontjara, igy paralelogrammat kapunk. E paralelogrammaval — tehat akkor a
haromszoggel is — lefedhet? a sik (9. abra).

9 dbra

A 3. abran egy szabalyos hatszogbdl készitett parkettat lathatunk. Megfigyelhetjiik azonban, hogy a szabalyos
hatszognek a parkettazas szempontjabol leglényegesebb tulajdonsaga kozéppontosan szimmetrikus volta; ti.
minden koézéppontosan szimmetrikus hatszogbdl készithetd lefedés. Ennek igazolasa leolvashatd a 10. abrarol: a
hatszogekbol szalagokat készithetiink; ezek hézagtalanul egymas mell¢ illeszthetdk, mivel a hatszog szemkdztes
szogei egyenldk és igy harom, nem szomszédos szog 0sszege (az abran

ot+ft+y
) éppen a hatszog szogdsszegének fele, azaz

3600
. Megjegyezhetjiik, hogy itt a hatszog konvex voltat sem kell kikotni (11. abra).
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11, dbra

A paralelogramma-parkett és a haromszogparkett kozotti igen egyszerli kapcsolat a paralelogrammak
kozéppontosan szimmetrikus hatszogek kozott is. Egy tetszbleges négyszog barmelyik oldalfelez6 pontjara
vonatkozo6 tiikorképével egylitt kozéppontosan szimmetrikus hatszoget alkot (itt sem sziikséges a konvex
kikotés, 12. abra).

12, dbra

Ezekbdl a hatszogekbdl viszont — €s igy a négyszogekbdl is — készithetd parkett.

Eddigi eredményeinket 0sszefoglalva kimondhatjuk: minden hdaromszéghdl és minden négyszoghbdl készithetd
parkettazas.

Logikusan vetddik fel a kérdés: milyen 6tszogekkel fedhetd le a sik? Itt mar korantsem varhat6é az, hogy a

150



harom-, ill. négyszdgekre nyert tételiink érvényben marad; pl. szabalyos 6tszogekkel nem fedheto le a sik; ezt
konnyen belathatjuk, ha meggondoljuk, hogy annak egyik szoge

1080J
-os. Egyszerlien megadhatunk azonban masféle 6tszogekbdl készitett parkettat. Egy ilyen a 3. dbra szabalyos
hatszogeibdl késziilt (13. abra).

[ 3. dbra

A négyzetparkettabol (2. abra) szarmaznak az eldbbitdl eltérd otszogparkettak (14. abra).

-

XY R

—r—r—

14, dbra
Megfigyelhetjiik, hogy az itt szerepld 6tszogek mindegyikének van legalabb egy,

900

-nal nem nagyobb szdge. Megmutatjuk, hogy ez sziikségszerii: ha egy 6tsz6g minden szége tompaszég, akkor
nem készitheté beldle parketta. (Tehat specialisan a szabalyos 6tszogbdl sem.) Nevezziik csomdpontnak az
elképzelt parkettan azokat a pontokat, amelyekben élek végpontjai talalhatok! Mivel két tompaszog Osszege
nagyobb

18007
-nal, ezért egy csomodpontban legfeljebb harom sokszdg, tehat legfeljebb harom él talalkozhat. Mivel legalabb
harom ¢élnek kell is talalkoznia, ezért a szoban forgd Stszogparketta minden csomépontja harom élii.

Allitasunknal tSbbet is igazolunk: megmutatjuk, hogy még nem egybevagd 6tszogekbdl sem lehet késziteni
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olyan parkettat, amelynek minden csomdpontja harom élii. A 15. abran egy tetszoleges, 1-gyel jeldlt 6tszogbol
kiindulva kiséreljiik meg a parketta felépitését. A kiindulasi 6tszoget a sotétebb arnyalatu, 2-es tipust Stszogek
fogjak kozre, ezekhez pedig a 3-asok kore csatlakozik. Itt azonban mar minden csomoépontban pontosan harom
¢l van, a parkettazas tehat nem folytathatd tovabb, nem létezik ilyen parkett.

I 5 dhra

Nagyon nehéz kérdésnek bizonyult, hogy melyek azok az Gtszogek, ill. hatszogek, amelyekbdl parkett
készithet, €s a kérdés teljes egészében még ma sem tisztadzott. Mindebbdl hajlamosak lennénk levonni azt a
kovetkeztetést, hogy a hatnal nagyobb oldalszami konvex sokszogekre a feladat még nehezebb, még
attekinthetetlenebb. Meglepd azonban, hogy ez nincs igy; ez a kérdés roviden elintézhetd: hatnal nagyobb
oldalszamui konvex soksz6gbdl nem készithetd parkett.

Ezt az allitast indirekt mdédon bizonyitjuk be. Feltessziik, hogy az allitassal ellentétben létezik olyan parkett,
amelynek épitdelemei 6-nal nagyobb oldalszamu egybevagd konvex sokszdgek, s megmutatjuk, hogy ebbdl a
feltevésbol kiindulva képtelen kdvetkeztetésre jutunk, ami a kiindulas lehetetlenségét bizonyitja. A feltételezett
parkettel kapcsolatosan vezessiink most be néhany jelolést! Legyen a parkettazas alapsokszogének oldalszama

n
, teriilete

t
. Nyilvanvaléan meg tudunk adni olyan kort, amellyel lefedhetd ez a sokszdg; legyen ennek atmérdje

d
. Ez azt jelenti, hogy az alapsokszog tetszéleges két pontjanak tavolsdga nem lehet nagyobb

d
nél. (A

d

értéke nyilvan nincs egyértelmiien meghatarozva, egy hataron tul tetszélegesen valaszthatd.) A rovidség
kedvéert tételezziik fel, hogy parkettiink csomodpontjai nem belsé pontjai egyetlen élnek sem, tehat pl. nem
olyanok, mint az 1. dbra csomdi. (E feltevés nélkiil is hasonldan, de valamivel hosszabban menne a bizonyitas.)
Boritsunk most ra parkettankra egy

a
oldali négyzetet (16. abra)!
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[6. dbra
Mivel a feltevés szerint készithet6 az egész sikra kiterjed6 parkett,

a
értéke fetszéleges nagy lehet. Jeldljik

c
-vel a négyzetbe vagy hatarara esé csomopontok szamat! Ez a négyzet teljesen lefed

X
szamu sokszoget, a teljesen és részben lefedett sokszogek egyiittes szama pedig legyen

y
. Hiizzunk most a négyzet oldalaival, télikk

d
tavolsagra, parhuzamosokat; ezek egy

a+2d
, il

a-2d
oldalt négyzetet zarnak kozre.

Az elébb megnevezett

y
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szamu sokszdget teljesen lefedi az

at2d
oldalu négyzet, mivel ezeknek a sokszogeknek van k6z6s pontjuk az

a
oldalu négyzettel; ezért az

y
szamu sokszdg teriiletének Osszege kisebb az

at2d
oldalt négyzet teriileténél:

yi<(a+2d)2,
azaz
(0
y<((a+2d)2/1).

Hasonlo6an: az

a-2d
oldali négyzetet teljesen lefedi az

a
oldali négyzetben teljesen benne 1évo

X
szamu sokszog, ezért ezek teriiletének 0sszege nagyobb az

a-2d
oldalt négyzet teriileténél:

xt>(a-2d)2,
azaz

2)
x>((a-2d)2/1).

Becsiiljiik most meg az

a
oldalii négyzetben 1évé sokszdgesucsok szamat! E négyzet belsejében vagy hatdran fekvé csomopontok
képzésében azok a sokszogek vesznek részt, amelyek vagy benne vannak a négyzetben, vagy oda benyulnak;
jelolésiink szerint ezek szama

y
. Mivel minden sokszdgnek

n
csucsa van, ezért a szoban forgd csomdpontokban 1évo csucsok szama legfeljebb

yn
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. Mivel viszont egy csomoban a sokszdgek konvex volta miatt legalabb harom cstcsnak kell egyesiilnie, a
csomokban elhelyezkedd csucsok szama legalabb

3¢
, 1gy
3)

3c<yn.

Ha most (1) mindkét oldalat megszorozzuk

n
-nel, akkor azt kapjuk, hogy

yn<((a+2d)2n/t).
Ebbdl (3)-ra tekintettel

3c<((a+2d)2n/t),
azaz

“4)
c<((a+2d)2n/3t).

Végezziink most becslést az

a
oldalu négyzetben fekvd sokszogek szogeinek dsszegére! Ez az dsszeg nyilvan

(n—2)18000x,
mivel

X
szamu sokszogrél van sz6 és mindegyik sokszog szogeinek dsszege

(n—2)1800
. Masrészt: az egy csomohoz tartozé valamennyi szog dsszege

3600
, ezért az 6sszes csomoban 1évo, szamitasba jovo szogek 6sszege nem lehet nagyobb

c[13600]
-nal (lehet, hogy kevesebb, mert ha a csomod a négyzet hataran van, nem minden szoge tartozik az dsszeghez),
ezért

cJ3600>(n—2)1800 Lx.
Ezt az egyenl6tlenséget

3600
-kal osztva kapjuk:

c>((n-2)x/2),
vagy még (2)-t is figyelembe véve
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®)
c>(n=2/2)((a-2d)2/t).

Hasonlitsuk most 6ssze (4)-et és (5)-0t:
((n—2)(a—2d)2/2t)<((a+2d)2n/3¢).
6t

-vel megszorozva az egyenldtlenség mindkét oldalat, majd azonos algebrai atalakitdsokat végezve és rendezve
kapjuk, hogy

(n—6)(a2+4d2)<ad(20n-24).
Mivel

n>6

>

(n—6)
-tal eloszthatjuk az egyenl6tlenség mindkét oldalat

(6)
a2+4d2<(20n-24/n—6)ad.

A bal oldalt csokkentjiik, ha

4d2
-et elhagyjuk; majd mindkét oldalt

a
-val osztjuk:

a<(20n-24/n—6)d.
Vizsgaljuk most meg

d
egylitthatdjat, mekkora lehet maximalis értéke?

(20n—24/n—6)=20+(96/n-06).
Mivel

n—6
minimalis értéke 1,

(96/n-6)
maximalis értéke 96, ezért

(20n—24/n—6)<20+96=116.
Tehat

a<l16d.
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A szbdban forgd parkett 1étezésébdl tehat arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az

a
négyzetoldalnak kisebbnek kell lennie egy rogzitett értéknél,

116d
-nél. Ez azonban ellentmond annak a feltevésnek, hogy a parkettre tetszélegesen nagy négyzet borithato, azaz a
teljes sikot lefedd parkett nem létezhet. Ezzel bebizonyitottuk allitasunkat.

Erdemes még egyszer attekinteni a fenti bizonyitast abbol a szempontbol, hogy hol hasznaltuk ki az egyes
feltételeket. Az

n=>7

feltételre a szamolas (6)-tal jelolt és utolsd 1épésénél volt sziikség. A sokszog konvexitasabol kovetkezett, hogy
egy csomoban legaldbb harom cstcs talalkozik. Nem hasznaltuk ki azt, hogy a sokszdgek egybevagok, hanem
csupan azt, hogy teriileteik egyenldk és mindegyikiik lefedhetd egy

d

atméroju korrel.

Egybevagd konkav sokszdgekbol készithetd parkett

n>7

esetén is, s6t tetszéleges oldalszamu sokszoget meg lehet adni, amelybdl sikparkettazas készithet6. Erre mutat

példat a 17. abra paros, ill. paratlan oldalszamra; két-két sokszog téglalapba, ill. kdzéppontosan szimmetrikus
hatszogbe foglalhato.

I'7. dbra

A parkett gyakorlati felhasznalasaval milivészi, esztétikai szempontok is jelentkeztek. Az egybevagd elemekbdl
készitett parkettnél szebb mintdkat szolgéltatnak a kiilonb6z6 elemekbdl dsszetett parkettak; mutatéssaguk még
fokozhat6, ha az azonos elemeket azonos sziniire is festik. A kiilonb6z6 elemekbdl készitendd parkettazas
lehetségének vizsgalata ugyancsak bonyolult kérdés; valasszunk ki itt is olyan specidlis esetet, amely a
gyakorlati alkalmazéasok szempontjabol is elsddleges. Kossiik ki, hogy

1. a parkettlapok csak szabalyos sokszdgek lehetnek;

2. aparkettazas csomopontjai nem belso pontjai egyetlen élnek sem;

3. barmely két kiilonb6z6 csomdpontban azonos szamu hatszdg, azonos szami négyszdg, azonos szamu

6tszog stb. szerepel, de a kiilonbozo fajta sokszogek szamanak egy csomon beliil nem kell megegyeznie.

A fenti feltételeknek eleget tevd parkettakat homogéneknek nevezziik.

Az Osszes homogén parketta meghatarozasa matematikailag nem jelent nehéz feladatot, legfeljebb eléggé
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hosszadalmas. Néhany konkrét eset meghatarozasaval megmutatjuk azt az utat, amelyen megtalalhatd az Gsszes
megoldas.

Mivel a szabalyos sokszogek konvexek, a homogén parkett egy csomodpontjaban legalabb harom sokszog
talalkozik. A szabalyos sokszog egy-egy szoge

((n—2)J1800/n)=18011—(3601/n),
ahol

n
az oldalszamot jelenti. Ez a képlet egyébként azt mutatja, hogy az

n
novekedésével a szabalyos sokszog szogei is nonek; a legkisebb szogei tehat a szabalyos haromszégnek vannak,
ezek

6001
-osak. Ebbdl mar kovetkezik, hogy egy csomodban legfeljebb hat csucs talalkozhat, hiszen egy csomdban a
szOgosszeg

36001

. Feladatunkat tehat négy részre vaghatjuk szét aszerint, hogy egy csomo 3, 4, 5 vagy 6 csucsot tartalmaz.
Nézziik meg példaul, hogyan lehetne meghatirozni a masodik esethez tartozo parkettakat. (Itt egy csomoban
négy csucs van.) Legyen a csomot alkotd szabalyos sokszogek oldalszama rendre

nl

>

n2

E

n3
és

n4
. Ezek egy-egy szoge

18001—(36001/n1), 18001—(36011/n2), 18001—(36011/n3), 18011—(36011/n4).

Az egy csomo képzésében részt vevo négy szog — tehat a fenti négy szog — 0sszege
36007

41118000-36001((1/n1)+(1/n2)+(1/n3)+(1/n4))=3601.

Ezt atrendezve kapjuk, hogy

(1/n1)+(1/n2)+(1/n3)+(1/n4)=1.
Feladatunk most megtalalni ennek az egyenletnek pozitiv egész megoldasait. Az

n
-ek értékei természetesen 2-nél nagyobbak. Tegyiik fel, hogy nagysagi sorrendjiik

nl<n2<n3<n4,
azaz
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(1/n1)>(1/n2)=(1/n3)>(1/n4).

Vizsgaljuk meg eldszor a haromszogek szamat! Egy csomdban nem lehet 3 haromszog, mert ha pl.

nl=n2=n3=3
, akkor

30(1/3)+(1/nd)=1,

(1/n4)=0
kovetkezik, ami lehetetlen. Tegyiik fel, hogy két haromszog van, tehat

nl=n2=3
, ekkor:

(1/n3)+(1/n4)=(1/3), n3=3+(9/n4-3).
Mivel

n3
egész; kell, hogy

(n4-3)
pozitiv egész osztdja legyen 9-nek, tehat a lehetséges értékek

n4-3139n44612n31264
A nagysagrendi megkotések miatt ebbdl csak az

n3=6

>

n4=6
és az

n3=4

>

n4=12
megoldas lehetséges. A két haromszoget tartalmazd csomokhoz tehat a lehetséges megoldasok:

A:(3,3,6,6) és B:(3, 3,4, 12).
Tegyiik most fel, hogy a csomdban csak egy haromszog van

(n1=3)
; ekkor

n2
legkisebb értéke 4 lehet. Ebben az esetben

(1/3)+(1/4)+(1/n3)+(1/n4)=1,
ebbdl az elébbiekhez hasonldan

(1/n3)+(1/nd)=(5/12).
Mivel

(1/n3)>(1/n4),
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(5/12)=(1/n3)+(1/nd)<(2/n3),

n3<(24/5)<5,
tehat

n3
csak 4 lehet; az egyenletbe vald helyettesitéssel lathato, hogy ekkor

n4=6
. Kaptuk tehat a

C:(3,4,4,6)
megoldast.

n2
nem lehet 4-nél nagyobb, mert ebben az esetben

n3
és
n4
is nagyobb 4-nél és igy

1=(1/3)+(1/n2)+(1/n3)+(1/n4)<(1/3)+(1/5)+(1/5)+(1/5)=(14/15)<1
lenne, ami lehetetlen. Ha tehat a csomoéban van haromszog, csak az

A

E

B

>

C
esetek 1éphetnek fel.

Ha nincs a parkettanak haromszog épitéeleme,

nl
legkisebb értéke 4. De ekkor

n2

>

n3

E

n4

koziil egyik sem lehet 4-nél nagyobb, mert akkor reciprokjaik dsszege kisebb lenne 1-nél, tehat nem elégitenék
ki az egyenletet; a nagysagrendi megkotések miatt viszont mindegyiknek legalabb 4-nek kell lennie, igy ebben
az esetben az egyediil lehetséges megoldas

D:(4,4,4,4).
Hasonl6 okbdl nem lehet

nl
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4-nél nagyobb szam. Ezzel egyenletiinknek mind a négy megoldasat megtalaltuk. Kérdéses azonban, hogy az
egyenlet megoldasainak megfelel-e mindig egy, az egész sikot lefedé parketta. Ebben nem lehetiink eleve
biztosak, hiszen mi a parketta 1étezésének feltételét csak egyetlen csomoban vizsgaltuk, és nem biztos, hogy ez
az egész sikra kiterjeszthetd. Vizsgaljuk meg ebbdl a szempontbdl az

A

>

B

>

D
megoldasokat! Az

A
megoldas konnyen megvalosithato (18. abra).

I8, dbra
Megmutatjuk, hogy a

B

megoldashoz nem tartozik megvaldsithatd parketta. Valasszunk ki ui. egy tizenkétszoget! Ennek két szomszédos
oldalahoz nem csatlakozhat négyzet, mert akkor a kdzds csticsban két négyzet lenne, ellentétben a feltevéssel. A
tizenkétszog harom szomszédos oldalahoz csatlakozd négyzetek, ill. haromszogek a 19. abran

19, dbra

lathato négy kiillonb6z6 mddon helyezkedhetnek el. Kiséreljilk meg ezeknek a kiterjesztését az egész sikra! Az
eredeti sokszogeket jeloljiik az abran

e

161



-vel! A tovabbi épités minden esetben egyértelmi, az épités sorrendjét a szamozas mutatja (20. dbra).

a. h, <.

20, dbra

Az a), b), c) dbrakon a tovabbépités lehetetlensége az

X

-szel jelolt csomoban mutatkozik meg, mert ide sziikségképpen olyan sokszogek keriiltek Ossze, amelyeket
feltételiink nem enged meg. A d) eset kiterjesztésének lehetetlensége abbol kovetkezik, hogy sziikségképpen
visszavezetddik a b), ill. ¢) esetre aszerint, amint az egyik haromszoggel szomszédos tizenkétszog-oldalra
négyzetet vagy haromszoget illesztiink. A

C
megoldas tobbféle modon is realizalhato (21., 22., 23. abrak).

e

21, abra
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23, dbra
A

D
megoldast mar a 2. abrarol ismerjik.

ey

abran szabalyos tizenkétszogb6l és haromszogbdl felépitett homogén parkettat és egy abbdl szarmaztatott
inhomogén parkettat lathatunk.

X4 ihra

A parkettazas kapcsan felmeriild geometriai problémdk szdmtalan tovabbi gondolatot, kérdést vetnek fel.
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Megemlitiink ezek koziil néhanyat. Szo6 volt rola, hogy pl. korokkel nem rakhato ki a sik hézagtalanul. Ha ennek
ellenére egybevago korokkel szeretnénk kirakni egy padlozatot, felvetddik a kérdés, hogyan lehet a kordket a
legsiiriibben elhelyezni, azaz ugy, hogy a le nem fedett és lefedett részek teriiletének aranya a lehetd legkisebb
legyen. Bebizonyithatd, hogy ez akkor kdvetkezik be, ha a kdrok kdzéppontjai egy szabalyos haromszdgekbdl
készitett parkett csomopontjai. Altalaban igen nehéz megtalalni a legsiiriibb elhelyezkedést abban az esetben, ha
korok helyett mas sikalakzatokat vesziink.

Az itt targyalt kérdések térbeli megfeleldi is természetszeriien meriilnek fel: milyen testekkel lehet hézagtalanul
és egyrétiien kitolteni a teret? A paralelepipedonokon (paralelogramma alapt hasabok, pl. a téglatest, kocka)
kiviil az els6 pillanatban aligha tudnank erre alkalmas testet mondani, bar vannak ilyenek; itt is azonban még
szamos kérdés megoldatlan. Ugyancsak megoldatlan az egybevagd gombok legstiriibb elhelyezésének kérdése
is. Erdekes kiilonbség a sik és tér szerkezete kozott, hogy mig tetszéleges haromszoggel nagyon egyszeriien
tudunk parkettat késziteni, a haromszog térbeli megfelel6jével, a tetraéderrel (haromszog alapt gula) nem
tolthetd ki a tér egyréteglien és hézagtalanul. Azonos élhosszusagu tetraéderrel és oktaéderrel azonban mar
lehetséges a tér egy homogeén kitdltése. Az ehhez hasonlo jelleghi kérdések gyakorlati alkalmazast is nyernek pl.
a kristalyszerkezetek vizsgalatanal. A matematika e problémakdre a geometria egy, az utdbbi évtizedekben
kialakult 4gahoz, az Gn. diszkrét geometridhoz tartozik, amelynek fejlédését magyar matematikusok kivalo
eredményekkel segitették eld.

164



ERDEKES SZAMOK

SURANYI JANOS

1. Az embernek tevékenységei soran idbtlen idok ota sziiksége volt targyak megszamlalasara. A szamok nevét
eleinte targyakhoz kototte, de igen hamar kezdett tudatara ébredni annak is, hogy itt nem valami tapinthatorol,
érzékelhetérol, hanem elvont fogalomrol van szd. Nehezen tudott azonban belenyugodni a szdmok teljes
elvontsagaba, ezért igyekezett felruhazni azokat kiilonb6zo tulajdonsagokkal. Ma is szamon tartanak pl.
szerencsés ¢és szerencsétlen szamokat, régebben pedig ezt a szammisztikat numeroldgia néven kiilon
tudomanynak tekintették. Az ilyen belemagyardzott tulajdonsdgok mellett azonban a szamok tényleges
tulajdonsagait is kezdték felfedezni és azokat hoztak kapcsolatba emberi tulajdonsagokkal. Egyik példa erre a
tokéletes szamok csoportja.

A gorogdk a szamok osztdit a szam részeinek tekintették. A mindennapi életben ma is szoktunk beszélni egy
mennyiség valamilyen ,hanyadrész”-ér6l. Egy szdm osztojanak segitségével fel lehet bontani a szamot ennyi
egységbdl allé egyenlé részekre. Erthetd, hogy ilyen modon magat a szamot nem tekintették a szam osztojanak.
Rakjuk most Gssze a szam kiilonbozd ,részeit”. (Mai szohasznalattal adjuk Ossze a valodi — azaz a szdmnal
kisebb — oszt6it.) Pl. a 4 ,,részei” 1 és 2, 6sszegiik

14+2=3
;a2 vagy S egyetlen ,,része” az 1; a 6 ,,részei” 1, 2, 3, Osszegiik

1+243=6

;a 12 részei” 1, 2, 3, 4, 6, Osszegiik 16. A gordgdk az olyan szamokat, amelyek ,,0sszetehetok™ kiilonbozo
,részeikbdl” — mint pl. a 6 — egy igen magas foku tokéletesség jelképének tekintették és tokéletes szamoknak
nevezték. Tovabbi példak tokéletes szamokra: 28, osztoi 1, 2, 4, 7, 14, Osszegiik 28; 496; §128. Eddig 3710
tokéletes szam ismeretes.

2. Két olyan szamot, amelyek barmelyikének részeit 6sszeadva a masik szamot kapjuk, a baratsag legmagasabb
foku kifejezésének tekintették, és bardtsagos szamoknak nevezték. Pythagorasz allitdlag a legmagasabb
elismerésként mondta két tanitvanyardl, ezek olyan baratok, mint a 220 és a 284. Valdban,

220 valddi osztoi:

1,2,4,5,10, 11, 20, 22, 44, 55, 110,
Osszegik:

1424+44+5+10+11+20+22+44+55+110=284
284 valodi osztoi:

1,2,4,71, 142,
Osszegiik:

1+2+4+71+142=220.

Erdekes, hogy az okori forrasokban csak ez a baratsagos szampar szerepel. Az Gjkor elején viszont Fermat,
Mersenne, Descartes és masok sorozatban allitjak el az ilyen szamparokat, 6-, 8-jegyiieket is. Egy masik
érdekesség, hogy a kovetkezd legkisebb baratsagos szampart viszont csak a mult szdzad kdzepén egy Niccolo
Paganini nevii 16 éves olasz fit1 adja meg, ez az 1184 és 1210.

1184 valddi osztoi:

1041 (2004. méjus 6ta)
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1,2,4,8,16,32,37, 74, 148, 296, 592,

Osszegiik:

14+2+44+8+16+32+37+74+148+296+592=1210;

1210 valédi osztoi:

1,2,5,10, 11,22, 55,110, 121, 242, 605,

Osszegiik:

1+2+5+10+11422+55+110+121+242+605=1184.

3. Lényegesen Gjabb keletli szamérdekességet nytjtanak a fonixszamok. Legismertebb példajuk a

142 857

. Ennek néhany tobbszordsét az alabb lathato tablazat tiinteti fel.
142 857 - 1 = 142 857
142 857 -2=285714
142 857 - 3 =428 57
142 857 -4 =571 428
142 837 -3 ="T14 283
142 857 - 6 =837 142

Figyeljiik meg, hogy ezek a tobbszordsok a kiinduld szam szamjegyeibdl épiilnek fel ugyanabban a sorrendben
is, mint ahogyan az eredeti szdmban kovetkeznek, csak mas jegynél kezdve, és ha a szam végére értiink, az
elejét kell utana irni folytatolag. A fonixszamok a képzelet alkotta fonix madarrol kaptak neviiket. Ez — a monda
szerint — ha elégetik is, ujra feléled hamvaibdl.

4. Egyre vilagosabb lett minden gondolkodé ember el6tt, hogy a szamok nem rendelkeznek a nekik tulajdonitott
csodalatos tulajdonsagokkal. Azok azonban, akik szivesen foglalkoznak szamokkal, tovabbra is felfigyeltek a
szamok kiilonb6z06 érdekességeire.

Igen egyszerli szabalyossag szerint épiilnek fel a csupa egyezd jeggyel irt szamok. Pl. az 1, 11, 111, 1111, ....
Szorozzuk meg mindegyiket onmagaval. Az eredményt a lent lathato tablazat tiinteti fel.

11-11 = |21
111-111 = 12321
[111-1111=123432]
3-3 = 9 9-4 - 51
33-33 = | O8Y 09 -99 = Y 801
333 -333 = 110 889 099 -999 = 998 (0]
3353 - 3333 =11 108 B8Y QUL - GOOL = LY OFE0) (K]

Jarjunk el hasonloképpen a csupa 3-assal és a csupa 9-essel irt szamokkal! Ezeknek az eredményeit is lathatjuk.
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5. Az érdekességek tovabbi sorolasa helyett vegyiik most kozelebbrdl szemiigyre, hogy min is alapszanak a
felsorolt jelenségek. Hogyan talalhatunk tokéletes, ill. baratsagos szamokat, folytatodnak-e az utoljara felirt
tablazatokban talalt szabalyszeriiségek? Tudunk-e tovabbi hasonlé tablazatokat késziteni?

Kezdjiik az utolso példaval! Vajon igaz-e, hogy az 6t 9-essel irt

99 999
szamot megszorozva dnmagaval

9999 800 001
szamot kapjuk? A

99 999
egy hijan
100 000

. Vele tehat ugy is szorozhatunk, hogy a szorzando

100 000
-szeresébOl egyszer levonjuk a szorzandot. Ha ezt a

Zzgoizgjnd()val veégezziik, konnyen lathatéan a vart eredményre jutunk:
99 999 - 99 999 = 99 999 - 100 000 - 99 999 =
= b Ly SN DI -
- =
Q999 Z00 001.

Az is vilagos, hogy ez a szabalyossag nem mulott azon, hogy éppen 6t jeggyel irt szamot szoroztunk meg
onmagaval. Hasonl6 lesz az eredmény, akarhany 9-essel irt szammal végezziik is el ugyanezt.

Hasonl6éan adhatunk magyarazatot a csupa 3-assal irt szamok szorzatara is. Egy szorzatot tekinthetiink olyan
Osszegnek, amelynek minden tagja a szorzando, a tagok szama pedig a szorzdval egyenld. Ha a szorzando pl.

33333
, akkora minden tagot harom

11111
-es tag Osszegére bonthatunk, és igy a tagok szama haromszor annyi lesz, mint el6z6leg, azaz esetiinkben

99 999
. Az imént lattuk azonban, hogyan szorozhatunk egyszeriien ezzel a szammal. Ugyanazzal a meggondolassal
most a kovetkezd szamitashoz jutunk.

33333-33333=11111-99999 =
= 1 111 100000 -

-11 111

1 111 (85 584,

Ismét vildgos, hogy hasonléan jarhatunk el, akarhany harmassal irt szambodl indulunk is ki és hasonlo
eredményre is jutunk.
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Rendkiviil egyszerti az 1-esekkel irt szamok onmagukkal vald szorzasakor talalt szabalyszerliség magyarazata.
Valasszuk példanak ismét az 6tjegyli

11111

szamot! A szorzast a szokasos modon végezziik, minden részletszorzat 6t 1-esbdl all, rendre egy-egy jeggyel
jobbra irva. gy az utolso részletszorzat elsé jegye az elsé részletszorzat — maga a szorzandd — utolsé jegye ala
kertil. Ebben az oszlopban tehat annyi 1-es van, ahany 1-es magaban a szorzandoban (ill. a szorzdban); ett6l
jobbra, balra pedig rendre eggyel csokken az 1-esek szama.

| 234543521

Ez a szabélyszerliség mar nem marad meg akarhany jegyli szamokra, mert ha valamelyik oszlopban 9-nél tobb
1-es gytilik 6ssze, akkor ebbdl atvitel adodik, és ez megbontja az eredmény jegyeinek szabalyszeriiségét. Ha 10
helyett egy nagyobb alapszamti szamrendszerben végezziik a szamitast11 akkor tobbjegyii szamokig marad fenn
hasonlé szabalyszerliség, azonban mindig csak kevesebb 1-essel irt szamokra lesz érvényes, mint amekkora a
szamrendszer alapszama. Azt is érdemes megnézni, hogy az el6bbi szabalyossagok még milyen mas alapt
szamrendszerben jelentkeznek. Ajanljuk az olvasénak, hogy probaljon mas szamrendszerekben is keresni
hasonl6 tulajdonsagot mutatd szamokat.

6. Visszatérve a 10-es szamrendszerhez, szorozzunk meg énmagukkal csupa 6-ossal irt szamokat. A jelentkez6
szabalyossagot nem nehéz az elébbiek mintajara igazolni.

6 - o= 36
L Bh= 4 356
fah - GhG = 443 5356

Bohh - 6O66 = 44 435 5356

M¢g egyszeriibb szabalyossag adodik, ha megndveljiik egygyel a csupa harmassal, ill. a csupa hatossal irt
szamokat és ezeket szorozzuk dnmagukkal. Az eredményt tablazatban foglaltuk ossze:

4 4= 16 7- 7= 49
34 3= 1 156 67 67 = 4 489
334 334 = 111556 667 - 66T = 444 ERD
3334 -3334=11115556 6o67T - 6O6T = 44 448 ER9

Megint nem til nehéz a fellépd szabalyszerliségek igazolasa a korabban talalt eredmények segitségiil vételével.
Csak azt kell meggondolni, mennyivel névekszik a szorzat, ha mindkét tényezg6jét 1-gyel noveljiik. Pl.

3334[13334=3334113333+3334=3333([13333+3333+3334==11 108 889+1111+5556=11 115 556.
7. Nézziik meg most a fénixszamokat! Milyen szabalyszertiséget taldlhatunk a

142 857
szamban? Feltiinhet pl., hogy a kdzépso két jegybdl alkotott 28-as szam az elbtte allo 14 kétszerese, az utana

11Lasd Erdds P. és Suranyi J.: Valogatott fejezetek a szamelméletbdl, Polygon, 1996., Szeged, 7-9. old.
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allo 57 pedig a 28 kétszeresénél 1-gyel nagyobb. Vajon a hasonl6 szabalyszerliség alapjan képezett

234 693
fonixszam lesz-e?

234 69311 =234 693 234 69312 =469 386 234 69313 =704 079.

Amint latjuk, a szam kétszeresénél még kezdddik valami hasonld szabalyszertiség, az utolsd jegyekben azonban
mar elromlik, a haromszorosnal pedig mar semmi szabalyossagot sem fedezhetiink fel. Az okot tehat mélyebben
kell keresniink. Szamitsuk ki fénixszamunk kovetkezd tobbszorosét:

142 857117=999 999.
Igy a hat 9-essel irott szamhoz jutunk. Ez mar mutat valami érdekességet. Ha ehhez egyet hozzaadunk,

1 000 000
-t kapunk. Ez mas szdval azt jelenti, hogy az egymillio 7-tel vald osztasakor a hatodik osztds utan Gjra 1 a
maradék. Egészen hasonlo lesz a helyzet, ha nem

1 000 000
-t, hanem 1-et osztunk 7-tel, minddssze annyi kiilonbséggel, hogy az osztast egy O leirasaval és utana
tizedesvesszo kitételével kell kezdeni. Valoban akar 1, akar

1 000 000

az osztando, az eljaras ugyanaz; minden egyes maradék utan 0-t irunk és igy osztunk tovabb. A hatodik 1épés
utan Gjra 1-et kapunk maradékul, ekkor azonban a tovabbiakban a korabbi maradékok ismétlédnek ugyanabban
a sorrendben, és igy a hanyados jegyei is periodikusan ismétlédnek: periodikus (szakaszos) tizedestorthoz
jutunk, amelynek szakasza éppen fonixszamunk.

Nem minden egész szam reciprokanak tizedestort alakja szolgaltat azonban fonixszamot, hiszen az

(1/2)=0,5
az 5 szamot adja, ¢és ez nem fonixszdm. Igaz ugyan, hogy az

(1/2)
esetében nem jutottunk periodikus tizedestortre, de ugyancsak nem fénixszam az

(1/3)=0,3333...
szambol adddo 3-as szam, valamint a

(10/99)
szakaszabol adddo 10-es szam sem.

1:13=0076923
10
o)
| 20
30
41)
|

Tegyiink prébat az

(1/13)
szakaszat alkoto
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076 923

szammal! Els6 13 tobbszorosét alabb lathatjuk.

076 923 -
076 923 -
076 923 -
076 923 -
076923 -
076923 -
076923 -
076 923 -

1 =0769213
2 =153 846
3 =230 769
4 = M7 692
S=384615

6 =4b1 538
7 =538 461
B=06153584

076 923+ 9 =692 307
076 923 - 10 =769 230
076923 11 =846 153
076923 - 12 =923 076
076923 - 13 =999 999

Bar ismét nem kaptunk fénixszdmot, a felirt tablazat mégis mutat valami hasonld érdekes jelenséget. A
12-szeresig haladva a szorzatok fele mutatja a fOnixszamoknal talalt szabalyossagot. (Ezek a tablazatban
kovéren vannak szedve.) A masik részilk azonban a kétszeresnél el6szor fellépd szorzat jegyeibdl keletkezik
hasonlo szabalyossag szerint, mint a tobbi szorzat az eredeti szambol.

(A szam 13-szorosa itt is a hat 9-essel irt szam, hiszen a hatodik részletmaradék 1, vagyis 13-nak a

76 923

-szorosa 1-gyel kisebb az 1-es utan hat 0-val irt szdmnal, a milliénal.) Nem is varhaté azonban, hogy mindegyik
szorzat az eredeti szambol keletkezzék gy, hogy a jegyek egymas kozotti sorrendjét nem valtoztatjuk, csak mas
szamjegynél kezdjiik irni; ehhez ugyanis 12 jegyre volna sziikség, szamunk pedig csak hatjegyt.

8. Tehat egy szam reciprokanak tizedestort alakja akkor ad fonixszdmot, ha ez a tizedestort periodikus és
periodusa 1-gyel kevesebb jegybdl all, mint az a szam, amelynek reciprokat vettikk. A 7 utan el6szor a 17
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal: reciproka periodikus tizedestort és szakasza 16 jegyl. Ez a szakasz valdban
fonixszamot is szolgaltat, ha a szakasz elején allo 0-t is hozzaszamitjuk a szamhoz, amint azt mar az

(1/13)
esetében is tettiik:
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[0 17=0058 8235294117647
[
150
| 40
I
{0l
G
50
160
70
20
30
130
1 10
bl

170

0588 235294 117 647112 =1 176 470 588 235 294 0 588 235 294 117 647013 =1 764 705 882 352 941 0 588
235294 117 647014 =2 352 941 176 470 588.

Csak az els6 néhany tobbszorost irtuk fel, azonban a tobbszordsok kiszdmitasa nélkiil is — ami igen
hosszadalmas munka volna — meggy6zddhetiink arrél, hogy igy valdoban fonixszamot kaptunk. A szakasz
ugyanis ott fog befejez6dni, ahol eldszor kapunk az osztas folyaman olyan maradékot, amely mar korabban is
eléfordult. Ha azonban 17-tel osztunk és az osztas maradék nélkiil nem végezhetd el, akkor csak az 1, 2, 3, ...,
14, 15 és végiil 16 1éphet fel maradékul, tehat 6sszesen 16 szam. Ha tehat 16 jegy(i szakaszt kaptunk, akkor 16
kiilonbdz6 maradéknak kellett fellépnie, tehat minden lehetséges maradéknak. (A fenti osztdsban a ,levett”
0-kat kisebb jeggyel irtuk, és a hanyados 0 jegyéhez tartozé 10 maradékot is Gjra leirtuk, hogy vilagosan lathato
legyen a 16 kiilonb6z6 maradék.)

Ha most az

(1/17)
helyett pl. a

(11/17)
-et vessziik, ez egyrészt az

(1/17)
11-szerese. Masrészt, ha ezt tizedestortté alakitjuk, ugyanazt a szamitast végezziik, amelyet az

(1/17)
tizedestortté alakitasakor végeztiink az abban is fellépd 11 maradéktol kezdve. Azok a jegyek kdvetkeznek a
hanyadosban, és azok a maradékok, amelyek az

(1/17)
atalakitasakor a 11 maradéktol kezdve léptek fel, egészen addig, amig az 1 maradékhoz nem jutunk, ezutan
pedig azok a maradékok és igy a hanyadosnak is azok a jegyei kdvetkeznek, amelyek az

(1/17)
osztas elején léptek fel, amig csak meg nem ismétlodik a 11 maradék. Ismét periodikus tizedestort lesz tehat az
eredmény, és ennek a szakasza ugyanazokbdl a jegyekbdl all ugyanabban a sorrendben, mint az
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(1/17)
szakasza, csak mas szamjeggyel kezdddik. Az igy kapott szam, mint mar emlitettiik, az

(1/17)
szakaszabol adddo szam 11-szerese.

Hasonl6 meggondolassal lathatjuk be, hogy a szdm 16-szorosdig mindegyik tobbszords ugyanazokbol a
jegyekbdl all ugyanabban a sorrendben, mint az eredeti szam, csak mas jeggyel kezdve, és ha a szam végére
értiink, akkor az elején 4all6 jegyeket kell utana irni ismét az eredeti sorrendben. Ezzel belattuk, hogy az

(1/17)
szakasza valoban fonixszamot szolgaltat.

Valészinlinek latszik, hogy végtelen sok fénixszam létezik, ezt azonban nem sikeriilt ez ideig sem bebizonyitani,
sem megcafolni.

9. Térjiink most vissza a tokéletes és baratsagos szamokra! Az mar Euklidésznél megtalalhat6, hogy ha

p
olyan természetes szam, amelyre teljesiil, hogy 2-nek a

P
-edik hatvanyabdl egyet levonva primszamot kapunk, akkor ennek a primszamnak a

2p—1
-szerese tokéletes szamot szolgaltat. Ha

p=2
, 3,5, 7, akkor éppen a felsorolt tokéletes szamokat kapjuk. Mas alakiak nem is ismertek, ennek ellenére csak
2000 évvel késobb Eulernak sikeriilt bebizonyitania, hogy az dsszes paros tokéletes szam ilyen alaku.

Paratlan tokéletes szamot eddig nem talaltak, és nem is latszik valdszintinek, hogy 1éteznék. Ezt azonban eddig
nem sikertilt bebizonyitani. Mindenesetre Euler és utdna sokan masok kiillonbozo feltételeket talaltak, amelyeket
a paratlan tokéletes szamoknak ki kell elégiteniiik, ha vannak ilyenek; példaul egy paratlan tokéletes szamnak
legalabb 6 kiilonbozé primosztéja kell hogy legyen, és a legnagyobb kitevd, amelyre egy primosztot
hatvanyozva még a hatvany is osztdja a szamnak, egy primosztd esetében paratlan, a tobbi esetében paros (tehat
legalabb 2).

A legkisebb szam is, ami az eddig ismert feltételek mindegyikét kielégiti, mar csillagészati nagysagu. Ez is arra
utal, hogy paratlan tokéletes szam 1étezése valosziniitlen.

Az elmondott tények bizonyitdsa nem igényel ugyan nagyon mély matematikai ismereteket, de egy keveset
mégis, legalabbis ismerni kell a bizonyitasokhoz a szamelmélet alaptételét.12 Ez azt mondja ki, hogy minden,
1-nél nagyobb egész szam vagy prim, vagy felbonthaté véges sok primszam szorzatara, és barmilyen modon
jutunk el egy ilyen felbontashoz, mindig ugyanazok a primek fognak benne szerepelni, mégpedig mindegyik
ugyanannyiszor. Ez a tétel modot ad pl. esetiinkben egy szdm Osszes osztojanak az attekintésére, és ennek
alapjan az osztok Osszegének meghatarozasara. A bizonyitas tovabbi részleteibe azonban, amelyek nem egyszer
hosszadalmas szamolassal is jarnak, e helyen nem bocsatkozunk bele.

10. Azt mondhatjuk, hogy még kevesebbet tudunk a baratsagos szdmokrol. Ismét rég ismeretes az, hogy ha
képeziink egy szamsorozatot az 5-tel mint els6 taggal, majd minden tovabbi szam az el6z6 kétszeresénél 1-gyel

12Lasd. pl. Erdds P. és Suranyi J. idézett konyve 1. fejezet 15—17. old., tovabba tokéletes szamokkal kapcsolatban VIII. fejezet 262—264-ig
és 267-270-ig; vagy Faragd L.: A szamelmélet elemei (szakkori flizet), Tankonyvkiadd, 1954., Budapest. I11. fejezet, 28-33. old.
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nagyobb, ezutan egy masodik sorozatot a 17-bdl indulva, és minden szam utan annak 4-szeresénél 3-mal
nagyobb szamot irva, akkor a kdvetkez6 modon talalhatunk baratsagos szampart. Ha az els6 sorozatban az

n—1
-edik és

n
-edik szam prim, és a masodik sorozatban is az

n
-edik prim, akkor az els6 sorozat talalt két primszamanak a szorzatat

2n
-nel szorozva, és a masodik sorozatban talalt primszamnak ugyancsak a

2n

-szeresét véve, baratsagos szampart kapunk:
5 11, 23 47, 05, 191, 383
17, 71, 287, 1151, 4607, 18431, 73 727

40050011 =220 40071 =284
1600231147 =17 296 16111151 =18 416
1280119111383 =9 363 584 1281173 727 =9 437 056.

A primszamokat aldhtzassal jeloltik meg. Az elsé sor kdvetkezé 6 szama koziil csak a negyedik prim, a
masodikban viszont a 15. szam oszthatd 7-tel, igy legfeljebb az elsé sorozat 15. és 16. szamabol kiindulva
kaphatunk ujra baratsagos szamokat; ezek mar feliil vannak az ezer billion.

Itt mar lathatéan nem all az, hogy az ismert baratsagos szamparok mind az emlitett médon keletkeztek volna. A
korabban felsoroltak kozott is talalunk ezektdl eltérd szerkezetiit. Viszont masfeldl azt sem tudjuk, hogy az
elébb leirt két sorozatban eléfordul-e végtelen sok primszam, s ennek megfeleléen azt sem, hogy van-e végtelen
sok, az eldbb leirt médon szarmaztathato baratsagos szampar. Azt sem tudjuk tovabba, hogy van-e végtelen sok
baratsagos szampar; nem tudjuk, alkothat-e egy paros és egy paratlan szam baratsagos szampart, még kevésbé
azt, hogy allhat-e egy ilyen szampar két olyan szambol, amelyeknek nincs 1-nél nagyobb kdzos osztoja.

Hasonloképpen az sem ismeretes, hogy van-e végtelen sok

2p—1
alaka primszam. Igy azt sem tudjuk, hogy végtelen sok péros tokéletes szam van-e vagy csak véges szamu. A

2p—1
alakt primeket Mersenne-féle primeknek szokas nevezni. Azt nem nehéz belatni, hogy egy ilyen alakl szam
csak akkor lehet prim, ha a

p
kitevé is primszam. Viszont az mar nem igaz, hogy ilyen médon minden

P
prim kitevére primszamot kapnank. PL. a

p=11
esetben

173



211-1=2047=231189.

Kilondsen az elektronikus szadmitogépek -elterjedése oOta sikeriilt eldonteni sok csillagdszatian nagy
Mersenne-szamrol, hogy prim-e vagy sem. Az eddig ismert legnagyobb Mersenne-féle prim (1998 aprilisi adat):

23021 377-1
. Ez t6bb, mint

909 500

jegyl. Az ezzel képezhetd tokéletes szammal egyiitt jelenleg 37 tokéletes szam ismeretes.13 Mindez azonban
nem ad tovabbi felvilagositast abban a tekintetben, hogy végtelen sok Mersenne-féle prim van-e vagy csak
véges szamul. Természetesen ilyen modon azt sem tudjuk, hogy van-e végtelen sok paros tokéletes szam vagy
sem.

Kézenfekvd ezek utan felvetni azt a kérdést, hogy akadnak-e primek a

2n+1
alakl szamok ko6zott, és melyek, ill. mennyien. Itt viszont azt lehet megallapitani az

n
kitevordl, hogy annak is 2 hatvanyanak kell lennie. Fermat 0gy sejtette, hogy 2 barmilyen hatvanyat valasztva
kitevonek, primszamhoz jutunk. Ez a sejtés nem bizonyult helyesnek, mert Euler megmutatta, hogy ha a

32=25
kitevot vessziik, akkor mar dsszetett szamhoz jutunk:

225+1=4 294 967 297=641116 700 417.

Megvizsgaltak azota 2 szamos magasabb hatvanyat és az dertilt ki, hogy a hozzajuk tartoz6 Fermat-szamok nem
primek. Nem tudjuk azonban, hogy van-e tovabbi Fermat-féle prim, noha az sincs kizdrva, hogy végtelen sok
legyen.

A Fermat-féle primek érdekességét nagyban megndvelte az, hogy — masfél évszazaddal késdbben — Gauss
munkdassadga nyoman kideriilt, hogy prim oldalszamu szabalyos sokszoget csak akkor szerkeszthetiink korzével
€s vonalzoval, ha az oldalszam Fermat-prim. Ebb6l mar kdnnyen targyalhato az dsszetett oldalszamu sokszégek
szerkeszthetdsége.

11. Mar az eddigiekben is lattuk, hogy egy szam sok kiilonb6z6 szempontbol lehet érdekes. Azt gondolhatné az
ember, hogy minden szamnak van valamilyen érdekessége. Ezt mutatja a kovetkezo torténet is. Egy Ramanuyan
nevll hindu matematikust meglatogatott egyszer egy baratja és érkezésekor megjegyezte, hogy az A 1729
rendszamu taxin érkezett oda. ,,Ugy gondolom — tette hozza —, hogy ennek a szamnak nincs semmi kiilondsebb
érdekessége.” Ramanuyan, aki nagy ismerdje volt a szamok tulajdonsdgainak, azonnal azt felelte: ,, Tévedsz, ez a
legkisebb olyan szam, amelyik két kiilonb6z6 modon irhato fol két harmadik hatvany 6sszegeként.” Valoban:

1729=1728+1=123+13=1000+729=103+93.

Felirva az els6 12 kdbszamot, és sorra hozzaadva mindegyiket az el6z6khoz és 6nmagahoz, lathatjuk, hogy a
kisebb 0sszegek mindegyike csak egyféleképpen jon létre. Nem is téved, aki ugy véli, hogy minden szam
érdekes szam. Konnyen belathatjuk matematikai szigortisaggal, hogy ez nem lehet masképp.

132004. majus ota 41 tokéletes szamot ismeriink, a legnagyobb

224 036 583-1
, €z mar tobb, mint 7 millid jegy.
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El6rebocsatjuk, hogy amikor érdekes szamokrdl beszéltiink, mindig pozitiv egész szamokra gondoltunk. Ha
nem volna minden pozitiv egész szam érdekes, akkor a nem érdekes szamok kozott volna egy legkisebb. Amde
a legkisebb nem érdekes szamnak lenni, ez mar magiban nem csekély érdekesség. Igy viszont maris
ellentmondasba jutottunk azzal, hogy ez a szdm nem volna érdekes szam.

Az okoskodas egészen logikus, mégis kifogas meriil fel ellene. Akkor volna elfogadhatd bizonyitasnak, ha
egyértelmiien meghatarozhatd volna az, hogy mikor érdekes egy szam. Bizonyara akad olyan ember is, akinek
szam eleve nem lehet érdekes. De ezen til is, kiillonb6zo emberek véleménye messzemenden eltér abban, hogy
ki mikor tart egy szamot érdekesnek, mikor kevésbé érdekesnek. De nem is ugy vetddik fel a kérdés, hogy ez a
szam érdekes, ez mar nem érdekes, hanem az egyik nagyon érdekes, egy masik nem annyira, egy harmadik mar
egyaltalan nem. Igy a fenti gondolatmenetet sem tekinthetjiik bizonyitasnak, hiszen az a tulajdonsag, amir3l be
akartunk latni valamit, maga is nagymértékben hatarozatlan.

Annyit esetleg kiolvashatunk az okoskodasbol, hogy minden szamban taldlhatd valami érdekesség, ez viszont
olyan hatarozatlan allitas, ami bizonyitas nélkiil is nyugodtan elfogadhato.

12. Nem akarom egyre erdszakoltabb tulajdonsidgokra rasiitni az ,érdekes” jelz6t, igy minddssze két
szamféleséget emlitek még meg. Gyakran hallani pythagoraszi szamharmasokrol. Ismeretes, hogy egy
derékszogli haromszog befogoira rajzolt négyzetek teriiletének 6sszege az atfogd f61é rajzolt négyzet teriiletével
egyenld. Ez az itt kdvetkezo abrakbol is kdnnyen leolvashato.

_ oy

j. 1

/. ! .
/ | ¥ !

! - 1 | "
é‘. L — — T

[ 2 ddbra 1, cihra

Az els6 abran a derékszogili haromszog két befogojara emelt négyzetbdl all6 idomban a haromszoget feltoljuk és
alatta még egy haromszoget helyeziink el

9001
-kal elforgatva (2. abra). Ezutan a haromszdgeket a megjeldlt pontok koriil

270(]
-kal elforgatva az idomot az atfogoé f61é rajzolt négyzetté alakithatjuk at (3. abra).

Mar a gorogoket érdekelte az, hogy van-e olyan derékszogli haromszog, amelyik oldalainak mérészama egész
szam. Az ilyen haromszog oldalainak hosszat kifejezd szamhéarmast nevezik pythagoraszi szamharmasnak.
Kideriilt, hogy végtelen sok ilyen van, megadhat6 harom formula: az

x=r[12uv

E)

y=ri(u2-v2)

>

z=ri(u2+v2)
szamok minden pythagoraszi szamharmast eldallitanak, ha

r
tetszés szerinti természetes szam,

u
és
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v
pedig olyan természetes szamok, amelyek koziil az els6 a nagyobbik, nincs 1-nél nagyobb kozds osztojuk és az
egyik paros, a masik paratlan. Az alabbi tablazat néhany, az

r=1
esetnek megfeleld, un. pythagoraszi alapharmast tartalmaz:
wl2 3 4 4 5 5 68 6 7T 7 7T BB R 8589 9 49
i > 1 %5 2 4 1 5 2 46 1 3 5 T2 4 4
412 & 24 M4 12 6l ZH 56 B4 16 43 80 112 36 71 144
vl 3 5015 721 9 350145 33 13 63 55 3 15 77 65 17
S04 1T 25 2% 41 47 6] 53 65 B5 65 T3 BU 1S BS 97 145

Megfigyelhetjiik, hogy barmelyik harmas szdmainak szorzata oszthatdé 60-nal. Belathato, hogy ez teljesiil
barmelyik pythagoraszi szamharmasra.

Visszatérve formulainkra, azt konnyi kiszamolni, hogy az elsé két kifejezés négyzetének Osszege a harmadik
kifejezés négyzetét adja, akarmilyen szamokat jelentenek is a benniik levo betiik. Az is vilagos, hogy ha a betliik
egész szamot jelentenek, akkor a kifejezések értéke is egész lesz. Annak bizonyitasa, hogy mar akkor is
megkapunk minden pythagoraszi szamharmast, ha a betiik az elobb mondott feltételeknek eleget tevd egészeken
futnak végig, ismét a szamelmélet alaptételére épithetd fel, ennek részleteivel azonban nem kivanok itt
foglalkozni.

13. Ismeretes, hogy az egész kozépkoron at a matematika nem fejlédott 1ényegesen. A matematikai tevékenység
foként egyes szamolomiivészek mutatvanyaira szoritkozott. Ezeknek az ismereteir6l viszont keveset tudunk,
hiszen ismereteiket igyekeztek titokban tartani, nehogy vetélytarsaik ellessék azokat, €s ennek révén folébiik
kerekedjenck. A feladatokbol, amelyekkel foglalkoztak és megoldasaikbol azonban nyilvanvalo, hogy ismerniok
kellett valamilyen formdban a pythagoraszi szdmharmasokat, mert gyakran hasznaltdk azokat
meggondolasaikban.

Ennek a hossza korszaknak egyik kimagasld tehetségli matematikusa volt Fibonacci, mas néven Leonardo
Pisano (a pisai Lénard, Bonaccio fia); mint szamolomiivész is legendas hirre tett szert. Fiatal koraban apjaval
Keleten jarva megismerkedett a helyiérték-rendszeren alapuld arab szamirassal és hazatérve annak elsé
propagatora volt Eurdpaban. Neve kiilondsen a Fibonacci-féle szamsorozatrol kdzismert. Ennek elsd és masodik
szama 1, a tovabbiakat pedig ugy szamitjuk ki, hogy az el6z6 két szam Gsszegét vessziik. Ha tehat a sorozat

n
-edik szamat

un
-nel jeldljiik, akkor a sorozat képzési szabalyat az

unt2=untunt+1, ul=u2=1
formula fejezi ki. A sorozat elsé néhany szama:

n 1234 5 67 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
i I123 5 8132134 55 89 144 233 377 610 987 1597 2584

otk [ 1247 1320033 54 BR 143 232 376 609 986 1596 2583 4180 6764

A szamsorozat felirt tagjai ala odairtuk az addig terjedé szamok Osszegét is. Ha 6sszehasonlitjuk a két sorozatot,
észrevessziik, hogy az also sor csupa 1-gyel kisebb szambol all, mint a fels6 sor a harmadik szamtol kezdve. Ha
megfigyelésiink helyes, akkor ez azt jelenti, hogy a sorozat els6

n
szamanak 0sszege 1-gyel kisebb a sorozat
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(nt+2)
-edik szamanal. Ennek az észrevételnek a helyességét nem nehéz belatni. Fel kell csak irni a sorozat egymas
utani szamait a harmadiktdl az

(n+2)
-edikig, mindegyiket a képzési szabaly szerint az el6z6 két taggal kifejezve. Ha szamainkat dsszeadjuk, a jobb
oldal els6 oszlopabdl éppen

iy, =u + i,

h |

iy = Uy + by

az elso

n
Fibonacci-szam 6sszegét kapjuk. A jobb oldal masodik oszlopa a bal oldali oszloptél csak annyiban kiilonbozik,
hogy egy taggal elébb kezdddik és egy taggal eldbb fejezdik be. fgy a jobb oldali elsé oszlop Gsszege a bal
oldalon fellépd utols6 tagnal a jobb oldal masodik oszlopaban all6 elsd taggal, vagyis a Fibonacci-sorozat
masodik tagjaval kisebb, ez a tag azonban 1. Ezzel be is lattuk az észrevett szabalyossag helyes voltat.

A Fibonacci-szamoknak sok tovabbi érdekessége allapithatd meg. Belathatd pl. hogy az egyjegyli
Fibonacci-szamok kivételével mindig vagy négy, vagy 6t egymas utani Fibonacci-szdm 4ll ugyanannyi jegybdl.
Ha megnézziik a felirt Fibonacci-szdmokat, azok kozott egy négyzetszamot talalunk, a 144-et. Tobb nem is
fordul el6 a sorozatban, ennek bizonyitasa azonban igen nehéz. Azt viszont nem nehéz belatni — megfeleld
szamelméleti alapismeretekkel —, hogy barmely két Fibonacci-szdm legnagyobb kozds osztdja szintén
Fibonacci-szam, mégpedig az, amelynek sorszama a két Fibonacci-szam sorszamanak legnagyobb kozos
osztdja. Azt is be lehet bizonyitani, hogy barmely egész szamnak van tobbszordse a Fibonacci-szamok kdzott. A
legkisebb ilyen Fibonacci-szdm sorszamara azonban csak felsé korlatot sikeriilt megadni, altalaban sikertil
talalni joval kisebb sorszamu Fibonacci-szamot is, amelyik az adott szamnak t6bbszordse.

Lehetne még folytatni a felsorolt szamok tulajdonsagait, még inkabb az érdekes szamok sorozatat, annyi
azonban talan az elmondottakbdl is latszik mar, hogy sok szempontbol vizsgalhatjuk a szamok érdekességét, és
ekozben tetszetds Osszefiiggések mellett szamos, eddig még megoldatlan problémara is bukkanunk.
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HANY SZIN KELL A TERKEP
SZINEZESEHEZ?

ANDRASFAI BELA

1. 1. ANEGYSZIN PROBLEMA

A térképeken szinezéssel szokas attekinthetdvé tenni az orszagok rendszerét, mégpedig ugy, hogy egy orszag
minden részét ugyanolyan szintire, a kiillonbdz6 orszagokat pedig kiilonboz6 szintire festik be. Az attekintést
nem zavarja, ha nem szomszédos orszagok ugyanazt a szint kapjak. A szinezésnél akkor kell ket orszagot
szomszedosnak tekinteniink, ha hatarvonaluknak van k6z0s szakasza; tehat az 1. abran lathato

L1
és
L2
nem szomszédos orszagok.
———— o "xh
7~ A Y
/ [ \

" III'-,I ';I !
N XS

I, dbra
Egy térképet

4
szinnel jol szinezhetonek mondunk, ha

4
szinnel ugy szinezhetdk az orszagai, hogy egy orszag szinezéséhez a

p
szin koziil csak egyet hasznalunk, ¢és a szomszédos orszagok kiilonb6zo szint kapnak. A térképek elkészitéséhez

célszerli minél kevesebb szint hasznalni. Ha egy térképen pl. 100 orszag van, akkor 100 szinnel biztosan jol
szinezhetd. De sziikséges-e ilyen sok szin? Ha az orszagaink olyanok, hogy mindegyiknek van egy-egy része
mindegyikben, akkor igen, hiszen valamennyi lehet valahol szomszédos. Talan az orszagok feldaraboltsaga
miatt van sziikségiink ilyen sok szinre? Zarjuk most ki ezt a lehetdséget! Nevezziink egy térképet normdl
terkepnek, ami azt jelenti, hogy barmely orszaganak két tetszbleges pontja Osszekdthetd az orszagon beliil
halad¢ ttvonallal. Ilyen orszagokat dsszefiiggoknek mondunk. Tobb mint 100 éve Cayley vetette fel a problémat:
vajon hany szin elegendd barmilyen normal térkép jo szinezéséhez? A 2. abran lathato
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2. A TERKEP LENYEGTELEN
MODOSITASA. EULER TETELE

o
L. dirra

normal térkép négy orszaganak jo szinezéséhez 4 szin sziikséges, hiszen a négy orszag koziil barmely kettének
van koz0s hatdra, azaz a négy orszag pdronként szomszédos. A kérdéses minimalis szinszam tehat legalabb 4.
Az eddig felrajzolt normal térképek mindegyikét sikertilt 4 szinnel jol szinezni, de a mai napig senki sem tudta
bizonyitani, hogy 4 szin minden normal térkép jo szinezéséhez elegendd. Ez a hires négyszin probléema.14

A probléma gyakorlatilag nem tul érdekes, hiszen egyrészt a valosdgban nem csupan normal térképek fordulnak
eld, masrészt az bebizonyitott tény, hogy 5 szinnel mar barmilyen normal térkép jol szinezhetd. (Ez az Gn. 6tszin
probléma. Megoldasdval a késébbiekben foglalkozunk.) Ennek ellenére a probléma mélyen behatolt a
matematika teriiletére, és sokan megkisérelték, hogy a benne rejlé bizonytalansagot feloldjak. Az ilyen
kisérletek hasznossa valhatnak, mert altaluk olyan moédszerek birtokaba juthatunk, amelyek mas, gyakorlatilag is
fontos problémak megoldasaihoz vezetnek.

A kutatasok eddigi eredményeinek részletes attekintése messzire vezetne. Itt foleg e targykor érdekességeire
szeretnénk a figyelmet iranyitani.

2. 2. A TERKEP LENYEGTELEN
MODOSITASA. EULER TETELE

A térképek szinezésénél a méretek természetesen nem jatszanak szerepet. Ha pl. egy jol szinezett térképet
gumilapra rajzolunk, a gumit szakitas nélkiil tetszés szerint nyujthatjuk, kdzben térképiink jol szinezett marad,
és tovabbra is ugyanazok az orszagok lesznek egymassal szomszédosak, mint eredetileg. Nem tesziink
kiilonbséget gombre és sikra rajzolhato térkép kozott, hiszen az emlitett nyjtast megengedve, minden sikra
rajzolhato térkép gombre is rajzolhatd, és barmely gombre rajzolt térkép sikra terithet6. Az utébbinal nehézséget
okozhat, ha a gombfeliiletet az orszagok teljesen lefedik. Ekkor ideiglenesen kiemeliink egy

L
orszagot, a megmaradt térképet kiteritjiik a sikra, és a sik le nem fedett részét tekintjiik az

L
orszagnak (3. abra).

14Ennek a cikknek megirasa és els6 megjelenése utan 1976-ban Kenneth Appel és Wolfgang Haken, az Illinois-i egyetem matematikusai
elektronikus szamitogép igénybevételével bebizonyitottak a négyszin-tételt. Erdekességképpen megjegyezziik, hogy a bizonyitas leirasdhoz
kb. 800 gépelt oldalra volt sziikség, elkészitéséhez pedig mintegy 1200 6ranyi gépid6t hasznalt fel az emlitett két matematikus. Un.
klasszikus bizonyitast még nem sikeriilt talalni a négyszin-tételre, ezért valtozatlan az érdeklddés egy ilyen jellegli bizonyitas irant.
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2. A TERKEP LENYEGTELEN
MODOSITASA. EULER TETELE

A i

Egy térképen csucspontnak olyan pontot neveziink, amelybdl legalabb haromfelé indul hatarvonal. A
hatarvonalnak azt a szakaszat, amelynek végpontjai csucspontok, de belsejében nem tartalmaz cstcspontot,
élnek nevezziik. A hatarvonalak nem mindig rakhatok Ossze ¢lekbdl. A 4. abra térképén pl. egyetlen élt sem
tartalmaz

L1
és
L2

hatarvonala,

L3
hatarvonala egy,

L4

hatarvonala pedig két é1bol all. Elemi feliiletnek mondunk egy orszagot akkor, ha az az emlitett nyujtassal
korlappa alakithat6. Ha a gombfeliiletet teljesen lefedjiik elemi feliiletekkel, atfedés nélkiil, akkor az elemi
feliiletek

/
, a csticspontok

c
és az élek

é
szama kozott fennall a kdvetkezd, in. Euler-féle 6sszefiiggés:

[c=é+2

Pl a kocka feliilete megengedett nytjtassal gdmbbé fujhato fel; ezen a gdombdn a lapok (az elemi feliiletek)
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3. APARONKENT
SZOMSZEDOS ORSZAGOK

szama 6, a csucspontok szama 8 és az ¢lek szama 12; tehat ekkor valdban
[+c=é+2

Az Osszefliggés bizonyitasahoz képzeljiik el, hogy gombiink egy égitest, minden élre egy gatat épitiink az €l
teljes hosszaban (igy barmelyik csticspontbol barmelyikbe eljuthatunk a gatakon haladva), és egyetlen elemi
feliiletet viz borit. Szeretnénk az égitest dsszes elemi feliiletét egy-egy gat megnyitasaval sorjaban elarasztani
vizzel. Olyan gatat felesleges nyitnunk, amelynek mar mindkét oldalat viz mossa, és azzal sem tudnank wjabb
elemi feliiletet vizzel eldrasztani, ha olyan gatat nyitndnk, amelynek mindkét oldala szaraz. Tehat minden
1épésben olyan gétat nyitunk, amelynek egyik oldala széraz, a mésik pedig mar elarasztott. igy egy-egy gat
megnyitasa egy-egy elemi feliiletet araszt el vizzel, tehat

-1
gatat kell megnyitnunk.

Vizsgaljuk most az érintetlen gatak rendszerét! Azt allitjuk, hogy még ezen haladva is eljuthatunk barmelyik
csucspontbdl barmelyikbe. Hiszen két olyan csticspont kdzott, amelyek kozé esé gatat megnyitottuk, az ezaltal
elarasztott elemi feliilet hataranak megmaradt részén az dsszekottetés még fennall.

Erintetlen gatakon haladva barmelyik csticspontbél barmelyik masikba csak egy uton juthatunk el, ha kozben
nem szabad visszafordulni. Ha ugyanis két ut volna két csucspont kdzott, ezeken haladva korsétat tehetnénk. Ez
olyan zart gatvonalat jelentene, amelyen viz nem folyhatott at, tehat 1étezne el nem arasztott elemi feliilet.

Most jel6ljiink ki egy csucspontot, legyen ez

A
. Minden mas cstcspontba allitsunk egy-egy ort! Induljanak el az 6rok az egyetlen lehetséges iton

A
felé, de alljanak meg, mielStt Gjabb csucspontba érnének. Igy minden érintetlen gaton pontosan egy 6r fog allni.
Ugyanis két 6r ugyanarra a gatra csak szembe haladva juthatna, igy utjukat

A
-ig folytatva, e két Ut egyiittvéve korsétat tenne lehetévé. Ha pedig egy gatra egyetlen 6r sem jutna, akkor ez a
gat és a végpontjairol

A
felé indulo utak egyiittvéve ismét korsétat tennének lehetove.

Az érintetlen gatak szama tehat egyenld az 6rok szdmaval. Az 6rok szdma pedig

c—1
, mert

A
kivételével minden csucspontban allt egy 6r. A megnyitott és az érintetlen gatak egyiittes szama okoskodasunk
szerint

é=(I-1)+(c-1),
ez pedig az Euler-féle dsszefiiggést bizonyitja.

3. 3. A PARONKENT SZOMSZEDOS
ORSZAGOK MAXIMALIS SZAMA
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3. APARONKENT
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A 2. abra szerint lehetséges a gdbmbon olyan normal térkép, amelynek van négy, paronként szomszédos orszaga.
Olyan normal térkép viszont nem lehetséges, amelyen négynél tobb, paronként szomszédos orszag van.

Ennek az allitasnak az igazolasahoz tételezziik fel az ellenkezdjét; azt, hogy a gdmb egy normal térképén az

L1

E

L2

>

L3

E)

L4
és
L5

orszagok paronként szomszédosak. Jeldljiink ki mindegyikiik belsejében egy-egy pontot! Ezek a

P1

E

P2

>

P3

P4
és

P5

pontok. Kossiik 6ssze mindegyiket mindegyikkel egy-egy, a gdmbon haladoé vonallal a kovetkezOképpen: két
pontot 6sszek6td vonal csupan abban a két orszagban haladjon, amelyek belsejében kijeldlt pontokat kot Gssze,
és az 0t orszag mindegyikében a befutd négy vonalnak csak a kijeldlt

Pi
pont legyen kozos pontja. Ekkor a

Pi
pontokat 0sszekdtd vonalak nem metszik egymast. (Az 5. abran négy orszdghoz végrehajtottuk az utasitast. A

Pi
pontokat 0sszekotd vonalak szaggatottak.) A

P1

>

P2
és

P3
pontokat egymas kozt 6sszekotd vonalak a gombot két elemi feliiletre bontjak. A

P4
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-et

P5
-tel 0sszek6td vonal a tobbit nem metszi, tehat

P4
és
P5

a két elemi feliilet egyikében van. Legyen ez

E
. Vegyiik fel

E
-ben a

P4
pontot, €s huizzuk meg a

P1

>

P2
és

P3
pontokat

P4
-gyel 6sszekotd vonalakat! Ezek

E
-t harom elemi feliiletre — az

E2
-re és

E3
-ra — bontjak, és

P5
valamelyikben — mondjuk

El
-ben — benne van. (6. abra). De ekkor nem létezhet a

P5
-0t

Pl
-gyel 6sszekoto olyan vonal, amely a tobbi vonal valamelyikét ne metszené.
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA
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Ezzel ellentmondasra jutottunk, tehat kiindulé feltételezéslink nem lehet igaz, azaz nem lehet a gombre olyan
normadl térképet rajzolni, amelyen van ét, paronként szomszédos orszag. Ezt akartuk bizonyitani.

4. 4. AZ OTSZIN PROBLEMA

Most bebizonyitjuk a mar emlitett 6tszin tételt, amely szerint: Ot szinnel mdr barmilyen normdl térkép jol
szinezhetd a gombon. Megmutatjuk, hogy ezt az allitast elegendé olyan normal térképekre bizonyitani,
amelyeken minden orszag clemi feliilet, és minden csucspontbdl pontosan haromfelé indul hatarvonal.
Nevezziik el az ilyen térképeket szabalyosaknak!

r';;?_ L < r’%— > N
! - ) I
[ ] 4 [ ‘-\.l | | 1,-\.‘1
N U N L\ Uy
VY

il b,

7. dbra
I. Legyen normal térképiinkon

L
egy nem elemi feliiletorszag, mint pl. a 7/a. abran. Az

L
belsejében levo orszagesoportokat kdssiik 6ssze az

L
-et koriilvevo hatarvonalhoz vezetd utszakaszokkal (szaggatott vonalak). Ezeket a szakaszokat bovitsiik ki

cgy-cgy

L
-ben fekvé orszagga (7/b. abra). igy

L
-bdl elemi feliilet lesz. A felvett 0j

L1
és

L2
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

orszag a tobbi orszag kozott eredetileg fennalld szomszédossiagokat nem sziintette meg, ha tehat az igy
modositott térkép 5 szinnel jol szinezhetd, akkor az eredeti is.

I1. Ha van a normal térképen olyan

P
csticspont, amelybdl haromnal tobbfelé indul hatarvonal (8/a. abra),

o~ - \
. - — - - oy
- — L <
N Y N
; e i
i1 b, Py
N oghra

akkor rajzoljunk koréje olyan kort, amelybe a

P
csucsponton kiviil mas csticspont nem esik, és amely a

P
-bél induld hatarvonalakat csak egy-egy pontban metszi (8/b. abra). E kor belsejét csatoljuk az egyik

P

koriili orszaghoz (8/c. abra). Ezzel szomszédossadgot nem sziintettiink meg, esetleg 1étrehoztunk. Ha tehat az igy
modositott térkép 5 szinnel jol szinezhetd, akkor az eredeti is. Ez utdn a modositas utan eléfordulhat, hogy egy
Uj ¢l egy orszagon beliil halad; ha pl. egy

L
orszag a

P
pont kortil tobbszor is felbukkan (9/a. és 9/b. abra). Az ilyen él folosleges, és ezért toroljiik (9/c. abra).

=

L
O
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1
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Q. idhra

Az 1. és I1. Iépések ismételt alkalmazasaval minden normal térkép szabalyossa alakithato, és — amint lattuk — az
eredeti normal térkép jo szinezéséhez sem kell tobb szin, mint az I. és II. 1épések ismételt alkalmazasaval nyert
szabalyos térkép jo szinezéséhez.

Megemlitjiik, hogy ha a gomb egy szabalyos térképén ketténél tobb orszag van, akkor kozottiik nincs olyan,
amelynek hatarvonalan csticspont ne volna. Ekkor tehat minden hatarvonal élekbdl Gsszerakhato. Az is igaz,
hogy szabalyos térképen nincs csupan egy €llel hatarolt orszag. Mindkét allitas belatasat az olvasora bizzuk.
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

Ezek utan azt fogjuk bizonyitani, hogy egy tetszbleges, a gdmbot befedd

T
szabalyos térkép 5 szinnel jol szinezhetd. Jeloljiik

T
orszagainak szamat

/

-lel, éleinek szamat

é

-vel és csucspontjainak szamat

c
-vel!

T
minden orszaga elemi feliilet, tehat Euler tétele szerint

[+c=é+2.
Szamoljuk 6ssze a csucspontok segitségével az éleket!

T
minden cstcspontjahoz 3 kiilonb6zo ¢él illeszkedik. Minden €l pontosan két csicsponthoz illeszkedik, ti. a két
végpontjdhoz. Ez¢rt igaz, hogy

3c=2¢.
Ha az Euler-egyenldség mindkét oldalat 6-tal szorozzuk, és

6¢
helyébe

4¢
-t irunk, akkor a kovetkezore jutunk:

(©)
61=26+12.

Ebbdl viszont az kdvetkezik, hogy

T
-nek van 6-nal kevesebb éllel hatarolt orszaga. Tegylik fel ugyanis az ellenkezdt! Szdmozzuk meg az orszagokat
az 1,2, ...,

/
szamokkal, és jeloljiik

hi
-vel az

i
-edik orszagot hatarolo ¢élek szamat! Minthogy minden €l két kiilonb6z6 orszagnak kdzds hatarszakasza,

h1+h2+.. +hi=2é
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

. Feltevésiink szerint minden
i
-re

hi>6
, tehat a bal oldalt nem né&veljiik, ha minden

hi
helyett 6-ot irunk. Ekkor azt kapjuk, hogy

6/<2¢é
. Ez pedig lehetetlen, mert

()

szerint

2¢
12-vel kevesebb, mint

6/
. Tehat

T
tartalmaz 2, 3, 4 vagy 5 éllel hatarolt orszagot.

Ha

T
tartalmaz egy ketélii

L
orszagot, akkor azzal pontosan két masik orszag szomszédos (10/a. abra). Csatoljuk

L
-et valamelyik szomszédjahoz, pl.

| s ~ / /j)«.\\ /
| )
QL L
NN NN
h.

1) abra

L1
-hez (10/b. abra)!

fgy
T
-bdl egy szabalyos
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

T!
térképet allitottunk el6. Elég kimutatni, hogy

T!
5 szinnel jol szinezhetd, Ebbdl ugyanis kdvetkezik, hogy

T
5 szinnel jol szinezhetd, mert

T!
szinezésekor

L1
-hez és

L2

-h6z az 5 szinbdl kettét hasznalunk fel. A tobbi 3 szin barmelyikével szinezhettiik az ujbol visszaallitott

L
orszagot, és maris jol szineztiik

T
-t 5 szinnel.

Ha

T
tartalmaz egy haromélii

L
orszagot, akkor azzal pontosan 3 orszag szomszédos. Az eldbbi utat kdvetve,

L
visszaallitasakor még mindig 2 szin kdzil valaszthatunk.

I.-

,--(F L-U—--_g// \‘0 =

Efﬁr
.IE
AN
o
Va

i1, dbra
Ha

T
tartalmaz egy négyélii

L

|'I. '-'l-"'—-"_".- \\
[ £eg L, L |L

orszagot, akkor azzal 3 vagy 4 orszag lehet szomszédos, amint azt a 11/a. és 11/b. dbra mutatja. Az el6bbi utat

most is kovethetjiik, de ahhoz, hogy

T!
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

ismét szabalyos legyen, a 11/a. dbra esetén

L
-et nem szabad

L2
-hoz csatolnunk. A visszaallitaskor

L
szamara még mindig marad 2, ill. 1 szin.

Ha

T
tartalmaz egy étélii

L
orszagot, akkor a vele szomszédos orszagok kozott biztosan van kettd, amelyek nem szomszédosak. Mert ha pl.

L
szomszédai

L1

>

L2

b

L3

>

L4

E)

L5
, €S

L2
szomszédos

L4
-gyel, akkor a 12. abrabol

lathato, hogy
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4. AZ OTSZIN PROBLEMA

L3
nem lehet szomszédos sem

L1
-gyel, sem

L5

-tel.

T!

-t most

L
két élének torlésével allitjuk elo:

L1

és

L3

felé torliink egy-egy ¢élt. Ha
T!

jol szinezhetd 5 szinnel, akkor
T

1s, mert

T!

szinezésekor

L
szomszédaihoz minddssze 4 szint hasznalunk fel (

Ll
és
L3

ugyanazt a szint kapja), és igy

L
szamara a visszaallitdskor marad még egy szin.

Okoskodasunk szerint elegendd azt bizonyitanunk, hogy a felsorolt redukciokkal nyert

T!

jol szinezhetd 5 szinnel. De

T!

ismét szabalyos térkép, tehat érvényes ra a

()

Osszefiiggés, amibdl viszont kovetkezik, hogy

T!

szintén tartalmaz 2, 3, 4 vagy 5 ¢éli orszagot. Ennélfogva redukciés eljarasunkat addig folytathatjuk, amig
csupan 5 orszag nem marad. Azt 5 szinnel tudjuk jol szinezni, és igy eljarasunkbol kovetkezik, hogy
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5. TETSZOLEGES TERKEPEK
SZINEZESE

T
is jol szinezhetd 5 szinnel. Az L. és II. figyelembevételével pedig azt nyertiik, hogy barmilyen normal térkép 5
szinnel jol szinezhetd.

5.5. TETSZOLEGES TERKEPEK SZINEZESE

A térképek szinezésének problémajat a normal térképek szinezésére korlatoztuk. Amint lattuk, ez lényeges
megszoritast jelent. A minimalis szinsziikséglet fiigg attol, hogy az orszagok kiilonalld részekbdl allnak-e vagy
sem. Felmeriilhet a kérdés: vajon akkor is akarmilyen sok szin sziikséges a térképek jo szinezéséhez, ha az
orszagok nem akarmilyen sok kiilonalld részbdl allnak?

A 13. abrén olyan térképet lathatunk, amelyen 12 orszag van, minden orszag két kiilonallo részbdl all (az azonos
orszagokhoz tartoz6 részeket azonos szammal lattuk el), és az orszagok mind paronként szomszédosak. Ennek a
térképnek a jo szinezéséhez nyilvan 12 szin sziikséges. Masrészt sikeriilt bebizonyitani, hogy 12 szinnel minden
olyan térkep jol szinezhetd, amelyen minden orszag legfeljebb két kiilonallo részbol dll.

Erdekes, hogy e bonyolultabb feladatot sikeriilt teljesen megoldani. Megoldatlan még az a kérdés, amelynél
megengediink a térképen ketténél tobb kiilonallo részbdl allo orszagot is.

13 ibra

6. 6. KET GOMB SZINEZESI PROBLEMAJA

A technika mai fejlettségi fokan elképzelhetd, hogy Foldiink lakoi eljutnak mas bolygora is, pl. a Marsra. Ha a
Mars feliiletét részekre bontjak, és ezeket a részeket szétosztjak a Fold orszagai kozott, el6fordulhat, hogy a
Foldon nem szomszédos orszagok a Marson szomszédosak lesznek. A Fold—Mars térkép elkészitésénél is
kivanatos, hogy ugyanahhoz az orszaghoz tartozd részek azonos szinliek legyenek. Ha az orszagok mindkét
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7. A MOBIUS-SZALAG ES A
TORUSZ SZINEZESE

g0ombon egy-egy Osszefliggd részbdl allnak, akkor hany szin elegend6 két gomb térképeinek jo szinezéséhez? A
14. abran 8 orszag lathato két gombfeliileten. Ezek az orszagok paronként szomszédosak, tehat a minimalis
szinszam legalabb 8. Azt azonban nem tudjuk, hogy 8 szin minden esetben elegendé-e.
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Az 1. és 1. alatti okoskodasunkbol lathato, hogy a szabalyos térképek

p
szinnel vald jo szinezhetdségébodl kovetkezik barmilyen normal térkép

p

szinnel val6 jo szinezhetdsége. Ezért a normal térképek vizsgalata helyett a kdvetkezdkben csak szabalyos
térképeket vizsgalunk.

7. 7. A MOBIUS-SZALAG ES A TORUSZ
SZINEZESE

Nézziik meg a 15. abran lathatd szalagra rajzolt térképet!

1| 4 | 3

15 dbra

Szamokkal megkiilonbdztetett hat orszagot lathatunk. Az 1-gyel, 2-vel és 3-mal jelolt orszagok két-két kiilonalld
részb0l allnak, és mind a hat orszag paronként szomszédos. Térképiink nem szabalyos, mert orszdgai nem
Osszefiiggdk. Ha viszont térképilink két oldalat a szalag egy csavarasa utan &sszeragasztjuk, akkor a kiilonallo
orszagrészek egyesiilnek. Az igy kapott un. Mobius-szalagon (1. a 16. bran!)

- - —-_\_\_\_.
—
|
A
a-"'-.-’;

-

T -
Pl

e,

16. dbra

mar mind a hat orszag elemi feliilet, és mind paronként szomszédosak. Nincs ez ellentmondasban azzal, amit a
3. pontban bizonyitottunk? Az csak olyan normal térképekre vonatkozik, amelyek szakitas nélkiili nyujtassal
gombre terithetdk. Ezt nem tehetjilk meg a Mdbius-szalaggal.
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Altaldban, ha két felillet a megengedett nyujtassal egymasra terithetd, akkor azt mondjuk, hogy a két feliilet
homeomorf. (Itt mindig csak véges kiterjedésti feliiletekre gondolunk.) Tehat a gomb (ill. a sik) és a
Mobius-szalag nem homeomorfak. Minthogy a Mdbius-szalagra lehet olyan szabalyos térképet rajzolni,
amelynek hat orszdga paronként szomszédos, szabalyos térképeinek jo szinezéséhez legalabb 6 szinre van
szlikség. Tobb szin hasznalata mar folosleges, ugyanis bizonyitott tény a kovetkezo:

A Mébius-szalagra rajzolt barmely szabdlyos térkép 6 szinnel jol szinezhetd.

Az eredmény meglepd, hiszen az ,egyszerlibb” sikfeliilet szabalyos térképeinek jo szinezéséhez sziikséges
minimalis szinszamot csak késébb sikeriilt pontosan meghatarozni.

A Mobius-szalagnak tobb érdekes tulajdonsaga vanl35, itt csak egyre hivjuk fel a figyelmet: E feliiletnek nincs
két kiilonbozo oldala, azaz barmely pontjabdl kiindulva be tudjuk jarni egész feliiletét anélkiil, hogy a szalag
szélét atlépnénk. Talan ez okozta, hogy hat, paronként szomszédos orszagot tartalmazé szabalyos térképet is
rajzolhattunk ra, és a szabalyos térképeinek jo szinezéséhez sziikséges minimalis szinszamot meg lehetett
hatarozni? Latni fogjuk, hogy nem. Vegyiik ugyanis szemiigyre a 17. abran

A B C
II _-__--______ :}l I|II
] II I| _--_J'-—__ I
Db 2 — D
-II__—J._______ || 4
El_ | 6 V. T——— E
— * \
:-!' I| ______——____ I', -
3 —_——— I'. 1 '|I i | |
| _-_-I'._"_r_'l'_-——___ II| |
A B (

17 dbra

lathatd szalagra rajzolt térképet! Ezen hét orszagot talalunk, amelyek mind paronként szomszédosak. Ha a
szalagot gumibdl készitjiik el, Osszeilleszthetjiik olyan feliiletté, mint amilyen a ment6ov feliilete: Ragasszuk
Ossze eldszor a szalag vizszintes éleit, majd az igy kapott cs6 két végét illessziik egymashoz (1. a 18. abrat)!

- -

Sy ™
5 5 EC ¥)
Q*’E.f_'_'“/

I8, idhra

A ragasztasnal tgyeljiink arra, hogy az azonos betiivel jelolt pontok egybeessenek! Az igy kapott un. torusz
felilletén (gyurifelilleten) az eldre kijelolt hét orszag mindegyike elemi feliilet, és paronként mind
szomszédosak. (E térkép szabalyos a toruszon.) Ahhoz tehat, hogy a téruszon barmilyen szabalyos térképet jol
szinezhessiink, legalabb 7 szinre van sziikségiink. Ismét meglepd, hogy a gémbnél ,bonyolultabb” téruszra

sikeriilt bizonyitani a kdvetkezot:

A toruszra rajzolt barmilyen szabalyos térkep 7 szinnel jol szinezhetd.

A torusznak, ugyanugy, mint a gémbnek, két oldala van (kiils6 és belsd). A gomb, a Mdbius-szalag és a torusz

15L4asd még e kotet Csalafinta feliiletek cimii cikkét!
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8. TETSZOLEGES FELULETRE
RAJZOLT TERKEPEK

koziil semelyik kettdé sem homeomorf.

8. 8. TETSZOLEGES FELULETRE RAJZOLT
TERKEPEK SZINEZESE

Jelentse egy

F
feliilethez

Imax
azt a legnagyobb szamot, ahany paronként szomszédos, 6sszefliggd orszag

F
-re rajzolhatd, és

smin
azt a legkisebb szamot, ahany szinnel mar barmilyen,

F
-re rajzolhatd normal térkép jol szinezhetd. Természetesen minden feliiletre

Imax<smin.
Eddig azt lattuk, hogy gombre (vagy sikra)

4=Imax<smin<5,
Maobius-szalagra

Imax=smin=6
¢és toruszra

Imax=smin=7.
Felmertilhetnek benniink a kdvetkezd kérdések: Vannak-e még masfajta feliiletek is? Ha igen, mit tudunk a
hozzéjuk rendelt

Imax
és
smin

szamokrol? Barmilyen nagy

k
szamhoz talalhatd-e olyan feliilet, amelyhez tartozé

Imax
nagyobb, mint

k
? Mindezekre a kérdésekre pontos valaszt tudunk adni a kdvetkezokben:
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9. ANEGYSZIN TETEL
ATFOGALMAZASAI

Imax
is van.

Minden feliiletre

Imax=smin

Az
Imax
és

smin
szamokat minden egyoldalu feliiletre sikeriilt pontosan meghatarozni, kétoldalu feliiletekre viszont sok esetben
csak olyan kozelito értéket sikeriilt megadni, amely a pontos értéktdl nem tér el tobbet két egységnél.

9.9. ANEGYSZIN TETEL ATFOGALMAZASAI

A térképszinezési problémak koziil maig is a legtobbet emlegetett probléma a gombon a kérdéses négyszin tétel.
Tobb olyan tételt ismeriink, amelyet eddig szintén nem sikeriilt bizonyitani, de kimutathato, hogy megoldasuk
bizonyitana a gomb tetszéleges normal térképének jol szinezhetdségét 4 szinnel. Harom ilyen tételt
megemlitiink:

a.) A sik mindazon

T
térkepei jol szinezhetok 4 szinnel, amelyeket a kovetkezoképpen lehet eléallitani: Egy

T0
teglalapot feldarabolunk téglalapokra.

T
orszdgai a

T0
-on beliili téglalapok és a

TO
-ot kériilvevo rész. Egy ilyen

T
térkép lathato a 19. abran.

19, dgbra
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10. FELADATOK

b.) A gémbre rajzolt barmely szabdlyos térkép élei szinezhetok 3 szinnel ugy, hogy egy él egy szint kapjon, és
minden csucspontban kiilonbozo szinii élek talalkozzanak.

¢.) A gombre rajzolt barmely szabalyos térkép csucspontjai a
+1
és

~1
szamokkal szamozhatok ugy, hogy minden orszag hatarvonalan a szamok 6sszege 3-mal oszthato legyen. llyen
szamozas lathat6 a 20. abran.

+1
, i1l

-1
helyett roviden a

+
il

jeleket irtuk.

201 dbra

10. 10. FELADATOK

E témakor sok szorakoztatd feladata koziil megemlitink néhanyat. A feladatokat ugy valogattuk, hogy
megoldasaikkal ezen a teriileten végzett kutatasok néhany modszerét is megmutathassuk.

(1) Rajzoljunk a sikra tetszés szerint egyeneseket! Ezzel a sikot 6sszefliggd ,,orszagokra” bontottuk. Bizonyitsuk
be, hogy az igy kapott térkép 2 szinnel jol szinezhetd!

(2) A sik egy

T
térképén minden orszagot 3 ¢l hatarol.

T
csticspontjai megszamozhatok az 1, 2 és 3 szamokkal ugy, hogy minden ¢él kiilonb6z6 szamokkal jelolt
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11. MEGOLDASOK

csucspontokat kot 6ssze. Mutassuk meg, hogy ekkor

T

jol szinezhetd 2 szinnel!

(3) Bizonyitsuk be, hogy ha egy, a gombot teljesen lefedd térkép 2 szinnel jol szinezhetd, akkor minden
csucsponthoz paros szamu ¢l illeszkedik!

(4) Rajzoljunk a sikra koroket, és minden korben hizzunk meg egy-egy hurt! Ezzel a sikot Osszefliggd
orszagokra bontottuk. Igazoljuk, hogy ha barmely két htirnak legfeljebb egy kozds pontja van, akkor térképiink

3 szinnel jol szinezhetd!

11. 11. MEGOLDASOK

(1) Fektessiik le egyenként az egyeneseket a sikra! Az els6,

el
-gyel jelolt egyenes a sikot két félsikra osztja. Szinezziik az egyiket fehérrel, a masikat feketével! A masodik

egyenes,

e2
a sikot szintén két félsikra osztja. Ezek egyikén cseréljiik fel a szineket: ami fehér volt, legyen fekete és viszont

Fektessiik le a harmadik egyenest,

e3
-at (21/a. abra)!
[ey Hﬂ."c,.
IIII - by I|II - 'w.:_'l
| :f,-" 'J_,.-'"';f
e A & ~1
hh""'\-*-\.}{.-'-—-. I|I HHH/-J- |I
.-___. ! 1 .-'___ Il
e Hﬂ"{ / o |
II| "'\-H_\_h / II| ""‘\-\.\_
| "'\-\.l J HH.
| I“"| [} I“"|
. b
21, dbra
Az
e3

altal kettéosztott sik egyik felén ismét cseréljiik fel a szineket (21/b. abra)! Ezt az eljarast akarmeddig
folytathatjuk. Minden 1épés utan térképiink 2 szinnel — fehérrel és feketével — jol szinezett lesz.

(2) Tekintsiik

T
csucspontjainak egy emlitett szamozasat (22. abra)!
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11. MEGOLDASOK

A csucspontokhoz rendelt szamok sorrendjének megfeleléen minden orszag koriiljarhatd vagy az dramutatod
jarasaval megegyez0, vagy azzal ellentétes iranyban. Az egyik irdnyban koriiljart orszagokat fehérre, a masik
iranyban koriiljartakat feketére szinezziik. Ekkor a szomszédos orszagok mindig kiilonbdz6 szint kapnak, hiszen
egy ¢l két oldalara es6 orszagok bejarasi iranya ellentétes.

(3) Ha a 2 szinnel jol szinezett térkép barmely

P
csucspontjat koriiljarjuk, akkor minden élen athaladva szint valtunk, és igy a

P
kortili orszagok koziil minden masodik ugyanolyan szini. Ebbol kovetkezik, hogy

P
-hez paros szamu élnek kell illeszkednie.

(4) Egy konfiguracio (a korok koziil egy €s a belerajzolt hiir) harom részre osztja a sikot. Szamozzuk e harom
részt a 0, 1, és 2 szamokkal! Minden orszagba irjuk azt a szdmot, amelyikkel megjel6lt részbe esik a harom
koziil. Ezt a szdmozast minden konfiguraciora hajtsuk végre! Minden 1épésnél egy-egy 0jabb szam keriil minden
orszagba. Az egy orszagon belilli szamokat adjuk 0ssze, osszuk el az 0sszeget 3-mal, és irjuk az orszagba a
maradékot! Ezutan aszerint szineziink egy orszagot fehérre, feketére vagy pirosra, hogy a beleirt maradék 0, 1
vagy 2. Be kell latnunk, hogy ekkor két, tetszés szerinti szomszédos orszag kiillonbdzo szinli (azaz kiilonbozok a
maradékaik). Legyen két szomszédos orszag

L1
és
L2

, hataraik k6zos éle pedig

h
. Vegyiik el a térképrol a

h
¢élt tartalmazo

K
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11. MEGOLDASOK

konfiguraciot. Ekkor

L1
és
L2
kozott nincs hatar. Tehat
L1
és
L2

a

K
-t61 kiilonb6z6 konfiguracidok mindegyikének ugyanabba a részébe esik, a

K
altal felosztott 3 rész koziil pedig kiillonbozobe. Ezért

L1
és

L2
maradékai nem egyezhetnek meg. gy tehat térképiink 3 szinnel — fehérrel, feketével és pirossal — j6l szinezett.

23, idhra
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A SZERENCSEJATEKOK ES A
VALOSZINUSEGSZAMITAS
RENYI| ALFRED
1.1. BEVEZETES

E cikknek az a célja, hogy a szerencsejatékokra — kiilonosen a kartyajatékokra — vonatkozo kozérthetd és
érdekes feladatokon keresztiil a valoszinliségszamitas bizonyos fogalmait és mddszereit ismertesse.16 Bar nem
torekedtem a példaként szerepld szerencsejatékok szabalyainak teljes részletességgel vald ismertetésére;
azonban igyekeztem a példakat ugy megfogalmazni, hogy az is megértse dket, aki az illetd jatékot nem ismeri
alaposan. Természetesen azért annak, aki bridzsel, a bridzsre vonatkozo példak tobbet mondanak, mint annak,
aki nem ismeri a jatékot stb.

Felmertilhet az olvasdban a kérdés: érdemes-e a kartyajatékokkal és altaldban a szerencsejatékokkal tudomanyos
alapon foglalkozni? Erre a kérdésre véleményem szerint feltétleniil igennel kell valaszolni. Nemcsak azért
érdemes, mert ez segit a kombinatorika és a valdszinliségszamitas megértéséhez, hanem azért is, mert e
problémak tudomanytorténeti érdekességgel birnak, hiszen a valoszinliségszamitas kialakulasaban a
szerencsejatékokra vonatkozé feladatok kdzismerten igen nagy szerepet jatszottak. JO példa erre a kartyakeverés
fogalma, amely 0Osszefiigg nemcsak a kémiai technologiaban hasznalatos keverési eljarasokkal, hanem a
termodinamika alapvet6 fogalmaival is.

2. 2. A KARTYAKEVERESROL

Amikor a kartyak eloszlasara vonatkozo kérdéseket a valdszinliségszamitas alapjan valaszoljuk meg,
hallgatélagosan mindig feltessziik, hogy az a csomag kartya, amelybdl a lapokat kiosztjak, ,,jol 6ssze van
keverve”. E kifejezést a kartyasok gyakran hasznaljak, de mivel nem szoktdk precizen definialni, nem art
el6szor roviden foglalkozni e kérdéssel.

Valdszinliségszamitasi szempontbol egy csomag kartyat akkor neveziink jol megkevertnek, ha a keverés utan a
lapok Osszes lehetséges sorrendje, permutacidja ugyanakkora valoszintiséggel bir;

n
lap esetében

n!
permutécié lehetséges, tehat jol Osszekevert az a kartyacsomag, amelynél feltehetjiik, hogy minden egyes
sorrendnek a valdszintisége

(1/n")
. Egy tetszdleges, a kartyak sorrendjétdl fiiggd

A
esemény valoszinlisége tehat

(k/n!)

16Az egyes szerencsejatékok valosziniiségszamitasi vizsgalatiba nem mehetek itt bele részletesen, azonban az egyes jatékokkal
kapcsolatban utalok olyan konyvekre, ahol részletesebb targyalast talalhat az érdekl6d6 olvaso.
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2. A KARTYAKEVERESROL

, ahol

k
jelenti azoknak a sorrendeknek a szamat, amelyek mellett az

A
esemény bekdvetkezik.

Példaul, ha egy 52 lapos kartyat megkeveriink, annak a valoszinlisége, hogy a legfeliil fekvo lap asz legyen,

(1/13)

-dal egyenld; ugyanis az 52! sorrend koziil egy meghatarozott asszal kezd6do sorrendek szama 51! (hiszen ha pl.
a legfels6 lap a kor asz, az alatta levé 51 lap 51! sorrendben helyezkedhet el), tehat mivel a csomagban 4 4sz
van,

k=41151!
, és igy a keresett valoszinliség

(k/521)=(411511/521)=(4/52)=(1/13).

A valdsagban a keverés ugy torténik, hogy az egyik jatékos (vagy a kartya keverését végzd gép) 10-20-szor
végez el egy bizonyos mozdulatot. Minden egyes mozdulat a kartyacsomag egy atrendezését, vagyis egy
permutécié alkalmazasat jelenti a kartyak sorrendjére. Egy szamsorozat permutacioi tudvalevéleg csoportot
alkotnak.

Két permutacio, pl.

P
és

0

szorzatan (amit

PO

-val jeloliink) azt értjiik, hogy el6szor elvégezziik a

P
atrendezést, és az eredményiil kapott sorrenden végrehajtjuk a

0

atrendezést. Példaul, ha

n=32
, vagyis 32 lapos (magyar) kartyarol van szd, és

1...... 1617 ... ... 3217 ... ... 321...... 16

permutécio, tehat elsé helyre az eredetileg 17-ik helyen levd lap keriil, masodik helyre az eredetileg 18-ik helyen
levd lap, és igy tovabb, az utolsoé helyre az eredetileg a 16-ik helyen all6 lap (ez tigy hajthato végre, hogy a 32
lapos kartyacsomagrol egyiitt leemelem a fels6 16 lapot, ezt leteszem az asztalra, és erre rateszem az also
tizenhat lapot), és

o-p

, vagyis masodszorra is ugyanazt a miiveletet végzem, akkor
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2. A KARTYAKEVERESROL

PQ=P2=]
az azonos permutacio, tehat a két miivelet végeredményeként ujbol az eredeti sorrend all el6.

A keverés folyamatara marmost két kézenfekvé matematikai modellt (a tényleges folyamat leegyszerisitett
képét) allithatunk fel. Az els6é modellt determinisztikus modellnek, a masodikat sztochasztikus modellnek fogjuk
nevezni. El0szor tegyiik fel, hogy a keveré minden egyes mozdulatnal pontosan ugyanazt az atrendezést végzi a
kartyacsomagon. Ha ezt a permutaciot

P
-vel jeloljiik, akkor e mozdulat

k
-szor vald elvégzése egyenértékii az eredeti sorrend egyetlen atrendezésével, mégpedig a

P
permutacio

k

-adik hatvanyanak megfelelé atrendezésével. Az ilyen keverési eljaras elvi szempontbdl nem kielégitd, hiszen
(elvben) pontosan kiszamithatd, hogy mi lesz a végeredmény, de gyakorlatilag sem megfeleld, mégpedig annal
kevésbé, minél kisebb a

P
permutécid rendje, vagyis az a legkisebb

-
pozitiv egész szam, amelyre

Pr=I
, ahol

1
az azonos permutaciot jelenti, amelynél minden lap a helyén marad. (A fent példaként emlitett

P
permutécionak a rendje

=2

.) Ugyanis, ha a

P
permutécio rendje

,
, akkor ez azt jelenti, hogy a

P

>

P2

5 seey

Pr
permutéciok mind kiilonbdzok (

P
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2. A KARTYAKEVERESROL

minden magasabb hatvanya viszont mar megegyezik ezek egyikével), tehat akarhanyszor is ismétliink egy

,
-ed rendi

P
permutéciot, ezaltal elvileg nem tudunk létrehozni

r
-nél tobb kiilonbozo sorrendet. Persze, ha 1étezne olyan

P
permutéciod, amelynek rendje

n!
, ennek ismétlésével minden sorrendet 1étrehozhatnank; ilyen permutacié azonban nem létezik, ha

n>3

; ugyanis az

n
-ed rendii szimmetrikus csoport nem ciklikus (s6t nem is Abel-csoport, mig a ciklikus csoportok azok). Tisztan
matematikai szempontbol igen érdekes kérdés a permuticiok rend szerinti eloszlasa; e kérdéssel foglalkozik
Erdos Pal és Turan Pal egy nemrégiben megjelent dolgozata [1]; mivel azonban a keverésnél valéban soha nem
pontosan ugyanazt a miiveletet ismételjiik meg (még akkor sem, ha gép végzi a keverést), a kérdéssel itt nem
foglalkozunk részletesen.17 A keverés masik — a valésaghoz sokkal kdzelebb 4116 — modellje a kovetkezo:

Feltessziik, hogy az egyes kever6 mozdulatok a véletlentSl is fiiggnek, és egy mozdulatnal bizonyos
valdsziniiséggel minden permutacio felléphet. Feltessziik tovabba, hogy az egyes mozdulatok egymastol
fiiggetlenek. Pontosabban ez azt jelenti, hogy ha

n
elem

n!
17Erd6s és Turan [1]-ben bebizonyitjak, hogy az

n!
permutacio koziil a legtobbnek a rendje az

e(12—¢)log2n
és

e(12+¢e)log2n
hatarok kozé esik, ahol

>0
tetsz6leges kicsiny szamnak valaszthato, ha

n
elég nagy (itt log

n
az

n
szam természetes logaritmusat jeloli). A kartyakeverésre vonatkoztatva ez azt jelenti, hogy 52 kartya legtobb permutacidja esetében
kevesebb, mint

200 000
-szer kell a keveré mozdulatot megismételni, hogy a kértyak 1jbol az eredeti sorrendbe keriiljenek. Osszehasonlitasul vegyiik figyelembe,
hogy 52! egy 68 jegyli szamorias.
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2. A KARTYAKEVERESROL

9
jeloli azt a permutaciot, amely a

J

-edik sorszamot kapja, akkor a keverés minden egyes mozdulataval a keverd a

9

permutaciot

9

valdsziniiséggel hajtja végre

(G=1,2,...,n")
. (Természetesen

Yi=lnlg/=1
.) Ha tehat a keverd

i
-edik mozdulatanal a

IIi
permutaciot hajtja végre, akkor

IIi
véletlen permutacio, amelynek eloszlasa

PUT=0))=qj (=1,2,...,n1 i=1,2,...),
(azaz a

ITi
véletlen permutaciod

)

valészintiséggel lesz egyenld egy eldirt
9

permutaciéval), és

IIi
eloszlasa fiiggetlen a

m,... I7i—-1
permutacioktol.

Ez esetben

k
mozdulat utan (ha a lapok eredetileg az

1,2,....n
sorrendben voltak) a

HI12.. ITk=T1(k)
permutacio jon létre. A
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3. A KARTYAK ELOSZLASARA
VONATKOZO FELADATOK

11(k)
permutaciok un. Markov-lancot alkotnak. Marmost ismeretes, hogy ha a

o}

eloszlas olyan, hogy az 6sszes permutacio csoportjanak tetszéleges valodi

G
részcsoportjara

(2.1)
Y0jlGgj<1
(vagyis az eloszlas nincs egy valddi részcsoportra koncentralva), akkor nagy

k
esetében

11(k)
eloszlasa kozel egyenletes lesz, vagyis minden permutacio koriilbeliil ugyanolyan

(kozel (1/n))
valoszintséggel fog 1étrejonni nagyszamu keverémiivelet utan; pontosabban ez esetben18

2.2)
limk—ooP(IT(k)=0j)=(1/n")(j=1,2,...,n!)

[A (2.1) feltétel teljesiil példaul, ha

J
minden egyes értékére

40
]

Gyakorlatilag a mondottakbdl az kdvetkezik, hogy ha a keverés minden egyes mozdulata véletlenszerti, elvben
minden atrendezést létrehozhat, és ha elég nagyszamui keveré mozdulatot tesziink, akkor indokolt az a feltevés,
hogy a lap ,,jol Gssze van keverve”. Arra a kérdésre, hogy mi értendd ,,elég” nagyszami mozdulaton, itt nem
tériink ki.

Mindenesetre érdemes volt a keverés folyamataval ilyen részletesen foglalkoznunk, hiszen tudvalevéleg a
hamiskartyasok leggyakrabban alkalmazott fogasa éppen a nem kielégit6 keverés. (Lasd az 5-6t is!)

3. 3. A KARTYAK ELOSZLASARA
VONATKOZO FELADATOK

Vizsgaljnuk meg néhany egyszerti példat!

18E tétel specialis esete a valoszinliségszamitas centralis hatareloszlas-tétele topologikus csoportokra vonatkozé altalanositasanak, amely a
Haar-mértékhez valo konvergencidra ad feltételt. L. pl. [2] és [3].
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Péker. A pdkernél minden jatékosnak 5 lapot osztanak ki az 52 lapbol. A jatéknal a kovetkezd figurakat
kiilonboztetik meg:

1. Royal Flush: ha az 5 lap ugyanabbol a szinbdl van, és nagysdg szerint sorban kovetkeznek (az asz
egyarant tekinthet6 1-esnek vagy a kiraly utan kovetkezonek), pl. kér 9, 10, Bubi, Dama, Kiraly.

2. Poker: ha az 5 lap kozott 4 egyforma van (pl. 4 kiraly stb.), az 6todik emellett akarmilyen lehet.

3. Full Hand (vagy Full House): ha az 5 lap koziil 3 egyforma és a masik kett6 is egymassal megegyez6
(pl. harom tizes és két kiraly).

4.  Szin (Couleur): ha az 5 lap egyszinii (pl. mind az 6t treft-lap).

5. Sorozat (szekvencia): ha az 6t lap nagysag szerint sorban kdvetkezik, de nem mind ugyanolyan szind:
pl. treff 5, treff 6, pikk 7, kor 8, kard 9.

6. Harmas: harom megegyez0 lap (pl. harom 7-es), a masik kettd tetszéleges (de nem megegyez0, hiszen
az Full Hand-et jelent).

7. Ket par: két-két megegyez6 lap (pl. két asz, két 6-0s), az 6tddik tetszéleges (de a két partol
kiilonb6z6).

8. Egy par: két megegyezd lap (pl. két dama), a masik 3 tetszéleges, egymastol és a partol kiillonbozo
lap.

E figurak valoszinliségeit konnyen kiszamithatjuk ugy, hogy 0Osszeszamoljuk, hogy egy figura
hanyféleképpen valdsulhat meg, és ezt a szamot elosztjuk 5 lapnak az 52 lapbdl vald Osszes lehetséges
kivalasztasanak szamaval. P1. a poker

130148
-szor valdsulhat meg, mig 52 lapbdl 5 lapot

(525)
-féleképpen valaszthatunk, tehat a poker valosziniisége

(130148/(525))=(13[14811120/5201511501149(148)=(1/4165)=0,000240.

Itt latszolag masként szamoltunk, mint az e¢l6z6 pontban, mert a lapok sorrendjét nem vettiik figyelembe.
Ez az eredményt nem befolyasolja, hiszen 6t lapot

51=120

sorrendben kaphatunk meg, és ha ezt a faktort mind a szdmlalobol, mind a nevez6bdl elhagyjuk, a tort
értéke nem valtozik. Az el6z6 pontban emlitett eljarast kovetve a poker valoszintiségét a kdvetkezoképpen
szamithatjuk ki. Ha pl. 4 jatékos jatszik, és korben osztanak, az elsd helyen iil6 jatékos kapja az els6, az
o6todik, a kilencedik, a tizenharmadik és tizenhetedik lapot. Azoknak a sorrendeknek a szdma, amelyeknél
ezen az 5 helyen 5 meghatarozott lap all megadott sorrendben, nyilvan 47!, hiszen ennyiféleképpen lehet a
tobbi 47 lapot elrendezni a tobbi 47 helyen. Tehat annak valoszintlisége, hogy a jatékosnak pokert osztanak

(1301481151471/521y=(131148/(525))=(1/4165),
azaz igy is ugyanazt az eredményt kapjuk, mint az el6bb. Az dsszes figura valdsziniliségét az alabbi tablazat
adja meg (6 tizedesjegy pontossagig):

Royal Flush
0,000 014
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Poker

0,000 240
Full Hand

0,001 385
Szin

0,001 967
Sorozat

0,003 532
Harmas

0,021 055
Két par

0,047 373
Egy par

0,422 570
Semmilyen figura

0,501 8647
Osszesen:

1,000 000.

A pokernél tehat annal értékesebb egy figura, minél kisebb a valoszinlisége. (Megvaltozhat azonban a
valdsziniiségi sorrend, ha nem 52 lappal jatszunk, vagy ha a csomagban egy vagy tobb joker is van.)

A poker szabdlyai szerint minden jatékosnak, miutan lapjat megnézte (és befizette a bankba a megfeleld
Osszeget), joga van lapjai koziil egyeseket eldobni és helyettiik (ijakat kérni. Mig tehat az elsé leosztasnal

12
-nél valamivel nagyobb a valdsziniisége annak, hogy a jatékos nem kap semmilyen figurat; ha ilyen esetben
5 1j lapot kér, annak valoszintisége, hogy masodszorra sem kap figurat, megint kereken

12
. De mivel a két esemény majdnem fiiggetlen, annak valdsziniisége, hogy a masodik osztas utan sincs egy
jatékosnak semmilyen figuraja, mar csak kb.

1/4
. Ha tehat 3 masik jatékossal jatszom pokert, akkor annak valdsziniisége, hogy ezek koziil egyiknek sincs
még egy parja sem, koriilbeliil19

1/64
; ez azt jelenti, hogy ha csak 1 parom van, szinte biztosra vehetem, hogy a masik harom jatékos koziil
legalabb az egyiknek szintén van egy parja vagy annal jobb lapja.

A lapok felmutatasa esetén tehat 1 parral igen csekély a nyerés valoszinlisége; mas kérdés persze, hogy a
pokerben bloffolni is lehet.

Utalunk itt Jordan K. konyvére [4], amely szamos tovabbi, a pokerjatékkal kapcsolatos
valdszintiségszamitasi feladatot targyal.

B. Bridzs.20 A bridzsnél 52 lapot osztanak szét 4 jatékos kozott, akik koziil a két-két szemben iil6 koalicidban
van. A jaték két részbol all: a licitalasbol és a tényleges lejatszasbol. A licitalasra nézve szamos rendszer
ismeretes. A Culbertson-rendszer szerint (1asd [5]) a jatékosok eldszor értékelik a sajat lapjukat és ennek

19Ezek az események nem teljesen fliggetlenek, de kozel azok; igy nem kovetiink el nagy hibat, ha dsszeszorozzuk a valdszintiségeket.

20A bridzs tulajdonképpen nem szerencsejaték a szd szoros értelmében, hiszen a jatékban a jatékosok tudasa sokkal nagyobb szerepet

jatszik, mint a véletlen. A lapok eloszlasa azonban itt is a véletlentdl fiigg, és igy a briddzsel kapcsolatban is szamos valdszinliségszamitasi

feladat meriil fel.
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alapjan dontik el, hogy mit licitaljanak. Az értékelés az un. ,trick”-ek 0sszeszamlalasabol all, a kovetkezo
szabalyok szerint.

Asz (ugyanolyan szinii kiraly 1 trick
¢és dama nélkiil):

Asz és kiraly (egy szinbél, az 2 trick
uo. szini dama nélkiil):

Asz és dama (egy szinbél, az L5 trick
uo. szini kiraly nélkiil):

Asz, kirdly és dama egy 2,5 trick
szinbdl:
Kiradly (ugyanolyan szinli asz 0,5 trick

¢és dama nélkiil):

Kiradly és dama egy szinbdl 1 trick
(uo. szinti sz nélkiil):

A teljes lap értékét a benne levo trickek 6sszege adja meg. Pl. a kovetkez6 lap:

PIKK: KOR: KARO: TREFF:
ASZ, DAMA, KIRALY, DAMA, 7 8

10,8, 7 DAMA, 4, 3,2

értéke

1,5+1=2,5

trick.

A kiosztott 13 lap értéke a véletlentdl fiiggd szam, tehat valoszintiségi valtozo.
Vizsgaljuk most meg, hogy mi a varhato értéke egy jatékosnak kiosztott lapoknak.21

Ehhez tulajdonképpen ki kellene szamitanunk a lap értékének eloszlasat, tehat, hogy mekkora
valdsziniiséggel lesz az egy jatékos kezében 1év6 13 lap 6sszértéke egyenlé a 0; 0,5; 1; 1,5; 2; 2,5; 3; 3,5; 4,
4,5; 5;5,5; 6; 6,5, 7; 7,5; 8; 8,5, 9; 9,5; 10 szamok mindegyikével. (Konnyen belathatd, hogy ezek a
lehetséges trick-szamok.) Bar ez az Gt sem tl nehéz, itt egy egyszeriibb eljarast fogunk kovetni, amely a
varhatd érték egy jol ismert tulajdonsagan alapszik, mégpedig azon, hogy valdszinliségi valtozok
Osszegének varhato értéke egyenld a tagok varhato értekeinek dsszegével. Jeloljék a négy jatékos lapjainak
teljes értékét rendre

21Egy valoszinliségi valtozo varhaté értékét ugy szamitjuk ki, hogy veszsziik a valtozo lehetséges értékeinek a megfeleld valoszintiségekkel
mint sulyokkal képezett sulyozott kozépértékét; ha tehat a

v

S
valdsziniségi valtozo az

x1x2,...xn
értékeket rendre

pl.p2,..pn
valoszinliséggel veszi fel, akkor varhato értéke

M(E=plxl+p2x2+.. +pnxn.

A varhatd érték jelent6ségét a nagy szamok toérvénye mutatja, amely szerint, ha a valdszinliségi valtozo értékét nagy szami fuggetlen
kisérletnél megfigyeljiik, akkor a megfigyelt értékek szamtani kozepe szinte bizonyosan igen kozel lesz a valdsziniiségi valtozo varhatod
értékéhez.
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01

>

[12

>

03

>

04
. Nyilvanvald, hogy (jol kevert lap esetében) mind a négy jatékos lapjanak varhatd értéke ugyanakkora.
Marmost az els6 jatékos lapjanak trickértéke maga is négy tag dsszege:

C=01 1+ 124013+ 14,
ahol

011

>

012

[113

>

014
azt jelentik, hogy hany trickje van az els6 jatékosnak rendre pikkbdl, kérbdl, karobol és treftbol.

Hasonloképpen bonthato fel 4 tag 6sszegére a masik 3 jatékos lapjanak teljes értéke is:
(12 =[0214+0122+[123+0124, [13 =[131+[132+[133+[134, [14 =[141+[142+[143+[144.
Marmost nyilvanvalo, hogy az

Dij
(

i=1,2,3,4

>

J=1.23.4
) valészintiségi valtozok varhato értékei mind egyenlok, tehat ha kdzos értékiiket

m
-mel jeloljiik, azaz

M(Ui)=m (i,j=1,2,3.4),
akkor a varhat6 érték additivitasa folytan

M(OD)=4m=M(U11+021+031+0141).
Marmost

O11+021+031+041
a pikk szinbdl a négy jatékosnal 1évo trickek Osszege; vagyis azt lattuk be, hogy egy jatékos kezében 1évo
lap varhato értéke egyenld a pikk szinbdl a négy jatékos kezében 1évo trickek dsszegének varhato értékével.
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Ez utébbi mennyiség kiszamitasahoz csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a pikk asz, kiraly és ddma hogyan
oszlik el a 4 jatékos kozott. Ha e 3 lap mindegyike mas jatékosnal van, akkor

O11+021+031+041=1,5

. Ha a pikk asz és a pikk kiraly egy kézben van, de a pikk ddma masnal; vagy ha a pikk asz és a pikk dama
egy kézben van, de a pikk kiraly masnal van; végiil ha a pikk kiraly és a pikk dama egy kézben van, a pikk
4sz masnal, akkor

O11+021+031+0141=2
. Végiil, ha mindharom lap egy kézben van, akkor

14021403 14+0041=2,5

Annak valoszinliségét, hogy a pikk 4sz, kirdly és ddma mdas-mdas jatékosnal van, a kdvetkezdképpen
szamithatjuk ki. Ha a pikk aszt az

A
jatékos kapta, 6 még tovabbi 12 lapot kap, a tdbbi 3 jatékos pedig 39 lapot 51 lap kozil, tehat annak
valdsziniisége, hogy ne

A
kapja a pikk kiralyt,

(39/51)
. Ha a pikk aszt, ill. kiralyt az

A
Al

B
jatékos kapta, akkor annak valosziniisége, hogy a pikk damat

C
vagy

D
kapja, hasonlé meggondolassal

(26/50)

fgy a keresett valosziniiség
(390126/511150)=(169/425)=0,398.

Hasonloképpen lathaté be, hogy annak valdszintisége, hogy a széban forgo lap koziil kettd egy kézben
legyen, de a harmadik masnal legyen

30(12/51)[0(39/50)=(234/425)=0,550.
Végiil annak valdszintisége, hogy a pikk asz, kirdly és ddma egy kézben legyen:

(4(133)/(523))=(22/425)=0,052.
A harom valdszinliség 6sszege természetesen 1-gyel egyenlo:

0,398+0,550+0,052=1
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4.

. Egy jatékos lapjanak varhato értéke ily modon

1,5010,398+2(10,550+2,5[10,052=0,597+1,100+0,130=1,827

, vagyis keritve 1,8. Ez az eredmény alatamasztja a Culbertson-féle licitrendszernek azt a szabalyat, hogy
indulashoz legalabb 2,5 trick sziikséges — hiszen 2 trick még alig jobb az atlagosnal —, mig ha a partner
indult, az emeléshez 1,5 trick is elegendd, vagyis mar egy, az atlagot megkdzelito lap elégséges; hiszen a
két ellenfél lapjanak varhato Gsszértéke 3,6 trick, és mivel

2,5+1,5=4
, az induld partnere mar 1,5 trick esetében szamithat arra, hogy 0 és partnere egyiitt erdsebbek az
ellenfeleiknél.

Egy maésik tanulsagos, bridzsre vonatkozé kérdés a kovetkezd: ha egy jatékosnak a kezében 2 4sz van, mi a
valoszinlisége, hogy a partnerénél van a két hidnyzo asz, illetve, hogy ezek koziil csak egy, vagy egyik
sincs nala? Nyilvan a szoban forgd 2 asz a masik 3 jatékos kezében 1évé 39 lap kozt van, és igy
eloszlasukra

(392)
egyforman val6szinti lehetdség van; ezek koziil az els6 kérdés szempontjabol

(132)
eset kedvez0, tehat annak valdszinlisége, hogy mind a két hianyzo asz a partnernél van

(132)(392)=(6/57).
Annak valoszinlisége, hogy a 2 hianyz6 4sz koziil az egyik van a partnernél

(131126/(392))=(26/57),
mig annak valdszinlisége, hogy egyik sincs a partnernél

((262)/(392))=(25/57).
A 3 valoszinliség Osszege természetesen eggyel egyenlo:

(6+26+25/57)=1.
A bridzs-jaték részletes és kozérthetd valdszinliségszamitasi targyalasa megtalalhato E. Borel és A. Chéron
koényvében [6].

4. JATEKSTRATEGIAK

Az egyszeriség kedvéért ebben a részben a kdvetkezd leegyszeriisitett szerencsejatékra szoritkozunk. Egy
jatékos (nevezziik 6t Péternek) jatszik a bank ellen; a jaték jatszmak sorozatabol all. Minden egyes jatszmaban
Péternek jogaban all eldonteni, hogy mekkora 0sszeget kockaztat; ezt az 6sszeget Péter tétjenek nevezziik. Péter

kotel

es tétjét elore letenni az asztalra, tehat soha nem tehet nagyobb tétet, mint amennyi pénz van nala Gsszesen.

Ezek utan egy véletlen kisérletet hajtanak végre, amelynek két lehetséges kimenetele van, az

A
és az

A

esemény, melyek valdsziniiségei

p
és
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(p+q=1,0<p<1)
. Ha a kisérlet eredményeképpen az

A
esemény kovetkezik be, Péter megtartja a tétjét €s ezen kiviil a bank annyit fizet Péternek, mint amennyi Péter
tétje volt. Ha a kisérlet eredményeképpen az

A
esemény kovetkezik be, Péter tétjét megkapja a bank.

E tipusba tartozik pl. a fej vagy iras jaték, amelynél (szabdlyos érme esetében)

p=(1/2)
, tovabba ide tartozik a rulett, feltéve, hogy Péter mindig a pirosra tesz. Ez esetben, mivel a rulettkorongon 18
piros és 18 fekete pozitiv szam van, tovabba egy zérus, és ha zérus jon ki, akkor a bank nyer,

p=(18/37)

Kozismert, hogy ha

p=(1/2)
, nem létezhet olyan jatékrendszer, amely biztos nyereséget biztositana Péter részére. Egyszeriiség kedvéért
szoritkozzunk a

p=(1/2)
esetre! Legyen

k=+1
,haa

k
-adik jatszmanal Péter nyer (tehat az

A
esemény kovetkezik be) és

k=1
, ha veszit, (tchat az

A
esemény kovetkezik be). Jeldlje

Sk

Péter tétjét a

k

-adik jatszmaban!
Sk

nyilvan fiigghet
01,02,...,0k1
-tol:

Sk=Sk([1,....,01k1)
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Sk
értéke csak nemnegativ szam lehet;

Sk=0
azt jelenti, hogy Péter nem vesz részt a

k
-adik jatszmaban.

Sn#0
és

Sj=0
,ha

J>n
, azt jelenti, hogy Péter az

n
-edik jatszma utan abbahagyja a jatékot.

Ha Péter

N

cres

Sk((11,...,00~1)(k=1,2,...)
nemnegativ fliggvények egy tetszéleges sorozatat értjiik (

S1
egy allando, ahol az

Ui
valtozok mindegyike a

+1
értekeket veheti fel, és ezek a fiiggvények eleget tesznek az

N+Yk=1n0kSk(CI1,...,0k~1)>0
feltételeknek

n=1,2,...)
). Legyen

¢0=N

A
En=N+Sh=1nkSk(11,..., 1k—1)

n=1,2,...)
Osszeg nyilvan megadja, hogy mennyi pénze van Péternek az

n
-edik jatszma utan. A
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én(n=0,1,...)
valdszinlségi valtozok un. martingalt (14sd [7]) alkotnak: ez azt jelenti, hogy

én

varhato6 értéke amellett a feltétel mellett, hogy

E1,E2,.. . ¢n—1
értéke adott, mindig egyenld

én—1
-gyel.

Konnyen belathato, hogy ha

p=(12)
, akkor

M(én)=N

n=1,2,...)

, tehat semmilyen jatékrendszer sem garantal Péter szamara biztos nyereséget. Erdemes réviden foglalkozni a
kovetkezd — szerencsejatékosok kozott a valdszinliségszamitds nem ismerése folytdn népszeri — hibas
,jatékrendszerrel”, amely szerint Péternek addig kell mindig 1 forintot megtennie, amig el6szér nem keriil
nyerésbe: ekkor (1 forint nyereséggel) abba kell hagynia a jatékot. Valdban Ggy latszik, mintha e rendszer
Péternek 1 forint biztos nyereséget garantalna, hiszen (1 valdszintiséggel) elobb vagy utdobb Péter nyerésbe
keriil. Valdjaban azonban ez a jatékrendszer nem nyujt biztos nyereséget. Nyilvanvald ugyanis, hogy ez a
jatékrendszer a fenti definici6 szerint nem megengedett, hiszen ha példaul Péter az els6

N
jatszmaban veszit, vagy az els6

N+2M
jatszma soran Osszesen

N+M
-szer veszit és

M

-szer nyer, ugy, hogy kozben soha sincs nyerésben, akkor nem tudja folytatni a jatékot és igy pozitiv
valdszintiséggel elveszti teljes pénzét. Valojaban Péter varhato nyeresége e jatékban 0, amit kdvetkezdképpen
bizonyithatunk be: Jeldlje

JK(N)

annak a valdszintiségét, hogy Péter el6bb vesziti el mind az

N
forintjat, mintsem

k=N
forint nyereségre tenne szert. Ez esetben, ha

N>2

4.1
SR(NY=(172)fk(N+1)+(1/2)fk(N-1).
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Ugyanis a szoban forgd esemény kétféleképpen kdvetkezhet be: uigy, hogy Péter az els6 jatszmaban veszit, és az
ezutan kovetkezo jaték soran elobb veszti el maradék

N-1
forintjat, mintsem

k=N+1
forintot nyerne; vagy ugy, hogy Péter az els6 jatszmaban nyer, és ezutan el6bb veszti el

N+1
forintjat, mintsem

k—N-1
forintot nyerne.

Konnyen belathat6,22 hogy a (4.1) differencia-egyenlet 6szszes lehetséges megoldasa

JK(N)=AN+B
alaka. Mivel

Jh(0)=1

(hiszen ha Péternek semmi pénze sincs, nem jatszhat €s igy nem is nyerhet) és

Jk(k)y=0

(hiszen ha a jaték kezdetén Péternek mar

k
forintja van, akkor nem is kell jatszania), tehat

22Ezt a kovetkez6képpen bizonyithatjuk be: Ha

JK(N)
eleget tesz (4.1)-nek, akkor

SN N)~(NTE)(fl(k)~f1(0))-fk(0)

is eleget tesz (4.1)-nek és

8(0)=g(k)=0
. Legyen max

&(N)=G=g(N1)
, akkor indukcioval belathato, hogy

g(N14)=G(j=1,2,....,k—=N1)
¢és hasonloképpen

g(N1)=G(j=1,2,...,N1)
, tehat

g(N)=0,
ha

N=0,1,..,k
és igy

fK(N)=AN+B
, ahol

A=(1/k)(fk()-11(0))

€s

B=fk(0)
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JR(N)=1—(NIk)

. A minket érdekld esetben

k=N+1
, tehat

(1/N+1)
annak a valdsziniisége, hogy Péter elobb veszti el mind az

N
forintjat, minthogy 1 forint nyereségre tenne szert. Eszerint Péter jatékrendszere mellett nyereségének varhato
értéke

1(1-(1/N+1))-NTI(1/N+1)=0.

Az elmondottak alapjan Gigy gondolhatna az olvaso, hogy a valdszinliségszamitas a szerencsejatékot jatszot csak
arr6l gybézheti meg, hogyha csupan azért jatszik, mert nyereségre torekszik (és nem azért is, mert a jaték
szorakoztatja), akkor jobban teszi, ha nem is jatszik. Ez azonban nincs igy: ha a jatékos azt kéri a
matematikustol, hogy dolgozzon ki szdmara biztos nyerést garantald jatékrendszert, akkor lehetetlent kivan, és a
matematikus nem segithet rajta. Ha azonban a jatékos elérhetd célt tiiz ki maga elé, a matematikus valaszt adhat
arra a kérdésre, hogy e cél elérésére mi a legjobb ut.

Vizsgaljuk el6szor a kovetkezd kérdést! Péter fej vagy irast jatszik; a jaték kezdetén

N
forintja van, és elhatarozza, hogy addig jatszik, ameddig vagy pénze felndvekszik

M>N
forintra, vagy minden pénzét elveszti. Milyen jatékrendszer mellett lesz annak valosziniisége, hogy nyer,
maximalis? Ha

w=w(N,M)
jeloli annak valoszinliségét, hogy Péter

M
forinttal hagyja abba a jatékot, mivel Péter

N
forintnal tobbet nem veszthet és nyereségének varhato értéke 0 kell, hogy legyen, tehat

W(M-N)—(1-w)N=wM-N<0
, vagyis

w<(N/M)
kell, hogy legyen. Kérdés, milyen jatékrendszer mellett lehet elérni, hogy a nyerés valdszintlisége

w=(N/M)
legyen?

Nevezziik ,,merész” stratégianak azt, amikor Péter mindaddig egész pénzét egyszerre megteszi tétként, amig
pénze

<(M/2)
, mig ha pénze

x>(M/2)
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, de

x<M
, akkor csak

(M—x)
-et tesz meg, vagyis pontosan annyit, hogy ha a kovetkez0 jatszmaban nyer, akkor éppen elérje a célul kitlzott

M
forintot. Példaul ha

N=1
és

M=10
, akkor Péter a kovetkezOképpen jatszik: az elsd jatszmaban 1 forintot tesz meg: ha veszit, kénytelen abbahagyni
a jatékot; ha nyer, most mar 2 forintja lesz.

L)

_ax
.-"'-. 1
_.-"'- i LY
- / \
L~ Jr-" A
.___.-'" / \".
I - 2 Ll = = |}
\'-. .-""'.-- _.a-"'P-r
1 o -
1'5" .-..__,.-' e
= o al
- e
_"Ill( '-.___.-" . ____.—-
P
i}

. dbra

Ez esetben a masodik jatszmaban 2 forintot tesz meg: ha veszit, banatosan tavozik; mig ha nyer, akkor a
kovetkezo jatszmaban jbol egész pénzét (tehat most 4 forintot) tesz meg. Ha veszit, iires zsebbel hazamegy; ha
nyer, akkor mar 8 forintja van; most mar csak 2 forintot tesz meg, igy ha nyer, maris elérte a 10 forintot és igy
abbahagyja a jatékot; de ha veszit, akkor is marad 6 forintja és igy még tudja folytatni a jatékot: megtesz 4
forintot, ha nyer, megvan a 10 forintja, és igy 6rommel tavozik; ha veszit, még marad 2 forintja, és azt a
kovetkezé jatszmaban megteheti, és igy tovabb. E szampéldaban Péter pénzének alakulasat a kovetkezd
iranyitott graf mutatja, amelyben minden pontbdl 2 él vezet ki és mindkét élen valo tovabbhaladas valdsziniisége

(1/2)
.Ha

pi

jeloli annak valoszintiségét, hogy az
i

pontbol

(=1,2,4,6,8)

a jatékos a

10.
pontba jut, nyilvanvaldan fennallnak a kdvetkez6 egyenletek:
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P8 =(1/2)+(1/2)1p6 p6 =(1/2)+(1/2)[1p2 p4 =(1/2)p8 p2 =(1/2)p4 p1 =(1/2)p2.

Ez az 5 egyenletbdl 4all6 linearis egyenletrendszer megoldhaté (ugyanis a determinansa nem O0).
Behelyettesitéssel nyerjiik, hogy

p2=2pl

E

p4=4pl

>

p8=8pl
, tovabba

16pl1-p6=1

E

p6-pl1=(1/2)
; ebbdl

p1=(1/10)
és igy
pi=(i/10)

(1=1,2,4,6,8)

Tehat

w(1,10)=(1/10)
. Hasonloképpen szamithato ki

w(NV,M)
,ha

N
és
M

tetszOleges pozitiv szamok,

N<M
és

(M/N)

racionalis. Ha azonban

N
és

M>N
igen nagy szamok, ez a modszer nem célravezetd, mert igen sok egyenletbdl allo egyenletrendszerre vezet. Ezért
az altalanos esetben mas bizonyitasi modszert célszerti alkalmaznunk.

Altalaban igaz, hogy ha
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N
és

M
tetszbleges pozitiv (nem feltétleniil egész) szamok és

N<M
, akkor

w(N,M)=(N/M)
. Ezt a kovetkez6képpen lathatjuk be. Nyilvan feltehetjiik, hogy

M=1
és

0<N<1
, hiszen valaszthatjuk

M
-et a pénz egységeként. Legyen

W(N,1)=AN)

(0<N<1)
! Nyilvan fennall a kovetkezo egyenlet

4.2)

= {(1/2)/2x), ha 0<x<(1/2) / (1/2)+(1/2)fi2x-1), ha
(1/2)<x<l1

Ezt a figgvényegyenletet hasonldé modszerrel oldjuk meg, mint az elébb (4.1)-et. Legyen

g()=flx)—x
, akkor

gx)
nyilvan eleget tesz a

(4.3)

g(x)={(1/2)g(2x), ha 0=x<(1/2)/ (1/2)g(2x-1), ha
(172)=x<1

egyenletnek.

Marmost

g(x)
korlatos,

—1<(x)=<1
, hiszen

fx)

valdsziniiség és igy
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0<fin)<1
. Legyen

G=sup0<x<1g(x)
és

xn
egy olyan szamsorozat, amelyre

limn—oog(xn)=G

Az

xn
(korlatos) sorozatbdl kivalaszthatd egy konvergens részsorozat: jeldljiik ezt

n
-nel, akkor tehat

limn—ooyn=y és limn—oog(yn)=G.
Ha

0<yn=(1/2)
végtelen sok

n
-re, akkor (4.3) szerint

G=limn—oog(yn)<(1/2)limn—oosupg(2yn)<(G/2),
ha viszont

(172)=yn<1
végtelen sok

n
-re, akkor

G=limn—oog(yn)<(1/2)limn—oosupg(2yn—1)<(G/2),
tehat mindenképpen

G<(G/2)

, azaz

G=<0

Legyen most

g=inf0<x<1g(x)
. Hasonl6 meggondolassal belathato, hogy

g0
; de ez azt jelenti, hogy
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2=G=0
, vagyis
g(x)=0
és igy
fx)=x

, amit bizonyitani akartunk.

Megjegyzendd, hogy a fej vagy iras jaték esetében minden olyan stratégianal, amelynél Péter 1 valoszinliséggel
véges sok 1épésben vagy elveszti az dsszes pénzét, vagy eléri a célul kitlizott nyereséget, ugyanannyi a nyerés
valoszinlsége, mint a fent targyalt ,,merész” stratégianal.

Vizsgaljunk azonban most egy olyan jatékot, amelynél minden egyes jatszmaban Péter

p
valészinliséggel megnyeri a tétjét és

q=1-p
valdsziniiséggel elveszti, ahol

0<p<(1/2)
. (Ilyen jaték pl. a rulett, ha Péter mindig a pirosra tesz, amely esetben, mint lattuk,

p=(18/37)
). Ebben az esetben mar nem mindegy, hogy Péter milyen stratégiat alkalmaz, és a ,,merész” stratégia valéban
optimalis. Tegyiik fel megint, hogy Péternek a jatek kezdetén

x
pénze van, ahol

O<x<1
, és célja az, hogy pénze 1-re ndvekedjék fel. Jeldlje

glx.p)
annak a valoszinliségét, hogy Péter eléri a céljat, ha a ,merész” stratégiat alkalmazza. Ugyanazzal a
meggondolassal, amely a

p=(1/2)
esetében a (4.2) fliggvényegyenletre vezetett, azt nyerjiik, hogy

gx.p)
az alabbi fiiggvényegyenletnek tesz eleget:

(4.4)

g(x,p)={pg(2x,p), ha 0=x<(1/2)/ p+(1-p)g(2x-1,p)
ha (1/2)<x<1,

tovabba eleget tesz a

g(0,p)=0
és

g(l.p)=1
feltételeknek. Az a meggondolés, amellyel belattuk, hogy a (4.2)-nek eleget tevd
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Jx)

fiiggvény azonos

X
-szel, (4.4)-re alkalmazva arra az eredményre vezet, hogy a (4.4) fliggvényegyenletnek csak egy, a

g(0,p)=0,

g(lp)=1
mellékfeltételeknek eleget tevé megoldasa van. (Ezt egyébként el6szor G. de Rham bizonyitotta be, 1. [10].)

Marmost a (4.4) fliggvényegyenlet egy megoldasat a kovetkez6képpen konstrualhatjuk meg: legyenek

¢LE2,...

fiiggetlen valoszintiségi valtozok, amelyek a 0 és 1 értékeket

p
és

l-p

valosziniséggel veszik fel. Legyen

n=y.n=1oo(¢n/2n)
és jelolje
Fp(x)

az

n
valdszintliségi valtozo eloszlasfiiggvényét! Akkor egyszertien belathato, hogy

Fp(x)
cleget tesz az

Fp(x)={pFp(2x), ha 0=x<(1/2) / p+(1-p)Fp(2x—1), ha (1/2)<x<1
fiiggvényegyenletnek és az

Fp(0)=0

b

Fp(1)=1
feltételeknek. Igy tehat

Fp(x)=g(x,p)
.Azta

up(4)
mértéket a

(0,1)
intervallum Borel-halmazain, amelyre

up(la,by=Fp(b)-Fp(a)
,ha

0<a<b<1
, ahol
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la,b
az

a<x<b

intervallumot jeloli, a kovetkez6képpen is jellemezhetjiik: a

(0,(1/2))
intervallum mértéke

p
,az

((172),1)

intervallumé

I-p
A

(0,(1/2))

intervallumra juto

p
mértéket

pi(1-p)
aranyban osztjuk el a

(0,(1/4))
és

((1/4),(1/2))

részintervallumokra, hasonléképpen jarunk el az

((1/2),1)

intervallummal és igy tovabb. Igy tehat a
((k/2n),(k+1/2m))

(k=0,1,...,2n-1)
intervallumok koziil

(nl)

szamu intervallumnak a mértéke

pl(1-p)n-I
lesz

(I=0,1,...,n)
Az

Fp(x)
figgvényrél konnyen ki lehet mutatni, hogy szigordan monoton névekvd, folytonos és szingularis fiiggvény,
tehat derivaltja majdnem mindeniitt 0. A

upl
és
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up2
mértékek ortogonalisak, ha

pl#p2
. Nyilvan

ul2
a kozonséges Lebesgue-féle mértékkel azonos, mivel

F12(x)=g(x,(1/2))=x

(0=x<1)

Azt, hogy a

p<(1/2)

esetben mar nem mindegy, hogy milyen stratégiat alkalmaz valaki, €s hogy a ,,merész” stratégia optimalis, nem
fogjuk itt altalanosan bebizonyitani, csak egy szdmpéldaval illusztraljuk. Tegyiik fel, hogy Péter 25 Ft-tal il le
rulettezni

(p=(18/37))
és célja az, hogy 100 Ft-ra tegyen szert, és a merész stratégiat alkalmazza. Ez esetben akkor és csak akkor fogja
elérni céljat, ha megnyeri az els6 két jatszmat, és ennek a valosziniisége

p2=0,2366...
. Marmost nézziik meg, mi Péter nyerési esélye, ha azt az 6vatosabb stratégiat alkalmazza, és mindig csak 25
Ft-ot tesz meg. Konnyi belatni, hogy ez esetben Péter csak

(p3/1-2p+2p2)
valoszintséggel éri el céljat, és

(p3/1-2p+2p2)<p2
,ha

p<(1/2)
; hiszen

P2—(p3/1-2p+2p2)=(p2(1-p)(1-2p)/p2+(1-p)2)>0

Specialisan, ha

p=(18/37)
, akkor

(p3/1-2p+2p2)=0,2301...
, tehat Péter nyerési esélye a ,,merész” stratégia mellett tobb, mint

23,5%
, mig az ,,0vatos” stratégia mellett kevesebb.

A most targyalt problémahoz hasonld altalanosabb kérdések vizsgalataval foglalkozik L. E. Dubbins és L. J.
Savage konyve [8].

225



5. EGY MATEMATIKUS HARCA
A JATEKKASZINOK ELLEN

5. 5. EGY MATEMATIKUS HARCA A
JATEKKASZINOK ELLEN

Befejezésiil egy igen érdekes esetrdl szamolunk be, amely jol mutatja, hogy mire képes a szerencsejatékok
matematikai elmélete és mire nem. Edward O. Thorp amerikai matematikus évekkel ezel6tt, amikor a Los
Angeles-i egyetemen tanitott, a téli sziinidében néhany napot toltott Las Vegasban és ennek soran ellatogatott az
egyik jatékkaszindba, ahol huszonegyest jatszott — és természetesen vesztett. Ezen bosszankodva gondolkodni
kezdett azon, hogy a huszonegyes jatéknal (tigy, ahogy azt a nevadai jatékkaszinokban jatsszak23) mi a legjobb
stratégia egy jatékos részére.

Tudvalevéleg a huszonegyesnél az ,,0szt6” (a kaszino alkalmazottja) minden jatékosnak egy jol megkevert 52
lapos kartyabol 2-2 lapot oszt ki: a jatékosok lapjaikat nem mutatjak meg az osztonak. Az ,,0szt6” dnmaganak is
oszt 2 lapot, de ezek koziil az els6t kdteles megmutatni a jatékosoknak. A lapokat a kovetkez6képpen értékelik:
minden figura (bub, dama, kiraly) 10 pontot ér, a tdbbi lap az asz kivételével annyit, amennyi rd van irva (tehat
pl. a hetes hét pontot). Az aszt minden jatékos szabad elhatarozassal értékelheti 1-esnek vagy 11-esnek. A
jatékban az nyer, akinek lapjai pontértékeinek dsszege legjobban megkdzeliti a 21-et anélkiil, hogy tallépné azt.

Minden jatékosnak joga van lapjainak megnézése utan anynyi tjabb lapot kérni, ahanyat csak akar; de ha
lapjainak pontdsszege meghaladja a 21-et, koteles lapjait felmutatni és kiesik a jatékbol. Az ,,0szt6” dnmaganak
is oszthat Gjabb lapokat. A jatékosok tétjeiket megadott alsé és felsd korlat kozott szabadon vélaszthatjdk meg.
Minden jatékos kiilon jatszik az ,,0szt6” ellen. Ha a jatékos lapja jobb, mint az osztoé, akkor a jatékos
ugyanannyit nyer, mint amennyi a tétje volt; ha rosszabb, elveszti tétjét; ha viszont egyformak (pl. mindkettdé
21), pénz nem cserél gazdat.

Az oszté nagy elénye abban all, hogy a jatékos minden esetben koteles felmutatni lapjait, és igy ha azok
Osszértéke meghaladja a 21-et, tétjét mindenképpen elveszti; akkor is, ha az osztd lapjainak Osszértéke is
meghaladja a 21-et; ez ugyanis esetleg ki sem dertil, mivel ha minden jatékos eldobta a lapjait, az osztonak nem
kell megmutatnia a sajatjat, csak beseperi a téteket.

Thorp megfigyelte, hogy a kaszindk egész szigoru szabdlyokkal eldirjak alkalmazottaiknak, hogy milyen
rendszer szerint kell jatszaniuk,24 igy pl. el6irjak, hogy ha az oszt6 lapjainak dsszértéke eléri vagy meghaladja a
17-et, nem szabad Gjabb lapot osztania maganak. Thorp gy gondolta, hogy az a tény, hogy a jatékost
semmilyen merev szabaly nem koti és — ellentétben az osztoval — nem koteles elsd lapjat felmutatni; tovabba,
hogy a tét Gsszegét ¢ valaszthatja meg, elvileg lehetévé teszi nyerd rendszer kidolgozasat az osztd fent emlitett
elénye ellenére is. Ezt foként arra alapozta, hogy akkoriban — a jaték meggyorsitiasa érdekében — a nevadai
kaszinokban az volt a szokés, hogy az oszté nem keverte meg a lapot minden jatszma utan, hanem addig
hasznalt egy csomag kartyat, amig az el nem fogyott, és csak azutan szedte dssze és keverte meg az elhasznalt
lapokat. Ilyen modon az a jatékos, aki megjegyzi, hogy mar milyen lapok ,,mentek ki”, és ennek alapjan
rendelkezésre allo informaciot hogyan hasznalja fel. Ehhez a jatékosnak nyilvan az egyes lapok kihuzasanak
feltételes valoszintiségeit kell figyelembe vennie nem teljes kartyacsomag esetén, és ezek alapjan tudja
hiszen pillanatok alatt kell dontenie, hogy kér-e még tovabbi lapot vagy sem. Thorp nem sajnalta a faradsdgot és
— a Massachusetts Institute of Technology IBM 704-es elektronikus szamitogépének segitségével —
kidolgozott25 egy konnyen megjegyezhetd stratégiat, amely a jatékosnak néhany szazalék eldnyt biztosit a
kaszinoval szemben. Az Amerikai Matematikai Tarsulat 1960-ban Washingtonban tartott talalkozojan eldadast
tartott szamitasairdl. Az eléadas nagy feltiinést keltett és néhany nap mulva egy iizletembertdl levelet kapott, aki

23Az Amerikai Egyesiilt Allamok tobbi tagallamaban jatékkaszinok nem miikodhetnek legalisan. Nevadiban azonban ezt megengedik a
torvények.

24A merev szabalyok elbirasaval probalja a kaszind megakadalyozni, hogy alkalmazottai Osszejatszanak a jatékosokkal és —
nyereségrészesedés ellenében — a kaszind rovasara szandékosan veszitsenek.

25A szamitas a gép 3 Orajat vette igénybe.
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100 000

dollart ajanlott fel neki arra a célra, hogy rendszerét a gyakorlatban kiprobalja. Thorp elfogadta az ajanlatot és —
rendszerét betanulva — elutazott Nevadaba, hogy kisérletet tegyen. A kisérlet fényesen sikeriilt: 2 ora leforgasa
alatt

17 000

dollart nyert. A kaszino tulajdonosa persze tavolrdl sem lelkesedett annyira a tudomanyos kisérlet sikeréért, mint
Thorp és tarsa, és masnap kiilonb6z6 kifogasokkal megakadalyoztak dket abban, hogy tjra jatszanak. Késobb
Thorp mas kaszindkban is probalkozott, de a hire mindeniitt el6tte jart és minden kaszind bezarta eltte ajtoit.
Néhanyszor alszakallal vagy kinainak maszkirozva sikeriilt a jatékasztalhoz jutnia; de akarhogy is valtoztatta el
az arcat, elarulta 6t az, hogy allandéan nyert. Igy tehat rendszerének gyakorlati felhasznalasat abba kellett
hagynia. Azzal bosszulta meg magat az 6t kiutasitd kaszindkon, hogy rendszerét konyv alakban megirta és
kiadta (lasd [9]). E konyv alapjan olyan sokan tanultdk meg a nyerd stratégiat, hogy a nevadai kaszinok
kénytelenek voltak gydkeresen megvaltoztatni a jatékszabalyokat. A valtoztatas tobbek kozott abban allt, hogy
ma mar minden jatszma utdn Ujra kevernek; ezzel kihuztdk a talajt a stratégia laba alol. Ily modon
visszajutottunk oda, ahonnan kiindultunk: a kartyak keverésének jelentoségéhez.
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BUVOS NEGYZETEK

BAKOS TIBOR

A Dbivos négyzet érdekes, sok szabalyszeriiséget mutatd szamelrendezés. Egy négyzetet az oldalaival
parhuzamos egyenesekkel bizonyos szamu sorra és ugyanannyi oszlopra osztunk fel, majd a kovetkezo feladatot
tlizziik ki: toltsikk meg ezt az abrat egymas utani természetes szamokkal ugy, hogy minden kis mezdbe egy szam
jusson, és a szdmok Osszege minden sorban, minden oszlopban és mindkét atlé mentén ugyanannyi legyen.
Ebben a mai ember szamara mar csak a magas fok rend az érdekesség: a kiilonboz6 vonalakon mas-mas
szamok allnak egyiitt, és az 0sszeg mégis mindig ugyanaz. Tetszik ez, ¢s a siker reménye a megoldasra 6sztonoz
benniinket. A régieckben azonban mas érzelmeket is kivaltott egy-egy bilivés négyzet szemlélete: tiszteletet
parancsolt, félelmet keltett, biivészetnek latszott. Innen ered az elnevezés is. Némelyek példaul hasznot huztak a
blivos négyzettel diszitett, a ,,bajoktol megvédd” kis amulettek arusitasabol. Egyeseket boszorkanysaggal
vadoltak és fogsagba is vetettek ilyen szamosszeallitasok készitéséért.

Pedig nincs a biivos négyzetekben semmi biivészet, csak érteni kell a szabélyszeriiségekhez. Es ha ez mar
blivészet, akkor barki megtanulhatja. Valoban, az ugynevezett biivészek is mindig csupan kevésbé ismert
természeti torvények alapjan végzett mutatvanyokkal keltettek csodalatot nézdikben. Ezért nincs sziikség a nem
egészen szerencsés ,,blivos négyzet” elnevezés megvaltoztatasara.

Az egyre tobb és tobb szamot felhasznalo blivos négyzetek tanulmanyozasahoz csak ezzel az elhatarozassal
foghatunk hozza: nem akarunk a terjedelmiik miatt mar farasztd dsszeaddsokban gyonyorkddni, hanem mindig
igyeksziink lehetdleg kevés munkaval eredményre jutni, miutan a kevesebb szamot felhasznalé eredményeknek
magyarazatat adtuk.

Szamos régi, a matematikaval szoérakoztatni kivand konyv csak kész biivos négyzeteket, képzési ,,recepteket”
kozolt. Ez is érdekes; de kiillonb szoérakozas érteni is, mit, miért csindlunk! Kis részben mi is a kozlésre
kényszeriiliink, de kérjiik az olvasot, ne ugorja at a magyarazo, bizonyit6 részleteket se, vagy kell pihend utan,
napok multaval térjen vissza hozzajuk, amikor mar hozzaszokott az érdekességekhez. Ugyanis az elmélyiilések
gyakran ujabb sikerek el6készitoi. Kivanjuk, hogy az ilyen részletek még tobb szoérakozast nyljtsanak szamara,
€s ujabb problémak felvetését jelentsék. A problémakdr szinte kifogyhatatlan. Itt a régi eredményekbdl is csak
izelit6t adhatunk, és mar ezekhez is sok tovabbi, konnyen felfedezhetd érdekesség kapcsolodik. Az sem baj, ha
felfedezéstinkrdl kideriil, hogy mar masok is ratalaltak. J6 tudni viszont, hogy ijabb és tjabb efféle problémak
mai matematikusokat is foglalkoztatnak, és hogy a legutobbi id6kben is szamos érdekes eredmény sziiletett.

A sorok és oszlopok egyezd szamat a biivos négyzet rendszamdanak szokéds nevezni. Latni fogjuk — vagy
legalabbis sejteni —, hogy 3-t0l kezdve minden rendszdmhoz lehet biivos négyzetet képezni. (Masodrendl biivos
négyzet nyilvanvaléan lehetetlen.) A képzés 1ényeges kiilonbségeket mutat aszerint, hogy a rendszam paros
vagy paratlan. Elsonek mindkét fajtabol a legkisebb rendszamut vessziik, a harmad- és a negyedrendi biivos
négyzeteket, majd nagyobb rendszamu biivos négyzet képzésére adunk utmutatast. Az §sszes megoldast csak a
3-as rendszamra adhatjuk meg, mert mar negyedrendii négyzet is 7040 van, az 6todrendiiektdl kezdve pedig
szamuk ez ideig még nem is ismeretes.

A legegyszeriibb biivos négyzet 3 sorral és 3 oszloppal az

1,2,3,4,5,6,7,8,9
szamokbol épiil fel. Osszegiik 45, igy mindegyik soron, oszlopon és atlon — réviden: mindegyik vonalon — 15-6t
kell 6sszegként kapnunk, ez lesz négyzetiink un. biivés dallandoja.
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Ezt tudva bizonyéara tobben gondolnak az egyes szamoknak egyenletrendszerrel valé meghatarozasara. Azonban
az 1. abra szerint jelolt 9 ismeretlenre csak 8 egyenletet irhatunk fel, a 3 sor, a 3 oszlop és a 2 4tlo

kovetelményét:
(1) x+v+z =13, 4y x+u+r= 135, (/) x+v+i =15,
(2) n+v+w= 13, (5) v+v+s= 15, (8) z+v+r = 15.
(3) r+s+1 =15, (6) z4+w+t =15,

Sé6t az oszlopok és sorok sszegét el6ird (1)—(6) egyenletek koziil egyet el is kell vetniink, mint ami nem mond
ujat. Ugyanis pl. a (6) egyenlet kdvetkezik (1)—(5)-bol, hiszen az (1)—(3) egyenleteket dsszeadva visszakapjuk,
hogy a 9 ismeretlen dsszege 45, és ebbdl elvéve (4) és (5) Osszegét, visszamarad a (6) egyenlet. (6)-ot elhagyva
a tobbi 7 egyenlet fliggetlen rendszert alkot, egyikbdl sem kdvetkezik a masik. Csakhogy ennyi kevés 9
ismeretlen meghatarozasara, amint ezt a 2—6. abrak példai is mutatjak. Ezek minden eldirt vonalan 15 az dsszeg,
de tobb abran egyenld szamok lépnek fel; ahol pedig csupa kiilonbdzé szamot latunk, ott nem az eldirt szamok
szerepelnek. A felirt dsszeg-kovetelményeket az eldirtaktol killonbozé szamok is teljesithetik. Az eldirt szamok
szerepeltetésenek kovetelményét viszont nem lehet egyenletben felirni. Nem is a beirandd szdmok az
ismeretlenek, hanem a helyzetiik.

5 5 5 4 6 5 5 1.5 85
55 5 6 5 4 B3 5 1.5
5 5 5 5 4 6 1,3 85 5
2. idbra 3. abra 4. dbra

56 6,2 3.2 56 549 35

26 5 74 29 5 Tl

hou 38 4.4 6.5 4.1 44

3. dbra 6. dbra

Valami mégis kihozhat6 egyenletrendszeriinkbdl: az, hogy a k6zépsd szam csak

v=>5
lehet. Ugyanis a kozéps6 mezén atmend 4 vonal sszege a (2), (5), (7) és (8) egyenletekbdl:

(utw)yHts)+(eto)+(z+r)+4v=060,
masrészt a 3 sor 0sszege az (1), (2) és (3) egyenletekbdl:

xtytzrutviwtrts+=45,
¢és ezt az elobbi Osszegbdl kivonva

3v=15

E

v=>5
. (Az 5-06s az el6irt szamok nagysag szerinti sorrendjében is kdzépen all.)

Célszer(i a hatralévo 8 szamon egyeldre csak paros vagy paratlan voltukat nézni. Mindegyik fajtabol 4 van: 2, 4,
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6 és 8, illetéleg 1, 3, 7, 9. Probalkozzunk a paratlanok elhelyezésével! Az elsének elhelyezett paratlan szamot az
1. abran

X
helyére téve, az innen kiinduld atld6 — az Un. fddtlo — masik sarokmezejére ugyancsak paratlan szamot kell
tenniink, mert

x
és 5 Osszege paros, és ezt 15-re, paratlan 0sszegre csak paratlan szdm egészitheti ki. Most azonban a harmadik
paratlan szamot akarmelyik mezOre probalva hasonldoan adodik, hogy minden mezdre paratlan szamot kell
irnunk. PL

s
helyére téve a harmadik paratlant, az also sor miatt

p
, a k6zEépso oszlop miatt

y
is paratlan, és maris 5 paratlant helyeztiink volna el.

Eszerint, ha egyaltalan van harmadrendii bivés négyzet az 1-9 szamokbol, annak sarkan nem allhat paratlan
szam. Mas szoval: sarkon csak paros szam allhat. Legyen pl.

x=8

- igy

=2

, ekkor a 4 és 6 paros szamok elhelyezésére a masik atldo — az un. mellékatlo — végein két lehetdség van; legyen
pl.

r=4
, 1gy

z=6

. Ezzel a széls6 vonalak egy-egy mez0 hijan be vannak tdltve, iires mezejiik szdma az 6sszeg-kdvetelménybol
kiszamithato. Ezekre éppen az eldirt négy paratlan szam keril (7. abra), és egy csapasra a kozépsd sor és a
kozéps6 oszlop Osszege is 15.

81 6
4 9 2
7 iibra

Kinaban talaltak olyan, fémlemezbdl késziilt régi amulettet, amelyre ezt a blivos négyzetet nem szamjegyekkel
vésték ra, hanem a mezokbe megfelel6 szamu lyukat fartak (8. dbra).
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M. dbra

igy a lemez barmelyik élére allitva olvashato, akar hatulrdl is, mintha tiikorben szemlélnénk. Vagyis egyetlen
blivos négyzetbdl a négyzetlap szimmetriai révén 8 biivos négyzetet kapunk.

A sarokmezdk mas betdltésével probalkozva mar nem kapunk kilencedik blivos négyzetet. Hiszen pl. megtartva

x=8
és

=2
értékét és

-ot,

z=4
-et véve ugyanazt kapjuk, amit lemeziinkr6l a féatlé koriili megforditassal is leolvashatunk.

X
megvalasztasara a 2, 4, 6, 8 szamokbol 4 lehetdség van, ebbdl mindig

t
is megkaphato,

p
-re pedig a hatralevo két paros szambol 2 lehetdség van, tehat a szamitas is

4712=8
blivos négyzetet ad.

(Ha mar tudjuk, hogy paratlan szamaink csak oldalkdzépen allhatnak, ligyetlenség lenne ragaszkodni ahhoz,
hogy eldbb ezeket helyezziik el. Akkor ugyanis minden sz¢ls6 vonalon csak egy ismert szdmunk lenne, és a
sarkokra keriil6 szamokat egyenletrendszerrel kellene kiszamitanunk.)

A kész négyzeteket szemlélve az is feltlinik, hogy a szemben fekvd csucs-parokon, oldalkézép-parokon allo
két-két szam Osszege mindig 10, és az ilyen szamparok mar az eredeti felsorolasban is az 5-Osre mint
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kozéppontra nézve tiikrosen helyezkednek el, pl. 2 és 8. Az 6sszeg értéke természetes:

15-=15-5=10
; hozzatehetjiik viszont, hogy a szamparok tiikros elhelyezkedése feltiinhet mar a 9. abran,
1 2 3
4 5 6
7 89
Q. dibra

szamaink Un. alapadllasaban is. Szokas az eredeti felsorolas eldlrél és hatulrdl szamitott ugyanannyiadik tagjat —
pl. a 2-t és 8-at — egymas szamtanilag, aritmetikailag tikkros parjanak nevezni. Igy azt mondhatjuk: az el8irt
szamok aritmetikailag tiikros parjai a blivos négyzetben a kozépmezdre nézve geometriailag tikrosen
helyezkednek el, a par nélkiil allo 5-6s pedig a tiikrds par nélkiili mezon, a kozépmezon.

Ezek utan mar kissé fanyarul fogadjuk az innen adodo felfedezést: harmadrendl biivos négyzet minden szama
helyére aritmetikailag tiikros parjat irva ismét biivos négyzetet kapunk — hiszen mar tudjuk, hogy nincs tobb
harmadrendii biivos négyzet. — Ez igaz, nagyobb rendszam mellett azonban majd ez a fogés is adhat egy biivos
négyzetbdl ujat.

Két mas elindulds a harmadrendii biivos négyzetek felé. Vegyliik figyelembe egyidejiien a szerepeltetési és
az Osszeg-kovetelményeket! Allitsuk 6ssze elirt szamainkbol az 6sszes 3 tagu, 15-6s dsszegii kombinaciokat! A
blivos négyzet mindegyik vonalan egy ilyennek kell allnia, maga a blivds négyzet ezeknek mintegy az
Osszeszovése. Konnyi belatni, hogy csak a kovetkezd 8 kombinacio megfeleld:

| 14549, IV 245 +8, VIl 3+5+7,
I 1+6+5, YV 2+64+7 VI 4+53+6.
11 24449, VI 344 +5

Eppen 8 biivos vonalat kell kialakitanunk, tehat mindegyik kombinacié fellép egy vonalon.

Vizsgaljuk meg, kombinacioink mely parjaiban fordul elé kozos szam. Nyilvanvalo, hogy egymast csak olyan
két kombinacio keresztezheti, amelyekben van kdzos szam; masrészt parhuzamosan csak olyanok allhatnak,
amelyekben nincs ilyen. A k6z0s szamot — ha van — tablazatunk tiinteti fel

I I [ v v VI VII VII

I x 1 9 5 5 5

m | X ) i ) 3]
nr o X 2 2 4
IV 5 8 2 2 3 3 3

W {1 2 2 X 7 b
W ] 4 ] X i |
VI 5 D 7 A X 5
VIIT 5 6 4 5 £ 4 5 X

(egynél tobb kozos szam persze nem lehet). A IV és VIII kombindcidnak minden masikkal van kozds szama,
ezért csak olyan vonalra tehetdk, amellyel parhuzamosan nem fut vonal, vagyis az atlokra. K6zos szamuk az
5-0s, csak az allhat kdzépen. (A befejezést ebbdl az allapotbol mar fentebb lattuk.)

Egy kis statisztikaval is megsejthetjiik a megoldast. A sarokmez6k 3 kovetelményben szerepelnek: egy sorban,
egy oszlopban ¢és egy atloban; a kdzépmez6 4, az oldalkézepek 2 kdvetelményben. Fenti kombinacidinkban
viszont az 5-0s szdm négyszer fordul eld, a paros szamok haromszor, a tobbi paratlan kétszer. Ebbdl adodik,
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hogy csak gy érdemes probalkoznunk, hogy kdzépre az 5-0st allitjuk és a sarkokra a paros szamokat.

Negyedrendii biivos négyzetben az 1-t8] 16-ig terjedd szamokkal minden vonalon 34-et kell kapnunk, ennyi az
Osszegiik negyedrésze. Fentebbi eljarasaink atvétele azonban nehézségeket igér: az elsd eljaras mintajara 16
ismeretleniink, 10 biivés vonalunk, 9 fiiggetlen egyenletiink lenne, €s nem lenne az 5-6sre emlékeztetd fix szam,
hiszen — ha van megoldds — a megfeleld amulettlemez elforgatdsa minden szdmot elmozdit. A kombinalo
eljarasok mintajara gondolva szamaink 34-es Gsszegli, négytagi kombinacioinak szama (az elébbi 8 helyén) 86.
Meégse csiliggedjiink, itt 880 kiilonb6z6 lemez-amulettet lehetne kifurni. (Ezek tarthatok 7040 allasban.)

Szamaink alapallasat szemlélve (10. abra)

| 2 3 4
5 6 7 8
o 10 11 12
13 14 15 16

1), éibra

azt mondhatnank: induljunk ki abbol, hogy mindkét atlo 6sszege maris 34. — De jok voltak a harmadrenda
alapallas atloi is (9. abra), s6t még kozépso sora és oszlopa is, mégsem maradt a helyén, csak az 5-6s! Nézziik
hat, hol és mennyit kell elvenni, hozzatenni. Az 1. sor 6sszege 10, tehat hidnya 24, a 2. sor hidnya 8, tovabb mar
tobbletek vannak: ismét 8 és ismét 24. Cseréljiik hat a 2-est az also sorban alatta allo 14-essel; kiillonbségiik 12,
ennyivel csdkken a cserével a hidny is, a tobblet is. A mondott hidnyok és tobbletek egyszerre eltiinnek, ha még
az egymas folott allo 3, 15, az 5, 9 és a 8, 12 szamparokat is megcseréljiik. Hasonloan az egymas utani
oszlopokban 6 és 2 egységnyi hiany van, majd meg 2 és 6 egységnyi toblet, és ez mind eltiinik a kdvetkezd négy
paros cserével: 9, 12; 5, 8; 14, 15; 2, 3; melyeknek tagjai — az elébbi cserék utan is — ugyanabban a sorban
allnak, tehat cseréik az elébb elért helyes sordsszegeket nem rontjak el. Kész!

A kapott 11. abra a legegyszeriibb szerkezetli negyedrendii blivos négyzetek egyike. Képzését — mindjart a
végeredményt tekintve — igy egyszeriibb megjegyezni: a nyolc atlés szam a helyén marad, a tobbi nyolc pedig a
négyzet kdzéppontjara tiikros helyzetli parokban helyet cserél. Ez az elébbi eljarassal szemben csak 4 paros
csere, ugyanis mindegyik cserélt szam két cserében vett részt, ¢s a masodik cserék utan mindegyik szdm annak a
szamnak a helyére keriilt,

| 15 14 4
12 6 7 9
21011 5
13 3 2 16

11, abra

amely viszont az § eredeti helyét foglalta el. A most megcserélt szdmok egyszersmind aritmetikailag is tiikrosek,
Osszegiik paronként 17.

311 14 4 1 15 10 §
6 6 3 0O 14 4 511
| 15 10 8 7 916 2
12 2 7 13 12 &6 3 13
12, dbra I3, dbra

A 12-13. abrdk még két biivos négyzetet adnak. Mar e harom megoldason is szamos tovabbi érdekességet
mutathatunk be. Képezziik a 12. abra aritmetikai tiikorképét, vagyis irjuk minden szama helyére az 1, 2, ..., 15,
16 felsorolas hatulrol szamitott ugyanannyiadik szamat, més széval azt, amely 6t 17-re egésziti ki. gy barmely
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blivos négyzetbodl ismét blivos négyzetet kapunk; ugyanis ha tetszés szerinti szamokkal

xty+z+v=34
, akkor egyszersmind

(17=)+(17-y)+(17-2)+(17-v)=68-34=34
is teljesiil. A kapott 14. dbra

12 6 313
| 11 14 8
6 2 7 9
515310 4
14, dbra

a 12. abrabdl képzett amulett-lemezrél semmilyen forgatas utjan sem olvashato le, 0j biivos négyzet. (A szélsé
oszlopokban megfordult a sorrend, €s a bels6 oszlopokban is van valami hasonld.)

Uj megoldast ad igy a 13. abra is; viszont a 11. abra aritmetikai tiikorképét a kozéppont koriili

18001
-os elforgatassal — geometriai tiikrozéssel — is megkapjuk, ez nem 11j megoldas.

frjuk fel szdmainkat egy-egy gyufiasdoboz cimkéjére, igy irds és radirozas helyett rakosgatassal
kisérletezgethetiink. Cseréljiik fel igy egymassal a 13. abra két belsé oszlopat mint egészet (15. abra).

" "

I 15 K I 1r 15 K
14 5 4 11 Tl 9 2=
716 9 2 14 5 4 11#
12 3 6 13 12 3 6 13

13, dbra 1. dbra

Ezzel csak az atlok biivosségét rontottuk el, a kozépsé négy szam most rosszul all. Eredeti atlojukba tgy is
visszajuttathatjuk ket — és 11j biivos négyzetet kapunk —, ha az atmeneti 15. abra két belso sorat felcseréljiik (16.

abra). -
SO\

17, dbra
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A 13. és 16. abrak abban térnek el, hogy a 17. abra egy-egy kéttolli nyila végeinél allé szamok felcserélédtek.
Ezt az eljarast barmely mas negyedrendl biivos négyzetre is alkalmazhatjuk — s6t kis modositassal magasabb
rendliekre is —, megérdemli hat, hogy kiilon elnevezést kapjon: nevezzik elsé biivds transzformacionak
(atalakitasnak). Ezzel az abrazolasmoddal mutatjuk be a 18. dbran a mdsodik biivos transzformdaciot: minden
sz€1s6 vonal cserél a szomszédjaval; igy minden szam elmozdul, kétszer is cserél. A végeredmény 8 paros

XX
X XD

S

18 dhra

cserével is leirhato.

Igy késziilt az imént kapott 16. abrabol a 19. abra. Ezt , 3sével”, a 13. abraval kozvetleniil osszehasonlitva azt
latjuk, hogy az aldbbi szamnégyesek tagjai korben egymas helyére Iéptek (ezért a rajzbeli feltiintetés
bonyolultabb):

1,4, 13, 16;
8,512, 9
15, 11,3, 7;
10, 14, 6, 2

10 1 &5 15
P12 13 6
514 11 4

Y9, abra

Probalja ki az olvaso, 1) biivos négyzetet kap-e, ha a 13. abrara el6bb a masodik transzforméaciot alkalmazza,
majd az eredményre az elsot.

A 11. abra aritmetikai tiikkorképébdl akkor is j blivos négyzetet kapunk, ha csak a kozépsé oszlopokat cseréljik,
mert mindkét atlo kozépsé két szamanak Osszege ugyanannyi, 17. Ez a blivds négyzet hiressé valt, mert 4.
Diirer festémiivész Melancolia cim{i rézmetszetén is szerepel, egymas mellett allo 15-6s és 14-es szama
Osszeolvasva a kép keletkezésének évét adja.

Vizsgalhatnank abrainkon az emlitett 86 blivds négytagi kombinacid elhelyezkedéseit is. Sok érdekesség kozt
azt is tapasztalhatnok, hogy egy kombinacié mindig a négy sarokmezon ,,il”, egy masik a négy kézépmezon,
azaz minden eddigi negyedrendii biivos négyzeten mutatkoznak az eldirast meghalado ,rejtett” biivosségek is.
Nevezziik a mondott mezonégyeseket biivds kereteknek. Pl. a 12. és 13. abran:
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5+4+13+12=6+3+10+15=1+8+13+12=4+5+16+9=34.
Konnyt belatni, hogy ennek minden negyedrendii biivos négyzeten igy kell lennie. Vegylik egy tetszés szerinti
négyzet 1. soranak, 4. soranak és a két atldjanak szamait, 6sszegiik

40134
. A 20. dbran minden figyelembe vett szam mezejére egy kis all6 vonalat irtunk; ebbdl latjuk, hogy eddigi
Osszegiinkben a sarokmez6k szamai 2-szer szerepelnek, a 2. és 3. oszlop szamai pedig 1-szer.

200, dibra 21, dbra

Hagyjuk most el a 2. és 3. oszlopot, irjunk az elhagyott szamok helyére vizszintes vonalat (21. abra)! Ahol
kétféle jeliink egymason keresztben all, a megfeleld szam tovabbi meggondolasunkban mar nem szerepel.

Az elhagyott szamok Osszege

20134
, igy a visszamaradottaké is

20134
, ennyi tehat a sarokszamok Osszegének 2-szerese, vagyis 0sszegiik 34. Most mar a két atlobol a sarokszamokat
elhagyva a k6zéps6 keret szamai maradnak vissza, ezek 0sszege ismét

20134-34=34
. — Két tovabbi biivos keret is adodik: a szélsé sorok bels6é (azaz nem sarki) szamainak Osszege is a biivos
allando, pl. a 13. dbran

15+10+6+3
, &s a sz¢€1s6 oszlopok bels6 szamaié is:

14+7+11+2
. Az olvaso az el6bbi meggondolast folytatva belathatja, hogy ez is mindig érvényes.

A 13. dbranak van egy tovabbi érdekessége, ez a tulajdonsag a 11-12. abrdkban nincs meg. {rjuk a 13. dbrat sok
példanyban négyzet alaku, egybevagd kélapokra és kovezziik ki velik a sik egy részét a ,kockas papir”
mintajara; a lapok egyforman alljanak (22. abra)!
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1 15 10 8| 1 15 10 & 1..
14 4|5 11|14 4|5 11 14..
7 9016 2|17 916 2 7
12 6|3 13[12 6|3 13 12
| 1510 & 1 15/10 & :
14 4 511 14 4 5 11 14..
7T 916 2 7 916 2 7.

22 dbra

Barmelyik blivos négyzetiinkbdl képziink ilyen Un. biivis kivezetet, abbol barhol kiragadva egy 4 sorbol és 4
oszlopbol alld, rendes allast négyzetet (vagyis a hatarvonal lehet nem kélap hataran is), mindig Gn. félig biivos
négyzetet kapunk. Ezen azt szokas érteni, hogy a sorok és az oszlopok &sszege a bilivos allandd — ami a kdvek
ismétlddése miatt magatol értetddik —, az atlos Osszegek azonban altaldban kiilonboznek a blivos allandotol.
Nos, a 13. abrabol képzett blivos kdvezetbdl barhogyan jelolve ki egy

4x4
-es négyzetet, mindig helyes atlos 6sszegeket, vagyis biivos négyzetet kapunk. Egy ilyen all a 22. abra jobbra
lefelé elcstsztatott keretezésében.

A négyzet bal felsé sarokszamanak a 16 szam barmelyikét valaszthatjuk, ezzel az észrevétellel tehat a 13.
abrabol 15 0j bivos négyzetet kapunk, nyilvanvaléan csupa olyat, amit a kiftrt lemez szimmetridival nem
kaphatunk meg. Az ilyen kdvezetet add biivos négyzetet minden datlojan biivosnek mondjuk, idegen széval
pandiagondlisnak. (Ha meg akarjuk vizsgalni, hogy egy biivos négyzetiink pandiagonalis-e, nem sziikséges
beldle kovezetet felirnunk, bar ennek vizsgalatdhoz elég egy

77

mez0s része. Ugyanis a keretezés mashova csusztatasaval el6allo négyzetek atlos szamnégyeseit a 13. abran is
Osszekereshetjiik. Pl. bal felsd sarokszamnak az 5-0st véve, tole jobbra lefelé talaljuk a 2-t, ez lesz a f6atld
masodik szama. Még egy ilyen 1épéssel atlépnénk a jobb szomszéd kore, amelyet most elég, ha odagondolunk,
hiszen azon ismét a 13. 4bra szerinti az elrendezés. Igy a f6atld 3. szama a kovetkez6 sor kezdé szama a 12, 4.
szama pedig az alsé szomszéd kére gondolva a felsé sor 2. szama, a 15. A mellékatld szamait hasonldan
kereshetjiik 0ssze, kiindulva az 5-0s bal szomszédjabol, a 4-esbdl, és balra lefelé 1épegetve. Egy talalo név segit
a megjegyzésben: az ilyen mezdénégyeseket megtort atloknak szokas nevezni.)

A 13. abrabdl fentebb szarmaztatott 16. és 19. abrak nem 6rokolték a pandiagonalis tulajdonsagot. Be lehet
bizonyitani, hogy negyedrendii pandiagonalis blivos kdvezeten barmelyik szamtol barmelyik atlés iranyban
indulva a masodik helyen az aritmetikailag tiikros parjat talaljuk, pl. a 22. abran mindegyik 2-t6l jobbra fol,
jobbra le, balra le és balra {6l két 1épésre a 15-0s szamot. (Vegyiik pl. a f64tlot 2-szer, az 1. és 3. oszlopot, a bal
felso sarokbol balra lefelé induld megtort atlot, majd vegyiik el a 2. és a 4. sort, valamint az 1. sor 3. mezejébdl
balra lefelé indulé megtort atlot; mindennek a 20-21. abrak modjan vald egyszerli nyilvantartasa mutatja, hogy a
foatlo 1. és 3. szama &sszegének 4-szeresét kapjuk, €s ez a blivos allando 2-szeresével egyenld, mert az allandot
el6bb 5-szor vettiik, majd 3-szor elhagytuk.)

Aproésagok. A negyedrendii blivos négyzetekben nem tapasztaltuk a paros és paratlan szamok olyan
kiilonvalasat, mint a harmadrendiiben. S6t itt minden aritmetikai tiikrs szampar tagjai ,,ellentétes parossagiiak”,
pl. 3 és 14. Hogy helyes képet kapjunk, megjegyezziik, hogy a harmadrendii négyzetekben is csak addig all a
»parosakat a sarokra” elv, amig az elrendezendd szamokat 1-nél vagy mas paratlan szamnal kezdjiik. Ha a 0-t
vessziilk a legkisebb szamnak — vagyis a sorozat eleje is, vége is paros —, akkor a 7. abra minden szama helyére
az 1-gyel kisebb szdm [ép (23. abra), és minden parossag ellentétesre fordul.
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23, iibra

Valoéban, nemcsak 1-nél szokas kezdeni az elrendezendd szamokat, és nemcsak egymas utani egész szamokbol
szokas blivos négyzeteket képezni, lehet haladni nagyobb lépésekkel, néhol kihagyasokkal. Ilyenek az 5-6.
abrak is. (Hogyan késziiltek a 7. abrabol?) Persze csak akkor tetszetds az eredmény, ha a beirt szamok valami jol
észrevehetd szabalyszeriséget mutatnak. Képeztek azonban blivos négyzeteket pl. egymas utani tdrzsszamokbol
is.

A 23. abrat kiss¢ agyafurt modon igy is értelmezhetjiik: a 7. abrahoz hozzaadtuk azt a harmadrendii biivos
négyzetet, amelynek minden szdma —1. A hozzaadason azt értettiik, hogy az ugyanazon helyen allé6 szamparokat
adtuk Gssze, pl. a 2. sor 3. helyén 4ll6 7-hez a masik négyzet 2. sora 3. helyén allo —1-et, igy jott 1étre a 23. abra
2. soranak 3. mezején a 6-os szam. — Ezt a gondolatot hamarosan hasznositani fogjuk.

Biivos négyzetek belsé szerkezete. A 23. dbran a 0-8 szdmok éppen a 3-as rendszdmhoz hozziilld 3-as
szamrendszer 0szszes, két jeggyel leirhato szamai, ugyanis a

0,1,2,3,4,5,6,7,8
szam 3-as szamrendszerbeli alakja

00,01,02,10,11,12,20,21,22
(az els6 harmat egy el6l allo 0-val irtuk, mert célszerlibb, ha mindegyik szamunk kétjegyt). Pl.

7=2013+1
, ebbdl a 3-as alapszamot és a szorzas, Osszeadas jelét a szokasos roviditésben nem irjuk ki, ahogyan a
,,huszonegy”-ben is

20010+1
-et gondolunk. Itt , kettd-egy”-nek olvassuk a 21-et. A 3-as szamrendszer csak a 0, 1, 2 szdmjegyeket hasznalja,
a ,.harom” irasa mar ,,egy—nulla”, azaz 1 nagyobb egység, ,,egyes” pedig nincs.

[rjuk 0j szamaink 0j alakjat a 23. abra helyére, azutdn mindjart valasszuk szét az elsé és masodik — mas széval
harmas és egyes helyiértékli — jegyeket két egyforma négyzet megfelelé mezdire (24-26. abrak)!

21 o0 12 2 0 | 0 2
02 11 20 0 1 2 2 1 0
10 22 01 | 2 0 o 2 1

24, dbra 25, dbra 26, dbra

Mindkét rész-négyzet minden biivos vonalan az 0sszeg ugyanaz: 3. Csakhogy ebben nincs semmi érdekes,
minden vonalon egy 0, egy 1-es és egy 2-es all, csupan az egyik-egyik atlon latunk

1+1+1

-et. A részabrak azt mutatjak, hogy ha volna 3 Ft-os papirpénz, és a 23. abrat ilyenekbdl és 1 Ft-osokbol raknank
ki agy, hogy a forintosokat — mihelyt 3 van beldliik — papirpénzre kell valtanunk, akkor az abra minden vonalan
papirpénzben is, 1 Ft-osokban is ugyanannyi pénz allana. — Ez hat a bivosség ,,titka”.

Nem is lehet mashogy 3-féle kiillonbozo targybol 3—3 darabot ugy elrendezni 3 sorban €s 3 oszlopban, hogy
mindegyik sorban és mindegyik oszlopban csupa kiilonboz6 targy alljon, csak a 25-26. abrak modjan. Ekkor
persze nem beszéliink Osszegrél. Ez a két abra viszont egymasbol is eldallithatd, hiszen ilyen amulett is
készithetd.
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Tobbszor is taldlkozunk majd hasonld szabalyszerliségekkel, ezért érdemes megallapodni a kovetkezd
beszédmoddban: a 24. dbra a 25-26. abrakbol mint dsszetevokbol, egyesitéssel adodik.

A két Osszetevd felcserélésével ismét blivos négyzetet kapunk, a 24. dbranak a fiiggéleges tengelyre vald
tiikorképét. Ha viszont a 25. abrat dnmagaval egyesitenénk, nem kapnank igazi biivés négyzetet, mert nem
minden szam lenne kiilonb6z6; ugyanigy egyediil a 26. abrabol sem. A helyes egyesitésekben azért all elé csupa
kiilonb6z6 szam, mert a 25. abra barmelyik 3 egyezé szamjegye helyén a 26. abraban csupa kiilonb6z6
szamjegy all, és persze megforditva is.

Hasonl6 szabalyszeriiségeket 1latunk, ha a 11-13. abrak 4-ed-rendii blivés négyzeteiben is a rendre 1-gyel kisebb
szamokat vessziik, éspedig most a 4-es szamrendszerbeli alakjukban, pl. 11 helyére

11=204+3
-at, roviditve 23-at (olvasd kettd —harom), majd ezeket is felbontjuk 4-es (4 Ft-os) és 1-es (1 Ft-os) helyiértékii
szamjegyeik kiilon négyzeteire (27-29. abrak).

o A2 31 03 (] 1 31 { 2 | i
23 11 2 M 2 1 | 2 3 20
13 21 22 10 I 2 2 1 3 2.0
30 02 01 33 3 0 0 3 0 2 1 3
27 dbra
1 22 31 034 | 2 LR {1 2 1 3
33 011 02 20 3 1 0 2 3 2
00 32 21 13 o 3 2 1 0 2 1 3
23 01 12 30 2 0 1 3 3 2.0
28 dbra
o 32 21 14 (] 1 2o {l 2 1 3
il 03 10 22 3 il | 2 | 3 n 2
12 20 33 01 1 2 3 0 2 0 3 1
23 11 02 30 2 1 0 3 3 2.0
20 dbra

A 27. abra két rész-négyzete is atvihet egymasba

900

-os forgatassal; ugyanez all a 29. abrabol képezhetd blivds kdvezet Osszetevdire, de magukra a négyzet
OsszetevOire nem. A 28. dbra Osszetevoinek atloiban 7 és 5, illetéleg 2 és 10 az Osszeg, ezeket ,forditott
helyiértékkel” egyesitve csak félig biivos négyzeteket kapnank. Ezek kevésbé szabalyos alakzatok, de szintén
érdekesek. Ha viszont a 27. és 29. abra Osszetevoit egyesitendk a helyiértékek felcserélésével, biivos
négyzeteket kapnank, helyes atlokkal. (Kérdés, (ijak-e ezek szamunkra?)

Konnyl képezni az dsszes olyan négy-négy 0, 1, 2, 3 szamjeggyel kitoltott

4x4
mez0s négyzetet, amelyben mindegyik sor, oszlop és atld csupa kiilonb6z6 jegyet tartalmaz, és ezért az 6sszegek
is mindig egyenldk. Ezeket eléallitva az eddigi elemzésbdl attérhetiink 0j négyzetek képzésére. Jegyek helyett az
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els6 sorba az

E

D
betliket irva

B
ala vagy

C
-t, vagy

D
-t kell irnunk, mert az atlé miatt

A

-t mar nem irhatunk (30-31. abra). Mindegyik valtozatbol egy-egy befejezést kapunk, mert ennyibdl
mindegyikben egymas utan adodik a f6atlo kitdltése, a 2. oszlopé, majd a mellékatloe, a 4. soré, a 3. oszlopé,
végiil a még hatralevé mezoké. E két négyzet egyesithetd csupa kiilonbozo betiipart tartalmazo négyzetté (a 32.
abran a 31. abra betiiit minden mez6n masodiknak irtuk, és megkiilonbdztetésiil

A

E

>

14
-t hasznaltunk).
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A B C D A B C D AX BY CZ DV

D C B A C D A B DE CYV BX AY

BE A D C D C B A BY AY DY CX

DA B B A D CY DX AV RBY
A gabra 31, il 32 dhrg

Azért hasznaltunk betliket, mert igy a 32. abra 1152 blivos négyzet kozds ,.képlete”. Ugyanis az

E)

D
betiik helyére a 0, 1, 2, 3 szamjegyeket

4013012=24
-féleképpen irhatjuk vissza, ugyanigy

X

E

Y

E

14
helyére is, végiil 2-féleképpen valaszthatjuk meg, hogy melyik betinégyes adja meg a négyes helyi értékii
szamjegyeket, és ez a

24[124112=1152
behelyettesités csupa kiilonb6z6 biivos négyzet. Tessék megprobalni! 8-asaval 1-1 amulett-lemezzel volnanak
megadhatdk.

Az dnmagukban is érdekes 30-31. dbrak (és magasabb rendli megfelel6ik) mas problémakban is fellépnek, pl.
bastya-probléma a sakktablan. L. Fuler hires matematikus (1707-1783) is foglalkozott veliik, latin négyzeteknek
nevezte Oket. Néha az 4tlok kovetelményét nem teljesitd efféle elrendezéseket is igy nevezik (25-26. dbra). A
32. abrat (és magasabb rendli megfeleldit) pedig Euler-négyzeteknek nevezik. (Euler sokat kutatott ilyen
6-odrendli négyzetek utan; csak 1900-ban bizonyitottdk be, hogy 6-odrendli Euler-négyzet nem létezik, de
tizedrendit talaltak mar (E. T. Parker 1957; L. Weisner 1959).)

At lehetne irni betitkre a 27. és 29. abrak Osszetevoit is, ezekben a szamjegy-visszahelyettesitési lehetdségek
szama kisebb. A 4-edrendil biivos négyzetek kérdését jelentésen megkonnyitette Fitting német matematikusnak
az az észrevétele (1931), hogy mivel a 4 maga is négyzetszam:

22
, ezért a négyes €és egyes helyiértékii sszetevé-négyzetek tovabb felbonthatok a kettes szdmrendszerben. PI. a
27. dbran mar felbontott 11. dbra tovabbi bontasa a 33. abra négy Osszetevdje, helyiértékiik sorra
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23=8

, 4, 2, 1. Bizonyara maris latja az olvaso, hogy ezek mas sorrendben is biivos négyzetet adnak, tovabba hogy
barmelyik Osszetevében minden O helyett 1-et irva és minden 1-es helyett 0-t: Gjabb és ujabb 4-edrendii
négyzeteket irhatunk fel. Vannak koztiik szamunkra ujak is. Ilyen atalakitdsban az egyesithetség feltételei
bonyolultabbak, mégis sokkal szebb az dsszes blivos négyzet szamanak, szerkezetének megallapitasa, és foleg
sokkal kevesebb munkaval jar, mint ahogyan ezt régen sok 1¢lekdld probalgatassal — és mégsem megnyugtatd
moédon — végezték.

0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 O ] (0 0

| O 0O 1 0 1 1 0 1 O 1 O | B
L I 0 o1 IO 1 O | B
I O 0 | 1 0 0 1 0 1 0O 1 0 O 1

33, dbra

Eljarasok biivos négyzet képzésére, barmely paratlan rendszamhoz. Készitsiink biivos kdvezetet a 7.
abrabol (34. abra)!

35 7357 357
492492 4@2
s 16 8 1 GE0L]s
35 7GR 5 7
4 9 (249 2 4 9 2
8 (1) 6 & 65 8 | 6
357357 357
4. dbra

Err6l leolvashatunk néhany olyan szabalyszer(iséget, amelynek altalanositasaképpen mar régen kimondtak
néhany ,,szabalyt” barmely paratlan rendszamhoz biivés négyzet képzésére.

Megjeloltiik a kovezet egyik 1-esét, majd a hozza legkozelebbi 2-est, az ehhez legkozelebbi 3-ast, az ehhez
legkozelebbi 4-est és igy tovabb 9-ig. Majdnem mindig 1-et jobbra és 1-et folfelé 1épve talaljuk meg az 1-gyel
nagyobb szam legkdzelebbi eldfordulasat, kivétel csak a 4-es és a 7-es, ezeket a 3-asbdl, illetdleg a 6-osbol 1-et
lefelé 1épve talaljuk, vagyis egymassal ismét megegyez0 elv szerint. Nem is lehet a 3-asbol és a 6-0sbdl jobbra
folfelé 1épni, mert ott mar a kisebb 1-es, illetdleg 4-es szam egy masik el6fordulasa all.

Kiprobalhatjuk, hogy barmely paratlan rendszdmhoz biivos kovezetet kapunk a kdvetkezd eldirasok alapjan:

1. Szamainkat névekvo sorrendben, egymds utan irjuk be a kovezetbe; ezt ugy értjiik, hogy egyidejien a
kdvezet minden kolapjara beirni gondoljuk a soron kdvetkezé szamot, vagyis pl. az elsd beirt 1-est még a
2-esek beirdsa el6tt megismételjiik jobbra és balra haladva annyi mezdnként, ahanyad rendii kdvezetet
képeziink, majd minden bejegyzésiinkbdl kiindulva folfelé és lefelé is.

II. Az egymas utin kévetkezé szamok elsé példanyat a kozvetlen elozd szam elsé példanyahoz képest mindig
ugyanolyan elmozdulds — az un. lépés — utdn irjuk be, ha ott még iires mezot talalunk. A 1épés: 1 mezdvel
jobbra és egyidejiien 1 mezovel folfelé.

Ill. Ha a lépés mar foglalt mezére vinne, akkor a soron kivetkezé szamot egy masfajta elmozdulas — az un.
ugrds — utan helyezziik el; majd ismét lépésekkel haladunk tovabb mindaddig, mig ismét ugrasra nem
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kényszeriiltink. Az ugras: 1 mezovel lefelé.

A 35. abran az igy képezett 5-6drendl biivos kovezetbdl csak a szamok els6 bejegyzéseinek helyeit latjuk kis
pontokkal és a menetvonallal.

o

£

i 35, dbra

Ha ugy valasztjuk meg a kovezeten a négyzet hatarat, hogy a beirand6 szamok felsorolasanak kozépsé tagja —
pl. 5-6drendii négyzetben az

1+52
Osszeg fele, a 13-as szdm — a négyzet kdzépsé mezején alljon, akkor az atlokon is a blivos allandoét kapjuk
Osszegként, tehat blivds négyzetet vagtunk ki a kdvezetbdl.

Régebben ezt az eljarast (és a tovabbiakat is) csak egyetlen négyzet kitoltésére szoritkozva mondtak ki, ezért
elsének az 1-es szam helyzetét adtdk meg, igy: az 1-est a felsé sor kdzépsé mezejére irjuk. A fenti II. és III.
eléirashoz kapcsolodo ,.takarékossagi” utasitas igy szolt (lasd 5-0s rendszam esetére a 35. abrat!): ha a 1épés
atvitt a négyzet jobb oldali hatarvonalan, akkor az igy elért kiils6 mez6rdl Ggy tériink vissza a négyzetbe, hogy a
rendszammal egyenlé szamu mezdvel balra 1épiink (pl. a 4-es esetében); hasonldan ha font futottunk ki (pl. a
2-essel), akkor az illetdé oszlopban lent juthatunk vissza a keretbe. Latjuk, hogy ezek éppen a kovezetképzés
elveinek a visszaforditdasai. A régiek igy papirt takaritottak meg, nekiink viszont szabadabban mozog a
kovezeten a szemiink és a képzeletiink, és tobb szabalyszerliséget vehetiink észre.

A fenti, talan 1000 évesnél is régebbi eljarast szidmi vagy indus, vagy kinai szabalynak nevezik.

A 34. abra kovezetét persze mas 1épéssel, mas ugrassal is képezhettiik volna. Bemutatunk két, ugyancsak régen
felismert hasonld eljarast, amelyek kissé merészebb 1épést vagy ugrast hasznalnak; mindkettd leolvashato a 34.
abrar6l, 5 és magasabb rendszam esetén viszont mar a 36. abratdl, illetéleg a megfeleld indus négyzettdl
kiilonboz6 biivos négyzetet allitanak eld.
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9111 18 25 2 49(ll
15017 24 1 8 1517
16123 5 7 14 16|23
221 4 6 13 20 22| 4

310012 19 21 3 (10

111 18 25 2 a1l
151 17 24 i wo1a 17
36, cibra

Az Un. ,,sakktabla-szabaly” szintén az indus 1épést hasznalja, ugrasa: 2-t folfelé, az 1-es helye pedig a négyzet
kozEépsé mezeje folotti mezd (ez 3-adrendii négyzetben egyszersmind a felsé sor kozépsé mezeje is). Bachet
francia matematikus irta le az eljarast kiss€ mas modon 1600 koriil.

A XIV. szazad kozepe ota ismert ,, lougrds-szabaly” 1épése: 1-et jobbra, 2-t lefelé, ugrasa: 4-et lefelé, kiindulas
itt is a fels6 sor kdzépsé mezejérdl (Moszkhopulosz gorog kutatotdl). Ez 5-6d- és 7-edrendben pandiagonalis
blivos kovezetet allit eld, 9-edrendben viszont nem.

Végtelen sok ilyen 1épés—ugraspart lehet megadni, de ezek csak akkor adnak barmely paratlan rendszamhoz
blivos négyzetet, ha a 1épés vizszintes és fliggdleges része, valamint az ugras is

2n
mezonyi, ahol

n
pozitiv egész szam vagy 0. Messze vezetne ennek bizonyitasa, ezért csupan megemlitjiik, hogy mindig két latin
négyzetet kapunk, ha az elrendezés Osszes szamat 1-gyel csokkentjiik, majd atirjuk a rendszammal egyenld
alapu szamrendszerbe — amivel mindig éppen az illeté szdmrendszer 0sszes, két jeggyel irhatd szamat kapjuk —,
veégiil a szamjegyeket helyi értékenként két négyzetbe kiilonvalasztjuk. Az egyik atlon azonban rendszerint
csupa egyenld szamjegy all, a nagysagra nézve kozépsé szamjegy. Egy masik konnyen kimondhatd eleme a
bizonyitasnak, hogy a képzésben ugras mindig a rendszam tobbszordsei utan valik sziikségessé (a 36. dbran 5,
10 stb. utan), és hogy az utolsd bejegyzés utani ugras — amire persze mar nincs szikkség — mindig 1-essel
elfoglalt mezdbe vinne.

Paros rendszamu biivos négyzetek képzése. Minden 4-nél nagyobb, paros rendszamhoz képezhetiink egy
blivos négyzetet a 37-39. abrakon bemutatott felcserélési tablazatok alapjan. (Devedec-eljaras). A 37. dbran a
2-esével novekvo rendszamokhoz (6-t6l kezdve) egy-egy keretet latunk, ez lesz a megfeleld biivos négyzet
hatara, a 38-39. abrakon pedig egy-egy

4x4

mez6s négyzetet. Ha a rendszam oszthato 4-gyel, akkor a 37. abra kozepébe, magjaba a 38. abrat gondoljuk
bemaésolva, ha pedig a rendszam 4-gyel osztva maradékul 2-t ad, akkor a 39. abrat. Az abrakon levé jelek
bizonyos szamhelyettesitéseket jelolnek.
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O

A kitdltend6 négyzet mezoOibe el6szor a 9-10. abrak mintdjara beirjuk az elrendezendd szamok alapallasat.
Ezutan minden egyes szam mellé atmasoljuk a 37. abra megfeleld keretén beliil a megfeleld helyen talalhato
jelet, a 38., illetéleg a 39. abra jeleit is. A jelek arra adnak utasitast, hogy a mellettiik 4ll6 szam helyére mely
mas mez6rél hozzuk at az ott talalhaté szamot. Az Gsszes ilyen mozgatast elvégezve blivos négyzetet kapunk.
Az eljarast 6-odrendli négyzetre elokészitve a 40. abran mutatjuk be, az eredményt pedig a 41. abran.
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40, dhra
1 32 33 4 35 6
12 8 27 28 11 25
18 17 22 21 20 13

19 23 16 15
0 26 10 9 29 7
315 3 3 2 36

41, dbra

A jelek jelentése: a kis kort tartalmazd mezék szamai a helyiikon maradnak. Az ,—” jelli mezékre arrdl a
mez6rél hozzuk at az ott talalt szamot, amely mez6nknek tiikrés parja a négyzet fiiggdleges

t1
tengelyére, pl. 7 helyére a 12-t. A ,,

U
” jeli mezoket hasonldan a vizszintes

2
tengelyre tiikkr6s parjukrol toltjik be, pl. 2 helyére a 32-t irjuk. Végiil a ,,

+

” jelll mezdkre a négyzet kozéppontjara nézve tiikros szama 1ép, pl. 12 helyére 25, ami egyébként mindig
egyszersmind az aritmetikai tiikkorképe is. A példdban minden szam vagy a helyén maradt, vagy paros cserében
vett részt, pl. 13 és 18, vagy pedig beletartozik egy négytagu csoportba, amelynek tagjai kdrben egymas helyére
Iépnek, pl. 2 a 35 helyére, 35 az 5 helyére, 5 a 32-ére, ez pedig a 2 helyére.

12-nél nagyobb rendszamhoz a 37. abrat ki kell terjeszteniink a konnyen felismerhetd szabalyszeriiségek
alapjan: az 4tlok mentén csupa kor all, a

t1

E

2
tengelyeket kdzrefogo sorok, oszlopok jelei minden masodik keretben ismétlédnek, a mellékatlotol balra folfelé
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levé tobbi mezbén a ,,— és ,,

0
” jelek valtakoznak sakktablaszeriien, a jobbra lefelé levé mezokon pedig korok és

+
jelek.

Biivos transzformaciok 4-nél magasabb rendszamu biivos négyzetekre. A 4-edrendii négyzeteknél
megismert blivds transzformaciokhoz hasonléan minden nagyobb rendszami blivos négyzetbdl wjabbakat
képezhetiink a kovetkezdk szerint:

I. Az els6 biivos transzformacié mintajara felcseréliink olyan két sort, amelyek egymas tiikros parjai a
négyzet vizszintes tengelyére, majd felcseréljilk az ugyanilyen sorszamu oszlopokat is.

II. A masodik blivés transzformacidé mintajara felcseréliink egymadssal két nem tiikrds helyzetli sort és
egyidejlileg a tiikorképeiket is egymassal, és ugyanezt végezziik az ugyanolyan sorszdmu oszlopokkal is.
Paratlan rendszam esetén a négyzetnek van kozépsé sora és kozEépsé oszlopa, ez a mondott cserékben nem
vehet részt, mert a tiikdrképe dnmaga.

Kitekintés tovabbi problémakra. Korantse higgyiik, hogy mindent lattunk a blivos négyzetekrdl.
Megemlitiink két olyan eljarast, amely kész biivos négyzetek felhasznalasaval képez magasabb rendiieket. Az
egyik, az Un. szorzasi eljaras, két tetszés szerinti rendszamu blivos négyzet felhasznalasaval olyat allit eld,
amelynek rendszama amazok rendszamainak szorzata, pl. egy 3-ad- és egy 4-edrendii négyzet felhasznalasaval

cgy

304=12
-edrendii blivos négyzetet. Ennek az elvnek a tovabbi elemzésével rajottek, hogy lehet a rendszamot 2-vel is
megszorozni, bar 2-odrendli biivés négyzet nem 1étezik (Aubry, francia, 1930 koriil).

A masik eljards egy blivos négyzetbdl ,,csak™ 2-vel magasabb rendszamut képez ugy, hogy minden oldalén 1
mezonyi széles szegélyt készit koréje részben az ujonnan belépd szamokbol, részben az elhelyezendd sorozat
legkisebb szamaibol, a magban levé eredeti biivos négyzet szamait pedig megfeleléen ugyanannyival emeli (M.
Stifel, német, 1550 kortil).

L. Bieberbach német matematikus 1954-ben altalanos eljarast adott a magasabb rendszamu szegélyek egyszerii
kitoltésére, de mar azota is adodtak ezen a téren egyszerisitések.

Képeztek olyan blivos négyzeteket, amelyekben a szamok helyére a négyzetiiket vagy a kobiiket irva ismét
blivos négyzet adodik. (Egész szamokat és négyzeteiket hasznalva az eddig ismert ilyen négyzetek legkisebbike
8-adrendii.)

A blivés négyzetek térbeli megfeleldiként biivos kockak is képezhetdk. Ezek a hasonld problémak tjabb 1égioit
vetik fel.

Az elso kiadas ota eltelt 30 év szinte kotelezi a még €16 szerzdket, hogy tegyenek hozza valamit korabbi
cikkiikhoz, figyelembe véve annak témakorében az id6kdzben elért ujabb eredményeket.

Ilyenek pl. a ,nagy szabalyok” nyoman késziilt, vagy véletleniil észrevett mikrovaltozasai (vadhajtasai?
nemesitései?) a biivos négyzeteknek, ahogyan a 42. abra blivds négyzete tobbféleképpen is atmehet egy-egy
masikba négy-négy szam paronkénti helycseréjével.
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42, abra
A 8 és 2 helycseréje ,,eltorzit” két sordsszeget, de a 19-25 csere korrigalja. Tetszetdsebben: a

8+19
,,domind” cserél a

(2+25)
-tel. Vagy a

20+6
a

(24+2)
-vel. A sort lehetne még folytatni. Ez a ,,nyitas” az

5%x5
-0s méretben ,,indul” igazan; kilatasai attekinthetetlenek (talan 800 ezer példany), a

6%6
-osban pedig kb. félmilliard! a (Iényegesen) kiillonb6z6 blivos négyzetek szama.

Befejezésiil még egy kiilonlegességét emlitjilk meg az olyan

4x4
-es blivos négyzeteknek, amelyeknek ,,sarkaiban” is 34 az ott levd négy szam &sszege. Ilyen négyzet lathato a
43. abran:

7+10+16+1=4+13+11+6=9+8+2+15=14+3+5+12

710 4 13

6 111 6
o 814 3
215 512

43, dbra
Jelolje

a
a tablazatban szerepl6 valamelyik szamot

(a=1,2,...,16)
! Hajtsuk végre a kovetkezd transzformaciot:

()

a—2a, ha a<8,
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a—2a-17, ha a>8.

Igy a kovetkezd négyzethez jutunk (44. abra):

4 3 B 9O

I 2 512
I 16 11 6
} 13 10 7
44 dbra

Konny ellendrizni, hogy ez is olyan biivos négyzet, amelynek ,,sarkaiban” is 34 az ott lev) négy szam Osszege.
Ha ez utobbi blivos négyzet szamaira alkalmazzuk a (

0
) transzformaciot, szintén hasonl6 tulajdonsagt blivos négyzetet kapunk. Végiil: a (

0
) transzformacio nyolcadik végrehajtasa utan visszakapjuk az eredeti, a 43. abran feltiintetett bivos négyzetet.

IRODALOMJEGYZEK

[1] [1] Berger Gyorgy: Biivos négyzetek, Dacia Konyvkiado, Kolozsvar-Napoca, 1986.

[2] [2] Bakos Tibor: Ki tud tébbet a biivés négyetekrsl? 1. flizet, E6tvos Lorand Fizikai Tarsulat, Budapest,
1998.
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CSALAFINTA FELULETEK

BOGNAR MATYAS
1. BEVEZETES

A koznapi szohasznalat feliileten egy térrészt (testet) hatarolo alakzatot ért. Egy golyonak a feliilete gombfeliilet,
a ment6ové toruszfeliilet (lasd az 1. abrat),

. dbra

a hengert hatarol6 feliilet a henger palastjabol és két korlapbol all; a gula feliilete pedig a gula paléstjabol és egy
sokszoglapbol tevodik ssze. Az ilyen tipust feliileteket zart vagy nem hatarolt feliileteknek szokés nevezni.

Feliiletnek hivjuk azonban gyakran a hengerpalastot vagy a félgdmbét is. Ezek a feliiletek ugyan nem hatérolnak
térrészt, mégis zart felilletekbol szarmaztathatok. Zart felilletnek egy vagy tobb zart goérbe altal hatarolt
Osszefiiggd részét alkotjak. Ezért hatarolt feliilet a neviik.

2. A MOBIUS-SZALAG

Téglalap alak szalagot (példaul ragasztdszalagot) hajlitsunk meg és ragasszuk Ossze két szemkozti oldalat (lasd
a 2. abrat)!

2. dbra

Ily mddon hatérolt feliiletet nyertiink, hiszen a szalag nem mas, mint egy henger palastja. Csavarjuk meg most
kétszer a szalagot és ezutan ragasszuk dssze a két szélét (lasd a 3. abrat)!

ST
A, e

Ujra hatérolt feliiletet kaptunk, hiszen az igy nyert, kétszer megcsavart szalag a toruszfeliilet hatarolt részeként
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A MOBIUS-SZALAG

foghato fel (lasd a 4. abrat)!

4, abra

Csavarjuk meg ezek utan egyszer a szalagot és igy ragasszuk Ossze a két sz¢lét (lasd az 5. abrat)!

5. dbra

Az igy nyert alakzatot el6szor Mdbius és Listing német matematikusok irtak le 1862-ben, illetve 1865-ben.
Felfedezdjérdl Mobius-szalagnak hivjuk. Ilyen szalagot hasznalnak példaul idonként cséplégép meghajtasanal
(lasd a 6. abrat)!

. dbra

Felvetédik a kérdés, vajon a Mobius-szalag is hatarolt feliilet-e? Mas szoval van-e olyan zart feliilet a térben,
amelybdl egy vagy tobb zart gérbe Mdbius-szalagot metszhet ki?

Belatjuk, hogy nincs ilyen zart feliilet. Ha ugyanis volna, akkor ennek az altala hatarolt térrész felé es6 oldalat
pirossal, a kiils6 oldalat pedig zolddel befestve, magan a Mdbius-szalagon is két oldalt: egy piros és egy zold
oldalt kiilonboztethetnénk meg. Konnyen meggydzddhetiink azonban arrdl, hogy ha a Mdbius-szalagot egy
helyen elkezdjiik befesteni pl. piros szinnel és a festést tovabb folytatjuk; akkor anélkiil, hogy a hatarvonalat
atlépnénk; egy id6é mulva kiindulasi pontunk tilsé oldala is piros lesz; sét ha tovabb megyiink, akkor semmi sem
marad befestetlentil (lasd a 7. abrat)!
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A MOBIUS-SZALAG

7 dbra

Mas moddszerrel is meggy6zddhetiink arrdl, hogy a Mobius-szalag nem lehet része valamely testet hatarold zart
felilletnek. Ellenkezé esetben ugyanis az atlatszé szdmlapi és burkolatu oOrat tetszés szerinti helyzetbdl
elmozgatva, ¢és valamilyen Ut megtétele utan eredeti helyére visszahozva, az 6ra mutatdi az Gt megtétele utan
mindig ugyanabban az iranyban forognanak, mint az ut megtétele eldtt. Marpedig, ha az 6rat a Mdbius-szalag
kozépvonala mentén toljuk végig, akkor eredeti helyére visszatérve éppen ellenkezd iranyban forognak az
oramutatok, mint eredetileg (lasd a 8. abrat)!

& idbro

(Az ora jardsanak megfordulasa természetesen csak latszolagos, hiszen mig el6bb az ora szdmlapja nézett az
abra szemlélgje felé, az Gt megtétele utan az ora hatlapja van vele szemben; feltéve, hogy a szemléld a szokasos
moddon néz az abrara, azaz olyan iranybol, amelybdl annak feliratat egyenes allastnak latja.)

A Mobius-szalag tehat nem sorolhatd a bevezetdben leirt feliiletek kozé. Ezért ki kell terjeszteniink a feliilet
fogalmat. E16bb azonban magan a Mobius-szalagon végziink el bizonyos atalakitasokat.

Ha a Mobius-szalagot a ragasztas helyén szétvagjuk, ismét téglalapot nyeriink. Jeldljiink meg ezen a téglalapon
néhany olyan pontpart, amelynek elemei a Mdbius-szalagon dssze voltak ragadva! Ilyen példaul a 9. dbran
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A MOBIUS-SZALAG

O dbra

Al
és
A2

E)

Bl
és

B2

>

Cl
és

2

>

D1
és

D2

>

El
és

E2
. Vagjuk el a téglalapot

cic2
kozépvonala mentén és a ,kettévagott” pontokat jeldljiik ismét azonos betiikkel (1asd a 10. abrat)!
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A MOBIUS-SZALAG

.|'4||.| E:

B, D,
F, G, H, )

C, O O O C,

C, - O . C,
F., G, H,

I3, - - - B,

E A

10, dhra

E két téglalapbdl az Gsszetartozo pontok Osszeragasztasaval nyerjilk a Mobius-szalagot. Ezt az 0sszeragasztast
most mas sorrendben fogjuk elvégezni, mint elézdleg.

Forgassuk at a 10. abra als6 téglalapjat a rovidebbik kézépvonala koriil (lasd a 11. abrat)!

B, D,
I':ll G.I HI i

C| L {_} 1 E:

C, o o o C,
H':. G'!l F1

B, : : : D,

As E,

I, dbra

Hajlitsuk meg most mindkét téglalapot félkorgytiri alakra (lasd a 12. abrat)!

12, abra 3. ibra

(Persze ehhez a téglalapoknak nemcsak hajlékonynak, hanem nyulékonynak is kell lenniiik. Anyaguk példaul
plasztilin vagy rétestészta lehet.) Ha a két félkorgylirlit Gsszetoljuk, akkor éppen az Osszeragasztandd pontok
esnek egybe, €s igy az alakzatot korgylirtivé ragaszthatjuk 6ssze (lasd a 13. abrat).
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A MOBIUS-SZALAG

Ezek utan mar csak a korgytiri bels6é korén kell 6sszeragasztani minden pontot az atellenesével, hogy eljussunk
a Mobius-szalag egy atalakitott formajahoz.

Ezt az Osszeragasztast a haromdimenzios térben lehetetlen elvégezni. Ha azonban megengedjiik, hogy az
Osszeragasztas utan nyert feliilet metszhesse onmagat, akkor mar végrehajthato a ragasztas.

Osszuk fel ugyanis a korgytiriit a 14. dbran

e e

14, ahra 15, cbra

lathaté modon (részben gorbe vonali) haromszdgekre és egyenesitsiik ki ezeket a haromszogeket (lasd a 15.
abrat)! Emeljiik ki a sikbol a

C1

és

2

pontokat és kozelitsiik Sket egymashoz! Kozelitsiik egymashoz a
Gl

és

G2

pontokat is! A

C1G1C2G2
négyszogbodl torz négyszog lesz (lasd 16. abrat)! Ha végiil is 6sszeragasztjuk a

Cl

és

2

, valamint a
Gl

és

G2
pontokat, és ezzel egyiitt az altalunk kifeszitett szakaszokat is (lasd a 17. abrat),
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A FELULET FOGALMA

16, abra 17, dbra

akkor a 13. abra bels6 korének atellenes pontjai egy helyre keriilnek, de feleslegesen is 6sszeragadnak bizonyos
pontok. {gy példaul

F
és

H
ugyanaz a pont lesz. Ezen ugy segithetiink, hogy a 17. abra

CG
szakaszénak pontjait kettSs pontoknak tekintjiik. fgy példaul az

F
pontot tigy fogjuk fel, hogy az rajta van az

LNC
haromsz6gon, de nincs rajta a

KMC
haromszo6gon, a

H
pont pedig pontja a

KMC
haromszognek, de nem pontja az

LNC
haromszognek.

3. AFELULET FOGALMA

A tovabbiakban a térrészt hatarold zart feliileteket, és azoknak egy vagy tobb (ugyancsak zart) gorbe altal
hatarolt részeit kétoldalu feliileteknek hivjuk.

ey

Mobius-szalagot is a felilletek kozé sorolja. Vizsgaljuk meg ezért eldszor is, hogy mi a kozods a kétoldala
feliiletek és a Mobius-szalag strukturdjaban. Ha megnézziik azokat az alakzatokat, amelyek koriilveszik egy
kétoldalu felillet vagy egy Mobius-szalag valamely pontjat, akkor azt tapasztaljuk, hogy amennyiben a pont
nincs a felillet hatirvonalan, akkor az azt koriilvevd alakzatok kozott lesznek olyanok, amelyek erGs
hasonlatossagot mutatnak a nyilt (hatarvonalatol megfosztott) korlappal (1asd a 18. abrat)!
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A FELULET FOGALMA

I8, air

(A hatarvonalatol megfosztott korlap olyan, mint a héjatol megfosztott parizsi szelet.) Ha a pont a hatarvonalon
fekszik, akkor ilyen nyilt korlapszerii alakzat nem veheti koriil, de zart (hatarvonalaval egyiitt vett) félkorlaphoz
hasonlit6é alakzat mar igen. Persze zart félkorlaphoz hasonlité alakzatok belsé (nem hataron fekvd) pontot is
koriilvehetnek (lasd a 18. abrat)!

19, dbra 20, dbra
Tekintsiik most a 19. abra nyitott konyvét! Itt a

P
pontot koriilvevd alakzatok egyike sem lesz a nyilt korlappal vagy a zart félkorlappal azonos felépitésii.
Mindegyik elagazik a

P
pontnal. Ezért ezt az alakzatot nem is soroljuk a feliiletek kozé.

A feliilet szemléletes definicidja tehat a kovetkezo: A feliiletek olyan 6sszefiiggd alakzatok, amelyeken minden
pontot koriilvesz egy zart félkorlappal azonos felépitésii részalakzat. A feliilet bels6 pontjai azok a pontok,
amelyeket nyilt korlappal azonos felépitésii részalakzat is koriilvesz. Ha a feliilet valamely pontja nem belsé
pont, akkor az hatarpontja a feliiletnek.

Valészinii, hogy a feliiletek most megfogalmazott meghatarozasaval kapcsolatosan még a kevésbé éles szemii
kritikusban is szamos ellenvetés timad.

El6szor is nem tisztazott kérdés, hogy mit is értsiink alakzaton. Elég, ha arra gondolunk, hogy a 13. abran két
pont (példaul

Gl
és

G2
) szamitott egynek, a 17. abran pedig egy pont kettének. Tisztdzatlan az is, mikor allithatd egy alakzatrdl, hogy a
nyilt korlappal vagy a zart félkorlappal azonos felépitési.

Pontos megfogalmazast kivanhat a szigort kritikus arra vonatkozodan is, hogy az alakzat egy része egy pontot
koriilvesz-e vagy nem.

Mindezek a kérdések csakugyan tisztazasra szorulnak, hiszen kiilonben tag tere nyilna a szubjektivizmusnak, a
szemlélon mulna példaul az, hogy a kip palastjat azonos felépitéslinek tartja-e a korlappal, vagy sem.
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A FELULET FOGALMA

Vannak olyan esetek is, ahol a szemlélet bizonytalanna valik; gondoljunk példaul a 17. abra

C
pontjara és egy azt koriilvevo kis sapkara (lasd a 20. abrat)! A

CF
¢l pontjait itt — a

C

pont kivételével — természetesen kettds pontoknak kell tekinteniink. Azonos-e az igy nyert alakzat felépitése a
korlapéval vagy sem? A térben jol 1atdé szemléld sem ad rogton igenld valaszt erre a kérdésre. Ha azonban
meggondoljuk, hogy az alakzat szerkezeti felépitése éppen olyan, mint egy négyzet alapii gula palastjaé a
hatarol6 négyzetvonal nélkiil, akkor mar konnyebb igennel valaszolnunk.

Az imént felvetett kérdésekre csak a matematika egyik igen elvont 4ganak, a topologianak eszkozeivel adhatunk
megnyugtato valaszt.

Nem lehet célunk, hogy teljes egészében ismertessiik itt a topologia apparatusat, mert nagyon is eltérnénk
eredeti témanktol. Ha azonban figyelmiinket egyeldre csak azokra a feliiletekre forditjuk, ahol nincsenek kett6s
pontok vagy pontparok, akkor mar kénnyebben valaszolhatunk.

Alakzaton tehat most a tér pontjainak bizonyos Osszességét, mas szoval a tér pontjaibol alld6 halmaznak egy
részhalmazat értjiik.

Valamely

P
pontnak egy térbeli kdrnyezetén olyan halmazt értiink, amely tartalmaz egy

P
kdzépponta golyot; mas szoval

VP
akkor kornyezete

P
-nek, ha van olyan pozitiv

U
-szam, amelynél a térnek

P
-t6l

0
-nal kisebb mérészamu tavolsagra 1évo pontjai (és igy maga

P
is) valamennyien

VP
-hez tartoznak. Egy pontnak természetesen végtelen sok kornyezete van.

Legyen most

M
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a tér pontjainak tetszdleges részhalmaza, és

P
az

M
halmaz egy pontja! Ekkor a

P
pontnak egy

M
-beli kdrnyezetén

P
pont egy térbeli kornyezetének

M
-hez tartozo pontjait értjik.

Igy példaul egy sik, egyenes, illetve gombfeliilet valamely

P
pontjanak kornyezete olyan halmaz a sikon, egyenesen, illetve gombfeliileten, amely tartalmaz

P
koézépponta korlapot, egyenesszakaszt, illetve gdmbsiiveget (lasd a 21. abrat)!

21 dbra

e
k5

A tér valamely

G
részhalmaza nyilt, ha maga a

G
halmaz térbeli kérnyezete minden

G
-hez tartozo6 pontnak. Egy

F
halmaz zart, ha a kiegészité halmaz, vagyis az a halmaz, amely a térben

F
pontjainak elhagyésakor megmarad, nyilt halmaz. Igy példaul egy gomb belsd pontjai és kiilsé pontjai is nyilt
halmazt alkotnak (kiilon—kiilon és egytittesen is!), egy gombfeliilet pedig zart halmaz a térben.

Egy

M
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halmaz korlatos, ha van olyan gémb, amely tartalmazza azt.
Legyen

M
a tér pontjainak valamely részhalmaza,

N
egy nyilt, illetve zart halmaz a térben és

N’
az

N
halmaz

M
-hez tartozo pontjainak az 6sszessége! Ekkor

N!
-t

M
-ben nyilt, illetve zart halmaznak hivjuk. Ily médon a nyilt korlap a sikban nyilt halmaz, a zart félkorlap pedig a
sikban (de a térben is) zart.

Felhivjuk itt az olvasé figyelmét arra, hogy a nyilt és zart kifejezéseket tobbféle értelemben hasznaltuk. Példaul
egy nyilt korlap a térben nem lesz nyilt halmaz, egy nem zart (hanem hatarolt) feliilet pedig zart halmaznak
szamit a térben.

Tekintstink most egy nyilt kdrlapot, és tekintsiik egy vele azonos sugaru gombfeliilet nyilt (hatarkorétdl
megfosztott) félgombjét! Helyezziik el 6ket a 22. abran jelzett modon!

22 dbra

Ha a félgombot parhuzamos sugarakkal feliilr6l megvilagitjuk, akkor a félgdmb minden pontjanak arnyéka a
korlapon fekszik. A kiilonbdzd pontok arnyékai is kiilonbozok lesznek, és minden korlapon fekvd pont arnyéka
lesz a félgomb valamelyik pontjanak. Azt mondjuk, hogy kdlcsondsen egyértelmi megfeleltetést 1étesitettiink a
félgdmb és a kdrlap pontjai kozott.

Altalanossagban akkor beszéliink két alakzat pontjai kozotti kolesondsen egyértelmii megfeleltetésrdl vagy
leképezésrdl, ha az egyik alakzat minden pontjahoz hozza van rendelve a masik alakzat egy pontja igy, hogy
kiilonbdz6 pontokhoz kiilonbozé pontok legyenek hozzarendelve, €s a masodik alakzat minden pontja
megfeleljen az eredeti valamelyik pontjanak.

A félgombnek a korlapra torténd vetitése mindkét iranyban folytonos megfeleltetés. Ezen a kdvetkez6t értjik:

Szemeljiik ki a félgémb valamely tetszbleges
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P
pontjat, egy tetszés szerinti olyan

X
részhalmazat, amely kornyezete

P
-nek a félgdmbon, végiil olyan tetszdleges

Y
részhalmazat, amely nem kornyezete

P
-nek a félgdmbon (lasd a 22. abrat)! Legyen

halmaz,

Y!

pedig az

Y

halmaz képe (arnyéka). Ekkor
Xl

kornyezete

PV

-nek,

Y!

pedig nem kornyezete
Pl

-nek a korlapon.

Altaldban valamely

M
térbeli alakzatnak egy masik

MI
térbeli alakzatra torténd kolcsondsen egyértelmii leképezését mindkét iranyban folytonos vagy topologikus vagy

homeomorf leképezésnek hivjuk, ha az

M
alakzat barmely
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P
pontjara és

X
részhalmazara nézve igaz a kovetkezo:

X
akkor ¢és csak akkor kornyezete a

P
pontnak

M
-ben, ha

X
képe kornyezete

P
képének

M/
-ben.

Két alakzatot akkor hivunk homeomorfnak, illetve akkor mondjuk, hogy az egyik a masik topologikus képe, ha
1étesithetd koztiik homeomorf leképezés.

Lassunk néhany példat homeomorf leképezésekre:

A nyilt félgdmb ¢és a nyilt kdrlap homeomorf voltat az imént mar lattuk, ha a bizonyitast nem is hajtottuk végre
teljes részletességgel. Ugyantgy lathatdé be, hogy egy korvonal és a beleirt szabalyos haromszog keriilete
(hatarvonala) homeomorfak. Hiszen a kor kozéppontjabol vald vetités homeomorf leképezést 1étesit a két
alakzat kozott (lasd a 23. abrat)!

N / j\l‘
I"-bff Y, "I \ '/
N _3,,/& \ /

23 dbra 24 dbra

Homeomorf egymassal a zart korlap és a zart haromszoglap, valamint a nyilt korlap és a nyilt haromszoglap is.
A homeomorfiat az a leképezés 1étesiti, amely a kdrvonal tetszdleges

P
pontja esetén aranyosan htizza 6ssze a

CP
szakaszt a
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CcpP™
szakaszra (lasd a 23. abrat)!

Ugyanugy lathato be egy zart félkorlap és egy zart kdrlap homeomorf volta (lasd 24. abrat)!

Homeomorf tovabba példaul egy gombfeliilet egy kocka feliiletével. Ha ugyanis egybe ejtjiik a kocka és a gomb
kozéppontjat, akkor ebbdl a kozds kozéppontbdl torténd vetités homeomorf leképezést 1étesit a két alakzat
kozott.

Homeomorf egy zart félgomb egy korgyiiri és annak kiilsé korére emelt kuppalast egyesitésével. A
homeomorfiat itt ugyancsak egy vetités szolgaltatja. Ez a homeomorf leképezés a korgytirti belsé korvonalat a
félgdmb hatarkorébe viszi at, méghozza igy, hogy atellenes pontok képei atellenes pontok lesznek (lasd a 25.
abrat)!

25, dbra

Szemléletesen azt mondhatjuk tehat, hogy két alakzat akkor homeomorf, ha igen rugalmas gumibol készitve el
azokat, barmelyik atalakithaté a masikba szakitas és ragasztas nélkiil, természetesen huzast, nyujtast, zsugoritast
megengedve. Igy példdul, ha egy gumibodl késziilt kockafeliiletet jol felfujunk, akkor anélkiil, hogy
elszakitanank vagy valahol 6sszeragasztanank, elébb—utébb gémbalakot vagy legalabbis gdmbhoz kozeli alakot
vesz fel.

A homeomorf alakzatoknak ez a ,,gumigeometriai” meghatarozasa azonban nem pontos, mert példaul a 2. és 3.
abrak egyszer(, illetve kétszer csavart szalagjai homeomorfak egymassal, de gumibdl elkészitve az egyiket,
szétvagas és ragasztas nélkiil az semmilyen huzassal, ny(jtassal vagy zsugoritassal nem vihetd at a masikba.

Persze a ragasztas- és szakitasmentes ,,gumigeometriai” leképezések is idonként meglepd atalakitasokat tesznek
lehetdvé. Nézziik példaul a 26. abra

26. dbra

ugynevezett fogantyufeliiletét! Képzeljiik el, hogy a feliilet kiilseje pirosra, belseje pedig feketére van festve. A
feladat a feliilet olyan atalakitasa (kiforditdsa), hogy kiviil legyen a fekete és beliil a piros oldal. Mint azt a 27.
abrasorozat mutatja, ez az atalakitas elvégezhetd szakitas és ragasztas nélkiil.
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Egyenesszakasszal homeomorf alakzatokat egyszerii iveknek hivunk (lasd a 28. abrat)! Az iv két végpontja a
szakasz két végpontjanak a homeomorf leképezés altal nyert képe lesz.

Az egyszeru iv Osszekoti (sajat) két végpontjat. Egy alakzatot ivszeriien 0sszefliggének hivunk, ha barmely két
pontja dsszekothetd az alakzatban halado egyszeri ivvel.

27, dbra
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f J
£+HN /

28, dbra

Egyszerti zart gorbének hivjuk a korvonal topologikus képét. Az eldkésziiletek megtétele utdn most mar
visszatérhetiink eredeti kérdésiink megvalaszolasara, tudniillik arra, hogy végiil is mit értsiink feliileten.
Egyeldre — mint arr6l mar széltunk — csak az dnmagukat nem metsz6 térbeli alakzatokkal foglalkozunk. Nem
foglalkozunk a végtelenbe nyuld feliiletekkel sem. A (térbeli) feliilet matematikailag pontos definicioja a
kovetkez6: A tér valamely

F
részhalmazat feliiletnek hivjuk, ha az ivszerlien 0sszefiiggd, korlatos és zart, azonkiviil barmely pontjanak van
zart korlappal homeomorf

F
-beli kdrnyezete.

Ez természetesen eléggé elvont definicid, de valojaban a feliilet szemléletes meghatarozasanak matematikailag
szabatosan megfogalmazott pontos masa.

Ha minden

F
-beli pontnak van nyilt kdrlappal homeomorf

F
-beli kornyezete is, akkor a feliilet zart vagy nem hatarolt, egyébként hatarolt. A feliilet hatarpontjai azok a
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pontok, amelyeknek nincs nyilt korlappal homeomorf kdrnyezetiik. A hatarpontok Osszessége a feliilet hatara,
amely egy vagy tobb, de mindig véges sok egyszeri zart gdrbébdl all.

4. A FELULETEK OSZTALYOZASA

Vizsgaljuk meg most, hogy milyen tipust feliiletek vannak! Ennek megallapitdsdhoz el0szor azt a kérdést kell
eldonteniink, hogy mikor tekintiink két feliiletet azonos, és mikor kiilénb6z6 tipusunak.

Az elemi geometria a kocka és a gomb feliiletét kiilonb6z6 tipusunak tekinti, hiszen nem hasonldok egymashoz.
Ha azonban akkor sorolunk két feliiletet egy osztalyba, ha azok homeomorfak, abban az esetben a kocka és a
gomb feliilete mar ugyanabba az osztalyba keriil. Ezt a topologiai osztalyozast vessziik majd alapul.

A geometrian beliil a topologiai osztalyozas adja a legattekinthetobb rendszerezést. Bar ebben az osztalyozasban
azonos osztalyba keriil az egyszert szalag ¢és a kétszer megcsavart szalag is, vagy a lyukas torusz és a 26. dbra
fogantyufeliilete, de példaul a gombfelilet és a toruszfeliilet, az egyszerli szalag és a Mdobius-szalag itt is
kiilonboz6 osztalyokhoz tartozik.

A feliiletek topologiai osztalyozasat a mult szazad masodik felében Mébius, Dyck és Petersen végezték el.

Az osztalyokat ugy tekinthetjiik at legcélszeriibben, ha mindegyik osztalybol mintat vesziink, mas szoval
minden egyes osztalyt valamely beletartozo feliilettel képviseltetiink. Barmely kett6t szemeljiik is ki az igy nyert
mintak koziil, ezek sohasem lesznek homeomorfak, de barmely térbeli felillet homeomorf lesz a mintak
egyikével.

Lassunk tehat egy ilyen mintakollekciot:

A. Kétoldalu feliiletek.

Akkor kétoldalu a feliilet, ha egy orat a feliileten fekvé barmely zart gorbén végigvezetve az eredeti helyére
vald visszatérésekor az ugyanugy jar, mint amikor elinditottuk.

Vagjunk ki a gémbfeliiletbdl

ptq
darab gombsiiveget (ablakot)! Koziilik

P
darabot ragasszunk be fogantyuval (lasd a 29. abrat)!
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20 b

Ekkor

q
szdmu hatargorbével rendelkezd kétoldalu feliiletet nyertiink. Ha két ilyen mintan a

p
és

q
szdmok nem azonosak, akkor a feliiletek nem homeomorfak. Masrészt viszont barmely kétoldalu feliilet
valamely

p
fogantyus és

q
ablakos gombbel lesz homeomorf.

Magan a gombfeliileten

p=0

q=0

, a toruszfeliileten
p=1

q=0

, a fogantytin

p=1

>
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q=1
, az egyszerl szalagon

p=0
q=2

, a korlapon

p=0

B

g=1
stb.

Egyoldalu feliiletek.

Akkor egyoldalu a feliilet, ha van rajta olyan zart gérbe, amelyen végigvezetve az orat, annak jarasa
»megfordul”.

Ragasszunk hozza egy korlap hatadrvonalahoz

4
darab (egyszer) csavart és

q
darab egyszerii szalagot (

p>1

>

q>0
)! A 30. abran példaul

p=3
és

q=

J). dbra

Ha két mintan a

p
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és

q
szamok nem egyeznek meg, akkor nem homeomorfak a feliiletek, de barmely (térbeli) egyoldalu feliilethez

tartozik olyan

p
és

q
, amelynél az homeomorf a

p
csavart €s

q
egyszerl szalaggal ellatott kdrlappal.

Igy példaul a Mobius-szalagon

p=1
és

q=0

5. EGYOLDALU ZART FELULETEK

A kétoldalu feliiletek kdzott vannak olyanok (

q=0
tipusuak), amelyeknek egyetlen hatarvonaluk sincs, mig az egyoldalu feliiletek mindegyikének van legalabb egy
hatarvonala. Ha azonban az egy hatarvonallal bird (

q=0
) egyoldalu feliiletek hatarvonalat 6sszeragasztjuk egy

L
korlap

K
hatarold kdrvonalaval, mas szoval korlapot ragasztunk a feliilethez, akkor mar zart egyoldalu feliiletet nyeriink.
Csakhogy ez a beragasztas sohasem vihetd véghez anélkiil, hogy ne kapnank kettds pontokat is.

A Mobius-szalagnak a 17. dbran megadott atalakitdsdhoz a hatdrvonala mentén egy gula paléstjat ragasztva
hozza, egyoldalu zart

Fl1
feliiletet nyeriink (lasd a 31. &brat),
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L M

21, dbra
de a
CG
szakasz pontjai
C
és
G
kivételével itt természetesen kettds pontok lesznek.

A 13. abra Mobius-szalagjabol egy kuppalast hozzaragasztasaval szintén egyoldal zart

2
feliiletet kapunk, csakhogy itt a korgyliri belsé korén az atellenes pontparok mindegyike egy pontnak szamit
(lasd a 32. abrat)!
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32 dbra

A Mobius-szalag korlappal torténd beragasztasat tigy is értelmezhetjiik, hogy egy

f

topologikus leképezést 1étesitiink az

L
korlapot hatarolo

K
korvonal és az

M
Mobius-szalag

J
hatarvonala k6z6tt. Egy pontnak tekintjiik a

[PAP)]
parokat, ahol

P
végigfut a

K
korvonalon (lasd a 33. abrat)!

33, dhra

Ezzel az azonositassal az
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M
Mobius-szalag és az

L
korlap egyiitt ismét zart (nem hatarolt) egyoldali

F3
feliiletet alkot.

Felvetddik a kérdés: vajon az igy meghatarozott alakzatok valoban feliiletek-e, és ha igen, akkor homeomorfak-¢
vagy sem?

El6szor meg kell mondanunk, hogy mit értsiink ezeken a furcsa alakzatokon egy elem kornyezetén.
Tekintsiik az

F3
alakzatot!

A tér pontjainak egy

N
0sszességét

F3
-mal 6sszeférd halmaznak hivjuk, ha a

K
korvonal minden

N
-hez tartozo

P
pontjaval egyiitt

fP)

is

N
-hez tartozik, és ezenkivil

fP)

N
-hez tartozasa maga utan vonja azt, hogy

P
is

N
-hez tartozzék. Az

F3
alakzat egy kozonséges

0
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pontjanak valamely kérnyezetét a

o

térbeli kornyezetét alkotod,

F3
-mal 6sszeférd

N
halmazok jelolik ki tgy, hogy a kornyezet elemei az

N
halmaz

M
-hez és

L
-hez tartozo, de

J

-n és

K
-n nem fekvo pontjaibol alljanak, valamint azokbol a

[PAP)]
pontparokbol, ahol

P
az

N
-hez és

K
-hoz is hozzatartozik. Ha

[PAP)]

az

F3
valamely pontparja, akkor kdrnyezetének képezésekor olyan

N
Osszeférd halmazbdl kell kiindulnunk, amely

P
-nek is és

AP)

-nek is kornyezete. Az eljaras tovabbi menete ugyanaz, mint elébb volt (lasd a 33. abrat)!
Hasonlo6an jarhatunk el

2
esetében is, csak ott az 6sszeférd halmazok azok az
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N
halmazok lesznek, amelyek a korgytirti belsé kdrvonalanak minden

P
pontjaval egyiitt annak a kdrvonalon fekvd atellenesét is tartalmazzak.

Az

F1
alakzatnal mas utat kell kovetniink.

F1
elemei az

Fl1
-hez tartozo pontok a

CG
szakasz bels6 pontjai nélkiil, tovabba a

(P,KCMT)
és

(P,LCNIY)
parok, ahol

P
a

CG
szakasz bels6 pontja. Ilyen mdédon a kettds pontokat mintegy felbontottuk két kiilonallo elemre. Egy elem
kornyezetének megallapitasakor itt harom tipust elemet kell megkiilonboztetniink. Ha

P
nem tartozik a

CG
szakaszhoz, akkor

F1
-nek

X
részhalmaza kornyezete

P
-nek, ha van olyan

P
kozépponta golyod, amelynek

F1
-hez tartozo kdzonséges pontjai

X
-hez is hozzatartoznak. Ha
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P=C
vagy

P=G
, akkor még azt is meg kell kdvetelniink, hogy azok a

(Q,KCM)
és

(Q,LCNL))
parok, amelyeknél

0

a golyohoz tartozik, szintén az

X
halmaz elemei legyenek. Ha végiil

(P,KCM(T)
tipusu elemet vesziink, akkor a

P
kdzéppontu golyonak a

KCMD
-hoz tartozd pontjaitol és azoktol a

(Q.KCMI)
paroktol, ahol

0
a golyohoz tartozik, kell megkdvetelniink, hogy

X
elemei legyenek (lasd a 31. abrat)! Ha

(P,LCNI)
tipust elemrdl van sz6, akkor ugyanugy jarunk el, csak

KCMDO
helyébe mindentiitt

LCNO
keriil.

Ilyen moédon, bar az

)
és
F3

alakzatokban pontokon kiviil pontparok is szerepelnek az elemek kozott,

F1
-ben pedig kett6s pont is van, mégis értelmezhetd volt rajtuk a kdrnyezetfogalom, és igy beszélhetiink ezeknek
az alakzatoknak homeomorf vagy nem homeomorf voltardl is.
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Belathato, hogy

F1

>

b
és

F3
homeomorfak, tovabba az is, hogy

F1

(és igy
2
vagy

F3
) minden elemének — legyen az akar kdzonséges pont, akar pontpar, akar egy kett6s pont egyik fele — van nyilt
korlappal homeomorf kdrnyezete. Az is belathato, hogy

F1
barmely két pontjat 6ssze lehet kotni egyszert ivvel. Gyanitjuk tehat, hogy

-et,

b
-t és

F3
-at is a zart feliiletek koz¢ sorolhatjuk, ha nem is homeomorfak valamely kétoldalu feliilettel, s6t egyetlen olyan
feliilettel sem, amelyrol az el6z6 fejezetekben beszéltiink.

A mondottak bizonyitasa érdekében még tovabb kellene terjeszteniink a feliilet fogalmat igy, hogy abba a régi
feliiletek és az

F1

E

o)
és

F3

alakzatok egyarant beleférjenek. Mi most itt nem térhetiink ki erre, mivel ez talsdgosan messzire, az absztrakt
topologikus terekhez vezetne. Pusztan annyit jegyziink meg, hogy az egyoldald, egyetlen hatarvonalu feliiletek
mindegyike beragaszthatd egy korlappal ugyanugy, ahogyan ezt a Mobius-szalagbdl képzett

F3
feliiletnél lattuk. Ilyen modon nyerjiik az egyoldali zart feliileteket. Ezek a zart feliiletek akkor és csak akkor
lesznek homeomorfak, ha a beragasztand6 egyoldalu hatarolt feliiletek homeomorfak voltak.

Befejezésiil néhany példat mutatunk egyoldala zart feliiletekre.

A. A projektiv sik.
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Egészitsiik ki a sik minden egyenesét a kozonséges pontokon kiviil egy ugynevezett végtelen tavoli ponttal
ugy, hogy a parhuzamos egyenesekhez ugyanaz a végtelen tavoli pont tartozzék, a nem parhuzamosokhoz
pedig kiilonb6z6 végtelen tavoli pontok tartozzanak! A végtelen tavoli pontokkal ilyen modon kiegészitett
sikot projektiv siknak hivjuk.

Belatjuk, hogy ez a projektiv sik homeomorf a Mdbius-szalag korlappal valé beragasztasa révén nyert
egyoldalu zart

F3
feliilettel.

Allitsunk a sikra egy félgombot Gigy, hogy a sik a félgdmbot éppen peremétdl legtavolabb esé pontjdban
érintse (lasd a 34. abrat)!

A gdmb

0
koézéppontjabol torténd vetités a kozonséges sik és a nyilt félgdmb kozott homeomorf leképezést 1étesit.
Végtelen tavoli pont megfeleldjét ugy kapjuk meg, hogy

0

-bol parhuzamost huzunk a végtelen tavoli pontot tartalmazé valamelyik egyenessel. Ez a vetitdsugar a
félgomb peremén egy atellenes pontpart fog kimetszeni. A projektiv sik tehat homeomorf a félgdmbbdl a
hatarkor atellenes pontparjainak 0sszeragasztasa utan nyert feliilettel, vagyis

F2
-vel és igy

F3
-mal is.

A Klein-féle csé.

Tekintsiik a 35. abra egy hatarvonal, egyoldalu feliiletét! Ragasszuk be a kérvonalat egy korlappal! Ekkor
egy Onmagat metsz6, egyoldalu zart feliiletet nyeriink (14sd a 36. 4brat)!
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35, dbra 36, dbra
Ez a Klein-féle cs6. A Klein-féle csé homeomorf a két (egyszer) csavart szalaggal ellatott korlap

(p=2.4=0)
korlappal valo beragasztasaval.

Hogy err6l meggy6zddhessiink, a 35. dbran lathato feliiletrdl azt kell kimutatnunk, hogy homeomorf a két
(egyszer) csavart szalaggal ellatott korlappal.

Vagjuk szét a feliiletet a

J
korvonal mentén, és htizzuk ki a cs6 elvékonyodo részét a lyukbol (1asd a 37. brat)!

37 dbra

Jeloljiik meg azonos betlikkel a szétvagott pontokat! Kissé atalakitva a 37. abrat, a 38. abra alakzatahoz
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jutunk.

IN. dbra

Vagjuk szét ezt az abrat az

A'E

B

B'F

B

GA
és

HB
szakaszok mentén, és a szétvagott pontokat Ujra jeldljikk azonos betiikkel! Teritsiik ki a sikba az igy nyert
alakzatokat (1asd a 39. 4brat)!

H i n n FI H-

HII

.......... D

9, dbra

Toljuk el a 39. abra also kis téglalapjat a nagy folé, a felsét pedig a nagy téglalap ala (1asd a 40. abrat)!
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DI
AlQ O OB AQ oB'
E g aF Eo oF
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MO Cr OB A O oB
C
A - B
" E' ¢ o F'
4] dhrao
EI FI

#), dbra
A szétvagott pontok keriiltek egymas f61¢é, és igy ezeket Osszeragaszthatjuk (1asd a 41. abrat)! A

GAE’
szakaszt kihuzzuk szalagszertien és megcsavarjuk. Ugyanezt tessziik a

HBF'
szakasszal is (lasd a 42. abrat)!

42 dabra

Ismét egymas mellé keriiltek a szétvagott pontok. Az azonos jelzésii pontok Osszeragasztasa és az abra
némi kiigazitasa utan két (egyszer) csavart szalaggal ellatott korlapot kapunk (lasd a 43. abrat)!
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43, idbra

A lyukas Klein-féle cs6 tehat csakugyan homeomorf ezzel az alakzattal, maga a Klein-féle cs6 pedig a 43.
abra feliiletének korlappal torténd beragasztottjaval lesz homeomorf.

oo

U

Nincs szandékunkban tovabb szaporitani a példakat. Azoknak, akik a témaval behatobban kivannak foglalkozni,
Koénig Dénes: ,,Az analysis situs elemei” (Akadémiai Kiadd, 1918) vagy Boltjanszkij—Jefremovics magyar
nyelven megjelent ,,Szemléletes topoldgia” (Tankonyvkiadd, 1965) cimii konyveit ajanlhatjuk.
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EGY IGAZAN CSUDALATOS
BIZONYITAS26

RONYAI LAJOS

1993. junius 23-an Cambridge-ben a Sir Isaac Newton Intézetben Andrew Wiles angol matematikus
bejelentette, hogy bebizonyitotta a Fermat-sejtést. A felfedezés hire igazi szenzacidova valt, ami azeldtt még
sohasem fordult el matematikai eseménnyel. A vilag vezetd napilapjai nagy terjedelemben irtak a dologrol.
Néhany honappal késébb kideriilt, hogy a nyari szeminariumon vazolt gondolatmenetben egy jelentds
hianyossag van.

Mar megint a szokasos torténet — mondtdk sokan a Fermat-sejtésre adott szdmos korabbi kérészéletii
,megoldasra” gondolva. A szakértk masként vélekedtek ramutatva, hogy Wiles munkaja oriasi elérelépést
hozott a teriilet egyik kdzponti problémajaval kapcsolatban. Néhanyan koziiliik ugy lattak, hogy a bizonyitasban
levd lyuk is befoltozhato par honap, esetleg par év alatt. Hamarosan kideriilt, hogy igazuk volt. Mar 1994 nyaran
voltak olyan hirek, hogy 1étezhet egy keriilout, amely mentén teljessé tehetd a bizonyitas. 1994. oktdber 24-¢én
Wiles két kéziratot adott kozre, melyek igen alapos és gondos birdlat utan megjelentek az Annals of
Mathematics cimli folyoiratban. Az egyik dolgozat annak az elliptikus gdrbékre vonatkozd eredménynek a
bizonyitasat tartalmazza, amelybdl kovetkezik a Fermat-sejtés. A masodik — a szintén brit Richard Taylorral
kozos — munka foglalkozik a keriiléutat jelentd algebrai allitassal.

A kovetkez6 néhany oldalon 6sszefoglaljuk a sejtés torténetét. Kozben érintiink néhany kapcsolodd matematikai
fogalmat. Ekozben ejtiink szot régi €s mai sotétben botorkalasrol is.

Mi lehet az a matematikai kérdés, amir6l tobbhasabos cikkek jelennek meg a nagy napilapokban? Nos, a
Fermat-sejtés artatlanul egyszertien hangzik:

Ha

n>2
egész szam, akkor nincsenek olyan nullatol kiilonbozé

X,Y,Z
egészek, melyekre

Xn+yn=zn
teljestil.

Egyszert allitas, nem kell sok eldismeret a megfogalmazasahoz. Valdsaggal csabitja az embert, hogy kezdjen el
szamolgatni, gondolkodni rajta. Hosszl torténete soran sokakat megejtett kiilonds varazsaval. Tobbek szdmara
jelentette azt a meghatarozd élményt, ami a matematikusi palya valasztdsdhoz vezette Oket. Személyes
ismer6seim kozott is van ilyen kolléga. Wiles maga is mar kisiskolasként talalkozott a kérdéssel.

A sejtés eredetét kutatva i.e. 250-ig tekinthetiink vissza. Ezid6tajt sziiletett az alexandriai Diofantosz nagyhatasu
munkdja, az Aritmetika, amely — ismereteink szerint — eldszor adott kozre valamelyes rendszerbe foglalva
szamelméleti és algebrai eredményeket. ime egy jellegzetes feladat a II. Konyvbol: osszunk fel egy adott
négyzetet ket négyzetre! A probléma €s a Diofantosz altal kozolt megoldas a kovetkezd pontosabb ,,modern”
megfogalmazast sugallja: keressiik az

x2+y2=z2

26K 6szonetet mondok Brody Ferencnek, Ivanyos Gébornak, Kramli Andrasnak és Szabo Rékanak értékes észrevételeikért.
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egyenlet egész megoldadsait, szokasos neviikdn a pitagoraszi szdmharmasokat.

Nem nehéz meghatarozni az dsszes ilyen harmast. Az éaltalanossag kiilonosebb sérelme nélkiil szoritkozhatunk
arra az esetre, amikor mindharom szadm pozitiv, semelyik kettének nincs kdz6s primosztdja, €s

x
paros (nevezziik ezeket primitiv harmasoknak). Ekkor az

x2/4)=(1/2)(z+y)1(1/2)(z—y)
Osszefiiggést haszndlva kapjuk, hogy

(172)(z+y)
és

(172)(z-y)
egészek, sOt négyzetszadmok:

(172)(zty)=u2, (1/2)(z—y)=2.
A gondolatmenetet folytatva konnyen adodik, hogy a primitiv harmasok mind megkaphatok

x=2uv, y=u2—v2, z=u2+v2
alakban, ahol

u>v
pozitiv, relativ prim egészek, és az egyikiik paros.

Most ugorjunk egyet térben és idoben, a hellenisztikus Egyiptom viragkorabol XIII. Lajos és Richelieu biboros
Franciaorszagédba! Pierre de Fermat (1601-1665) hivatasat tekintve jogasz volt. Egyetemi tanulmanyainak
befejezése utan palyajanak végéig a kozigazgatas és igazsagszolgaltatas teriiletén dolgozott Toulouse-ban. Ugy
tlinik azonban, hogy igazi szenvedélye a matematika volt, ezen belill is az egész szdmok tulajdonsagainak
vizsgalata — a szdmelmélet, ahogy ma mondanank. Fermat tehat pusztan kedvtelésbdl foglalkozott
matematikaval. Mégis olyan sok és fontos eredmény fliz6dik a nevéhez, hogy méltan tartjak kora egyik
legjelentésebb matematikusanak. Akkoriban a tudomany korantsem volt olyan jol szervezett gépezet, mint
manapsag. Nem voltak példaul szakfolydiratok. A gondolatok elsésorban levelezés Utjan terjedtek. Fermat is
kedvelte ezt a miifajt. Olyan hirneves levelezdtarsai voltak, mint René¢ Descartes, Marin Mersenne, Christian
Huygens vagy Blaise Pascal. Leveleiben adta kozre seregnyi, nagy horderejii felfedezését tobbek kozott a
matematikai analizis, a valoszinliségszamitas, az optika és a szamelmélet problémairol. Heves indulatokat kavart
azzal, hogy feladvanyok formajaban csak a kovetkeztetéseinek végeredményét irta meg. Kesztyiit dobott ezzel a
tudomanyos vilagnak, hogy talaljak meg masok is a megoldashoz vezetdé — sokszor rendkiviil nehéz — utat.
Fermat emellett csipds hangu kritikusa volt kortarsai munkainak. Meglehetdsen fagyos viszonyba keveredett
példaul a nyugati gondolkodas atyjaval, Descartes-tal, miutan sététben botorkaldsnak mindsitette utobbinak a
fénytorés természetével27 foglalkozd érvelését. (Felettébb fullankos megjegyzés egy a feny viselkedését
megvildgitani szandékozé fejtegetésrdl.) Ez a kritika vezetett el aztdn az optika egyik alaptorvényének, a
Fermat-elvnek28 a felfedezéséhez.

A jelen iras kozponti témaja is egy Fermattol szarmazo tudomanyos kihivas. Ezt vélhetéen 1637 tajan jegyezte
fel az Aritmetika latin forditdsanak margdjara. A probléma csak sokkal késébb, 1670-ben keriilt napvilagra,

27Arrol az Osszefiiggésrdl van szo, amelyet ma Snellius—Descartes-torvénynek neveziink: sik kozeghataron a megtort fénysugar a beesési
sikban marad, és a beesési, valamint a torési sz0g szinuszanak hanyadosa a két kozeg minéségére jellemz6 allando.

28A Fermat-elv szerint a fénysugar két pont kozott mindig azon az uton halad, amelyre vonatkozoan az optikai Gthossz a legkisebb vagy —
ritkdbban — legnagyobb. Az elvb6l konnyen kovetkeznek a geometriai optika tovabbi nevezetes Osszefliggései, igy a
Snellius—Descartes-torvény is.
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amikor fia, Samuel kozzétette apja feljegyzéseinek egy részét.

Fermat nagy figyelemmel olvasta az Aritmetikdt, amire szamos, a konyvbe irt megjegyzésébol
kovetkeztethetiink. A négyzet felosztasaval kapcsolatban imént idézett részhez az alabbi széljegyzetet flizte:

Cubum autem in duos cubos, aut quadrato-quadratum in duos quadrato-quadratos, et generaliter nullam in
infinitum ultra quadratum potestatem in duos ejusdem nominis fas est dividere; cujus rei demonstrationem
mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caparet.

Magyarul — Brody Ferenc forditadsdban — mindez igy hangzik:

Nincsen mod viszont felosztani kobot két kobre, sem négyzetes négyzetet két négyzetes négyzetre, és dltaldban a
négyzeten tul a végtelenig semmiféle hatvanyt két ugyanolyan nevezetiire; mely dolognak igazan csudadlatos
bizonyitasat talaltam. Sziikebb a margo, semhogy befogadna.

Ez a Fermat-sejtés eredeti megfogalmazasa. Olyan allitasként irta le, amelyet bizonyitani tud. Azdta eltelt kb.
350 év, és egészen napjainkig senkinek sem sikeriilt bizonyitast talalnia. Ezért altalanos a vélemény, hogy
Fermat valészintileg tévedett, elnézett valamit, és nem volt igazan csudadlatos bizonyitasa. Az 1800-as évek
elejére minden mas (levelekben és jegyzetekben fennmaradt) allitasat sikertilt tisztazni, csak ez az egy allt ellen
makacsul minden kisérletnek. Innen szarmazik a sejtés masik gyakran hasznalt elnevezése: Fermat Utolso
Tétele.

Pedig erdfeszitésben nem volt hiany. Az
n=3
és

n=4
esetekrdl késobb Fermat maga is irt. Sokak szemében ez is amellett sz6l, hogy nem volt minden

n
-re érvényes bizonyitasa. Az

n=4
kitevére adott gondolatmenete fennmaradt — szintén lapszéli jegyzetek formajaban. Valamivel altalanosabban
azt igazolta, hogy az

x4+yd=z2
egyenletnek nincs csupa nem nulla egészekbdl allo megoldasa.

Roviden bemutatjuk Fermat bizonyitdsat. Egy tanulsdgos modszerrdl van szo, mely tobb mas problémara is
alkalmazhato, és amelynek a ma hasznalt igen kifinomult valtozatait Fermat-leszallasnak nevezik.

Ha van az

x4+yd=z2
egyenletnek csupa pozitiv egészekbdl all6 megoldasa, akkor van olyan is, amelyben

z

a lehetd legkisebb. Ekkor (

X
és

y
esetleges felcserélése utan)
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x2

>

2
és

z
primitiv pitagoraszi harmast alkot. Vannak tehat olyan

u,v
pozitiv egészek, melyekre

()
x2=2uv, y2=u2—v2, z=u2+v2.

A

v2+y2=u2
egyenlOség szerint

v)y’”
is pitagoraszi harmas, ami primitiv is, mert kiilonben

x2.y2.z
sem volna primitiv. A

v
paros, mert feltevésiink szerint

y
pératlan. A (

U
)-beli els6 egyenldségbol ezutan arra kdvetkeztethetiink, hogy

u
négyzetszam (

u=c2

>

>0

)’

v
pedig egy négyzetszam kétszerese. Alkalmazzuk ismét a primitiv pitagoraszi harmasok leirasat, mégpedig
ezuttal a

v,y,u
harmasra! Alkalmas

és
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pozitiv egészekkel érvényesek a kovetkezok:

()

v=2ts, y=t2—s2, u=12+s2.

Az els6 egyenletbdl és a

v
-re vonatkozé elébbi megallapitasunkbol kdzvetleniil latszik, hogy

t

és

S

is négyzetszam. Legyen tehat
t=a2
és
s=b2
, ahol
a

és

b

pozitiv egészek. A (

T

) utolsé egyenlete szerint

a4+bd=c2
. Masfeldl nyilvanvalo, hogy

z=u2+v2>u=cd>c.

Foglaljuk 6ssze, amit eddig kaptunk: feltettiikk, hogy van az egyenletnek csupa pozitiv egészekbdl (vagy ami
ezzel egyenértékii: nem nulla egészekbdl) allé megoldasa. Ezek utan az egyenlet egy olyan megoldasabol
indultunk ki, amelyben a jobb oldali szam a lehetd legkisebb. Ez volt az

x9y7z
harmas. Ebbdl nyertiink egy olyan megoldast — az

a,b,c
harmast —, amelyben a jobb oldalon allé

c>0
egész kisebb, mint

z
. Ez nyilvan képtelenség. Kiinduld feltevésiink ellentmondashoz vezetett, az egyenletnek tehat nincs pozitiv
egészekbol allo megoldasa.

Fermatnak az Utols6 Tétel bizonyitasaval kapcsolatos tévedésérdl tobb elképzelés is van. Egy népszerii nézet
szerint feltehetdleg arra gondolt, hogy a leszallas modszere konnyen atvihetd tetszoleges
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n
kitevore. Ilyen altalanositast azonban senki sem tudott kidolgozni.

Az

n=4
kitevd kizarasa utan elég a kérdést azokban az esetekben nézni, amikor

n>2
primszam. Ez azért igaz, mert a

qllr
kitevohoz tartozo, ellenpéldat adé megoldasbol (

q.r
pozitiv egészek) ellenpéldat kaphatunk a

q
kitevohoz is. Az

n=3
esetet L. Euler oldotta meg 1753-ban. L. Dirichlet és A. M. Legendre talaltak bizonyitast

n=>5
-re 1825-ben. Ugyancsak Dirichlet nevéhez fiizodik az

n=14
kitev6 (1832), az

n=7
esetet pedig G. Lamé tudta kezelni 1839-ben.

1847 jeles esztendd a sejtés torténetében. Ekkor sziiletett az els6 nevezetes hibas bizonyitas, méghozza olyan
hires matematikusok miiveként, mint A. Cauchy és G. Lamé (avagy nem csak az iskolai matekdolgozatokban
talalhatok gyogyithatatlan hibak). A masik — sokkal fontosabb — fejleményt E. E. Kummer eredményei
jelentették. Kummer egy egészen mas jellegli szamelméleti probléma vizsgalata soran dolgozott ki olyan
eszkozoket, melyekkel az Utolsd Tétel tobb kitevd esetére is igazolhatd. Mddszere miikodik példaul a 37, 59 és
67 kivételével minden 100-nal kisebb

n
primre. Kummer munkaja tekinthetd az algebrai szamelmélet hajnalanak. Kummer eredményeire épitve H. S.
Vandiver (1920 kortiil) igazolta a sejtést

n<100

-ra. A nevek és az évszamok mutatjak, hogy kivalé matematikusok foglalkoztak a problémaval, de ennek
ellenére a haladas meglehetdsen lassti volt. Komoly eldrelépést jelentettek az olyan feltételek, amelyek révén
szamitogépek segitségével lehet vizsgalni a problémat nagyobb kitevokre. Ezek segitségével 1992-re

n<4 000 000
-ig igazoltak a sejtést (J. Buhler, R. Crandall, R. Ernvall, T. Metsédnkyl4).

Fermat problémaja az évek soran rendkiviil népszeriivé valt a matematikaval hivatasszertien foglalkozok és az
amatOrok kozott egyarant. Tobb értékes dijat tliztek ki a megoldd jutalmazasara; ezek koziil a legismertebb az
1908-ban alapitott Wolfskehl Dij. Ennek a népszeriségnek az arnyoldala, hogy elképesztd szamu hibas
bizonyitast tettek k6zz¢é. Csak az 1908—1912 iddszakban ezer felett volt a hibas kisérletek szama.
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Fontos mérfoldk6 Gerd Faltings (1983) egy altalanos, sok egyenletre érvényes végességi tétele, melybol
kovetkezik, hogy egy adott

n>2
-re az

xntyn=zn
egyenletnek csak véges sok primitiv egész megoldasa lehet.

A Fermat-sejtés jelenkori torténetében fOszerep jutott az elliptikus gorbéknek. Mielott az eseményekrol
beszélnénk, vessiink egy pillantast ezekre a rendkiviil érdekes, gazdag struktiraju objektumokra! Elliptikus

gorbén egy

y2=/x)
alaku egyenlettel definialt sikbeli gorbét értiink, ahol

fix)
egy

ax3+bx2+cx+d
alaku polinom, melynek harom kiilonb6z6 gyoke van. A gorbe diszkriminansa a

A=(al-a2)2(al-a3)2(a2—-a3)2
mennyiség, ahol

al,a2,a3
az

Jx)

polinom gyokei. A gyokok kiilonbozdsége egyenértékii a

A#0
feltétellel. A kovetkezo abra két elliptikus gorbe grafikonjat mutatja.

y A v A

/ / N/

-y
“y

W= aio y2 = x3-3x+3

Elliptikus girbék

Az elliptikus gorbéknek sok szép geometriai €s szamelméleti tulajdonsaga van. Egy ilyen érdekes tulajdonsag,
hogy lehet egy az 6sszeadasra emlékeztetd miiveletet definidlni a gorbe pontjain. Ebbol a célbdl még vegylink a
gorbéhez egy

289



o0

-nel jeldlt ,,pontot”! Err6l a magikus pontrol feltételezziik, hogy rajta van minden fiiggdleges (az

y
-tengellyel parhuzamos) egyenesen, és hogy az

x
-tengelyre vonatkozo tiikkorképe dnmaga. Ezutan a gorbe

P
és

0

pontjainak

POQ
Osszegét a kovetkezo recepttel hatarozhatjuk meg: legyen a

P

E

0

pontokon atmend egyenes és a gérbe harmadik metszéspontja

R
; ennek az

X
-tengelyre valo

S
tikorképe (ami szintén pontja a gérbének) a

POQO
Osszeg. Ha

P=0

, akkor az 0sszekotd egyenesiikon a gorbe

P
-beli érint6jét kell érteni. Eléfordulhat az is, hogy

R
megegyezik a

P

E)

0

pontok valamelyikével; ekkor az egyenes

R
-ben érinti a gorbét. Végiil legyen

o0[ Joo=00
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O

Osszeadds elliptikus girbe pontjain

milveletre teljesiilnek az §sszeadas szokdsos azonossagai, €s

o]

jatssza a 0 szerepét: a gorbe tetszoleges

P,O.R
pontjaira

PLQ=0LIP

b

oo | P=P

>

(PUQ)IR=PLI(QCIR)

. Ezek a tulajdonsagok, kivéve az utolsot, az asszociativ szabalyt, konnyen igazolhatok. Szintén egyszerii
belatni, hogy a gorbe tetszdleges

P
pontjahoz a

P
-nek az

X
-tengelyre valo

R

tiikkorképe az egyetlen olyan pont, amelyre

PlIR=w

teljesiil. Az dsszeadasnal megszokott értelemben hasznalhatjuk tehat az

R=0P
jelolést. Jeloljiik
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E
-vel az

y2=x3-2x
gorbét!

Példa. Tekintsik az

E
gorbe

P1=(0,0)

E)

P2=(\2,0)
és

P3=(2,2)
pontjait! Az

O

crer

P10Pl=c0

>

P10P2=(—2,0)
és

P1UOP3=(-1,1)
. Nézziik meg kozelebbrdl ezek koziil az utolsot: a

P1
és

P3
pontokon atmend egyenes egyenlete

y=x
. Ennek az

E
-vel val6 harmadik metszéspontja

-1.-1)
LA

(=1.-1)

pontnak az

X
-tengelyre vonatkozo tiikorképe pedig

LD

Két pont dsszegének koordinatai kifejezhetok az 6sszeadandok koordinataival és az elliptikus gorbe
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a,b,c,d
egylitthatoival, mégpedig csak a

+7_9 0 /

milveletek segitségével. Ebbdl két fontos kdvetkeztetés vonhato le. Egyik, hogy a

0

miivelet definialhat6 algebrai Uiton, koordinatakkal. Masfeldl, ha az

a,b,c,d

egylitthatok mind racionalis szdmok, akkor racionalis koordinataju pontok dsszege is raciondlis pont lesz (a

o0

-t racionalis pontnak tekintjiik). Szemléltetésiil nézziik, hogyan szamithatok ki az

E
gorbe egy

P=(x.y)
pontjara a

POP
pont

u

b

v
koordinatai:

()

=2x+((3x2-2/2y))2, v=—y+(3x2-2/2y)(x—u).

A kifejezések nem értelmesek, ha

y=0
. Ez azt a tényt tiikkr6zi, hogy ekkor

PlP=w0
; masképpen fogalmazva a gorbe

P
-beli érintdje fiiggdleges.

Ha a gorbe egyiitthatoit jelentd

a,b,c,d
szamok egészek, akkor tetszéleges

p
primszamra tekinthetjiik az

y2=ax3+bx2+cx+d(mod p)
kongruenciat. Ennek egy megoldasan egy egész szamokbdl alld
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(u,v)
part értiink, melyre

Vv2—au3—bu2—cu—d
oszthato

p
-vel. Vegyiik észre, hogy csak az

u,v
szamok

p
-vel valo osztasi maradékan mulik, hogy az

(u,v)

par megoldas-e. Ezért a megoldasokrol teljes képiink marad, ha kikotjiik még a

0<u,v<p
egyenl6tlenségeket. Szokas még ezeket a megoldasokat a gorbe modulo

P
pontjainak is nevezni. Az

E
gbrbe modulo 5 pontjait rovid szdmolds utdn megkaphatjuk, észrevéve, hogy

V2
maradéka csak 0, 1 vagy 4 lehet:

(0,0)

E)

(1,2)

b

(1,3)

>

(2,2)

E

(2,3)

>

G.1)

E)

G4

>

4.1)

>

(4.4)
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Egy egészegyiitthatos

F
elliptikus gorbe és egy

P
primszam esetén jeldlje

mp(F)

az

F
gorbe modulo

4
pontjainak szamat! Ezzel a jeloléssel az el6bbiek alapjan

mS(E)=9

Néhany, a gorbéhez képest rosszul viselkedd primszamot kivéve — ezek a primek mind oszto6i a

A
diszkriminansnak — értelmezheto a

0
Osszeadas az egészegyiitthatds gérbék modulo

p
pontjain is. Itt is szlikség van a

o0
pontra, és két pont Gsszegét ugyanazokkal az algebrai kifejezésekkel szamithatjuk ki, amelyek a valds pontokra
megadjak az 6sszeg koordinatait. Példaul az

E
gorbe modulo 5 pontjaira hasznalhatok a (

0
) formulék, ha a

POP
Osszeget akarjuk meghatarozni. Megemlitjiik még, hogy tetszéleges racionalis

a,b,c,d
egyiitthatok esetén is értelmezheték a modulo

p
pontok és az

mp
mennyiségek mindazokra a

P
primekre, amelyek nem oszt6i egyik egyiitthatd nevezdjének sem.

A raciondlis egyiitthatos elliptikus gorbék szamelméleti tulajdonsadgainak vizsgalata (egész és racionalis
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koordinataju pontok, modulo

p
pontok, a

U
miivelet hatasa ezeken) ebben a szazadban valt intenzivvé. Erdekességként azért megemlitjiik, hogy az egyik
els6 ilyen jellegli allitast szintén Fermat margdszéli feljegyzései kozott talaltak. Arrol a tényr6l van szo, hogy az

y2=x3-2
egyenletnek csak két egész megoldasa van, nevezetesen

(3.£5)
. Igen szép és fontos eredmény L. J. Mordell tétele (1921): egy racionalis egyiitthatds goérbének van véges sok
racionalis koordinataju pontja, melyekbdl az 6sszes racionalis pont megkaphato a

U
miivelet alkalmazasaval.

A modulo

p

ey

Op-mp(F)O<2\p
egyenlotlenséget. Itt

F
tetszOleges egész egyiitthatos elliptikus gorbe,

4
pedig a gorbe diszkrimindnsat nem osztd primszam. Ennek a sejtésnek és altalanositasainak vizsgalata egy

egészen Uj tudomanyteriilet, az aritmetikai geometria kialakulasdhoz, majd pedig fantasztikus sikereihez
vezetett. Ezt mutatja egyebek kozott, hogy miiveldi koziil mar ketten is elnyerték a matematikai Nobel-dijnak
szamitd Fields-érmet: Pierre Deligne és Gerd Faltings. Utobbi 1ényegében a mar emlitett végességi tételével
érdemelte ki a kitlintetést. Artin sejtését Helmut Hasse igazolta 1934-ben.

1955-ben egy fiatal japan matematikus, Taniyama Yutaka igen merészen hangzo sejtést tett kozz¢é a racionalis
egyiitthatos elliptikus gorbékrél. Késébb ennek Shimura Goro japan és André Weil francia kutatok finomabb
megfogalmazasat adtdk. Ezt a hipotézist Taniyama—Shimura—Weil-sejtésnek (réviden TSW-sejtés) fogjuk
nevezni. Az ebben foglalt allitdsok kimondasahoz nagyon sok eldkésziilet kellene, amire itt nem
vallalkozhatunk. Erzékeltetésiil csak annyit, hogy a TSW-sejtés szerint tetszOleges racionalis egyiitthatds

y2=ax3+bx2+cx+d
gorbéhez vannak olyan nem allando

12

és

8(@)
modularis fiiggvények, melyekre

A2)2=ag(z)3+bg(z)2+cg(z)+d

teljesiil. A modularis fiiggvényekrdl most csak annyit jegyziink meg, hogy komplex valtozos komplex értékii
fiiggvények, és hogy elképesztéen gazdag szimmetridkkal29 rendelkeznek. Az elsé modularis fliggvényeket
Henri Poincaré fedezte fel a mult szazad végén. A sok szimmetriat annyira valdszeriitlennek tartotta, hogy
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hetekig méregette bizalmatlanul, hibara vadaszva a szamitasait, mig végre el tudta fogadni, hogy a mesés
tulajdonsagu fiiggvények tényleg 1éteznek.

A TSW-sejtésnek van egy (nem kevésbé bonyolult) szamelméleti megfogalmazasa is. Ennek kiilonlegessége,
hogy az allitas csupan a gorbe modulo

p
tulajdonsagain mulik; valojaban pusztan az

mp
(

p=23.5,...

) szamsorozat tulajdonsagaként is kifejezhetd. Ezen a ponton érdemes ramutatni a sejtés egy sajatos vonasara.
Nevezetesen arra, hogy harom — egymastol latszolag tavolesé — teriilet kozott 1étesit kapcsolatot. Ezek: a
komplex fiiggvények vilaga (modularis fiiggvények), a geometria (elliptikus gorbék) és a szamelmélet
(kongruencidk megoldasai). A TSW-sejtéssel kapcsolatos elsé — és sokaig utolso — jelentds eredményt Shimura
érte el 1971-ben, megmutatva, hogy teljesiil gorbék egy (véges) csaladjara.

A kovetkezd fontos esemény mar Osszeflizi a két szalat, az Utolsd Tételt és az elliptikus gorbéket. 1985-ben
Gerhard Frey német matematikus a Fermat-egyenlet tanulmanyozasa soran meglepd kapcsolatot talalt. Tegyiik
fel, hogy

n>3
prim, és a paronként relativ prim

a,b,c
egészekre teljesiil, hogy

ant+bn=cn

>

b
paros és
a+1

oszthat6 4-gyel. Kénnyli meggondolni, hogy ha az Utols6 Tétel nem igaz, akkor ilyen

n,a,b,c
négyes létezik. Egy ilyen ,megoldashoz” Frey a kovetkezo egészegyiitthatos elliptikus gorbét rendelte (in.
Frey-gorbe):

y2=x(x—an)(x+bn).
A gorbe diszkriminansa:

A=a2nb2nc2n
szép szimmetrikusan fligg az

a,b,c

29Szimmetrian — némi egyszertisitéssel — itt a fliggvény értelmezési tartomanyanak olyan transzformaciojat értjiikk, amely a fuggvény értékét
nem valtoztatja meg. Példaul a jol ismert

sin(x+2x)=sin(x)
azonossagra gondolva elmondhatjuk, hogy az

x[x+2m
eltolas a szinuszfliggvény egy szimmetriaja.
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szamoktol. A német kutatot vizsgalatai ahhoz a meggy6z6déshez vezették, hogy a Frey-gorbékre nem
teljesiilhet a TSW-sejtés. Volt elképzelése a bizonyitasrol is, de egy jelentds részkérdést nem tudott kezelni.
Néhany honappal késdbb Frey vazlatos gondolatmenetébdl a francia Jean-Pierre Serre pontos hipotézist formalt.
Egy levelében ugy fogalmazott, hogy

TSW+I1
-bol kovetkezik a Fermat-sejtés. Serre hipotézise innen kapta az

0
-sejtes becenevet. Nem kellett sokdig varni a kdvetkezd attorésre: Kenneth A. Ribet amerikai matematikus
1986-ban virtudz érveléssel igazolta az

0

-sejtést. Ribet munkdja nyoman tehat vildgossa valt, hogy a TSW-sejtésbol kovetkezik a Fermat-sejtés. Az
eredmény Oriasi port vert fel — egyeldre még csak a matematikusok korében. Sok helyen taglaltak izgalommal és
csodalkozva, hogy az

n
-edfoku Fermat-egyenlet megoldhatosaganak kérdése harmadfoku egyenletekhez kothetd.

Alighanem elmondhatjuk, hogy az Utols6 Tétel ett6l fogva Andrew Wiles asztalara keriilt. Wiles palyaja
kezdete ota foglalkozik elliptikus gorbék aritmetikajaval. Els6 messzire sz6lo — tanaraval, John Coates-szal
kozosen elért — eredménye e targyban 24 esztendds koraban, 1977-ben jelent meg. A princetoni egyetem
professzoraként mar régdta a témakor egyik vezetd tekintélyének szamitott. Ribet eredménye nyoman gy vélte,
hogy gyermekkori 4lmat, a Fermat-sejtés megoldasat, a hazai palya elonyével kisérelheti meg.

Hét esztendeig dolgozott a TSW-sejtésen teljesen egyediil és titokban. Még legkdzelebbi kollégai, ismerdsei
sem tudtak nagy munkajardl. Nem nehéz elgondolni, miért dontott igy. Az elsé idékben nyilvan szerette volna
elkeriilni, hogy afféle reménytelen vallalkozasba bonyolddott La Mancha lovagjanak tartsak. Késobb meg,
amikor mar egyre kozelebb keriilt a célhoz, nem akarta masnak atengedni a befejezés dicsdségét. Ezért nem
hozta nyilvanossagra az idokozben elért, 5Gnmagukban is nagy jelentdségli részeredményeit.

Szinte a semmibdl indulva kellett 6ridsi utat megtennie. Ennek érzékeltetésére talan elég, ha megjegyezziik,
hogy Shimura mar emlitett 1971-es munkaja 6ta nem volt érdemi elérelépés a TSW-sejtéssel kapcsolatban.
Wiles késébb gy beszElt errdl az idészakrol, mint valami ismeretlen, sotét kastély bejarasarol, felfedezésérol:

., Eloszor belépsz a kastély elso termébe, amely teljesen sotét. Botorkadlsz korbe, beleiitkozve a butorokba, de
aztan fokrol fokra feltérképezed a targyak helyét. Végiil, mondjuk hat honap mulva, megtalilod a
villanykapcsolot. Felkapcsolod a villanyt és egyszerre minden vildgos lesz. Pontosan latod, merre jartal. Ezutan
a kdvetkezd terembe lépsz, és tovabbi hat honapot téltesz a sotétben. Szoval ezek az attorések, amelyek néha egy
pillanat, maskor egy-két nap miivei, ezek a tobbhonapos sotétben botorkdlasokbol oltenek alakot, amelyek
megel6zik oket; nélkiiliik nem lennének.”

Matematikai eredmények és moddszerek félelmetes mennyiségli és mélységii arzenaljat kellett bevetnie.
Bizonyos kérdések kezelésére neki maganak kellett teljesen 1j eszkozoket kidolgoznia. Honaprol honapra épiilt
a nagy bizonyitas. Végiil aztan 1993 tavaszan gy érezte, hogy legyodzte a sarkanyt.

Wiles az 1993 juniusaban Cambridge-ben rendezett szamelméleti konferencian teritette ki kartyait, mégpedig
nem kis dramaturgiai érzékkel. Harom egymast kovetd napon tartott eldadast a témarol. A masodik eléadas
végére kideriilt, hogy végtelen sok elliptikus gorbére igazolta a TSW-sejtést. A TSW-sejtés tehat felébredt
htiszesztendds Csipkerozsika-almabol. A harmadik eldadas eldtt a hallgatosag izgatottan talalgatta, vajon kijon-e
a sejtés elég sok gérbére ahhoz, hogy abbdl mar kdvetkezzék az Utolsd Tétel. 1993. junius 23-a4n a harmadik
eléadason kideriilt, hogy igen: a TSW-sejtést bizonyitani tudja elliptikus gorbék egy nagy osztalyara, melybe, ha
léteznének, beletartoznanak a Frey-gorbék is. Ez az osztaly a félig stabil gorbékbdl all. A félig stabilitas feltétele
a modulo
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p
redukalt gorbékre vonatkozo kikdtés, ahol

pla
. A feltételt nem nehéz megérteni

y2=(x-A)(x-B)(x-C)
alakt gorbék esetén, ha

A,B,C
egészek. A modulo

4
redukalt gorbe akkor tesz eleget a kikotésnek, ha az

A,B,C
szamok nem mind adjak ugyanazt a maradékot

p
-vel osztva (

p=2,3
-ra valamivel bonyolultabb a helyzet, ezt nem részletezziik). Felhasznalva, hogy

a,b,c
paronként relativ primek, a Frey-gorbére

p>3
esetén egyszerl ellendrizni a félig stabilitas feltételét

(4=0, B=an, C=>bn)

Az Utols¢ Tétel bizonyitasat hallatlan lelkesedéssel fogadta a vilag. Napilapok taglaltdk a sejtés torténetét. A
szakértok elragadtatott hangnemben méltattak Wiles csodalatos bizonyitasat. Ugyanakkor megkezdodott a
részletek alapos elemzése, a bizonyitas helyességének gondos ellendrzése. Par honap elteltével Nicholas M.
Katz amerikai matematikus komoly hianyossagot talalt Wiles érvelésében. A nehéz hét esztendd elsé felében
elsdsorban Viktor A. Kolyvagin orosz, Karl Rubin amerikai és Matthias Flach német kutatok munkaja nyoman
nagyerejii modszer korvonalazodott, amellyel igen szép uj 6sszefiiggéseket talaltak egész egylitthatds egyenletek
(racionalis szamok korébdl vald) megoldhatosaga és kongruenciaként valé megoldhatdsaga kozott. Wiles
érvelése hasznalta a Kolyvagin—Rubin—Flach-moédszert, €s a hianyossag éppen ennek az alkalmazasaban volt.

A hiba ellenére a szakérték optimistak maradtak. Egyfeldl azt hangsulyoztak, hogy a bizonyitas ,,ép” részeibdl
még mindig végtelen sok gorbére kovetkezik a TSW-sejtés. Masfeldl a hianyossagot pontosan kifejezo allitasrol
gy vélték, hogy igaz, és hogy csak id6 kérdése a bizonyitas. Igy nyilatkozott példaul Wiles tanara, John Coates
is az 1994 tavaszan Budapesten tartott el6adasan.

Wiles egy id0 utan mas utat valasztott. A Kolyvagin—Rubin—Flach-mddszer helyett visszatért egy korabbi
elgondolasahoz, amellyel 1991-ben probalkozott — akkor még eredményteleniil. Ezittal egykori diakjaval,
Richard Taylorral egyiittmiikodve sikeriilt életet lehelniiik a moddszerbe. 1994. oktdber 24-ére elkésziilt az
Utolso Tétel bizonyitasat tartalmazo két kézirat. Az egyik, a hosszabb tartalmazza a hétéves munka eredményeit.
A masiknak Taylor a tarsszerzdje. Ebben kapott helyet a korabbi hibas lancszemet p6tlé algebrai tétel.

A szakértd birdlok ezuttal mar nem talaltak kivetnivalot a csudélatos bizonyitdsban. A két dolgozat 1995-ben
megjelent az Annals of Mathematics-ban; valdjaban egyiitt alkotjak a folyodirat 130 oldal terjedelmii majusi
szamat. Azota szerte a vilagban tobb egyetemi szeminariumon dolgoztak fel a bizonyitast. Taldltak néhany
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egyszerusitést, és a modszerek hatokorét sikeriilt kiterjeszteni. Tobben is ugy vélik, hogy a teljes TSW-sejtés
bizonyitasa elérhetd kozelségbe keriilt.

Az Utolso Tétel 350 év utan végre bizonyitast nyert. Ragyogd teljesitményéért Wiles méltan kapta meg
1997-ben a Wolfskehl Dijat. Es mi lesz ezutin? Maradt-e még a Fermat-sejtéshez foghato nagy kihivas a
matematikaban? A valasz feltétleniil igen. Ott van példaul a Laglands-program, hogy csak egyet emlitsiink. A
Robert P. Laglands amerikai matematikus altal kdrvonalazott, grandiozus sejtésekbdl allo elmélet, aminek csak
kicsinyke része a TSW-sejtés és immar a Wiles-tétel. Amire még inkabb igaz, hogy kaprazatos, mély
kapcsolatokat josol az analizis, a geometria és a szdmelmélet szemre tavolesd vidékei kozott, és ami komoly
rokonsagban van a fizikusok almaval, az alapvetd kolcsonhatasokat dsszefogd Nagy Egyesitett Elmélettel.
Megannyi csudalatos bizonyitas varja felfedezdjét.
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A BARKOCHBA JATEK ES AZ
INFORMACIOELMELET

RENYI ALFRED

1. 1. BEVEZETES

Elterjedt elditélet, hogy a matematikat a képletek teszik nehézzé. Ennek éppen az ellenkezdje igaz: képletek
nélkil a matematika sokkal nehezebb volna. A képleteknek éppen az a célja, hogy megkonnyitsék a bonyolult
matematikai gondolatmenetek elvégzését. A képlet-nyelv tomorebb, szabatosabb, csdkkenti a hibalehetéségeket
¢és konnyebben ellendrizhetd, mint a mindennapi nyelv. A képlet ugyanugy segédeszkdze a matematikusnak,
mint a szamologép.

Mi hat a ,,nehéz” a matematikaban? Abban ugyanis — a matematikusokon kiviil — szinte mindenki egyetért, hogy
a matematika nehéz; egy ennyire elterjedt kozhitnek kell, hogy legyen valami realis alapja. Az igazi nehézséget
kétségteleniil a matematikai fogalmak és gondolkodasméd alkotjak. Ha azonban valaki ezen a nehézségen
tuljutott, az alapfogalmakat teljesen megértette, és a szabatos matematikai gondolkoddsmédban bizonyos
gyakorlatra tett szert, a nehézség mintegy szertefoszlik.

A matematika Iényegét a matematikai fogalmak és a matematikai gondolkodasmaod alkotjak.

A matematika tanitdsaban és a matematikai tudomanyos ismeretterjesztésben ezért a hangsulyt az alapvet6
fogalmak magyarazatara, a matematikai gondolkodasmod megismertetésére kell helyezni. Vonatkozik ez arra is,
amikor a matematika egy 0j 4gat, iranyat igyekszik valaki ismertetni. Ugyanis bar beszélhetiink a matematikai
gondolkodasmodrdl, mint olyanrdl, ami a matematika minden fejezetében érvényesiil, emellett azonban a
matematika minden egyes aganak, fejezetének megvan a maga sajatos gondolkodasmodja. A
valdszinliségszamitast példaul csak az értheti meg igazan, aki hozzaszokott ahhoz, hogy véletlenszeriien valtozd
mennyiségekben, valoszinliségi valtozokban gondolkodjék.

Az informacioelméletnek, a matematika és kozelebbrdl a valoszinliségszamitas nagy jelentdségli 0j aganak is
megvan a maga sajatos gondolkoddsmoédja, ha tetszik, ,filozofidja”. Jelen ismertetésben a hangstlyt az
informacidelméleti gondolkodasmod ismertetésére igyekszem fektetni, az informacidelmélet szemléletmodjaba
probalom az olvasét bevezetni. Meggydzddésem, hogy aki e szemléletmodot megértette és elsajatitotta, az
sokkal kdnnyebben meg fogja érteni az informacioelmélet konkrét eredményeit.

Az informacidelmélet alapfogalmait és sajatos szemléletmodjat a kdzismert Barkochba jaték példajan keresztiil
igyekszem ismertetni. Az informacidelmélet konkrét eredményeinek ismertetése nem célja e cikknek.
Igyekeztem a képletek hasznalatat a minimumra szoritani. A valosziniiségszamitas elemeinek ismeretét azonban
fel kell tételeznem.30

2. 2. A BARKOCHBA JATEK ES AZ
INFORMACIO MERESE

A Barkochba jatéknal az egyik jatékos — nevezziikk a ,felel6”-nek — gondol valamire (vagy valakire), a
masodiknak — 6t nevezziik ,,kérdez6”-nek — ki kell talalnia, hogy a ,,feleld” mire gondolt; ecélbol tetszdleges,

30A cikk megértéséhez sziikséges elemi valoszinliségszamitasi ismereteket az olvasoé megtalalhatja pl. [1] elsé harom fejezetében vagy a [2]
konyvben.
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igennel vagy nemmel megvalaszolhato kérdéseket tehet fel, amelyekre a ,,felel6”-nek legjobb tudasa szerint, az
igazsagnak megfelelden kell valaszolnia. E valaszokbol kell a ,kérdez6”-nek kitalalnia, hogy mire gondolt a
felel6”. Akik gyakran jatsszak e jatékot, altalaban megallapodnak abban, hogy mire lehet gondolni. Akinek van
gyakorlata, tudja, hogy viszonylag konnyen kitalalhaté €16 vagy torténelmi személyek neve (feltéve, hogy a
kérdez6” tud arrdl a személyrél, akire a ,,felel6” gondolt). Pl. ha Pascalra gondolt az elsé jatékos, a kérdezés
mehet a kovetkezoképpen:

Személy? Igen
EI? Nem
Miivész? Nem
Tudos? Igen
1900 utén sziiletett? Nem
1700 utén sziiletett? Nem
1600 utan sziiletett? Igen
Angol vagy olasz? Nem
Német vagy Holland? Nem
Francia? Igen
Matematikus? Igen
Filozofus is volt? Igen
Janzenista volt? Igen

Ezek utan a masodik jatékos mar kozolheti, hogy kitalalta, hogy Pascalrol van szo. Latszik a kérdésekbdl, hogy
amikor a kérdez6 odaig eljutott, hogy egy francia matematikusrol van sz6 a XVII. szdzadban, megfordult
fejében Pascal, Descartes, Desargues, Fermat neve; a két utdbbit kizarta azzal a kérdéssel, hogy filozofus is
volt-e, mig Descartes-ot az utolsé kérdéssel zarta ki, ugyhogy ezek utan szinte biztosra vehette, hogy Pascalrol
van sz0.

Marmost vizsgaljuk meg azt, hogy altalaban hany kérdéssel lehet valamit a Barkochba jatékban kitalalni. Az,
hogy hany kérdéssel sikeriil kitalalni a gondolt dolgot, persze fiigg a kérdez6 gyakorlatatol, miveltségétol,
fantaziajatol, pszichologiai érzékétdl, sot bizonyos mértékben a véletlentdl is, de dontdé mértékben mégis attol
fiigg, hogy milyen tag azoknak a dolgoknak a kdre, amelyekre a jatékosok megallapodasa szerint gondolni lehet.
Ha példaul szabad olyasmire gondolni, mint ,,az a jelzd, amivel a New York Times tudésitdja jellemezné
Cleopatra ruhajat, ha Cleopatra feltamadna és mint egyiptomi allamfé megjelenne az ENSZ-ben”, a kérdezének
nyilvan joval tobb kérdésre van sziiksége, és nemcsak a kérdezés, de a kérdések helyes megvalaszoldsa sem
egyszerl. Ahhoz, hogy valaszt kapjunk arra, hogy hany kérdéssel lehet valamit kitalalni, probaljuk
egyszerusiteni a problémat azaltal, hogy kikotjiik, hogy a ,.felel6” csak egy hatjegyli szamra gondolhat. (6-nal
kevesebb jegyli szamokat is megengediink, mert 0-k eléirasaval ezek 6 jegytvé tehetdk; pl.

313=000 313
)

Ebben az esetben azoknak a dolgoknak a szama, amelyekre gondolhat a ,.felel6”,

1 000 000
. Kénnyen belathato, hogy elsé kérdésként célszer(i pl. azt a kérdést feltenni: a gondolt hatjegyli szam kisebb-e,
mint

500 000
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? Ez esetben ugyanis akar igen a valasz, akar nem, az elsé kérdésre kapott valasz utdn a még szdmba jovo
lehetéségek szama

500 000
-re csokken. (Ha a valasz ,,igen”, a szam

000 000
és

499 999
kozott kell, hogy legyen, mig, ha a valasz ,,nem”, a szam

500 000
és

999 999
kozott kell, hogy legyen.) Persze azt is kérdezhetjiik, hogy a szam legalabb

500 000
-e; ez tulajdonképpen ugyanaz a kérdés masképp megfogalmazva. Hasonloképpen kérdezhetjiik, hogy a szdm
paros-e, ill. barmilyen mas olyan kérdést feltehetiink, amelyre

500 000
hatjegyli szam esetében ,,igen” és a tobbi

500 000
hatjegyli szam esetében ,,nem” a valasz. Konny( belatni azonban, hogy csak ezek a célszeri kérdések, mert ha
olyan kérdést tesziink fel, amelyre

500 000
-nél tobb szam esetében ,,igen” a valasz, ugy, ha igenld valaszt kapunk, kedvez6tlenebb helyzetben vagyunk,
mint pl. ha azt kérdeztiik volna, hogy paros-e a gondolt szam. Ha viszont olyan kérdést tesziink fel, amelyre

500 000

-nél kevesebb szam esetében ,,igen” a valasz, nemleges valasz esetében keriiliink kedvezdtlenebb helyzetbe.
Hasonloképpen a masodik kérdéssel a szamitasba jovo szamok szamat megint meg tudjuk felezni, azaz le tudjuk
szallitani

250 000
-re a harmadik kérdéssel

125 000
-re, a negyedikkel

62 500
-ra, az 6todikkel

31250
-re, a hatodikkal

15625
-re. Mivel

15 625

paratlan szdm, ennyi lehetdséget nem lehet két egyenld részre bontani, hanem csak gy, hogy az egyik valasz
esetén 7813, a masiknal 7812 lehetdség maradjon nyitva. igy jol valasztott hetedik kérdés utan a fennmarado
lehetdségek szama legfeljebb 7813, a nyolcadik utan hasonléképpen 3907, a kilencedik utan 1954, a tizedik utan
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977, a tizenegyedik utan 489, a tizenkettedik utdn 245, a tizenharmadik utan 123, a tizennegyedik utan 62, a
tizenotodik utan 31, a tizenhatodik utan 16, a tizenhetedik utan 8, a tizennyolcadik utan legfeljebb 4, a
tizenkilencedik utan legfeljebb 2. fgy tehat — ha elébb nem — a huszadik kérdésre biztosan kitalalhatjuk a
gondolt szamot. Ha meggondoljuk, hogy miért éppen 20 kérdés adodott, kdnnyli észrevenni, hogy ez azon
mulott, hogy

219=524 288<1 000 000<1 048 576=220.
Ebbdl az is latszik, hogy 20 kérdéssel nemcsak

1 000 000
koziil lehet kitalalni a gondolt dolgot, hanem még

1048 576
ko6zul is, de mar ha

1048 577
dologra szabad gondolni, akkor 20 kérdés nem biztos, hogy elég a kitaldlasra.31 Ugyanis minden egyes
kérdéssel felére tudjuk csokkenteni a még szamitasba jovo lehetdségek szamat; igy tehat ha eredetileg

220
dolog jott tekintetbe,

k
kérdésre kapott valasz utan a még megmaradoé lehetdségek szama mar csak

220k
lesz és igy 20 kérdés utdn — mivel

20=1
— mar csak egyetlen lehetéség marad. Konnyi belatni, hogy ha a lehetéségek szama eredetileg pontosan

220

volt, és az ismertetett kérdezésmodot alkalmazzuk, akkor a gondolt dolgot mindig pontosan a 20-ik kérdésre
fogjuk kitalalni, és sohasem elébb. Persze ez a kérdezésmadd teljesen gépies, és ezaltal a jaték érdektelenné valik;
az emlitett kérdezési modszerrel egy szamitogép is tud Barkochbat jatszani.

Az elmondottakbol az is kovetkezik, hogy ha

N
-féle dologra szabad gondolni, a gondolt dolgot mindig ki lehet talalni

K
kérdéssel, ahol

K
a legkisebb egész szam, amelyre

2K>N
, tehat

K
a legkisebb egész szam, amelyre

K>log2N

31Amerikaban egyébként a Barkochba jaték neve ,,hiisz kérdés”, és ott gy jatsszak, hogy legfeljebb 20 kérdéssel kell kitalalni a gondolt
dolgot.
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32

Az eddig elmondottakbdl gy tlinik, mintha minden egyes kérdés megfogalmazasa az el6z6 kérdésekre kapott
valasztol kellene, hogy fiiggjon. Ez azonban nincs igy. Ha nem szamit az, hogy a kérdés minél egyszeriibben
legyen megfogalmazhatd, meg lehet a kérdéseket elére adni ugy, hogy a valaszokat a kérdezd csak az Osszes
kérdés feltevése utan kapja meg. Példaul, ha csak a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamok valamelyikére szabad gondolni,
egy lehetséges optimalis kérdésrendszer (amely persze 3 kérdésbol all, mivel

8=23
) a kovetkez6:

1. kérdés: A gondolt szam az

1234
szamok egyike?

2. kérdés: A gondolt szam az

1256
szamok egyike?

3. kérdés: A gondolt szam az

1357
szamok egyike?

E 3 kérdésre kapott valaszbodl a gondolt szdm egyértelmiien kitalalhaté a kdvetkezOképpen:

Ha a valaszok a 3 kérdésre
a fenti sorrendben akkor a gondolt szam
igen igen igen 1
igen igen nem 2
igen nem igen 3
igen nem nem 4
nem igen igen 5
nem igen nem 6
nem nem igen 7
nem nem nem 0

E kérdezési rendszer 1ényegét még jobban megvilagitja a kovetkezé megjegyzés. Tegyiik fel, hogy az elsé

2N

nem negativ egész szdmra lehet gondolni. E szamokat allitsuk eld a kettes szamrendszerben; konnyen
belathatjuk, hogy a 0, 1, ...,

2N-1

32

log2N
itt és a kovetkez6kben az

N
szam 2 alapu logaritmusat jelenti.

305



2. A BARKOCHBA JATEK ES
AZ INFORMACIO MERESE

szamok mindegyike a 2-es szamrendszerben egy pontosan

N
jegybol alldé szamként allithato eld, ha megengedjiikk, hogy egy szam eldallitdsa zérussal, ill. zérusokkal is
kezdddhet. Pl. ha

N=3
, az els6 nyolc szam elballitasa:

0=0004=1001=0015=1012=0106=1103=0117=111

Marmost, ha a ,.felel6” csak a 0, 1, 2, ..., 7 szamok valamelyikére gondolhat, a gondolt szdmot egyszeriien
kitalalhatjuk a kdvetkez6 3 kérdéssel:

1. A gondolt szamot a 2-es szamrendszerben 3 jegyl szamkeént felirva az elso jegy 0-e?
2. A gondolt szamot a 2-es szamrendszerben 3 jegyl szamként felirva a masodik jegy 0-e?

3. A gondolt szamot a 2-es szamrendszerben 3 jegyli szamként felirva a harmadik jegy 0-¢?

Ha pl. a 3 kérdésre a valaszok: igen—nem—nem, akkor a gondolt szam a 2-es szdmrendszerben felirva 011, tehat
a szam 3.

Marmost allapodjunk meg abban, hogy a gondolt szam, ill. dolog kitalalasdhoz sziikséges informacio
mennyiségén a kitalalashoz sziikséges kérdések szamat értjiik, feltéve, hogy a lehetd legjobb kérdezési rendszert
hasznaljuk. Ez azt jelenti, hogy az informacio egységének az egyetlen egy igen—nem valaszban foglalt
informaciot valasztjuk. Az informacio egységét bit-nek nevezziik.33

Igy tehat pl. ha valaki elkésziti a keresztnevek egy listajat, amely 512 keresztnevet tartalmaz,34 ¢és a jatékosok
megallapodnak abban, hogy csak e listaban szerepld keresztnévre szabad gondolni, tigy, mivel

512=29

, a gondolt keresztnév kitaldlasdhoz 9 bit informacidra van sziikség, és — mivel egy kérdésre kapott valasz
legfeljebb egy bitet tartalmazhat — tehat legalabb 9 kérdés kell a gondolt keresztnév kitalalasahoz. A
mondottakhoz azok megvilagitasara néhany megjegyzést fiiziink.

1. megjegyzés. Az elébb azt mondottuk, hogy egy igen—nem valasz legfeljebb egy bit informacidt tartalmaz.
Valdban, ha pl. az el6z6 példaban az elso kérdést ugy tessziik fel, hogy nem 256, hanem kevesebb esetben
igenld a valasz, akkor nemleges valasz esetén még 256-nal tobb lehetdség maradt; ez esetben a valasz 1
bitnél kevesebb informacioét nyujtott.

2. megjegyzés. Ahhoz, hogy valoban 9 kérdéssel ki tudjuk talalni, hogy az 512 keresztnév koziil a feleld
melyikre gondolt, sziikséges, de nem elégséges, hogy minden egyes kérdés 1 bit informacidt nyujtson,
vagyis, hogy mindegyik kérdés olyan legyen, amelyre az 512 keresztnév koziil pontosan 256 esetben igen
és 256 esetben nem a valasz. Lehetséges ugyanis, hogy két kérdés kiilon-kiilon jo, de nem illenek Gssze:
kiilon-kiilon ugyan mindegyikre a valasz egy bit informdciot tartalmaz, de a kérdésekre kapott valaszban
foglalt informaciok részben vagy egészben fedik egymast, vagyis legalabb részben ugyanazt az informaciot
kapjuk meg kétszer. Kirivé példa erre, ha pl. az elsé kérdést masodszorra megismételjiik; ez esetben a
masodik kérdésre kapott valasz ugyanazt az 1 bit informaciot nyujtja, mint az elsé kérdésre adott valasz és
igy a két valasz — bar kiilon-kiilon mindegyik 1 bit informacidt tartalmaz — egylitt nem 2 bit, hanem csak 1

bit informacidt nyujt. Hasonloképpen pl. az elobb kétféle modon is megadtunk 3-3 kérdést, amelyekkel ki
33A ,,bit” sz6 az angol nyelvbél szarmazik és a binary digit (= kettes szamrendszerbeli szamjegy) roviditése.
34A naptarban csak 437 keresztnév van felsorolva, azonban szamos olyan keresztnév van, amelyhez nem tartozik névnap, pl. Gyorgyi,
Romeo, Héraklész, Trisztan, Izolda stb.; némi faradsaggal a listat ki lehet egésziteni 512-re.
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lehet biztosan talalni, hogy a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szamok koziil melyikre gondolt a ,,felel6”. Ha azonban az
els6 kérdéssorozat els¢ kérdése utan (A gondolt szam az 1, 2, 3, 4 szamok egyike-e?) a masodik
kérdéssorozat elsé kérdését tessziik fel (A szamot a kettes szamrendszerben felirva az elsé jegy 0-¢?), a két
kérdésre kapott valasz egyiitt nem ad 2 bit informaciot. Ugyanis az elsé valaszbol azt tudjuk meg, hogy a
szam az 1, 2, 3, 4 szamok kozott (vagy a 0, 5, 6, 7 szamok kozo6tt) van-e, a masodik valaszbdl viszont azt
tudjuk meg, hogy a szam a 0, 1, 2, 3 szamok kozott (vagy a 4, 5, 6, 7 szamok kozott) van-e. Igy tehat
aszerint, hogy a két valasz hogyan hangzik, a még tekintetbe jov6 szamokat az alabbi tablazat tiinteti fel:

A gondolt szam az
Ha a valaszok alabbi szamok egyike
igen, igen 1,2,3
igen, nem 4
nem, igen 0
nem, nem 5,6,7

Igy tehat példdul abban az esetben, ha mindkét kérdésre igen a valasz, a még fennmaradod lehetdségek
szama 3, ¢s igy tovabbi 2 kérdésre van sziikség. Mas szoval a masodik kérdés ugyan 1 bit informaciot
tartalmazott, de ennek egy része35 nem volt szdmunkra 0j informacié, hanem olyan, amivel mar
rendelkeztiink. Ha viszont az elsé kérdéssorozat elsé kérdése utan (A gondolt szam az 1, 2, 3, 4 szamok
kozott van-e?) a masodik kérdéssorozat masodik kérdését tessziik fel (tehat a masodik valaszbol azt tudjuk
meg, hogy a gondolt szam a 0, 1, 4, 5 szamok kozott van-e?), akkor a még tekintetbe jovo szamokat az
alabbi tablazat mutatja:

Ha a valaszok A még tekintetbe jové szamok
igen, igen 1,4
igen, nem 2,3
nem, igen 0,5
nem, nem 6,7

Ebben az esetben tehat akarmilyen valaszokat kaptunk is a két kérdésre, mar csak 2 lehet6ség marad nyitva
¢és igy a harmadik kérdésre biztosan kitalalhatjuk a gondolt szamot. Tehat nemcsak az igaz, hogy a két
valasz kiilon-kiilon egy-egy bit informaciot tartalmaz, hanem az is, hogy egyiitt 2 bit informaciot adnak,
tehat a két valaszban foglalt informacid még részben sem fedi egymast, a masodik kérdésre kapott
valaszban foglalt informacio teljes egészében 1.

3. 3. INFORMACIO ES BIZONYTALANSAG

A Barkochba jatéknal a kérdezo, miel6dtt az elsé kérdést feltette volna, bizonytalansagban van arra vonatkozoan,
hogy a masik jatékos mire gondolt. A bizonytalansdga minden egyes kérdésre kapott valasz utan csokken, mig
végiil, amikor kitalalta a masik gondolatat, teljesen megsziinik. A bizonytalansag tehat tulajdonképpen nem mas,
mint informacidhidny, azaz negativ informacio, mig az informacié nem mas, mint a bizonytalansag csokkenése
35Belathato, hogy a masodik kérdésre kapott valasz

(1/4)log2(256/27)110,8

bit 1j informaciot és

(1/4)1l0g2(27/16)110,2
bit olyan informaciot ad, ami mar az el6z6 valaszban benne volt.
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(negativ bizonytalansag). Bizonytalansag ¢és informacio tehat tulajdonképpen ugyanazt jelenti, mas-mas oldalrol
nézve, csak elbjelben kiilonboznek egymastol. Igy tehat célszerii a bizonytalansag nagysagat azzal mérni, hogy
mennyi informacié sziikséges annak teljes megsziintetéséhez. Mondhatjuk tehat, hogy ha a Barkochba jatéknal
megallapodunk, hogy 512 keresztnév valamelyikére lehet csak gondolni, akkor a kérdezés megkezdése elétt a
kérdez6 bizonytalansaga a gondolt keresztnevet illetéleg 9 bit; ez a bizonytalansag a lehet6 legjobb (vagyis a
fennmarado6 lehetdségek halmazat mindig két egyenld részre felezd) kérdezés mellett minden egyes valasz utan
1 bittel csokken, és igy 9 valasz utan sziinik meg teljesen. A jaték folyaman barmely idépontban az addig kapott
informacio és a még fennalld bizonytalansadg Osszege (vagyis a mar megszerzett €s a még hidnyzd informacio
Osszege) 9-cel egyenld. A bizonytalansag mennyiségét az informacidelméletben entropianak is nevezik.36

Vizsgaljuk most meg azt a kérdést, hogy ha a Barkochba jatéknal a jatékosok abban allapodnak meg, hogy

N
dolog valamelyikére lehet gondolni, és

N
nem egyenld 2-nek egy hatvanyaval, akkor mekkora a kérdezd bizonytalansaga a jaték kezdetén a gondolt
dologra vonatkozolag?

Tegytik fel, hogy

2K<N<2K+1
. Ez esetben nyilvan

K+1
kérdéssel lehet csak kitalalni a gondolt dolgot. Viszont nyilvan azért a bizonytalansag kisebb, mint ha tényleg

2K+1
(tehat tobb) lehetdség allna fenn, de nagyobb, mint ha csak

2K
(tehat kevesebb) lehetdség allna fenn. Mivel

K=[log2N]
(itt és a kovetkezokben

[x]

az

X

cres

H(N)
-nel jeloljik:

[log2N]<H(N)<[log2N]+1.
Meg fogjuk mutatni az eddigi meggondolasainkkal sszhangban, hogy ilyen estekben ésszerii az

6]
H(N)=log2N

36Az informacidelméleti entropia-fogalomnak a statisztikus fizika entropia-fogalmaval valé kapcsolataval itt nem foglalkozhatunk

illeté rendszer rendezetlenségének mértékszamat értjiik; ez a szam felfoghato gy is, mint annak mértékszama, hogy mennyire bizonytalan
az adott rendszer részecskéinek allapota.
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un. Hartley-képlettel értelmezni a fenndlldo bizonytalansdgot. Az egyszeriiség kedvéért ezt azon a példan
keresztiil mutatjuk be, amikor

N=3
; tetszOleges

N
-re 1ényegében ugyanigy végezhetd el a meggondolas.

Tegyiik fel tehat, hogy a jatékosok abban allapodtak meg, hogy csak 3 dolog valamelyikére lehet gondolni, pl.
az

c
betiik egyikére. Mivel

21=2<3<4=22
, tehat a jaték kezdetén fennalld bizonytalansag nyilvan 1 bitnél nagyobb, de 2 bitnél kisebb. Azt, hogy a
bizonytalansag ez esetben

log23=1,58496...,
a kovetkezOképpen lathatjuk be. A kérdez6 pl. elészorre kérdezheti, hogy a gondolt betii az

a
betii-e; ha a valasz igen, mar ki is talalta a gondolt betiit; ha azonban a valasz nemleges, fel kell tenni a kérdést,
hogy a gondolt betii a

b
betii-e. Akarmi is erre a kérdésre a valasz, ebbdl mar a kérdezé megtudja, hogy mi volt a gondolt betli. Ha
sokszor megismétlik ezt a jatékot és a feleld mind a 3 betlire ugyanolyan sokszor gondol, akkor az esetek kb.

(1/3)
-aban 1 kérdés,

(2/3)
-aban 2 kérdés, atlagban tehat

10((1/3))+201((2/3))=(5/3)=1,6666...
kérdésre van sziikség. gy tehat mondhatjuk, hogy a bizonytalansag ennél a jatéknal legfeljebb

(5/3)

; valojaban azonban a bizonytalansag még kisebb, ugyanis az emlitett ,stratégia” (a jaték sokszori ismétlése
estében) nem a lehetd legjobb. Ha a két jatékos a jatékot nem egyszer, hanem sokszor jatssza, megadhatd egy
jobb stratégia. A kérdez6 nem kiilon-kiilon kérdez a betiikre, hanem megkéri a felel6t, hogy egyszerre gondoljon
az
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c
betiikbdl all6 5 tagh betlisorozatra, és megprobalja e betlisorozatot egyszerre kitalalni. Mivel az

a

E

>

c
bettikbdl

35=243
oOttagh betiisorozat képezhet6 és

243<256=28
, tehat a szoban forgo 5 betlibdl all6 betiisorozatot a kérdezd 8 kérdéssel biztosan ki tudja talalni, és igy egy betli
kitalalasara atlagban

(8/5)=1,6
kérdés jut, ami valamivel kevesebb, mint

(5/3)

M¢ég jobb eredményt kapunk, ha a kérdez6 egyszerre kérdez az

E)

c
betiikbdl allo 17 tagu betlisorozatra. Az ilyen sorozatok (,,szovegek™) szama

317=129 140 163<227=134 217 728,
tehat a 17 betlit 27 kérdéssel ki lehet talalni és igy egy betiire atlagban

(27/17)=1,588 23...
kérdés esik. Altalaban, ha egy

n
tagu, az

a

E)

>

c
betilikb6l all6 betiisorozatra egyszerre kérdeziink, és

k(n)
jeloli 2-nek a legkisebb olyan hatvanyat, amely nagyobb, mint
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3n
, tehat
(2)
2k(n)—1<3n<2k(n),

akkor

k(n)
kérdéssel az egész

n
betiibdl allo betiisorozatot kitalalhatjuk és igy egy betlire

(k(n)/n)
kérdés jut. A (2) egyenl6tlenségbdl (2 alapt logaritmust véve) azonban kdvetkezik, hogy

k(n)—1<nlog23<k(n)
és igy
(k(n)/n)—(1/n)<log23<(k(n)/n),
vagyis
A3)
log23<(k(n)/n)<log23+(1/n).

igy tehat

(k(n)/n)

sohasem lesz kisebb, mint

log23
, azonban azt tetszéleges pontossaggal meg fogja kozeliteni feliilr6l; ha ugyanis pl. azt akarjuk, hogy az egy
bettire jutd kérdések szama

log23+(1/10 000)
-nél kisebb legyen, ehhez csak

n
-et kell

10 000
-nél nagyobbra valasztani. igy tehat indokolt azt mondani, hogy ha az

a

>

b

E

¢
betiik koziil valamelyikre lehet gondolni, ugy a kérdez6 bizonytalansaga a gondolt szamra vonatkozolag

log23=1,584 96...
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Ez azonban nem ugy értendd, hogy (atlagban)

log23

kérdéssel ki lehet talalni a gondolt szamot, hanem ugy, hogy ennél kevesebb kérdés atlagban nem lehet elég és
tetszOleges, ennél nagyobb szadmnal atlagban kevesebb kérdéssel ki lehet talalni a szamot alkalmas jatékrendszer
mellett. (Erdekes megjegyezni, hogy a fent kapott

27/17)
fels6 becslés a kérdések minimalis szamara kevesebb, mint

(4/1000)
-del haladja csak meg

log23

-at, tehat sokkal jobban kozelit, mint amire a (3) egyenlétlenség alapjan biztosan szamitani lehetett.) Igy tehat
bebizonyitottuk, hogy (a bizonytalansag fogalma értelmezésének kézenfekvo kiterjesztése mellett) ha a masik
jatékos az

a

E

b

>

c
betiik egyikére gondolt, tigy a gondolt betiire vonatkozo6 bizonytalansdgunk

log23=1,584 96...
bit. Pontosan ugyanugy lathaté be, hogy ha

N
dologra lehet gondolni a Barkochba jatéknal, ugy a kérdezd bizonytalansaga a kérdezés megkezdése elott

log2N
bit. Ha

N
éppen 2-nek egy hatvanya,

N=2k
, akkor persze

log2N=k
, és igy a kapott eredmény specialis esetként tartalmazza azt a legel6szor targyalt esetet, amikor

2k
dologra szabad gondolni.

4. 4. A SHANNON-FELE FORMULA

Térjiink vissza ahhoz a példahoz, amikor a Barkochbat jatszo6 jatékosok abban allapodnak meg, hogy csak 512
keresztnév egyikére lehet gondolni. Ebben az esetben, mint lattuk, a kérdezd bizonytalansidga a kérdezés
megkezdése eldtt 9 bit. Kozelebbrél megvizsgalva a kérdést, kdnnyli észrevenni, hogy amikor ezt belattuk,
tulajdonképpen hallgatdlagosan feltettiik, hogy az 512 keresztnév mindegyikére ugyanolyan valdsziniiséggel
gondolt a feleld (pl. az 512 keresztnevet egy-egy cédulara felirja, e cédulakat egy kalapba teszi, megkeveri és
taldlomra kihuz egy cédulat, és az azon all6 keresztnévre gondol). Ha ez nem igy van, akkor allitasunk nem
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érvényes és modositasra szorul. Ha pl. a felel6 annak a személynek a keresztnevére gondol, akivel legutoljara
beszélt telefonon, nem jogosult az a feltevés, hogy mind az 512 keresztnév egyforman valdszinti, hiszen az
egyes keresztnevek gyakorisigai er6sen eltérnek. Sokkal valdsziniibb, hogy azt, akivel beszélt, Evanak,
Janosnak, Andrasnak vagy Marianak hivjak, mint hogy Anasztdzianak, Szerafinnak, Kleofasnak vagy Upornak.
Vizsgaljuk tehat meg a kovetkezo, az eddig targyaltnal altalanosabb kérdést: Jeloljék

x1

>

x2

9 seey

xN
azokat a kiilonb6z0 ,,dolgokat”, amelyekre a Barkochba jatéknal gondolni lehet. (

x1

E

x2

5 seey

xN
lehetnek nevek vagy altalaban szavak, szamok, targyak stb.) Tegyiik fel, hogy a kérdez6 tudja, hogy ezekre a
dolgokra a masik jatékos milyen valdsziniiséggel szokott gondolni; jeldlje

Pk
annak a valdszinliségét, hogy a masik jatékos

xk
-ra gondolt. (Ez esetben természetesen a

Pk
szamok pozitivak, és

P1+P2+...+PN=1
; ez azt fejezi ki, hogy masra, mint

x1

>

x2

9 seey

xN
valamelyikére, nem gondolhat a ,,felel6” a jatékosok megallapodasa szerint.)

Kérdés, mekkora ebben az esetben a kérdezd bizonytalansaga a kérdezés megkezdése el6tt? E szam nyilvan csak
a

P1

E

P2

PIEEET)

PN
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valészintiségektdl fog fliggeni, és

x1

E

x2

PIEEET)

xN
-t6l nem (hiszen pl. teljesen mellékes, hogy magara a gondolt keresztnévre gondolok-e, vagy a keresztnév
sorszamara a keresztnevek egy listajaban). {gy tehat

xk
-t mindig helyettesithetjiik

k
-val, azaz

xk
sorszamaval, mas szoval feltehetjiik, hogy az

x1

b

x2

5 seey

xN
sorozataz 1,2, ...,

N
szamok sorozata. Jeldlje a szoban forgd bizonytalansagot

H(P1, P2, ..., PN)
A

H(P1, P2, ..., PN)
szamot a

P1,P2,..,PN

crer

H(P1, P2, ..., PN)=

“4)

=Pllog2(1/P1)+P2log2(1/P2)+...+PNlog2(1/PN).

A (4) képletet Shannon-féle formulanak nevezik.37 A Shannon-formula helyességét el6szor egy példan keresztiil
mutatjuk be. Vizsgaljuk a kdvetkezé példat! Tegyiik fel, hogy az els6 jatékos a jaték elott két pénzdarabot
feldob tigy, hogy 6 latja, de a kérdezé nem latja a dobas eredményét. A kérdezének azt kell kitalalni, hogy a
dobasok eredménye 1. mindkét érmével fej, 2. mindkét érmével irds, vagy 3. az egyik érmével fej, a masikkal
iras volt-e. A harmadik lehet6ségen belill nem tesziink kiilonbséget ak6zott, hogy melyik érmével dobott a

37A Shannon-formula specialis esetként tartalmazza a Hartley-formulat; ugyanis (4)-bol

H((1N),(1/N),...(1/N))=log2N
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jatékos fejet és melyikkel irdst (a két érmét ugyanis egyformanak tételezziik fel, amikor is e két eset valojaban
nem is kiilonboztetheté meg).

Igy tehdt az 1, 2 és 3 lehetdségek valosziniiségei

P1=(1/4)

>

P2=(1/4)

E

P3=(1/2)

. Nyilvén a kérdez6 a kdvetkezoképpen jarhat el. E16sz6r megkérdezi, hogy a harmadik eset kovetkezett-e be; ha
a valasz igenld, mar ki is talalta, hogy mi tortént, csak nemleges valasz esetében kell feltennie a masodik
kérdést, ti. hogy a masodik lehetdség kovetkezett-e be. Igy tehat az eseteknek kb. a felében 1 kérdéssel, a masik
felében 2 kérdéssel ér célhoz, vagyis atlagban

(1+2/2)=1.,5
kérdéssel ki tudja talalni, hogy mi tortént.

Mig tehat, ha 3 lehetdség valdsziniisége egyenld, mint lattuk, atlagban

log23=1,584 96...
kérdésre van sziiksége, ha e lehetdségek valoszintiségei

(1/4),(1/4),(1/2)
, akkor atlagban 1,5 kérdés is elegend6. A Shannon-formula erre az esetre nézve ugyanazt az eredményt adja,
mivel

(1/4)log24-+(1/4)log24+(1/2)log22=(1/4)[12+(1/4)[12+(1/2)11=(3/2)=1,5.

A targyalt példa alapjan mar kitalalhatjuk, hogy ha a szamitasba jovo lehet6ségek nem egyforman valdszintek,
akkor nem arra kell térekedniink, hogy kérdéseinkkel a lehetdségek szamat csokkentsiik a felére, hanem arra,
hogy a még fennmaradé Iehetdségeket ugy csoportositsuk két osztalyba, hogy a két osztalyba sorolt lehetdségek
valdszintiségeinek Osszege legyen egyenld (vagy ha ez nem lehetséges, kdzel egyenld). Az elébbi példaban ez
pontosan keresztiilvihetd volt; az altalanos esetben ez nem mindig érhetd el; tetszélegesen megkozelithetd
azonban az ilyen kérdezési modszer akkor, ha megint arra kérjiik a masik jatékost, hogy ne egy dologra
gondoljon, hanem egyszerre sokra, és ezeket egyiitt igyeksziink kitalalni. Ennek szabatos bizonyitasa
hosszadalmas, ezért a bizonyitasnak csak a gondolatmenetét vazoljuk, a részletek kidolgozasa nélkiil.

Ha az els6 jatékos

n
-szer egymas utan gondol az

x1

>

x2

9 seey

xN
dolgok egyikére, ¢s minden alkalommal az

xk
-t

(=1,2, ..., N)
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Pk
valdszintséggel valasztja (az el6z6 valasztasoktol fiiggetleniil), akkor a nagy szamok torvénye szerint koriilbeliil

nP1
-szer fogja

-et,

nP2
-SZOr

nPN
-szer

xN
-et valasztani, és a gondolt dolgok minden egyes valoszini sorozatanak valdsziniisége ennek megfeleléen
koriilbeliil

PlnP10P2nP20...00PNnPN
lesz.

Jelolje

S
a valoszinil sorozatok szamat, akkor tehat (mivel a valosziniitlen sorozatok egyiittes valosziniisége igen kicsiny
¢és igy a valdszinii sorozatok egyiittes valdsziniisége kozel 1 lesz),

SCOPInP10P2nP20]...[1IPNnPN(1,
vagyis

(5)
SO[((1/P1))P1((1/P2))P21((1/PN))PN]n.
E koziil a

S
, kozel egyenld valosziniliségli sorozat koziil egyet nyilvan kortilbeliil

log2S
kérdéssel tudunk kitalalni, és igy atlagban egy gondolt dologra

(1/n)log2Ss
kérdés jut.

Viszont (5)-bol
(1/n)log2SC1P1log2(1/P1)+P2log2(1/P2)+...+PNlog2(1/PN).

Tehat a Shannon-formula valéban megadja, hogy atlagban koriilbeliil hany kérdéssel lehet majdnem biztosan
kitalalni, hogy a masik jatékos

x1
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E)

x2

5 sees

xN
koziil melyikre gondol.

Figyeljiik meg, hogy ebben az esetben mar nem allithatjuk, hogy

H(P1,P2,...,PN)

(ill. annal tetszdleges kevéssel tobb) kérdés biztosan elegendd atlagban a gondolt dolog kitaldlasahoz, csak azt,
hogy ennyi kérdéssel 1-hez tetszélegesen kozeli valoszinliséggel (,,majdnem biztosan”) ki tudjuk azt talalni. Ez
azonban inkabb csak elvileg jelent kiilonbséget.

5.5. A BARKOCHBA JATEK ES A KODOLAS

Befejezésiil az informaciomennyiség fogalmanak gyakorlati jelentdségét kiséreljiik meg érzékeltetni oly modon,
hogy megmutatjuk, hogyan lehet a Barkochba jatékbol kiindulva az informacié kdodolasanak problémajahoz
eljutni.

Tegyiik fel, hogy a kérdezd feljegyzéseket készit maganak a kérdéseire kapott valaszokrol: valahanyszor a
valasz ,,igen”, egyest ir fel, mig ha a valasz ,,nem”, zérust ir fel egészen addig, mig a gondolt dolgot ki nem
talalta. Ily modon a kapott valaszok sorozatanak megfelel egy, a valaszok (kérdések) szamaval egyenld sok, 0
vagy 1 jelbdl allo jelsorozat. Ez a jelsorozat egyértelmuen jellemzi a gondolt dolgot, hiszen azt a kérdez6 éppen
a kapott valaszok alapjan talalta ki. Tetszdleges adatoknak eldirt jelekbdl allo jelsorozatok megfeleltetését ezen
adatok kdédoldsanak nevezzik. igy tehat arra az eredményre jutottunk, hogy tetszéleges adat 0 és 1 jelekkel vald
koédolasanal pontosan annyi jegybdl allo jelsorozat sziikséges, ahany kérdéssel az illetd adat (a szoba jovo
lehetéségek koziil) a Barkochba jatékban kitalalhato. Igy, amikor megallapitottuk, hogy hany kérdéssel lehet
valamit kitalalni a Barkochba jatékban, ezzel egyben azt a kérdést is megoldottuk, hogy hany 0 vagy 1 értéki
jellel lehet azt ,,kddolni”, vagyis az informacié kodolasanak egy alapproblémajat is megoldottuk. Nem térhetiink
itt ki a kdédolas elméletének bonyolultabb problémaira, ti. a jelek zajos csatornan 4t vald tovabbitdsanak
kérdésére. Csak jelezziik, hogy e problémak a Barkochba jaték olyan moddositasanak felelnek meg, ahol a
feleld” nem mindig valaszol az igazsagnak megfeleléen, hanem iddnként hazudik. A ,hazudés Barkochba”
mint jaték persze sokkal nehezebb, mint a jaték szokasos ,igazmondd” formaja, ugyanigy ahogy a zajos
csatornan at vald informaciotovabbitas kérdése is sokkal bonyolultabb, mint az informaciéo egyszer(
kodolasanak problémaéja.

Az informacidelmélet irant érdekl6do olvaso figyelmébe ajanljuk az irodalomjegyzékben [3]-[8] alatt felsorolt
munkaékat.

IRODALOMJEGYZEK

[17[1] Rényi A.: Valoszintiségszamitas, Tankdnyvkiado, Bp., 1966.
[2] [2] Gnyegyenko, B. V.—Hincsin, A. Ja.: Bevezetés a valosziniiségszamitasba, Mivelt Nép Kiado, Bp., 1954.

[3][3] Jaglom, A. M.—Jaglom, I. M.—Hincsin, A. Ja.: Az informdcicelmélet matematikai alapjai, Miszaki Kiado,
Bp., 1959.

[4] [4] Rényi, A.: Wahrscheinlichkeitstheorie mit einem Anhang tiber Informationstheorie, Deutscher Verlag der
Wissenschaften, 2. kiadas, Berlin, 1966. cimt konyv fiiggeléke.
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[5] [5] Feinstein, A.: Foundations of information theory, Mc.Graw-Hill, New York, 1958.

[6] [6] Fano, R. M.: Transmission of information. A statistical theory of communication, Wiley, New York,
1961.

[7] [7] Woodward, P. M.: Probability and information theory with applications to radar, Pergamon Press,
London, 1955.

[8][8] Reza, F. M.: Bevezetés az informdcioelméletbe, Miiszaki Kiado, Bp., 1966.
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PRIMKEPLETEK

LACZKOVICH MIKLOS

A 31, 331, 3331,

33331

>

333 331

E)

3333 331

B

33333 331
szamok mind primek. Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy a

(10n-7)3

képlet primszamot szolgaltat az

n=2
,3, ..., 8 értékek mindegyikére. A

333 333 331=(109-7)3
szam azonban mar Osszetett, mert oszthatd 17-tel. Ezt az osztas elvégzése nélkil is belathatjuk a kongruencia
jelolésének felhasznalasaval. Azt mondjuk, hogy

a
kongruens

b
-vel modulo

m
(képletben

a=b(mod m)
), ha

a
és
b

azonos maradékot adnak

m
-mel osztva; azaz, ha

a-b
oszthato

m
-mel. K&nnyt ellenérizni, hogy azonos modulushoz tartozo kongruencidkat szabad &sszeadni €s szorozni. Azaz,
ha
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a=b(mod m)
és

c=d(mod m)
, akkor

a+c=b+d(mod m)
és

allc=bl1d(mod m)

Mivel

102=17016
, igy

109=1004110=(-2)4110=-10=7(mod 17)
, tehat

109-7
oszthato 17-tel. Meg lehet mutatni egyébként, hogy

33...331
sohasem oszthat6 a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 37 primek egyikével sem. Nem ismeretes, hogy van-e végtelen sok

33...331=(10n-7)3
alaku primszam. Ez a kérdés minden bizonnyal épp olyan nehéz, mint hogy van-e végtelen sok

2n—1
alaku, in. Mersenne-prim. Az utdbbi probléma pedig tobb szaz éve megoldatlan.

Az alabbi tablazatban a bekeretezett (nem athuzott) szamok sokaig primeknek bizonyulnak:

19

21 |23
25 27 (29
3 33 35 | ¥

3 4 43 45 (4T
49 51 53 55 57 |59
61 63 65 67 69 21 |73
75 77 79 81 83 85 87 |89

9f 93 95 97 99 16T 163 1685 107
1689 4T 145 ...

De mégsem lesz mindegyikiik prim. A

k
-adik bekeretezett szam ugyanis

17+(142+.. +k) [12=k2+k+17
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, és ez biztosan Osszetett

k=16
-ra, hiszen ekkor

k2+k+17=k(k+1)+17=172
. Meglepé mddon a

k2+k+17
képlet a

k=0
, 1, ..., 15 helyettesitési értékek mindegyikére primet ad.

Ha meg akarjuk keresni azokat a

p
pozitiv egészeket, amelyekre

k2+k+p
primszam a

értékek mindegyikére, akkor a kdvetkezOképpen okoskodhatunk. Eldszor is (

k=0
-t véve)

4
primszam kell, hogy legyen. Ha

p>3
, akkor az

12+1+p
és

22+2+p
szamok nem lehetnek sem 3-mal, sem 5-tel oszthatok, igy

p
3-mal osztva 2-t, 5-tel osztva pedig 1-et vagy 2-t ad maradékul. Mivel

P
paratlan is, ezért a 30-cal val6 osztasi maradéka csak 11 vagy 17 lehet. Egy tovabbi feltétel, hogy

4p—1
-nek is primnek kell lennie. Tegyiik fel ugyanis, hogy

d4p-1
és

1<d<4p-1
. Ekkor
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d<(4p—1)3
és

d=2x+1
, ahol tehat

x<(d/2)<(4p—1/6)<p-2,
ha

p>5

gy

X2+x+p

-nek primnek kell lennie. Azonban

d
osztdja

4(x2+x+p)=(2x+1)2+4p-1=d2+(4p-1)
-nek, tehat

xX2+x+p
-nek is, hiszen paratlan. Ez csak ugy lehetséges, ha

d=2x+1=x2+x+p>x2+x+2

b

x2—x+1<0
, ami lehetetlen.

Azt kaptuk tehat, hogy vagy

p=2
, 3,5, vagy pedig

p
olyan

30k+11
vagy

30k+17
alaku primszam, amelyre

4p—1
is prim. A 100-nal kisebb szamok koziil ezeket a feltételeket csak a 2, 3, 5, 11, 17, 41, valamint a 71 elégitik ki.
Ezek koziil a

p=2
, 3,5, 11,17, 41 szamokra valdban teljesiil, hogy

k2+ktp
primszam a
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értékek mindegyikére. A 71-re ez mar nem igaz, mert

224+2+71=77

Osszetett. Sokaig megoldatlan volt, hogy a 41 utan van-e még ilyen tulajdonsag szam. Csak az 1960-as években

sikeriilt bebizonyitani, hogy ilyen szam nem létezik.

U

A fentiek alapjan természetesen vetddik fel az a kérdés, hogy van-e olyan képlet, amelynek a pozitiv egészekben
felvett értékei mind primek. El6szor megmutatjuk, hogy egy egész egyiitthatoés polinom — hacsak nem konstans
— nem szolgaltathat ilyen képletet. Ennek bizonyitasahoz két segédtételre lesz sziikségiink. Eldszor is belatjuk,

hogy ha

px)y=ckxk+ck—1xk—1+...+c0
egész egyiitthatds polinom, akkor

a=b(mod m)
esetén

p(a)=p(b)(mod m)
. Valoban,

(1

Itt

bi—ai
-bdl

(b—a)
kiemelhet6:

bi—ai=(b—a)(bi—-1+bi—2a+...+bai—2+ai-1)
. Ha (1) jobb oldalanak minden tagjabdl kiemeljiik

b-a
-t, akkor azt kapjuk, hogy

p(b)y-p(a)=(b-a)4
, ahol

A
egész szam, hiszen

P(b)-p(a)=ck(bk—ak)+ck—1(bk—1—ak-1)+...+cl(b—a).
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ck
mindannyian egészek. fgy

p(b)-p(a)
oszthato

b—-a
-val. Ha

a=b(mod m)
, akkor

m
osztdja

b-a
-nak, tehat

p(b)-p(a)
-nak is, azaz

p(a)=p(b)(mod m)

A masik allitas, amelyre sziikségiink van, az, hogy ha a

px)y=ckxk+ck—1xk—1+...+c0
polinom nem konstans és a féegyiitthatoja pozitiv, akkor

p(x)
minden elére megadott szamnal nagyobb lesz, ha

x
elég nagy. Ezt igy lathatjuk be: Jeloljiik a

Ock—10+.. +0cl0+0c00
szamot

c
-vel. Ha

x>1
, akkor

1<x<x2<...<xk-1
, tehat

px)>ckxk—ck—11xk—1—...~cl Ux—[1c01>
=ckxk—cxk—1=xk—1(ckx—c).
Ha

>chxk—1ck—1xk—1—

x>cck
, akkor

chkx—c>0
, tehat

...—elOxk—1-0c00xk—1=
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x>1
alapjan

px)>ckx—c.
Ha tehat azt akarjuk, hogy

px)
nagyobb legyen egy elére megadott

K>0
szamnal, akkor

X
-et elég tigy valasztani, hogy nagyobb legyen 1 és

(ctKyck

mindegyikénél. Ekkor ugyanis a fentiek szerint

px)>ckx—c>K
teljesiilni fog.

Vilagos, hogy ha

4
nem konstans, és a féegyiitthatoja negativ, akkor

px)
minden eldre magadott szdmnal kisebb lesz, ha

X
elég nagy.

Most mar kénnyen belathatjuk, hogy ha az egész egyiitthatos

p(x)
polinom nem konstans, akkor a

p(n)
értékek nem lehetnek mind primek. Valasszunk ugyanis egy olyan

n0
pozitiv egészet, amelyre

Op(n0)C=m>1
.Ha

n=n0+im

(

i=1

,2,...), akkor

n=n0(mod m)
, tehat

p(n)=p(n0)=tm=0(mod m)

, azaz
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p(n)
oszthato

m
-mel. De tudjuk, hogy

Op(x)0>m
, ha

x
elég nagy; mondjuk, ha

x>x0

. Ekkor minden elég nagy
i

-re

n=n0+i1m>x0

»igy

Op(n)[1>m

€S

p(n)
oszthato

m
-mel, tehat

p(n)
Osszetett.

A polinomoknal joval komplikaltabb képletekrdl is belathatjuk, hogy nem szolgaltathatnak csupa primszamot.
Ennek targyalasahoz sziikségiink lesz az un. ,,kis Fermat-tételre”, ami azt allitja, hogy ha

P
prim és

n
nem oszthatd

p

-vel, akkor

np—1=1

(mod p)

. Ezt igy lathatjuk be:
Az

n

2n
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(p-Dn

szamok csupa kiilonboz6é maradékot adnak

p
-vel osztva. Valdban, ha

in=jn(mod p)
, akkor

pUin—jn=(i—)n
. Mivel

p
prim és

n
nem oszthato

4
-vel, ebbdl kovetkezik, hogy

plij
. Ha tehat

I<i

b

<1
, akkor sziikségképpen

i=j

Mivel az

n

E

2n

PIEEET)

(p-Dn

szamok egyike sem oszthatd

4
-vel, ebbdl kovetkezik, hogy a

p
-vel vett osztasi maradékaik az 1, 2, ...,

p-1
szamok (esetleg mas sorrendben). igy

n12n0(p—-1)n=10201(p—1)(mod p)

, azaz

np-1(p-1)!=(p-1)(mod p)
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. Ezért

pU(np—1-1)(p-1)!
, tehat

pL(np-1-1)
, hiszen

P
nem osztoja

(-1)!

-nak.
Ennek felhasznalasaval lassuk be példaul, hogy az

f(n)=22n+18n+1
képlet nem szolgéaltathat csupa primet. Az

A)=41

érték mindenesetre prim, ezért

2240=1(mod 41)
és

1840=1

(mod 41)
. Ebbdl kovetkezik, hogy

2240k=1(mod 41)
és

1840k=1(mod 41)
minden

k
pozitiv egészre. Ha tehat

n=40k+1
, akkor

22n+18n+1=2240k+1+1840k+1+1==22112240k+18[11840k+1=22+18+1=41=0 (mod 41),
és igy

f40k+1)
nem lehet prim, ha

>0

Most bizonyitsuk be, hogy az

An)=100(n2+n)n3+n2+2n+1
képlet sem szolgaltathat csupa primet! (Ez kicsit nehezebb lesz.) El9szor is valasszunk egy olyan

n0
pozitiv egészet, amelyre
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p=f(n0)>n02+n0
. Ilyen példaul

n0=1
, amikor is

p=1601>2
. Ha

P
Osszetett szam, akkor maris belattuk, hogy

f

értékei a pozitiv egészekben nem mind primek. Ha

p
prim (mint az adott esetben is), akkor tekintsiik az

n=n0+ip(p—1)
alaka szamokat, ahol

=1
, 2, .... Belatjuk, hogy ezekre az

n
-ekre

fin)

mindig oszthato

4
-vel. Valoban, rogzitsiink egy ilyen

n
-et, és tekintsiik a

q(x)=100xn3+n2+2n+1
polinomot! Tudjuk, hogy ha

a=b(mod m)
, akkor

g(a)=q(b)(mod m)
. Mivel

n=n0(mod p)
, ezért

q(n)=gq(n0)(mod p)
, azaz

2

Ugyanigy, felhasznalva, hogy

fn)=100(n2+n)n3+n2+2n+

+1=100(n02+n0)n3+n2+2n+1 (mod p).

329



n=n0(mod p—1)
, azt kapjuk, hogy

n3+n2+2n=n03+n02+2n0(mod p-1)
, tehat

n3+n2+2n=n03+n02+2n0+c(p—1)
, ahol

c
pozitiv egész. Ezt (2)-be helyettesitve azt kapjuk, hogy

A3)
f(n) =100(n02+n0)n03+n02+2n0+c(p—1)+1=
=100(1202+n0)n03+n02+2n01(n02+n0)c(p—1)+1 (mod
p)-
Mivel
1<n02+n0<p

, ezért a kis Fermat-tétel szerint

(n02+n0)(p—1)=1(mod p)
, és igy, tekintve, hogy

c
pozitiv egész, azt kapjuk, hogy

(n02+n0)c(p—1)=1(mod p)
. Ezt (3)-ba helyettesitve:

A(n)=100(102+r0)n03+102+21n0+1=p=0 (mod p),
tehat

fin)

valoban oszthato

p
-vel. Mivel

f

szigorian monoton novo, ezért

>0
-1a

n=n0+ip(p—1)>n0
-bol

Sn)>(n0)

kovetkezik, Ezért

Q)

osszetett szam lesz. Igy példaul

f
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értéke az

1+1601111600=2 561 601
helyen oszthatd 1601-gyel, és ezért dsszetett.

A kovetkezd altalanos tétel hasonlé modszerrel bizonyithatd. Legyen

fm)
olyan keplet, amely

p(m)qm)

alaku kifejezések szorzatainak osszege, ahol

p(m)

es

qm)

egész egyilitthatos polinomok, melyek kéziil a

qm)
-ek féegyiitthatoi pozitivak. Ha az

f(n)
(

n=/
, 2, ...) értékek kozott van végtelen sok kiilonbozo, akkor ezek kozott az értékek kézott van végtelen sok dsszetett
szam.

Itt a végtelen sok kiilonbozo értékre vonatkozo feltétel 1ényeges, mert pl. az

fin)=18+(~1)n

képlet a fenti alak és

f

minden értéke prim.

O

A fenti tétel azt allitja, hogy ha

Q)

csupa primszamot ad minden

n
pozitiv egészre, akkor az

/
-et definialo képlet a fent leirtaknal bonyolultabb kell, hogy legyen. Ha példaul olyan primképletet keresiink,

amelyben csak az Gsszeadas, kivonas, szorzas és hatvanyozas miiveleteit hasznalhatjuk, akkor szerepelnie kell
benne olyan ,,emeletes hatvanynak” (azaz kitevében szerepld hatvanynak), amelynek a kitevdje tartalmazza az

n
valtozét. A legegyszeriibb ilyen képlet:

22n
. Ez persze
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n>0
-ra nem ad primeket, mert mindig paros. De mi a helyzet a

22n+1
képlettel? Az

n=0
, 1,2, 3, 4 szamokat behelyettesitve a 3, 5, 17, 257,

65 537
értékeket kapjuk; mindnyéjan primek. Ennek alapjan Pierre de Fermat azt sejtette (1640 kortil), hogy

Fn=22n+1
minden

n
-re primszam. Ez a sejtés csaknem 100 éven 4t megoldatlan maradt, mert a kdvetkezd szam:

F5=225+1=4 294 967 297
mar olyan nagy, hogy annak eldontése, hogy prim-e vagy sem, reménytelennek latszott. Valoban, gondoljunk
csak bele: ha sem kalkulator, sem szamitogép nem allna rendelkezésiinkre, el tudnank-e donteni, hogy

F5
prim-e? Volna-e jobb 6Gtletiink, mint elosztani

F5
-0t minden nala kisebb szammal? Persze elég volna csupan a

\(F5)

-nél nem nagyobb szdmokkal osztani, hiszen ha egy

n
szam Osszetett, akkor van olyan

d

osztdja, amelyre

1<d<\In
. Az adott esetben tehat csak a

65 536

-nal nem nagyobb szamokkal kellene osztani; sot, ezek koziil elég lenne a primeket venni, melyek szama kb.
6500. Ha minden osztas két percet vesz igénybe, még ez is 200 6ra munka volna; nem csoda, ha olyan sokaig
senki nem vallalkozott ra.

Végiil is Leonhard Euler volt az, aki 1732-ben a kérdést eldontotte. Euler felismerte, hogy

Fn
primosztdi csak specidlis alaktak lehetnek, nevezetesen

Fn
minden primosztoja

kO 2n+1+1
alakq, ahol
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k

pozitiv egész. Ezt a kovetkezOképpen lathatjuk be. Legyen

p
egy primosztdja

Fn
-nek. Mivel

P
paratlan, ezért a kis Fermat-tétel szerint

2p—1=1(mod p)
. Legyen

d
a legkisebb pozitiv egész, amelyre

2d=1(mod p)
. Ekkor a 2-hatvanyok

p
-vel valo osztasi maradékai

d
szerint periodikus sorozatot alkotnak. Valoban,

2d=1=20
alapjan
2d+1=2=21

E)

2d+2=21121=22

b

2d+3=2[122=23
, €s hasonldan,

2d+i=2i

minden

i

-re (a kongruenciakat (mod

P
) értve). Ebbol kovetkezik, hogy

2sd=1
minden

s=1
, 2, ...-re. Masrészt

d
valasztasa folytan

333



2il1
ha

0<i<d
, ezért a periodicitasbol kovetkezik, hogy

2m
akkor és csak akkor ad 1 maradékot

p
-vel osztva, ha

m
oszthatd

d
-vel.

Marmost

22n+1=1(mod p)
, ugyanis

22n+1-1=(22n+1)1(22n-1)
, tehat

22n+1-1
oszthato

Fn
-nel, tehat

p
-vel is. A fentiek szerint ebbol kdvetkezik, hogy

d ] 2n+1
. Megmutatjuk, hogy sziikségképpen

d=2n+1
. Valoban,

d<2n+1
esetén

d
osztdja lenne

2n
-nek is. Ebbdl viszont

22n=1
kovetkezne, holott

22n=Fn—1=-1(mod p)
, hiszen

pUOFn
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. Ezzel belattuk, hogy

d=2n+1
. Mivel pedig

2p—1=1(mod p)
, ezért

2n+1=d [ p-1,
tehat

p-1=k12n+1,
azaz

p=k[12n+1+1,
ahol

k
pozitiv egész.

Valdjaban Euler azt is belatta, hogy ha

prim osztoja

Fn
-nek, akkor

p=k[12n+2+1,
ahol

k
pozitiv egész. Meg lehet mutatni ugyanis, hogy ha a

P
prim

8k+1
alaku, akkor

2(p-1)2=1(mod p)

. A fenti okoskodasban ezért

2n+1=d ] (p-1)2,
tehat

(p-1y2=k[12n+1,
azaz

p=k[12n+2+1,
ahol

k
pozitiv egész.

335



Ezt

n=5
-re alkalmazva azt kapjuk, hogy

F5
minden primosztdja

27 0k+1=128k+1
alaku. Ez jelentésen leszlikiti a lehetdségeket. A 2-nél nagyobb primek ugyanis 128-cal osztva 64-féle
maradékot adhatnak (nevezetesen az 1, 3, ..., 127 szdmokat), és azt varhatjuk, hogy a

65 536
-nal kisebb primeknek durvan

1/64
-ed része lesz

128k+1
alaka. Ez kb.

650064<102
primet jelent. Ezért annak eldontéséhez, hogy

F5
primszam-e, a 6500 osztas helyett varhatéan a legrosszabb esetben is elég szaz-egynéhany osztast elvégezni.
Euler elszénta magét ennek az elvégzésére. Oriasi szerencséje volt; az elsé

128k+1
alaku prim, 257, ugyan nem osztoja

F5
-nek, de a masodik, 641, mar igen:

F5=4294 967 297=641116 700 417
. Ezzel Fermat sejtése megdolt: az

Fn=22n+1
képlet nem allit el6 minden

n
-re primszamot.

Egyébkeént a kovetkezd Fermat-szam,

F6
primtényezdkre bontasat csak 1880-ban sikeriilt megtalalni:

F6=274 1770067 280 421 310 721
. Az ezt kovet6 Fermat-szam,

F7
faktorizaciojat 1970-ben talaltak meg; eszerint

F7
egy 17-jegyli és egy 22-jegyli prim szorzata. Azota kideriilt, hogy
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Fn
Osszetett szam minden

5<n=21
-re (bar nem mindegyikiiknek sikeriilt meghatarozni a primtényezOs alakjat). Sok, nagyobb indexii
Fermat-szamot is megvizsgaltak, de még egy primet sem talaltak kozottiik.

A fentiekbdl az a tanulsag, hogy hacsak egy képletrdl nem tudjuk eleve, hogy valamilyen oknal fogva minden
értéke primszadm lesz, akkor nem véarhatjuk el, hogy ezt ,,szivességbdl” megtegye, még akkor sem, ha az elsé
néhany értéke prim (mint pl. az

n2+n+17

b

n2+n+41
vagy a

22n+1
képletek esetében).

Eddig senki nem talalt olyan képletet, amely egész szamokbol és az

n
valtozobol az dsszeadas, kivonas, szorzas és hatvanyozas miveleteinek segitségével épiil fel, és amely minden
pozitiv egész

n
-re primszamot szolgaltat (azt is feltéve persze, hogy a képlet végtelen sok kiilonbozé értéket ad). A
kovetkezokben megmutatjuk, hogy a feltételek enyhitésével mar talalhatunk ilyen képleteket.

U

Elészor olyan képleteket tekintiink, amelyekben nemcsak egészek, hanem tetszéleges valds konstansok is
szerepelhetnek. Ekkor persze az

X
szam egészrészét megado

[x]
fiiggvény hasznalatat is meg kell engedniink, mert kiilonben nem tudjuk biztositani, hogy a képlet egész
szamokat szolgaltasson. (E fliggvény definicidja a kovetkezo:

[x]

az az egyértelmiien meghatarozott egész szam, amelyre

[x]sx<[x]+1
. Igy pl.

[32]=1

E)

[7]=3

[71=7
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[-4]=4

E

[-32]=2

>

[-7]=4
.) Ezek felhasznéldséval mar viszonylag egyszeri képletet adhatunk az

n
-edik primszamra, amelyet a kdvetkezékben

pn
-nel fogunk jel6lni. Megmutatjuk, hogy van olyan

a
valos szam, amelyre

“4)
pn=[10n2a]-102n-1[10(n-1)2a] (n=1,2,...).

Képezziink ugyanis a primszamok

pn
sorozatabol egy végtelen tizedestortet a kovetkezOképpen! A tizedestort egészrésze 0 lesz. A tizedesvesszO utan
ijuk le egymas utan a primszamokat, megfeleld szamu 0-val elvalasztva Oket! Az elvalasztdo 0-k szamat ugy
valasztjuk meg, hogy

pn
utolso szamjegye éppen a tizedesvesszo utani

n2
-edik helyre keriiljon. Tehataz 1., 4., 9., 16. jegy a 2-es, 3-as, 5-0s, 7-es lesz, a 24. és a 25. 1-es, a 35. ismét 1-es,
a 36. 3-as stb. Legyen az igy definialt végtelen tizedestort

a
, tehat legyen

0=0,200 300 005 000 000 70...0110...0130....
Ekkor

An=[10n2a]
az az egész szam, amelynek a jegyeit az

o
-nak a tizedesvessz0 utani elso

n2
jegye adja. A konstrukciobol adédik, hogy

An
olyan

n2
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-jegyll szam, amely éppen

pn
jegyeivel végzddik. Nyilvanvalo, hogy az

An
elsé

(n—1)2
jegyébdl képzett szam

An—1=[10(n-1)2a]
lesz. Ha tehat

An—1
-et kiegészitjiik

n2—(n—1)2=2n-1
darab 0-val, azaz megszorozzuk

102n-1
-gyel, és az igy kapott szamot kivonjuk

An
-bél, akkor éppen

pn
-et kapjuk. Ezzel (4)-et belattuk.

A fenti konstrukcidban hallgatélagosan felhasznaltuk, hogy

pn
jegyeinek szdma legfeljebb

n2—(n—1)2=2n-1
, mert kiilonben

pn
»nem férne el”. Megmutatjuk, hogy

pn
jegyeinek szama legfeljebb

n

Nevezziink egy

m
szamot négyzetmentesnek, ha nem oszthato 1-nél nagyobb négyzetszammal. Ez azzal ekvivalens, hogy az

m
primtényez0ds felbontasaban minden prim els6 hatvanyon szerepel; azaz, hogy

m
kiilonb6z6 primek szorzata. Barmely

k
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egész szam eldall mint egy négyzetszam és egy négyzetmentes szam szorzata. Ha ugyanis

k
-t elosztjuk azzal a legnagyobb osztdjaval, amely négyzetszam, akkor a hanyados nyilvan négyzetmentes lesz.
(Ha

k
négyzetmentes, akkor 1-gyel osztunk.)

frjuk fel a

pn
-nél nem nagyobb szdmokat

b2c
alakban, ahol

c
négyzetmentes. Itt

b2<pn
, tehat

b<N(pn)
A

c
szam kiilonb6z6 primek szorzata, melyek mindegyike legfeljebb

pn
, hiszen

c<pn
. Ezért

c
-t ugy kapjuk, hogy a

pl

E

p2

PIEEET)

pn
primek koziil néhanyat dsszeszorzunk. Ezt

2n
-féleképpen tehetjiik meg (annyiféleképpen, ahany részhalmaza van a

{rl.p2,....pn}
halmaznak). A

b
szamot tehat legfeljebb

V(pn)

340



-féleképpen, a

c
szamot pedig legfeljebb

2n
-féleképpen valaszthatjuk meg. Mivel

b2c
alakban minden,

pn
-nél nem nagyobb szam eldall, ebbol kovetkezik, hogy

pni\/(pn) 02n

\(pn)<2n
, ésigy
pn<4n

. Mivel

4n<10n
, ezért

pn
legfeljebb

n
-jegyti.
Ez a becslés 1ényegesen javithatd: valdjaban

pn
jegyeinek szama alig nagyobb

n
jegyeinek szamanal. Igy pl.

p100=541

E

p1000=7919

>

p10 000=104 729

E)

p1010
11-jegyti,

p10100
pedig 102-jegyli. Az utdbbi két allitas abbol kdvetkezik, hogy

n(logn+loglogn—1,5)<pn<n(logn+loglogn+8), valamint nlogn<pn
minden
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n>2
-re. E képletekben

logn
az un. természetes vagy

e
alapt logaritmus, amelynek alapja

e=limn—oo(1+(1/n))n=2,718 28....

A (4) képletre visszatérve megallapithatjuk, hogy a puszta érdekességén kiviil mas haszna nemigen van; példaul
nem hasznalhatjuk fel primszamok gyartasara. Ahhoz ugyanis, hogy a képlet segitségével

pn
értékét meghatarozhassuk, tudnunk kellene

a
értekét. Ehhez viszont mar ismerniink kellene az Osszes primszamot. Egyébként vannak még egyszeriibb
primképletek is: 1étezik példaul egy

c>1
valds szam gy, hogy

[c3n]
primszam lesz

n
minden pozitiv egész értékére. Ennek a képletnek ugyanaz a baja, mint (4)-nek:

c
meghatarozasahoz végtelen sok primszamot kell felhasznalni.

0

Most ratériink azokra a primképletekre, amelyekben a konstansok csak egész szamok lehetnek, de a
felhasznalhat6 miveleteket nem korlatozzuk. Megmutatjuk, hogy ha az alapmiiveleteken kiviil felhasznalhatjuk
az

[x]

(egészrész),

{xj=x—{x]

(tortrész) fiiggvényeket, valamint a

Y i=knai=ak+ak+1+...+an és [ [i=knai=akUak+10...Oan
jeloléseket, akkor szintén kaphatunk képleteket

pn
-re. Jeloljiik

7(x)

-szel az

x
szamnal nem nagyobb primek szamat. E16szor
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(x)
-re adunk képletet.

Ha az

n>2
szam prim, akkor az

(n/2)

>

(n/3)

9 seey

(n/n-1)
szamok egyike sem egész, tehat az

{(n/2)},{(n/3)},....{(n/n-1)}
tortrészek egyike sem 0. Ekkor tehat a

[Ti=20-1[-{(n/i)}]

szorzat minden tényezdje

-1
(mert egy

-1
¢és 0 kozé esd szam egészrésze). A szorzat értéke tehat

-1
, hiszen a tényezdk szama

n-2
, ami paratlan. Ha viszont

n
Osszetett, akkor

wi
egész szam lesz legalabb egy

2<i<n-1
-re, és ekkor

[—{(n/D)}]=[-0]=0

alapjan a fenti szorzat értéke 0. Igy

x>3
esetén a

= n=3x[[i=2n—1[-{(n/i)}]
képlet értéke

7(x)-1
, hiszen a szumma

n
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-edik tagja

-1
, ha

n
prim, és 0, ha

n
Osszetett. (

7(x)

-bél azért kell 1-et levonni, mert a 2-t kizartuk a szummabol.) Azt kaptuk tehat, hogy

(5)
x(x)=1-Yn=3x[ [i=2n—-1[-{(n/i)}] (x=3.,4,...).

Valamivel egyszeriibb képletet is kaphatunk

7(x)

-re az un. Wilson-tétel felhasznalasaval. Ez azt allitja, hogy ha

p
prim, akkor

(p—1)!=1(mod p)

Ezt igy lathatjuk be: Az allitas

p=2
, 3-ra nyilvanvalo, tehat feltehetjiik, hogy

p=>5
. A kis Fermat-tétel bizonyitasakor megmutattuk, hogy ha

n
nem oszthato

p
-vel, akkor az

n

>

2n

9 seey

(p—-1)n

szamok

p
-vel vett osztasi maradékaiaz 1, 2, ...,

p-1
szamok (esetleg mas sorrendben). Ebbdl kovetkezik, hogy az 1, 2, ...,
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p-1
szamok ko6zott pontosan egy olyan

i
szdm van, amelyre

nJi=1(mod p)
. Nevezziik ezt a szamot

n
reciprokanak (mod

4
). Ha

nm(mod p)
, akkor

n
és

m
reciprokai kiilonbozok. Valdban,

niEmi=1
-bél kovetkezik, hogy

pUni—mi=(n—m)i
, tehat

plin—-m
, hiszen

1<i<p-1
.Haegy

1<n<p—1
szam reciproka dnmaga, akkor

n2=1

E

pUn2—1=(n-1)(n+1)
, tehat

n=1
vagy

n=p-1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy a 2, 3, ...,

p—2
szamok mindegyikét a reciprokaval parositva diszjunkt parokat kapunk. Mivel az egy péarhoz tartozé szamok
szorzata
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p
-vel osztva 1-et ad maradékul, ezért

20030(p—2)=1(mod p)
, tehat

(p—1)!=—1(mod p)

A Wilson-tétel megfordithatd: ha

n>1
osztdja

(n—1)'+1
-nek, akkor

n
prim. Valoban, ha

1<d<n
, akkor

d U (n-1)!
.Ha

d
osztdja volna

n
-nek, akkor

n [ (n-1)I+1
alapjan

d
is osztdja volna

(n—1)1+1
-nek, ami lehetetlen. gy

n
nem oszthaté a2, ...,

n—1
szamok egyikével sem, tehat prim. Osszefoglalva: az

(=) +1Yn

tort akkor és csak akkor egész, ha

n=1
vagy

n
prim. Ebbdl kovetkezik, hogy

2n=1x[-{((n-D)!+1/n)} J==(x-n(x)-1),

346



hiszen Gsszetett

n
-r¢ a szumma

n
-edik tagja

-1
, mig prim

n
-re €s

n=1
-re 0. Ebbdl azt kapjuk, hogy

(6)

Az (5) és (6) képletek mindegyikét felhasznalhatjuk

pn
kifejezésére. Jeloljiik

4

-vel azt a fliggvényt, amelyre
p(x)={1,hax=0,1,2,... /0, hax=1,-2,....
(A

®
figgvényt csak az egész szamokban értelmezziik.) A

4
fiiggvényre kdnnyen adhatunk képletet, pl.

p()=1+[(1/3x+2)]
minden

x
egész szamra. Marmost

k<pn
esetén

n(k)<n
, tehat

p(n—n(k))=1
, mig

k>pn
esetén

a(x)=x—1+Y n=1x[-{((n-1)!+1/n)}] (x=1,2,...).

347



w(k)y>n
, tehat

@(n-m(k))=0
. Ebbdl kovetkezik, hogy

pn=y k=14np(n—n(k)).
Valdban, a szumma tagjainak értéke

k=1

pn
esetén 1, egyébként pedig 0. Mivel

pn<4n
, ezért a szumma értéke

pn
. Ha ebben a formuladban

p(x)
helyébe

1+ 1(3x+2)]
-t irunk,

m(x)
-et pedig (6)-tal helyettesitjiik, akkor a kovetkezd képletet kapjuk

pn
-re:

pr=4n+Y k=14n[(1/3n-3k+5-3% i=1k[-{(G—1)!+1/)} D] (n=1,2,...).
(Itt (6) helyett (5)-0t is alkalmazhatjuk, de ekkor apré6 mddosités sziikséges, tekintve, hogy (5) csak

x>3
-ra érvényes.)

Természetesen jo volna olyan primképletet talalni, amelyben a felhasznalt miiveletek szama minimalis. Mar
emlitettiik, hogy nem ismeretes olyan primképlet, amelyben csak 0sszeadas, szorzas és hatvanyozas szerepel. A
kovetkezokben a célunk annak bizonyitdsa, hogy van olyan primképlet, amelyben csak dsszeadas, kivonas,
szorzds,

[x]

5

Vx

és maximum szerepel. Ennek ismertetését messzirdl kell kezdeniink.

0

Diophantosz gorég matematikus volt, aki a harmadik szdzadban élt Alexandriaban. ,,Aritmetika” cim{i miivében
egész egylitthatés egyenletek egész, illetve racionalis megoldasait vizsgalta, és az ilyen egyenleteket azdta
diofantoszi vagy diofantikus egyenleteknek nevezik. Ilyenek példaul
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(7
x2-2y2=1, x2-60y2=1, x2-61y2=1,

vagy

®)
x3+y3=u3+v3, x4+yd=ud+v4, x5+y5=uS5+v5.

A (7) alatt felsorolt harom egyenlet mindegyikének megoldasa

x=1

>

y=0;
ezeket trivialis megoldasnak hivjuk. Nemtrividlis megolddsok is léteznek: az elsé egyenlet legkisebb pozitiv
egész megoldasa

x=3

E)

y=2
, a masodiké pedig

x=31

>

y=4
. A harmadiké viszont

x=1766 319 049

>

=226 153 980

A (8) alatt felsorolt egyenletek trivialis megoldasai azok, amelyekre

X=u

b

y=v
vagy

X=v

y=u
. Az els6 két egyenletnek vannak nem-trivialis megoldasai is, pl.

93+103=13+123
, illetve

1334+1344=594+1584
. A harmadiknak viszont nem ismerjiik egyetlen nem-trivialis megoldasat sem, de az sincs bizonyitva, hogy
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ilyen megoldas nem létezik.

Ezek a jelenségek tipikusak: el6fordul, hogy egész egyszeriinek latszo diofantikus egyenletek megoldasa a
legnagyobb nehézségbe {itkdzik, s6t gyakori eset, hogy azt sem tudjuk eldonteni, hogy a kérdéses egyenletnek
van-e egyaltalan megoldasa. Ezek a tapasztalatok vezették David Hilbertet 1900-ban az alabbi kérdéshez: van-e
olyan algoritmus (valamely mechanikus, automatikus eljaras), amely barmely megadott diofantikus egyenletrdl
el tudja donteni, hogy van-e megoldasa? Ha Hilbert koraban mar 1éteztek volna szamitdgépek, nyilvan ugy tette
volna fel a kérdést, hogy van-e ilyen szamitégépes program. A probléma megoldasara 70 évig kellett varni.
Ahhoz, hogy a megoldast megérthessiik, be kell vezetniink harom fogalmat.

Azt mondjuk, hogy természetes szdmoknak egy végtelen sorozata rekurziv, ha van olyan algoritmus (azaz
szamitogépes program), amely barmely szamrdl el tudja donteni, hogy tagja-e¢ a sorozatnak vagy sem. Példaul a
2-hatvanyok sorozata rekurziv, mert barmely

n
pozitiv egészrdl el tudjuk donteni, hogy 2-hatvany-e vagy sem: addig osztjuk 2-vel, amig paratlan szamot nem
kapunk. Ha ez a szdm 1, akkor

n
2-hatvany; egyébként pedig nem. A primszamok sorozata is rekurziv, hiszen barmely szamrdl el tudjuk donteni,
hogy prim-e: csak azt kell megvizsgalni, hogy oszthat6-e valamely, nala kisebb, de 1-nél nagyobb szammal.
(Azzal most nem foglalkozunk, hogy ennek eldontése mennyi ideig tart; a Iényeg az, hogy az algoritmus véges
sok 1épésben elvégezhetd legyen.)

Egy sorozat akkor és csak akkor rekurziv, ha van olyan szamitogépes program, amely a sorozat tagjait ndvekvd
sorrendben kinyomtatja. Ha ugyanis a sorozat rekurziv, akkor irhatunk olyan programot, amely egymas utan
megvizsgalja a természetes szadmokat és eldonti, hogy tagjai-e a sorozatnak, és ha egy

n
szamrol ugy talalja, hogy igen, akkor

n
-et kinyomtatja. Megforditva, ha van egy nyomtatoprogram, amely a sorozat tagjait ndvekvd sorrendben
kinyomtatja, akkor a kdvetkezé algoritmust készithetjiik annak eldontésére, hogy egy

n
szam tagja-c a sorozatnak. Inditsuk el a nyomtatoprogramot, és varjunk addig, amig egy

n
-nél nagyobb szam megjelenik. Ha az eddig kinyomtatott szamok k6zott

n
szerepel, akkor tagja a sorozatnak, egyébként pedig nem (hiszen késobb mar nem keriilhet sorra).

Mas a helyzet, ha van ugyan olyan program, amely a sorozat elemeit kinyomtatja, de nem feltétleniil névekvo
sorrendben. (Az ilyen sorozatokat rekurzive felsorolhato sorozatoknak nevezziik.) Egy ilyen sorozat esetében,
ha egy

n
szam megjelenik a kinyomtatott szamok ko6zott, akkor tagja a sorozatnak. Ha viszont

n
nem tagja a sorozatnak, akkor ezt esetleg soha nem tudjuk meg, hiszen soha nem lehetiink biztosak abban, hogy

n
nem lesz-e késobb kinyomtatva. Tehat egy rekurzive felsorolhatdé sorozat nem feltétleniil rekurziv. A

350



matematikai logika egyik nevezetes felfedezése, hogy rekurzive felsorolhatd, de nem rekurziv sorozatok valéban
léteznek, sot konkrétan meg is adhatok. (Ezt Ggy kell érteni, hogy konkrétan megadhaté olyan program, amely
kinyomtatja a sorozat elemeit. A sorozatot magat nem tudjuk megadni abban az értelemben, hogy a tagjait
felsoroljuk novekvd sorrendben, hiszen akkor a sorozat rekurziv volna.)

A harmadik fogalom, amelyre sziikségiink lesz, a diofantikus sorozat fogalma. Egy diofantikus egyenlet
altalanos alakja (az egyenlet jobb oldalanak bal oldalra vitele utan)

P(x1,x2,...xk)=0
, ahol

P(x1,x2,....xk)
egész egyiitthatds polinom; azaz olyan kifejezés, amely az

x1

5 seey

xk
valtozokbol és egész szamokbol képzddik az dsszeadas, kivonas és szorzas miiveleteinek felhasznalasaval. Egy
sorozatot akkor neveziink diofantikusnak, ha 1étezik egy egész egylitthatds

P(x1,... xkxk+1)
polinom a kovetkezo tulajdonsaggal: egy

y
természetes szam akkor és csak akkor tagja a sorozatnak, ha a

P(x1,... xk,y)=0
diofantikus egyenletnek van megoldasa a természetes szamok kdrében, azaz ha vannak

x1,...xk
természetes szamok ugy, hogy

P(x1,... xky)=0
. Ekkor azt mondjuk, hogy a sorozatot a

P(x1,... xkxk+1)
polinom generalja. A négyzetszamok sorozata példaul diofantikus, mert egy

y
szam akkor és csak akkor négyzetszam, ha az

x2—=0
(egyvaltozos) egyenlet megoldhato a természetes szamok korében. Tehat a négyzetszamok sorozatat az

x12—x2
polinom generalja.

Nem nehéz belatni, hogy minden diofantikus sorozat rekurzive felsorolhatd. Tegyiik fel ugyanis, hogy a
sorozatot a

P(x1,... xkxk+1)
polinom generalja. A rovidség kedvéért nevezziik vektornak a természetes szamokbdl allo

k+1
-hosszisdg szamsorozatokat. Ekkor az 6sszes vektort felsorolhatjuk egyetlen végtelen sorozatban. Ezt ugy
tehetjiik meg, hogy elsoként felirjuk az

351



(0,...,0)
vektort, majd azokat, amelyekben

x1+.. +xk+1=1
(ezekbol

k+1
van), majd azok jonnek, amelyekben

x1+.. +xk+1=2
, és igy tovabb. Minden egyes

(x1,...xk+1)
vektorra szamitsuk ki a

P(x1,... xkxk+1)
értéket! Ha ez nulla, akkor nyomtassuk ki

xk+1
-et! Ha nem nulla, akkor ugorjunk at a kdvetkez6 vektorra! Nyilvanvalo, hogy ilyen mdédon éppen azokat az

y
szamokat nyomtattuk ki, amelyekre a

P(x1,... xky)=0
diofantikus egyenlet megoldhato, és ezzel megmutattuk, hogy a kérdéses sorozat rekurzive felsorolhato.

Marmost Hilbert probléméajanak megoldasaban a kulcslépés annak bizonyitdsa volt, hogy minden rekurzive
felsorolhato sorozat sziikségképpen diofantikus. A harom fogalom logikai kapcsolata tehat a kdvetkezo:

rekurziv( Irekurzive felsorolhatol]diofantikus.

Ebbdl pedig mar kdvetkezik, hogy nincs olyan algoritmus, amely barmely megadott diofantikus egyenletrol el
tudna donteni, hogy van-e megoldasa. Vegyiink ugyanis egy olyan sorozatot, amely rekurzive felsorolhato, de
nem rekurziv. Mivel ez a sorozat sziikségképpen diofantikus, 1étezik egy

P(x1,... xkxk+1)
polinom, amely generalja. Ha 1étezne olyan algoritmus, amely barmely diofantikus egyenletrél el tudja donteni,
hogy van-e megoldésa, akkor minden

y
-r6l eldonthetnénk, hogy tagja-e a sorozatnak vagy sem, hiszen a

P(x1,....xk,y)=0

diofantikus egyenletet az allitdlagos algoritmussal megvizsgalva megallapithatnank, hogy megoldhaté-e vagy
sem. Ez azonban lehetetlen, mert akkor a sorozatunk rekurziv lenne, holott olyan sorozatbol indultunk ki, ami
nem az.

A Hilbert-problémanak ez a negativ megoldasa nem jelenti azt, mintha taldltunk volna egy olyan diofantikus
egyenletet, amelyr6él sohasem donthetjik el, hogy van-e gyoke vagy sem. Elvileg elképzelheté, hogy
elébb-utobb mindegyik diofantikus egyenletrdl kiderithetjiik, hogy megoldhat6-e. Ebben az esetben azonban a
modszernek egyenletrél egyenletre valtoznia kell; altalanos, minden egyenletre egyarant alkalmazhato
algoritmus nincs.
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Most térjiink vissza a primszamokhoz! Mivel a primszamok sorozata rekurziv, ezért rekurzive felsorolhato, tehat
diofantikus. Igy 1étezik egy

P(x1,... xkxk+1)
polinom, amely a primszamok sorozatat generalja. Képezziik a

O(x1,... xkxk+t1)=xk+1(1-2P2(x1,... . xk,xk+1))
polinomot! Ha

0

-ban az

x1

5 seey

xk

>

xk+1
valtozok helyére természetes szamokat helyettesitiink, akkor két eset lehetséges.

(1)

P(x1,... xkxk+1)=0
. Ekkor

xk+1
prim (mert

P
a primeket generalja), és

O(x1,... xkxk+1)=xk+1

(i)

P(x1,... xkxk+1)£0
. Ekkor

1-2P2(x1,... xkxk+1)<1-2<0
és igy

o(xl,... xkxk+1)<0.

Azt kaptuk tehat, hogy

0

-ba természetes szamokat helyettesitve vagy primet, vagy nempozitiv szamot kapunk. Masrészt igy minden
primet megkapunk, mert ha

p
prim, akkor

P(x1,... xk,p)=0
alkalmas
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x1

5 seey

xk
-ra, tehat

O(x1,....xk,p)=p
. A fentieket 6sszefoglalva megallapithatjuk, hogy a

€]
max(Q(x1,... xkxk+1),2)

kifejezés a valtozok nemnegativ egész értékeire mindig primet ad, és minden primet megad. Ilyen tulajdonsaga

0

polinomok explicite is megadhatok; sajnos mindegyikiik komplikalt. Van kozottiik 10-valtozos, ennek a foka
azonban nagyobb

1045
-nél. Van 5-6dfoku ilyen polinom is; ez azonban 42 valtozot tartalmaz. A jelenleg ismert legegyszeriibb egy
26-valtozos, 25-6dfoku polinom, amely kinyomtatva 9 sort foglal el a [3] konyv 115-116. oldalan.

A bonyolultsagtol eltekintve (9) majdnem idedlis primképletnek tekinthetd; csak a tobbvaltozos jellege zavard
egy kicsit. Felmertil a kérdés, nem lehetne-e hasonlo, de egyvaltozos képletet nyerni. Esetleg lemondhatnank
arrol, hogy a képlet minden primet eléallitson, megelégednénk végtelen sok prim eldallitasaval is. Egy egyszerii
otlettel (9) azonnal egyvaltozossa tehetd: irjunk az

Xi
valtozok helyébe egy-egy

fi(n)
fiiggvényt. Az igy kapott

(10)
max(Q(/1(n),...fk+1(m)).2)

képlet egyvaltozos, €s ha az

fi(n)

érték nemnegativ egész minden

i=1

5 seey

k+1
-re €s

n=0
, 1,2, ...-re, akkor (10) minden

n
-re primet fog eldallitani.

Latszolag készen vagyunk. Azonban a dolog mégsem ilyen egyszerii: ha pl.
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A

5 seey

fit1
gyanant egész egyiitthatds polinomokat valasztunk, akkor a (10) képlet csak véges sok kiilonb6zd értéket fog
eléallitani. Ugyanis ebben az esetben

O(1(n),... fk+1(n))=q(n)

is egész egyiitthatos polinom lesz. Ha

q
konstans, akkor

max(q(n),2)
is konstans. Ha

q
nem konstans és a féegyiitthatdja negativ, akkor minden elég nagy

n
-1

q(n)<0
, tehat

max(g(n),2)=2
. Ha viszont

q
nem konstans és a fOegyiitthatoja pozitiv, akkor minden elég nagy

n
-

q(n)>2
, tehat

max(q(n),2)=q(n)
. Ez azt jelentené, hogy

q(n)
minden elég nagy

n
-re primszam, amir6l mar belattuk, hogy lehetetlen (egy nem konstans egész egyiitthatos polinom az

n
végtelen sok értékére sszetett szamot ad). Ez az eset tehat nem fordulhat el6!

Ez a jelenség elso pillantasra hihetetlennek tiinik: a

o(xl,... xkxk+1)
polinomnak végtelen sok pozitiv értéke van (hiszen minden primet felvesz), de akarhogy helyettesitiink egész
egyiitthatds polinomokat a valtozok helyébe, a kapott

O(1(n),... fk+1(n))=q(n)
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polinom vagy konstans, vagy pedig negativ minden elég nagy

n
-re. Ez a kiilonds jelenség azonban mar egész egyszer(i polinomok korében is fellép. Meg lehet mutatni, hogy a

O(xy)=(x2+1)(1-2(x2-2y2-1)2)
polinom is rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Ha el akarjuk érni, hogy a (10) képlet végtelen sok primet szolgaltasson, a legegyszeriibb az

A, fhtl

fiiggvényeket gy megvalasztani, hogy minden

(al,...,ak+1)
vektor eléalljon

(A1(n),... .kt 1(n))
alakban. Ekkor (10) minden primet el6 fog allitani. Ha egy

(al,...,ak+1)
vektorhoz 1étezik egy

n
természetes szam, melyre

Am)=al,... fkt1(n)=ak+1,

akkor azt fogjuk mondani, hogy az

A, fk+l
figgvények kodoljik az

(al,...,ak+1)

vektort. Olyan fiiggvényeket keresiink tehat, amelyek minden, nemnegativ egészekbdl all6 vektort kodolnak.
Mint lattuk, ezt polinomokkal nem érhetjiik el, ezért fel kell hasznalnunk mas fiiggvényeket is. Ekkor azonban
egy ujabb technikai nehézség 1¢p fel. Ha szeretnénk minél egyszeriibb képleteket hasznalni, akkor az

Jfi

figgvények nemcsak a pozitiv egészekbdl, hanem a tetszéleges egészekbdl allo vektorokat is kodolni fogjak. A

0

polinom a negativ egészekben felvehet pozitiv dsszetett szamot is, és akkor (10) értéke nem lesz minden

n
-re prim. Ezen a kovetkez6 modszerrel segithetiink. Legyen

m=4(k+1)
, €s tekintsiik a

O1(y1,...,ym)==0(y12+y22+y32+y42 y52+y62+y72+y82,... ... ym=32+ym-22+ym—12+ym?2)
polinomot. Ezt tehat ugy kapjuk

0
-bol, hogy mindegyik

xi
valtoz6 helyére négy 1j valtozod négyzetosszegét irjuk. Most felhasznaljuk azt a nevezetes tételt, amely szerint
minden természetes szam eléall négy négyzetszam 6sszegeként (lasd [1], 237. oldal). Nyilvanvalo, hogy
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01

-ben a valtozok helyére tetszdleges egészeket helyettesitve ugyanazokat az értékeket kapjuk, mint amikor

0

-ban a valtozok helyére tetszGleges természetes szamokat helyettesitiink. Igy a

max(Q1(y1,...,ym),2)
képlet primszamot szolgaltat, valahanyszor

yl,....ym
egészek, tovabba minden primszamot megkapunk mar akkor is, ha az

Vi
-k helyére természetes szamokat helyettesitiink.

Olyan fiiggvényeket fogunk gyartani, amelyek minden

m
-hosszlsagu, természetes szamokbol allo vektort kodolnak. Ezeket az

yi
valtozok helyére irva egyvaltozos primképletet kapunk. A konstrukciot csak

m=2
-re €s

m=3
-ra adjuk meg, de vildgos lesz, hogy minden

m
-re elvégezheto.

Lassuk be el8szor, hogy az

([Nn],n—[Vn]2)

fiiggvénypar minden olyan

(b1,62)
szampart kodol, amelyre

b1>b2>0
. Legyen ugyanis

n=b12+b2
. Ekkor

b12<n<b12+2b1+1
(hiszen

b2<bl
), tehat

b1<\n<b1+1
gy

[\Nn]=b1

€S
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n—[\n]2=(b12+b2)-b12=b2.
Ha most

al

>

a2
tetszOleges természetes szamok, akkor

al+a2>a2
, tehat van olyan

n
, amelyre

[\/n]:al+a2
és

n-[\n]2=a2
. Ekkor

[Nn]-(n—[\n]2)=al

€S

n—-[\n]2=a2
, tehat az

([Nn]-n+[Vn]2,n—[\n]2)

fiiggvénypar minden természetes szamokbdl allo szampart kodol.
Most tekintsiik az

m=3
esetet! Belatjuk elészor, hogy a

g1(m)=[4\n], g2(n)=[\Nn]-g1(n)2,

g3(n)y=n—(gl(n)2+g2(n))2
figgvények minden olyan

(b1,62,b3)
vektort kodolnak, melyekre

b1>b2>b3>0
. Valdban, legyen

n=(b12+b2)2+b3
. Ekkor

(b12+b2)2<n<(b12+b2)2+2(b12+b2)+1
(hiszen

b3<b2
), tehat

b12+b2<\n<b12+bH2+1
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és
b12<\n<b12+2b1+1
(hiszen

b2<bl1

)- lgy

[Nn]=b12+b2

E

[4Vn]=b1
, amibdl

gl(n)=b1

E)

g2(n)=b2
és

23(n)=b3

Ha most

al

b

a2

>

a3
tetszOleges természetes szamok, akkor

al+a2+a3>a2+a3>a3
, tehat van olyan

n
, amelyre

gl(n)=al+a2+a3

E

g2(n)=a2+a3
és

g3(n)=a3
. Ebbdl kovetkezik, hogy a

gl-g2

>

g2-g3
és

23
fliggvények minden természetes szamokbol all6 szamharmast kodolnak.
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Ezt a konstrukciot minden

m
-re elvégezhetjiik. Ha az igy kapott fliggvényeket

01
-be helyettesitjiik, akkor végiil is a kdvetkez6 tételt kapjuk.

Létezik olyan

f(n)

kifejezés, amely az

n

5

[\n]
[4\n]
[2r\n]

fliggvények egész egyiitthatos polinomja (azaz a fenti fiiggvényekbol és egész szamokbol kaphato az osszeadas,
kivonas és szorzds miiveleteinek segitsegével), és amelyre a

max(f(m),2)
(

n=0
, 1, ...) szamok halmaza pontosan a primszamok halmazaval egyenlé.

Ilyen alakban nemcsak a primszamok allithatok elé. Ha ismét attekintjiik a tételhez vezetd gondolatmenetet,
lathatjuk, hogy barmely rekurzive felsorolhat6é sorozatnak van ilyen eldallitisa. Mindazonaltal a primszamok
eléallitasaval kapcsolatban felmeriil néhany érdekes kérdés.

1. A primszamokat eléallitd képletekben mennyi az

p
minimalis értéke? (A fenti gondolatmenet

=39
-et ad, hiszen

k
-ra az ismert legkisebb érték 9, és

r=m—1=4(k+1)-1
.) Lehet-e pl. olyan primképletet megadni, amely csak az

n
és

[\n]

fiiggvényeket hasznalja?

2. Megadhato-e olyan, fenti alaku
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I
fiiggvény, amelyre
Sny=pn

minden

-re?
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