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1. fejezet - 
        1. A leszámlálás alapjai




        Ötlettár
        Megoldások
      
Még a legegyszerűbb leszámolási feladatok esetén sincs arra
		szabály, hogy az eredmény mikor fejezhető ki zárt formulával.
		Persze sokszor van egy feladatra zárt kifejezés, és e fejezet egyik
		fontos célja, hogy megtanítsa az ilyen problémák felismerését. Egy
		másik megközelítésben, hogy elkerüljük a zárt formula
		meghatározásának nehézségét, olyan megoldást keresünk, melyben
		összegzések, rekurzív relációk és generátorfüggvények szerepelnek.
		A leszámolási problémák megoldásának egy tipikus (bár nem általános
		és nem is egyetlen) technikája, hogy találjunk egy rekurzív
		relációt, mely egy vagy több paramétertől függ, ebből
		meghatározzunk egy generátorfüggvényt (a rekurzív reláció igen
		gyakran ekvivalens e függvényre vonatkozó differenciálegyenlettel),
		és végül, amikor lehetséges, a generátorfüggvény Taylor-sorának az
		együtthatóit is megkapjuk. Sok esetben a feladat leképezhető elemi
		transzformációkkal már korábban megoldott feladatra. Például
		előfordulhat, hogy ilyen transzformáció segítségével minden
		számításba veendő elemet úgy reprezentálnunk, mint
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		egymás utáni döntés eredményét úgy, hogy az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik lépésben lehetséges esetek száma
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]. A válasz ekkor
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		alakú lesz. Ez különösen akkor hasznos, amikor
		mindegyik döntés független a korábbi döntésektől. Az persze, hogy
		mikor találunk az adott problémával ekvivalens szituációt, igen
		gyakran a gyakorlattal párosuló szerencse eredménye.
	1. feladat ÖM
	Egy üzletben
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-féle levelezőlapot árusítanak. Lapot akarunk küldeni
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		barátunknak. Hányféleképpen tehetjük ezt meg? Mi
		történik, ha különböző lapokat akarunk nekik küldeni? Mi történik,
		ha mindegyiküknek két különböző lapot akarunk küldeni (de különböző
		személyek kaphatnak egyforma lapot)?
	

	2. feladat ÖM
	
              [image: 1. A leszámlálás alapjai]
		különböző levelezőlapunk van és szét akarjuk mindet küldeni
				[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		barátunknak (mindenki tetszőleges számú lapot kaphat, beleértve a
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-t is). Hányféleképpen tehetjük ezt meg. Mi
		történik, ha azt akarjuk, hogy mindenki kapjon legalább egy lapot?
	

	3. feladat ÖM
	Hány anagramma készíthető a KARAKTERIZÁCIÓ szóból?
		(Anagrammának nevezzük egy szó betűiből kikeverhető szavakat úgy,
		hogy minden betűt pontosan ugyanannyiszor használunk mint az
		eredeti szóban; az új szavaknak nem kell, hogy értelmük
		legyen.)
	

	4. feladat ÖM
	(a) Hányféleképpen oszthatunk ki
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		forintot
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		ember között úgy, hogy mindenki kap legalább
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		forintot?
(b) Tegyük fel, hogy nem ragaszkodunk ahhoz a
		kikötéshez, hogy mindenki kapjon valamit. Mi lesz ebben az
		esetben a kiosztások száma?
	

	5. feladat ÖM
	
              [image: 1. A leszámlálás alapjai]-fajta levelezőlapunk van, mindegyikből adott számú, az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edikből
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		darab. Hányféleképpen küldhetjük el ezeket
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		barátunknak? (Előfordulhat, hogy valaki ugyanabból a lapból többet is kap.)
	

	6. feladat ÖM
	(a) Keressünk rekurziós formulát a Stirling-féle partíciós számokra,
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra, és a Stirling-féle ciklikus számokra,
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra, és számítsuk ki az értéküket
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		esetén.
	
(b) Mutassuk meg, hogy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek polinomjai minden fix
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra.
(c) Mutassuk meg, hogy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		egyértelműen terjeszthető ki minden egész
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra az (a) részben meghatározott rekurzív relációt
		megtartva, a következő „határfeltételek” mellett:
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		([image: 1. A leszámlálás alapjai]).
	
(d) Bizonyítsuk be az alábbi dualitási relációt:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	7. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be az alábbi azonosságokat:
(a)
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
(b)
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
(c)
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]

	8. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		Speciálisan, a jobb oldal 0 ha
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		(vö. 2.4).

	9. feladat ÖM
	(a) Jelöljük
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik Bell számot, azaz
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		számú tárgy összes partíciójának a számát.
		Bizonyítsuk be az alábbi formulát:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		ahol
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		úgy van definiálva, hogy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai].

	10. feladat ÖM
	Keressünk rekurzív formulát
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re.

	11. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] a
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] sorozat exponenciális generátorfüggvénye, azaz
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Határozzuk meg
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-et.

	12. feladat ÖM
	 (a) Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Vezessük le a
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re adott formulát ebből a kifejezésből.
(b) Mit kapunk  (aszimptotikusan)  ha az összegzést
az összes olyan
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re terjesztjük ki, melyre
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]?

	13. feladat ÖM
	 Adjunk egy másik bizonyítást a
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

egyenlőségre.

	14. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű halmaz páratlan sok osztályt tartalmazó
partícióinak a száma ([image: 1. A leszámlálás alapjai]). Határozzuk meg
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és keressük meg az 1.9a-beli formula analogonját.
(b) Legyen
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű halmaz páros sok osztályt tartalmazó
		partícióinak a száma ([image: 1. A leszámlálás alapjai]). Határozzuk meg az
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		generátorfüggvényt.

	15. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] egy verseny összes lehetséges kimeneteleinek a
		számát, ahol döntetlen is előfordulhat. Pontosabban, jelölje
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] azon
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] leképezések számát, melyekre teljesül, hogy ha
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] felveszi az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] értéket, akkor minden
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
		[image: 1. A leszámlálás alapjai], értéket is felvesz. Legyen
		[image: 1. A leszámlálás alapjai].
(a) Bizonyítsuk be az alábbi azonosságokat:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és határozzuk meg a következő generátorfüggvényt:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Bizonyítsuk be az alábbi aszimptotikát:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	
	
              
	* * *



            

	16. feladat ÖM
	 Az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-nél nem több tagú partícióinak a száma megegyezik

		[image: 1. A leszámlálás alapjai] azon partícióinak a számával, ahol minden tag legfeljebb
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] nagyságú.

	17. feladat ÖM
	 Az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám pontosan
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] tagú partícióinak a száma megegyezik az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-nél nem több tagú partícióinak a számával.
		Keressünk egy hasonló azonosságot az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám pontosan
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]különböző tagú partícióinak a számára.

	18*. feladat ÖM
	Az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám különböző, de tetszőleges sok tagú
		partícióinak száma megegyezik az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] páratlan sok tagú partícióinak számával.

	19*. feladat (Ötszögszámok tétele) ÖM
	Ha
		[image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] páratlan sok különböző tagú partícióinak száma
		megegyezik a páros sok különböző tagú partícióinak számával.

	20. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám partícióinak száma. Határozzuk meg a
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] sorozat generátorfüggvényét.

	21. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám különböző tagokból álló partícióinak száma
		megegyezik a páratlan sok tagú partícióinak a számával (1.18),
		mindkét oldal generátorfüggvényének felhasználásával.

	22. feladat ÖM
	 Milyen azonosság következik az 1.19
			feladatból?
		

	23*. feladat ÖM
	A következő azonosságokat kombinatorikus okoskodás segítségével lássuk be:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	24. feladat ÖM
	 Az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám olyan tulajdonságú partícióit keressük,
		melyekre teljesül, hogy minden
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] közti szám egyértelműen áll elő a partíció
		bizonyos elemeiből. Mikor lesz a triviális
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] partíció az egyetlen megoldás?

	25. feladat ÖM
	 A
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] kerületű, nem egybevágó, egész oldalú háromszögek
		száma megegyezik a
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] kerületű és egész oldalú, nem egybevágó
		háromszögek számával. Ez a szám továbbá megegyezik az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám pontosan háromtagú partícióinak a számával.
		Adjuk meg ezt a számot.

	
	
              
	* * *



            

	26. feladat ÖM
	 Van
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] forintunk. Minden nap pontosan egyet vásárolunk az
alábbi termékekből: perec (1 forint), cukorka (2 forint), fagylalt
(2 forint). Határozzuk meg
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-et, ahányféleképpen elkölthetjük a
pénzünket.

	27. feladat ÖM
	 Határozzuk meg
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-et, ahányféleképpen megmászhatunk egy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] fokú lépcsőt, ha vagy egy vagy két lépcsőfokot
teszünk meg minden lépéssel. Határozzuk meg a
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		generátorfüggvényt.

	28. feladat ÖM
	 (a) Van
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] forintunk és minden nap pontosan egy dolgot
vásárolunk. Pontosan
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] féle árut vehetünk
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] forintért ([image: 1. A leszámlálás alapjai]). Tegyük fel, hogy az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] polinomnak a különböző gyökei
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]. Mutassuk meg, hogy a pénzünket
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		-féleképpen költhetjük el.
(b) Határozzuk meg
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] generátorfüggvényét, és ezáltal egy formulát
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re.

	29. feladat ÖM
	 Határozzuk meg az alábbi mátrix sajátértékeit:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	30. feladat ÖM
	Hány
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] hosszúságú sorozat képezhető az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
		[image: 1. A leszámlálás alapjai],
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] betűkből azon feltétel mellett, hogy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] és
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] sohasem szomszédosak?

	31. feladat ÖM
	 Hány
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-ast választhatunk ki az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] elemekből úgy, hogy nincs köztük két egymás utáni
egész szám?

	32. feladat ÖM
	 Mi az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-et önmagába leképező monoton növő függvények
száma?

	33. feladat ÖM
	(a) Hány olyan monoton növő
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] leképezése van az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek önmagába, mely kielégíti az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] feltételt minden
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re?
(b) Mi azon sorozatok száma, melyekben a 0-k és 1-esek száma egyaránt
		[image: 1. A leszámlálás alapjai], továbbá az első
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] elem között, minden
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, legalább annyi 0 van, ahány 1-es?

	34. feladat ÖM
	Mutassuk meg, hogy az olyan
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]
		([image: 1. A leszámlálás alapjai]) sorozatok száma, melyekben kevesebb, mint
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szám van az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] intervallumból minden
		[image: 1. A leszámlálás alapjai], …,
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, egyenlő
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel, ahol 
		([image: 1. A leszámlálás alapjai]).

	
	
              
	* * *



            

	35. feladat ÖM
	 Az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] halmaz partícióinak egy sorozatát képezzük a
következő módon: Magával az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] halmazzal indulunk, aztán az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik partícióit az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edikből úgy kapjuk, hogy az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik partíció valamelyik 1-nél több elemet
tartalmazó osztályát szétvágjuk két nem üres részhalmazra. Így a
csupa 1-elemű osztályt tartalmazó partícióhoz
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] lépés után jutunk el. Hányféleképpen hajthatjuk
végre ezt az eljárást?

	36. feladat ÖM
	 Az előző feladatot úgy módosítjuk, hogy az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik partícióit az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-edikből úgy kapjuk, hogy minden 1-nél több elemet
tartalmazó osztályt két nem üres részre vágunk szét. Mi lesz most a
lehetséges végrehajtások száma?

	37. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] hosszúságú botot
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] egységnyi hosszúságú darabra akarunk széttörni. Mi
a lehetséges végrehajtások száma, ha
(a) minden lépésben egy 1-nél hosszabb darabot törünk ketté,
(b) minden lépésben minden 1-nél hosszabb darabot
			kettétörünk.

	38. feladat ÖM
	 Hányféleképpen zárójelezhetjük az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] szorzatot (abban az értelemben, hogy minden
zárójelpár pontosan két tényezőt zár be)?

	39. feladat ÖM
	Határozzuk meg egy konvex
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-szög háromszögeléseinek
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] számát. (Egy háromszögelés
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] átlóból áll, melyek egymást nem metszik belső
pontban, ezért az
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöget
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] háromszögre vágják fel.)

	40. feladat ÖM
	 Határozzuk meg
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] generátorfüggvényét az előző feladat felhasználása
nélkül és lássuk be ennek segítségével az előző feladat
eredményét.

	41. feladat ÖM
	 Hányféleképpen vághatjuk szét a konvex
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöget
		[image: 1. A leszámlálás alapjai] egymást nem metsző átlóval úgy háromszögekre, hogy
mindegyik háromszögnek legyen egy közös oldala a konvex
		[image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöggel?

	
	
              
	* * *



            

	42. feladat ÖM
	Keressünk zárt formulát az alábbi formulák mindegyikére:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	43. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be az alábbi azonosságokat:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	44*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be az alábbi Abel-azonosságokat:
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	45. feladat ÖM
	 Legyen
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		Mutassuk meg, hogy
		
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		Keressünk más példát ilyen polinomsorozatra.
	




2. fejezet - 
        2. A szita




        Ötlettár
        Megoldások
      
A leszámlálások elméletében és a prímszámelméletben egyaránt
igen erőteljes eszközül szolgálnak a szitamódszerek (Eratoszteneszi
Szita). Ezeket olyankor alkalmazzuk, ha bizonyos halmazok uniójának
számosságát bizonyosak metszetének segítségével számítjuk ki, mert
lehetséges, hogy az utóbbiakat könnyebben tudjuk kiszámítani.
Azonban bizonyos hátrányai is vannak a szitaformuláknak: váltakozó
előjelű tagokat tartalmaznak, és általában nagyon sokat. A
szitamódszereket igen természetes a valószínűségszámítás nyelvén
leírni. Természetesen ez csak annyit jelent, hogy az alaphalmaz
számosságával leosztunk, de megvan az az előnye is, hogy az
előforduló események között függetlenséget definiálhatunk. Azok a
szituációk, melyekben az események majdnem függetlenek,
különlegesen fontosak a számelméletben, és szintén előjönnek
bizonyos kombinatorikai alkalmazásokban. Számelmélészek zseniális
módszereket fejlesztettek ki a szitaformula becslésére, amikor az
események (igen gyakran bizonyos prímekkel való oszthatóságok)
majdnem függetlenek. Néhány ilyen módszer kombinatorikai hátterét
bemutatjuk ebben a fejezetben. Az igazi alkalmazásaik azonban
komplikált számelméleti meggondolásokon múlnak, melyeket csak két
probléma kapcsán illusztrálunk. Szeretnénk kihangsúlyozni, hogy
igen különböző szituációkban alkalmazható a szitaformula: igen
sokfelé megtalálható a könyvben, de a 15. fejezetben
(Rekonstrukció) különösen jól érzékelhető a haszna.
A szitaformulák egy szép, általános elméletét, melyet
leggyakrabban a Mőbius-függvények elméleteként emlegetnek,
L. Weisner, P. Hall és G. C. Rota dolgozták ki
(lásd. [St]); a fejezet második részét ennek szenteljük.
	1. feladat ÖM
	Egy gimnáziumi osztályban 30 tanuló van. 12 szereti
		a matematikát, 14 szereti a fizikát és 13 a kémiát, 5 a matematikát
		és fizikát is, 7 a fizikát és kémiát, 4 a matematikát és kémiát.
		Van 3, aki mindhárom tárgyat szereti. Hány olyan tanuló van, aki
		egyik tárgyat sem szereti?

	2. feladat ÖM
	(a) (Szita-Formula) Legyenek
		[image: 2. A szita] egy
		[image: 2. A szita] valószínűségi mező tetszőleges eseményei. Minden
		[image: 2. A szita] részhalmazra, legyen
		
[image: 2. A szita]


		és
		
[image: 2. A szita]


		Ekkor
		
[image: 2. A szita]

(b) (Halmazokra vonatkozó szita-formula) Legyen
		[image: 2. A szita], ahol
		[image: 2. A szita] egy véges halmaz és legyen
		
[image: 2. A szita]


		Akkor
		
[image: 2. A szita]


	3. feladat ÖM
	Határozzuk meg 1 és
		[image: 2. A szita] között az
		[image: 2. A szita]-hez relatív prím egészek
		[image: 2. A szita] számát, ha adva van
		[image: 2. A szita] prímtényezős felbontása
		[image: 2. A szita].

	4. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be az alábbi azonosságot:
		
[image: 2. A szita]


		Mit kapunk
		[image: 2. A szita] esetén?

	5. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy
		[image: 2. A szita]-edfokú polinom, és jelöljük
		[image: 2. A szita]-vel azt a polinomot, amelyet úgy kapunk, hogy
minden lehetséges módon
		[image: 2. A szita] változó helyébe 0-t írunk a
		[image: 2. A szita] polinomban, és összegezzük az így létrejövő
		[image: 2. A szita] polinomot (vegyük észre, hogy ezen jelölés mellett

		[image: 2. A szita]). Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		Mi
		[image: 2. A szita] értéke?

	6. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 2. A szita] tetszőleges események,
		[image: 2. A szita]
		([image: 2. A szita]), ezek polinomjai és
		[image: 2. A szita] valós számok. Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		teljesül minden
		[image: 2. A szita]-ra, feltéve, hogy teljesül mindazon esetekben, amikor
		[image: 2. A szita] vagy 1 minden
		[image: 2. A szita] esetén.

	7. feladat ÖM
	 (a) Legyenek
		[image: 2. A szita] események, úgy mint 2.2a-ban. Annak a
		valószínűsége, hogy pontosan
		[image: 2. A szita] fordul elő közülük,
		
[image: 2. A szita]

(b) Jelölje
		[image: 2. A szita] azon
		[image: 2. A szita]-k számát, amelyek bekövetkeznek (ez egy
		valószínűségi változó). Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	8. feladat ÖM
	 Fejezzük ki azon
		[image: 2. A szita] esemény valószínűségét egy hasonló formulával,
hogy az
		[image: 2. A szita] eseményekből legalább
		[image: 2. A szita] fordul elő.

	9. feladat (Bonferoni egyenlőtlenség)  ÖM
	Az alábbi részletösszegek alternáló előjelűek:
		
[image: 2. A szita]


	10. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 2. A szita]


		Élesítsük ezt az egyenlőtlenséget, ha
		[image: 2. A szita] teljesül valamely
		[image: 2. A szita] értékre.

	11. feladat ÖM
	Minden
		[image: 2. A szita] részhalmazra legyen
		[image: 2. A szita] egy adott szám. Mikor találhatunk olyan
		[image: 2. A szita] eseményeket, melyekre a
		
[image: 2. A szita]


		egyenlőség teljesül?

	
	
              
	* * *



            

	12. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy egyszerű gráf a
		[image: 2. A szita] csúcspontokon. Jelöljük
		[image: 2. A szita]-val a
		[image: 2. A szita] páratlan független részhalmazainak halmazát, és
		[image: 2. A szita]-gyel azon páros részhalmazok halmazát, melyek
		legalább egy élt kifeszítenek. Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		Keressünk egy ehhez hasonló alsó becslést. (Jegyezzük
		meg, hogy
		[image: 2. A szita] esetén a szita-formulát kapjuk.)

	13. feladat  (Brun-szita) ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] tetszőleges egészértékű függvény az
		[image: 2. A szita] halmazon, és legyen
		
[image: 2. A szita]


		Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		Keressünk egy ehhez hasonló alsó becslést.

	14*. feladat (Selberg-szita) ÖM
	(a) Minden
		[image: 2. A szita] részhalmazra, legyen
		[image: 2. A szita] egy valós szám, továbbá
		[image: 2. A szita]. Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		Mindig választható
		[image: 2. A szita] úgy, hogy az egyenlőség teljesüljön.
(b) Keressünk egy hasonló alsó becslést.

	15*. feladat (Folytatás) ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] és
		
[image: 2. A szita]


		Határozzuk meg a
		
[image: 2. A szita]


		összeg minimumát és azt a
		[image: 2. A szita] rendszert, mely minimalizálja az összeget, az
alábbi feltételek mellett
		
[image: 2. A szita]


		(ahol
		[image: 2. A szita] és
		[image: 2. A szita] adottak).

	16*. feladat (Folytatás) ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita],
		[image: 2. A szita],
		[image: 2. A szita] és
		
[image: 2. A szita]


		ahol az összegzés kiterjed mindazon
		[image: 2. A szita] rendszerekre, melyekre a
		[image: 2. A szita] egyenlőtlenség teljesül. Tegyük fel, hogy
		
[image: 2. A szita]


		Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	17*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 2. A szita] értéke
		[image: 2. A szita]-hoz képest elég nagy, és
		[image: 2. A szita] akkor az
		[image: 2. A szita] sorozatban előforduló prímszámok száma nem
nagyobb, mint
		
[image: 2. A szita]


	
	
              
	* * *



            

	18*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] egy egyszerű gráf a
		[image: 2. A szita] pontokon, melyben minden pont foka legfeljebb
		[image: 2. A szita]. Tartozzon minden
		[image: 2. A szita] ponthoz egy
		[image: 2. A szita] esemény. Tegyük fel, hogy
(i)
		[image: 2. A szita], és
(ii) minden
		[image: 2. A szita] független azon
		[image: 2. A szita] eseményektől, melyekre
		[image: 2. A szita] nincs összekötve
		[image: 2. A szita]-vel.
Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	19. feladat  (Második momentum módszer) ÖM
	Bizonyítsuk be az alábbi egyenlőtlenséget:

              
[image: 2. A szita]


            

	20. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita], és tegyük fel, hogy bármely két esemény független. Becsüljük meg
		
[image: 2. A szita]


		értékét először 2.9-et használva, utána a Selberg-féle
		módszerrel (2.14–16[image: 2. A szita]-t véve 2.15-ben), és végül az előző formulát
		használva. Hasonlítsuk össze az eredményeket.

	
	
              
	* * *



            

	21. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] egy parciálisan rendezett halmaz a
		[image: 2. A szita] relációval. Nevezzünk egy
		[image: 2. A szita]-es
		[image: 2. A szita] mátrixot kompatibilisnek ezzel a relációval, ha
		
[image: 2. A szita]


		Mutassuk meg, hogy kompatibilis mátrixok összege,
szorzata és inverze (ha létezik), szintén kompatibilis lesz.

	22. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy létezik, méghozzá egyetlen, a
		[image: 2. A szita]-n definiált
		[image: 2. A szita] függvény, melyre teljesül, hogy
		
[image: 2. A szita]


		(ezt a függvényt a
		[image: 2. A szita]Möbius függvényének nevezzük).

	23. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a
		[image: 2. A szita] függvény értékét, ha
		[image: 2. A szita]
(a) az
		[image: 2. A szita] halmaz összes részhalmazból álló háló (a rendezést
		a tartalmazás adja),
(b) egy fenyő (itt
		[image: 2. A szita] akkor teljesül, ha a gyökérből az
		[image: 2. A szita]-hoz vezető egyetlen út áthalad
		[image: 2. A szita]-en),
(c) az
		[image: 2. A szita] egészek halmaza, ahol
		[image: 2. A szita] akkor teljesül, ha
		[image: 2. A szita].

	24. feladat ÖM
	 Állítsuk a részben rendezett halmazt „fejtetőre”,
		azaz tekintsük a
		[image: 2. A szita]-ot, ahol
		[image: 2. A szita] akkor és csak akkor teljesül, ha
		[image: 2. A szita]. Jelöljük
		[image: 2. A szita]-gal a
		[image: 2. A szita]
		Möbius-függvényét. Ekkor
        
	[image: 2. A szita]	(*)





	25. feladat ÖM
	 Írjuk fel
		[image: 2. A szita]-et, mint
		[image: 2. A szita] egy polinomját (lásd a 2.22 megoldását).

	26. feladat (Möbius Inverziós Formula) ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] tetszőleges, a
		[image: 2. A szita]-n definiált függvény, és legyen
		
[image: 2. A szita]


		Akkor
		
[image: 2. A szita]


		Mutassuk meg, hogy a szitaformula ennek az állításnak
speciális esete.

	27. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy háló,
		[image: 2. A szita], és legyen 0 és 1 a minimális és maximális eleme
		[image: 2. A szita]-nek. Ekkor
(a)
		[image: 2. A szita]
		(ha
		[image: 2. A szita]);
(b)
		[image: 2. A szita]
		(ha
		[image: 2. A szita]).

	28. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy háló és
		[image: 2. A szita] egy olyan eleme, mely nem állítható elő, mint
atomok uniója. Akkor
		[image: 2. A szita].

	29. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy háló, és
		[image: 2. A szita] a
		[image: 2. A szita]-nek egy olyan partíciója, hogy ha
		[image: 2. A szita] és
		[image: 2. A szita], akkor
		[image: 2. A szita] is teljesül; másrészt ha
		[image: 2. A szita] és
		[image: 2. A szita], akkor
		[image: 2. A szita]. Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	30. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 2. A szita] az
		[image: 2. A szita] halmaz összes partícióinak a hálója, ahol
		[image: 2. A szita] azt jelenti, hogy mindegyik
		[image: 2. A szita] benne van valamelyik
		[image: 2. A szita]-ben. Jelöljük 0-val a csupa egyelemű halmazból
álló partíciót és 1-gyel az egyetlen halmazból álló partíciót.
Ekkor
		
[image: 2. A szita]

(b) Legyen
		[image: 2. A szita] a
		[image: 2. A szita]-dimenziós konvex
		[image: 2. A szita] politóp lapjainak a hálója, ahol a rendezést a
tartalmazás adja. (A legkisebb lap az
		[image: 2. A szita], a dimenziója
		[image: 2. A szita], a legnagyobb maga a
		[image: 2. A szita] politóp.) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 2. A szita].

	31. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy háló,
		[image: 2. A szita],
		[image: 2. A szita] egy
		[image: 2. A szita]-n értelmezett függvény, és
		
[image: 2. A szita]


		Legyen
		[image: 2. A szita]
		Ekkor
		
[image: 2. A szita]


		Általánosítsuk ezt a formulát részben rendezett
halmazokra.

	32. feladat ÖM
	 Számítsuk ki a következő determinánsok értékét:
		
[image: 2. A szita]


		ahol
		[image: 2. A szita] az
		[image: 2. A szita] és
		[image: 2. A szita] legnagyobb közös osztóját jelenti.

	33*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] egy fa,
		[image: 2. A szita] és
		
[image: 2. A szita]


		az [image: 2. A szita]
		távolsága  [image: 2. A szita]-től  [image: 2. A szita]-ben. Akkor
		
[image: 2. A szita]


	34. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 2. A szita] egy részben rendezett halmaz,
		[image: 2. A szita], és legyen
		[image: 2. A szita] az
		[image: 2. A szita] alakú láncok száma. Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	35. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy háló, és legyen
		[image: 2. A szita] az atomok halmaza. Jelöljük
		[image: 2. A szita]-val azon
		[image: 2. A szita]-asok számát
		[image: 2. A szita]-ben, melyek uniója 1 ([image: 2. A szita], kivéve, amikor
		[image: 2. A szita]). Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	36*. feladat (Keresztmetszet-Tétel) ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy olyan, páronként összehasonlíthatatlan
elemekből álló halmaz a
		[image: 2. A szita] hálóban, hogy minden maximális lánc (lineárisan
rendezett részhalmaz) tartalmazza
		[image: 2. A szita] egy elemét. Jelöljük
		[image: 2. A szita]-val azon
		[image: 2. A szita]-asok számát a
		[image: 2. A szita]-ből, melyeknek 1 az uniója, és a metszetük 0.
Ekkor
		
[image: 2. A szita]


	37. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 2. A szita] egy (véges) geometriai háló, melynek a rangja
		[image: 2. A szita]. Ekkor
		[image: 2. A szita] és az előjele
		[image: 2. A szita].




3. fejezet - 
        3. Permutációk




        Ötlettár
        Megoldások
      
A permutációk leginkább akkor játszanak szerepet a
kombinatorikában, amikor kombinatorikus struktúrák szimmetriáit
vizsgáljuk. Igen fontosak a szimmetrikus csoport és ennek
részcsoportjainak különböző tulajdonságai. Figyelmünket itt néhány
olyan kérdésre fogjuk fordítani, amelyek nem igényelnek kiterjedt
algebrai hátteret (például csoportreprezentációkat). Néhány
egyszerű leszámlálási problémát mutatunk be, és ilyen problémák
kezelésére két fontos eszközt tárgyalunk: a ciklusszámláló
polinomot és permutációk egy kódolását (ez utóbbi M. Halltól
és Rényi Alfrédtól és Katótól származik). A permutációs csoportok
sok más kombinatorikus tulajdonsága, melyet itt éppen hogy csak
érintünk, megtalálható pl. a következő könyvben: Wielandt Finite
Permutation Groups, Academic Press, 1966.
Amikor struktúrákat (gráfokat, fákat) számlálunk le, néha
bizonyosakat közülük nem tekintünk lényegesen különbözőeknek (például izomorfak lehetnek). Ez általában azt jelenti, hogy a
struktúrák alaphalmazán egy bizonyos permutációcsoport
értelmezhető, és két struktúrát nem akarunk megkülönböztetni, ha
ezen csoport valamelyik eleme egymásra képezi le őket. A
Pólya-módszer, melyet a fejezet második részében tárgyalunk,
hasznos átalános módszert szolgáltat e szituáció kezelésére.
	1. feladat ÖM
	Az
		[image: 3. Permutációk] szimmetrikus csoportban mi a konjugált osztályok
száma?

	2. feladat ÖM
	Határozzuk meg
		[image: 3. Permutációk]-ben azon permutációk számát,
(a) melyeknek nincs fixpontjuk,
(b) melyek egyetlen ciklusból állnak.

	3. feladat ÖM
	 Válasszuk ki az
		[image: 3. Permutációk] egy permutációját véletlenszerűen. Mi a
valószínűsége annak, hogy az 1-et tartalmazó ciklus hossza
		[image: 3. Permutációk]? (Itt és az ezt követő problémákban feltesszük,
hogy mindegyik permutáció kiválasztásának a valószínűsége
egyforma).

	4. feladat ÖM
	 Mi annak a valószínűsége, hogy az
		[image: 3. Permutációk] egy véletlenül választott permutációjában az 1 és
2 ugyanabba a ciklusba tartoznak?

	5. feladat ÖM
	 Az
		[image: 3. Permutációk] egy véletlenül kiválasztott permutációjában mi a
ciklusok számának a várható értéke?

	6. feladat ÖM
	 Van
		[image: 3. Permutációk] perselyünk, mindegyiknek más a kulcsa. Valaki
bezárja a perselyeket, és mindegyikbe véletlenszerűen bedob egy
kulcsot. Feltörünk
		[image: 3. Permutációk] perselyt. Mi a valószínűsége, hogy ezután már
mindegyik hátralévőt kulccsal tudjuk kinyitni? (Matematikai
formában ezt így fogalmazhatjuk meg: véletlenszerűen választunk az
		[image: 3. Permutációk]-nek egy
		[image: 3. Permutációk] permutációjat. Mi annak a valószínűsége, hogy
		[image: 3. Permutációk]-nek az
		[image: 3. Permutációk]-t tartalmazó ciklusai lefedik a többi pontot?)

	
	
              
	* * *



            

	7. feladat ÖM
	 Jelöljük
		[image: 3. Permutációk]-nel az
		[image: 3. Permutációk] ciklusszámláló polinomját, ahol
		[image: 3. Permutációk] az
		[image: 3. Permutációk] elem szimmetrikus csoportja, és legyen
		[image: 3. Permutációk]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 3. Permutációk]


	8. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a következő csoportok ciklusszámlálóját:
(a) a szabályos
		[image: 3. Permutációk]-szög forgatásainak csoportja;
(b) az
		[image: 3. Permutációk] elem azon permutációinak csoportja, melyek egy adott
		[image: 3. Permutációk] partíciót invariánsan hagynak, ahol a
		[image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-osztályú, és minden osztály
		[image: 3. Permutációk] elemet tartalmaz. Általánosítsuk ezeket az
eredményeket.

	9. feladat ÖM
	 Két permutációcsoportnak megegyezik a
		ciklusszámlálója. Izomorfak-e szükségképpen?

	10. feladat ÖM
	 Jelöljük
		[image: 3. Permutációk]-nel az alternáló csoport,
		[image: 3. Permutációk] ciklusszámlálóját ([image: 3. Permutációk]). Határozzuk meg a
		
[image: 3. Permutációk]


		generátorfüggvényt.

	11. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, ha véges számú kivételtől eltekintve az összes
		[image: 3. Permutációk] számok egyenlőek 1-gyel, akkor
		
[image: 3. Permutációk]


		létezik, és határozzuk meg az értékét.

	12. feladat ÖM
	 (a) Az 1.7(b) azonosságra adjunk egy új bizonyítást, 
		3.7-et használva:
		
[image: 3. Permutációk]

(b) Használjuk ezt az azonosságot 3.5 egy új bizonyításához.

	13. feladat ÖM
	 Mi az exponenciális generátorfüggvénye az adott
		[image: 3. Permutációk] pontú, 2-reguláris egyszerű gráfok
		[image: 3. Permutációk] számának?

	14. feladat ÖM
	 Hányféleképpen partícionálhatjuk az
		[image: 3. Permutációk], összesen
		[image: 3. Permutációk] betűt
		[image: 3. Permutációk] párba, ha az egy párban lévő elemek sorrendje
(a) nem számít,
(b) számít? (Határozzuk meg a generátorfüggvényt.)

	15. feladat ÖM
	Adjunk 3.2-re új megoldást, az
		[image: 3. Permutációk] ciklusszámlálóját felhasználva.

	
	
              
	* * *



            

	16. feladat ÖM
	Válasszunk egy véletlen
		[image: 3. Permutációk] permutációt. Jelöljük
		[image: 3. Permutációk]-vel azon egészek számát
		[image: 3. Permutációk] esetén, melyekre
		[image: 3. Permutációk] teljesül. Ekkor
		[image: 3. Permutációk] valószínűségi változók. Bizonyítsuk be, hogy
függetlenek.

	17. feladat ÖM
	 (a) Mi a várható értéke a versenyközbeni rekordok
	számának egy távolugró versenyen, ha a következők teljesülnek: mind az
		[image: 3. Permutációk] versenyző egyszer ugrik, ezek az ugrások mind
		különbözőek és az induló sorrendet véletlenül választottuk?
(b) Mi a valószínűsége annak, hogy pontosan
		[image: 3. Permutációk] rekordot kapunk?

	18*. feladat ÖM
	Képzeljünk el egy távolugró versenyt, amelyben nincs az
		[image: 3. Permutációk] versenyző között kettő, aki egyenlő távolságot
ugrott volna. Egy kihúzott sorrendben ugranak. Fogadás a következő
szabály szerint tehető: bármely ugrás után lehet arra fogadni, hogy
ez lesz az összes között a legjobb. A
		[image: 3. Permutációk]-adik ugrás megtétele után érkezünk; a korábbi
eredményekről teljes információnk van, de persze fogadni már nem
fogadhatunk rájuk.
(a) Mi annak a
		[image: 3. Permutációk] valószínűsége, hogy a legjobb stratégiát követve,
eltaláljuk a győztest?
(b) Milyen stratégiát kövessünk ahhoz, hogy a legnagyobb
		valószínűséggel nyerjünk (feltéve, hogy a verseny elején
		érkezünk)?

	19. feladat ÖM
	 Mi az
		[image: 3. Permutációk] azon
		[image: 3. Permutációk] permutációinak a száma, amelyekben nincs olyan
		[image: 3. Permutációk]
		hármas, melyre
		
[image: 3. Permutációk]


	20. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 3. Permutációk] az
		[image: 3. Permutációk] azon
		[image: 3. Permutációk] permutációinak a számát, amelyekben
		[image: 3. Permutációk] inverzió van (párok, ahol
		[image: 3. Permutációk], de
		[image: 3. Permutációk]). Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 3. Permutációk]


	21. feladat ÖM
	 Egy autóversenypálya mellett van néhány benzinkút.
		A teljes benzinmennyiség összege a kutakban megegyezik azzal,
		amennyire az autónknak szüksége van ahhoz, hogy bejárja a pályát
		(az autónknak nagyon nagy a benzintankja). Bizonyítsuk be, hogy van
		egy olyan benzinkút, ahol üres tankkal kezdve ettől a benzinkúttól
		(persze rögtön a lehetséges mennyiséggel feltöltve), be tudjuk
		járni a pályát úgy, hogy kifogyna a benzinünk.

	22. feladat ÖM
	 (a) Legyenek
		[image: 3. Permutációk] valós számok. Az
		[image: 3. Permutációk] minden
		[image: 3. Permutációk] permutációjához definiáljuk az alábbi értéket:
		
[image: 3. Permutációk]


		Tekintsük továbbá a
		[image: 3. Permutációk] permutáció
		[image: 3. Permutációk] ciklusait és legyen
		
[image: 3. Permutációk]


		Ekkor
		[image: 3. Permutációk] és
		[image: 3. Permutációk] egyenlőek, multiplicitást is figyelembe véve.
(b)
		[image: 3. Permutációk] fiú és
		[image: 3. Permutációk] lány „köröket” alkotnak véletlenszerűen egy tánc
során (előfordulhatnak két- és egyelemű „körök”, melyek egyetlen
párból, sőt egyetlen személyből állnak). Bizonyítsuk be, hogy annak
a valószínűsége, hogy minden körben a fiúk és lányok száma
megegyezik,
		[image: 3. Permutációk]-gyel egyenlő.

	
	
              
	* * *



            

	23. feladat ÖM
	(a) Hány konvex
		[image: 3. Permutációk]-szög választható ki egy szabályos
		[image: 3. Permutációk]-szögből, ha két
		[image: 3. Permutációk]-szöget akkor tekintünk lényegesen különbözőnek,
ha nem keletkezik egyik a másikból forgatással?
(b) Mi egy szabályos
		[image: 3. Permutációk]-szög csúcsai
		[image: 3. Permutációk]-színezéseinek a száma, ha két
		[image: 3. Permutációk]-színezést nem tekintünk lényegesen különbözőnek,
ha forgatással keletkeznek egymásból?

	24. feladat (Burnside Lemma) ÖM
	Legyen az
		[image: 3. Permutációk] permutációinak egy csoportja
		[image: 3. Permutációk], és
		[image: 3. Permutációk] a pályák száma. Ekkor a
		[image: 3. Permutációk]-beli permutációk fixpontjai számának a várható
értéke
		[image: 3. Permutációk].

	25. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 3. Permutációk] az
		[image: 3. Permutációk] halmazon ható permutációcsoport. Tegyük fel, hogy
egy
		[image: 3. Permutációk] „súly” van hozzárendelve minden
		[image: 3. Permutációk] elemhez úgy, hogy
		[image: 3. Permutációk] invariáns a
		[image: 3. Permutációk]-ra, azaz tetszőleg
		[image: 3. Permutációk]-beli
		[image: 3. Permutációk] pályára
		[image: 3. Permutációk] ugyanazt a
		[image: 3. Permutációk] értéket veszi fel minden
		[image: 3. Permutációk] esetén. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 3. Permutációk]


	26. feladat (Pólya–Redfield Leszámlálási Módszer I)  ÖM
	Legyen
		[image: 3. Permutációk] egy permutációcsoport a
		[image: 3. Permutációk] halmazon, melynek ciklusszámlálója
		[image: 3. Permutációk], és legyen
		[image: 3. Permutációk] egy másik halmaz. Azt mondjuk, hogy az
		[image: 3. Permutációk],
		[image: 3. Permutációk] leképezések lényegesen különbözőek, ha nincs olyan
		[image: 3. Permutációk], melyre
		
[image: 3. Permutációk]


		Hány lényegesen különböző leképezése van
		[image: 3. Permutációk]-nek
		[image: 3. Permutációk]-be?

	27*. feladat (Folytatás)  ÖM
	Mi történik, ha egy további
		[image: 3. Permutációk] permutációcsoport is van megadva az
		[image: 3. Permutációk] halmazon, és az
		[image: 3. Permutációk] és
		[image: 3. Permutációk] leképezéseket csak akkor tekintjük lényegesen
különbözőeknek, ha nem léteznek olyan
		[image: 3. Permutációk], és
		[image: 3. Permutációk] permutációk, melyekre
		
[image: 3. Permutációk]


		(Fejezzük ki ezt a számot a
		[image: 3. Permutációk] és
		[image: 3. Permutációk] csoportok
		[image: 3. Permutációk] és
		[image: 3. Permutációk] ciklusszámlálóival.)

	28*. feladat (Folytatás)  ÖM
	Számláljuk le a
		[image: 3. Permutációk]-nek
		[image: 3. Permutációk]-be történő lényegesen különböző injekcióit
(kölcsönösen egyértelmű leképezéseit) adott
		[image: 3. Permutációk] és
		[image: 3. Permutációk] csoportok esetén.

	29. feladat (Pólya–Redfield Módszer II) ÖM
	  Legyen
		[image: 3. Permutációk] egy véges halmaz,
		[image: 3. Permutációk] tetszőleges; legyen
		[image: 3. Permutációk] egy a
		[image: 3. Permutációk]-n ható permutációcsoport, melynek
ciklusszámlálója
		[image: 3. Permutációk]. Tegyük fel, hogy minden
		[image: 3. Permutációk]-nek van egy
		[image: 3. Permutációk] egészértékű súlya. Jelöljük
		[image: 3. Permutációk]-nel az
		[image: 3. Permutációk]-beli
		[image: 3. Permutációk] súlyú elemek számát (tegyük fel, hogy ez véges) és
legyen
		
[image: 3. Permutációk]


		Jelölje
		[image: 3. Permutációk] a lényegesen különböző
		[image: 3. Permutációk] leképezések számát (3.26 
		értelmében) melyekre
    
	[image: 3. Permutációk]	(∗)





		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 3. Permutációk]


	30. feladat ÖM
	 Oldjuk meg a
		[image: 3. Permutációk] forint
		[image: 3. Permutációk] személynek való szétosztásának problémáját (1.4(b)
		probléma) a fenti technika használatával.

	31. feladat ÖM
	 Adjunk egy új bizonyítást a Bell számok
		exponenciális generátorfüggvényének a formulájára (1.11 probléma),
		a Pólya–Redfield módszer felhasználásával.




4. fejezet - 
        4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben




        Ötlettár
        Megoldások
      
A leszámlálások elméletének egyik legmeglepőbb ténye, hogy a
számozott fák száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] ponton
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Hogy ez miért meglepő? Talán azért, mert nem
látszik arra direkt módszer, hogy hogyan számoljunk le fákat, és
sokkal kevésbé kerek eredményre számítunk. Ennek a problémának a
nehézsége és egyben a szépsége különböző szerzőket késztetett arra,
hogy újabb és újabb bizonyítást keressenek rá. Gyakran ez egy jól
megválasztott általánosítás révén sikerül. Több ilyen bizonyítást
tárgyalunk ebben a fejezetben; az olvasó felmérheti sok alapvető
leszámolási technikában való járatosságát.
Egy másik elmélet, kevésbé általános eredményeket – de nem
kevésbé zseniális módszereket – mutat fel, a gráfok 1-faktorainak
leszámolása. Az a speciális eset, amikor a gráf páros, ekvivalens a
„korlátozott permutációk” problémájával, mely a következőképpen
fogalmazható meg: az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] azon permutációinak a számát akarjuk meghatározni,
melyek minden
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] elemet egy kijelölt
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] részhalmazba képeznek le. Az itteni módszerek
szintén használják a leszámolási technikák egy széles skáláját, de
általában csak speciális esetekre működnek.
Érdemes azt is megjegyezni, hogy a fák leszámolási
elméletének fontos szerepe van a Kirchoff-egyenletek megoldásában,
melyeket az elektromos hálózatok elméletében írnak fel, míg a másik
problémakör, az 1-faktorok leszámolása a ferromágnesesség
vizsgálatában játszik fontos szerepet. (lásd pl. Seshu–Read, 
Linear Graphs and Electrical Networks, Addison–Wesley, 1961;
E. W. Montroll, Applied Combinatorial Mathematics, szerk.
E. F. Beckenbach, Wiley, 1964; vagy LP, Chapter 8).
	1. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] adott pontok és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] adott egészek, melyekre teljesül, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben],
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Bizonyítsuk be, hogy azon fák száma a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] halmazon, melyekben a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] foka
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
		([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]), a következő:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	2. feladat (Cayley-formula)  ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] adott ponton az összes fák száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].

	3. feladat ÖM
	 Legyen
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] jelenti a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pont fokát a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] fában, és az összegezés kiterjed az összes fára a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon. Bizonyítsuk be 4.1 
		felhasználása nélkül, hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Vezessük le a Cayley-formulát ebből.

	4. feladat ÖM
	Legyenek
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] fák diszjunkt ponthalmazokon, és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Mi a száma azon lévő fáknak
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, melyek
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et tartalmazzák?

	5. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy fa a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon. Hagyjuk el a legkisebb indexű levelet
(elsőfokú pontot), és írjuk le az elhagyott pont szomszédjának az
indexét. Ismételjük a maradék fán az eljárást mindaddig, míg
egyetlen pont marad. Ez az eljárás hozzárendel a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] fához egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] számból álló sorozatot, melyet a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] fa Prüfer-kódjának nevezünk. Bizonyítsuk be, hogy
(a) a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
		Prüfer-kódja egyértelműen karakterizálja
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t,
(b) adott tetszőleges
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] olyan sorozatra, melyre
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben],
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] teljesül, egyetlenegy fa létezik, melynek ez a Prüfer-kódja.
(c) Vezessük le ebből a Cayley-formulát.

	6. feladat ÖM
	 Jelöljük
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nel a fák számát
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] adott ponton. Bizonyítsuk be, hogy
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(*)





		és bizonyítsuk be a Cayley-formulát ebből az azonosságból.

	7. feladat ÖM
	 (a) A
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		exponenciális generátorfüggvény kielégíti az alábbi
függvényegyenletet:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) Bizonyítsuk be a Cayley-formulát ebből az azonosságból.

	8. feladat ÖM
	Mi az összes olyan fa száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] ponton, melynek pontosan
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] levele van?

	9. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy hurokmentes irányított gráf,
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pont-él incidencia mátrixa, vagyis a
következőképpen definiált
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] mátrix:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Hagyjuk el
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ból valamelyik sorát, és legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az eredményül kapott mátrix. Bizonyítsuk be, hogy
a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] feszítő fáinak
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] száma egyenlő
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-tal.
(b) Mik az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] elemei?
(c) Vezessük le a Cayley-formulát ebből.

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy gráf a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon és az összegezés
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] összes feszítő fájára kiterjed (vö. 4.3).
		Definiáljuk a következőket:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		és
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	11. feladat ÖM
	Mi az olyan fák száma a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon, melyekben minden él egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t köt össze egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel?

	12. feladat ÖM
	 (a) Az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontú
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] gráf feszítő fáinak a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] számát a következő összeg adja meg:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol az összegezés kiterjed
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] minden
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] partíciójára.
Határozzuk meg
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, amikor
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
(b) egy olyan gráf komplementere, mely
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] független élből és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] izolált pontból áll,
(c) egy olyan gráf komplementere, egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] ponthoz illeszkedő
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] élből és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] izolált pontból áll.

	13. feladat ÖM
	 (a) Mi a „bináris síkfák” száma, vagyis
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] ponton az olyan fáké, melyek be vannak ágyazva a
		síkba, minden pontjuk foka vagy 1 vagy 3, és valamely végpontjuk ki
		van jelölve gyökérnek? (Két síkfa „ugyanaz”, ha létezik közöttük
		olyan izomorfizmus, mely az élek ciklikus sorrendjét minden pontban
		megőrzi.)
(b) Mi az összes síkfák száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] 
		ponton, ha ki van jelölve egy végpont gyökérnek?

	
	
              
	* * *



            

	14. feladat ÖM
	 Mi az olyan
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] erdők
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] száma a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon, melyeknek
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] komponensük van, és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] különböző komponensekhez tartoznak?

	15. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy aciklikus irányított gráf egy kijelölt
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] gyökérrel. Tegyük fel, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben van egy feszítő fenyő, melynek
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a gyökere. Mi a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli feszítő erdők száma?

	16. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy huroknélküli irányított gráf, melynek
ponthalmaza
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel összekötő élek száma, és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] befoka.
(a) A
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] gyökerű feszítő fáinak a száma megegyezik a
következő determináns értékével:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) Keressünk egy hasonló formulát az alábbi polinomra:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] végigfut a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] összes,
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] gyökerű feszítő fenyőjén. (vö. 4.10).

	17*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] páratlan és
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] halmaz egy permutációja. Az olyan fák száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, melyeket
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], mint automorfizmus önmagába visz,
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] hosszúságú ciklusok száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben.

	18. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az olyan nemizomorf fák számát
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] ponton, melyeknek van egy kijelölt pontjuk
(gyökerük). Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	19*. feladat ÖM
	Legyen
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(a) Bizonyítsuk be a következő azonosságot:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) Vezessük le a következő azonosságokat mind (a)-ból, mind
		a Pólya–Redfield módszerből:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		ahol
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] szimmetrikus csoport ciklusszámlálója.

	20**. feladat ÖM
	(a) Mutassuk meg, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] konvergenciasugara
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] és egyetlen szingularitása van az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] körön az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] helyen. Továbbá,
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek analitikus függvénye ezen szingularitás
közelében.
(b) Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan pozitív konstans
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], melyre
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	
	
              
	* * *



            

	21. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] páros gráf az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] színosztályokkal,
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben],
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] és jelölje
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-élek számát
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. Legyen
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Ekkor az 1-faktorok száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben per
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].

	22. feladat ÖM
	 Határozzuk meg az 1-faktorok számát a „létra”
		gráfban, mely az 1. ábrán látható.
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                    1. ábra.
				




	23. feladat ÖM
	Mi az 1-faktorok száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ből
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] független él elhagyásával keletkező gráfnak? (Ez
ugyanaz, mint hogy egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] házaspárból álló társaság hányféleképpen táncolhat
úgy, hogy mindenki akárkivel táncolhat, kivéve a
házastársával?)

	24. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy tetszőleges antiszimmetrikus mátrix. Akkor
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	25. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy egyszerű, irányított gráf a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon és legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a következő módon definiálva:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Bizonyítsuk be, hogy az 1-faktorok száma
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben legalább
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
(b) Minden irányított gráfra az alábbiak ekvivalensek:
	
                  [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egyenlő az 1-faktorok számával
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben;

	minden olyan körben, mely alternál
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] bármely 1-faktorára nézve, páratlan sok azonos
		irányba mutató el van;

	minden olyan körben, mely alternál
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] 
		valamely rögzített 1-faktorára nézve, páratlan sok
		azonos irányba mutató él van.




	26. feladat (Folytatás) ÖM
	Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] egy egyszerű gráf az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] pontokon. Irányítsuk véletlenszerűen a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] minden élét. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] várható értéke egyenlő az 1-faktorok számával
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben.

	27. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] olyan összefüggő síkgráf, melynek van egy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
		1-faktora. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek létezik olyan
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] irányítása, melyben minden kör, mely alternál az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re nézve, páratlan sok azonos irányba mutató élt
tartalmaz.

	28. feladat ÖM
	 Határozzuk meg az 1-faktorok számát a „létrában”
		(4.19), az előző eredmény felhasználásával.

	29*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es sakktábla dominókkal való lefedéseinek a
		száma. Bizonyítsuk be az alábbi formulákat
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(c) Határozzuk meg a
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		határértéket.

	30. feladat ÖM
	(a) Bizonyítsuk be, hogy az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es „sakktábla” feszítő fáinak száma egyenlő a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es sakktáblából a bal felső sarkot elhagyva
keletkező tábla dominófedéseinek a számával (a gráfot úgy kapjuk a
sakktáblából, hogy a pontok a négyzetek, és két pont akkor és csak
akkor van összekötve, ha van közös oldaluk).
(b) Mutassuk meg, hogy tetszőleges síkgráf feszítő fáinak a
száma kifejezhető egy másik síkgráf 1-faktorainak a
számával.

	31. feladat ÖM
	 Mi a
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű párosítások száma a következő páros
gráfban?
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	32. feladat ÖM
	 Mi az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] halmaz azon
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] permutációinak a száma, melyeknek megvan az alábbi
tulajdonságuk:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	33*. feladat ÖM
	Jelölje
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] azon
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] permutációinak számát, melyekre
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Határozzuk meg az
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		generátorfüggvényt.

	34. feladat ÖM
	Határozzuk meg az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] azon
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] permutációinak
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] számát, melyek kielégítik az alábbi
egyenlőtlenségeket:
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	35. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] azon
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] permutációk számát, melyekre teljesül, hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Bizonyítsuk be, ha
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] rögzített, akkor
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy polinomja.

	36. feladat ÖM
	 Jelöljük
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nel az
		[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] azon permutációinak a számát, melyekre teljesül,
hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]





5. fejezet - 
        5. Paritás és dualitás




        Ötlettár
        Megoldások
      
A paritás vizsgálata igen gyakran alkalmazott módszer a
gráfelméletben. Ez a lazán kapcsolódó témákból álló fejezet
változatos példákat mutat paritás-feladatokra és a paritási
megfontolások alkalmazására bizonyításokban. Sokszor bizonyos
dolgok egzisztenciája azon az erősebb állításon keresztül
bizonyítható be, hogy a szóban forgó dolgok száma páratlan (pl.
5.20, és még meggyőzőbben 
5.30). Az első gráfelméleti eredmény,
Euler megoldása a königsbergi hidak problémájára tipikusan mutatja
a paritás szerepét. Az Euler-vonalak vizsgálata egy másik
klasszikus problémához is elvezet, a labirintusból kivezető út
megtalálásához.
A paritásvizsgálatok legfontosabb eszköze a gráfelméletben a
körök és vágások lineáris tere. Ez egyfelől a matroid-elmélet,
másfelől az algebrai topológia kiindulópontja. Az algebrai
topológia olyan alapvető eredményei, mint Sperner lemmája 
(5.29),
paritási indoklásra támaszkodnak. Körök és vágások lineáris terének
a síkgráfok karakterizálásában, valamint a síkgráf és duálisa közti
viszony tanulmányozásában van még szerepe.
A leszámlálási problémák befejeztével gyakrabban találkozunk
a jó karakterizáció fogalmával (lásd a bevezetőt). 
Az 5.3, 5.4 és
5.6 feladatok egyszerű példákat szolgáltatnak jól-karakterizáló
szükséges és elégséges feltételekre. Egy fontosabb példa Kuratowski
síkbarajzolhatósági feltétele. Vegyük észre, hogy a MacLane és
Whitney feltételek ilyen értelemben nem „jó karakterizációk”. (Ez
ugyanakkor azt is jelzi, hogy a „jó karakterizáció” elnevezés
félrevezető lehet, nem vonatkozik tétel jelentőségére.)
	1. feladat ÖM
	 (a) Létezik-e gráf a következő fokszámokkal: 3, 3, 3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6?
(b) Létezik-e páros gráf a következő fokszámokkal: 3, 3, 3,
		3, 3, 5, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6, 6?
(c) Létezik-e egyszerű gráf a következő fokszámokkal: 1, 1,
		3, 3, 3, 3, 5, 6, 8, 9?

	2. feladat ÖM
	Mely számok fordulnak elő
		[image: 5. Paritás és dualitás]-reguláris egyszerű gráf pontszámaként?

	3. feladat ÖM
	 Egy gráf akkor és csak akkor páros, ha minden köre
		páros. Igaz-e ez az állítás (irányított körökkel) irányított
		gráfokra? És erősen összefüggő irányított gráfokra?

	4. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] irányított gráf minden éléhez hozzárendelünk egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] értéket. Ez jelentheti az
		[image: 5. Paritás és dualitás]-n adott irányban való végighaladáshoz szükséges
		munkát. Az ellenkező irányban
		[image: 5. Paritás és dualitás] munka szükséges. Keresünk egy „potenciált”, vagyis egy
		[image: 5. Paritás és dualitás]-n értelmezett
		[image: 5. Paritás és dualitás] függvényt, melyre ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Mutassuk meg, hogy ilyen akkor és csak akkor
		létezik, ha bármely irányított kör mentén való végighaladáshoz a
		szükséges összmunka 0.

	5. feladat ÖM
	Egy erősen összefüggő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf pontjai akkor és csak akkor színezhetők 2
		színnel úgy, hogy minden pontot legalább egy irányított él köt
		ellentétes színű ponthoz, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben van páros irányított kör.

	6. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] gyengén összefüggő irányított gráf, melyben minden

		[image: 5. Paritás és dualitás]-re
		[image: 5. Paritás és dualitás], akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben van Euler-vonal.

	7. feladat ÖM
	 Definiáljuk a
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráfot ([image: 5. Paritás és dualitás]) a következő képpen: pontjai az
		[image: 5. Paritás és dualitás] számokból alkotott
		[image: 5. Paritás és dualitás] dimenziós vektorok; az
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás] vektorok össze vannak kötve irányított éllel, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás], …,
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás]
(a) Euler-gráf;
(b) Hamilton-gráf.

	8. feladat ÖM
	Mutassuk meg, hogy egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] hosszú irányított kör ([image: 5. Paritás és dualitás]) minden pontjához rendelhetünk 0-t vagy 1-et úgy,
hogy a kör minden
		[image: 5. Paritás és dualitás] hosszú íve különböző 01-sorozatot adjon.

	9. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben van olyan pont, melynek kifoka legalább 3,
		akkor az Euler-vonalak száma páros. (Két Euler-vonalat nem
		tekintünk különbözőnek, ha az élek általunk megadott sorrendje csak
		ciklikus permutációban különbözik egymástól.)

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy irányított gráf, melyben minden pont kifoka
		egyenlő a befokával. Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy inverz feszítő fenyő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gyökérrel.
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ból indulva bejárjuk
		[image: 5. Paritás és dualitás] éleit a következő szabály szerint:
([image: 5. Paritás és dualitás]) Minden
		[image: 5. Paritás és dualitás] pontból még nem használt él mentén megyünk a
		következő pontba ([image: 5. Paritás és dualitás]-ből indulva).
		[image: 5. Paritás és dualitás] éleit akkor használjuk, ha nincs más
		lehetőségünk.
Mutassuk meg, hogy így
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ban akadunk el, és addigra egy Euler-vonalat
		jártunk be.

	11. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás]
		Euler-vonalainak száma
		[image: 5. Paritás és dualitás] többszöröse.

	12. feladat (Labirintus-feladat) ÖM
	Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] pontból indulva végighaladunk egy összefüggő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf élein a következő szabályok szerint:
([image: 5. Paritás és dualitás]) Sohasem használjuk ugyanazt az élt kétszer
		ugyanabban az irányban.
([image: 5. Paritás és dualitás]) Akárhányszor egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] még nem érintett ponthoz érünk, megjelöljük azt az
		élt, melyen
		[image: 5. Paritás és dualitás]-be jutottunk. Csak akkor hagyjuk el
		[image: 5. Paritás és dualitás]-et a megjelölt élen, ha máshogy nem lehet, vagyis
		ha az összes többi élt már korábban használtuk.
Mutassuk meg, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ban akadunk el, és hogy addigra már minden élen
mindkét irányban áthaladtunk.

	13. feladat ÖM
	 Ha a
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráfban minden fokszám páros, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]-t lehet úgy irányítani, hogy a kapott
		[image: 5. Paritás és dualitás] irányított gráf minden pontjának kifoka egyenlő
befokával.

	14. feladat ÖM
	 (a) Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráfban akkor és csak akkor van Euler-vonal, ha
		összefüggő és páros fokszámú.
(b) Ha egy összefüggő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráfban
		[image: 5. Paritás és dualitás] páratlan fokszámú pont van, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]-él-diszjunkt nyitott vonal ([image: 5. Paritás és dualitás]) uniója.

	15. feladat ÖM
	 Ha egy síkgráfban van Euler-vonal, akkor a térkép
		lerajzolható a ceruza felemelése nélkül úgy, hogy nem rajzoljuk át
		újra és nem is keresztezzük a már megrajzolt vonalat (legfeljebb
		érintjük).

	16. feladat ÖM
	Tekintsük egy összefüggő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf olyan
		[image: 5. Paritás és dualitás] részgráfjait, melyek páros fokszámúak és
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Az ilyen részgráfok száma
		[image: 5. Paritás és dualitás]
		([image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás]).

	17*. feladat ÖM
	(a) Bármely
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf pontjainak halmazán definiálható egy
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás] partíció úgy, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] is és
		[image: 5. Paritás és dualitás] is páros fokszámú részgráfot feszít ki.
(b) Bármely
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráfra
		[image: 5. Paritás és dualitás] partícionálható két osztályba,
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás]-be, úgy, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] páros fokszámú részgráfot feszít ki,
		[image: 5. Paritás és dualitás] pedig páratlan fokszámút.
(c) Tételezzük fel, hogy egy gráf minden pontjában van egy
		lámpa és egy gomb. Kezdetben minden lámpa ég. Egy gomb
		megnyomásával ellenkezőjére változik a pontban lévő és a ponttal
		szomszédos pontokban lévő lámpák állapota. Mutassuk meg, hogy
		bizonyos gombok megnyomásával elérhető, hogy minden lámpa le legyen
		oltva.

	18. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy gráf, melyben jelölje
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben lévő
		[image: 5. Paritás és dualitás]-elemű párosítások számát. Fejezzük ki az
		[image: 5. Paritás és dualitás] értékeket
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás], … segítségével.
(b) Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] páros és
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ban páratlan számú párosítás van, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben van 1-faktor.
(c)
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben akkor és csak akkor van páros sok 1-faktor, ha van olyan nem üres
		[image: 5. Paritás és dualitás] halmaz, hogy minden pont páros sok
		[image: 5. Paritás és dualitás]-beli ponttal szomszédos (pl. Euler-gráfok esetén
		[image: 5. Paritás és dualitás]).

	19. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy egyszerű irányított gráf és
		[image: 5. Paritás és dualitás] jelöli a
		[image: 5. Paritás és dualitás]-beli Hamilton-utak számát, akkor
		
[image: 5. Paritás és dualitás]


		Igaz-e ez irányítatlan gráfokra?

	20. feladat ÖM
	 Bármely turnamentben páratlan számú Hamilton-út van.

	21. feladat ÖM
	Egy 3-reguláris
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf minden
		[image: 5. Paritás és dualitás] élét páros számú Hamilton-kör tartalmazza.

	22. feladat ÖM
	 Egy 3-reguláris, legalább 4 pontú páros gráfnak
		páros számú Hamilton-köre van.

	
	
              
	* * *



            

	23. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy összefüggő síkgráf,
		[image: 5. Paritás és dualitás] a duálisa. Mutassuk meg, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás]-nek és
		[image: 5. Paritás és dualitás]-nak azonos számú feszítőfája van.

	24. feladat (Euler formula) ÖM
	Mutassuk meg, hogy ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy összefüggő síkgráf, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás] lapja van, ahol
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás].

	25. feladat ÖM
	(a) Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] pontú egyszerű síkbarajzolható gráfnak legfeljebb
		[image: 5. Paritás és dualitás] éle van.
(b) Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] pontú egyszerű háromszögmentes síkbarajzolható gráfnak legfeljebb
		[image: 5. Paritás és dualitás] éle van.

	26. feladat ÖM
	 Ha egy síkgráfnak páros fokszámai vannak, akkor
		lapjai 2 színnel színezhetők oly módon, hogy él mentén érintkező
		lapok színe különböző.

	27. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy egyszerű 4-reguláris síkgráf.
(a) Mutassuk meg, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] irányítható úgy, hogy minden pontnak két belépő és
		két kimenő éle van, és ez a két pár elválasztja egymást az adott
		beágyazásban.
(b) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] éleit nem lehet 2 színnel színezni úgy, hogy
		minden pont két piros és két kék élhez csatlakozik, és ez a két pár
		elválasztja egymást az adott beágyazásban.

	28. feladat ÖM
	 (a) Lehet-e síkgráfot rajzolni egy ötszög
		belsejébe úgy, hogy a lapok háromszögek (természetesen a legkülső
		kivételével) és minden pont foka páros?
(b) Tegyük fel, hogy egy ötszög belsejét egy síkgráffal
		háromszögekre osztjuk úgy, hogy az ötszögön lévőket leszámítva
		minden pont foka páros. Az ötszög mely pontjai lesznek páratlan
		fokúak?

	29. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy síkgráf háromszög lapokkal. Tegyük fel, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] pontjai 3 színnel kiszínezhetők. Mutassuk meg,
		hogy a mindhárom színt tartalmazó lapok száma páros.

	30. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy síkgráf, a külső
		[image: 5. Paritás és dualitás] lap kivételével háromszög lapokkal. Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás],
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor vagy
		[image: 5. Paritás és dualitás] tartalmaz egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] utat, vagy
		[image: 5. Paritás és dualitás] tartalmaz egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] utat.

	
	
              
	* * *



            

	31. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] az
		[image: 5. Paritás és dualitás] vektorok tere, ahol az
		[image: 5. Paritás és dualitás]-k az
		[image: 5. Paritás és dualitás] testből valók.
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás] esetén a skalárszorzatukat
		[image: 5. Paritás és dualitás] szerint definiáljuk. Továbbá legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy altere és
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy lineáris transzformációja. Döntsük el, hogy a
		következő állítások igazak-e[1]:
(a) Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] nem szinguláris, akkor a transzponáltja,
		[image: 5. Paritás és dualitás] sem az.
(b) Általánosabban, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] nem szinguláris, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás] sem az.
(c) Még általánosabban,
		[image: 5. Paritás és dualitás].
(d)
		[image: 5. Paritás és dualitás]
		(ahol
		[image: 5. Paritás és dualitás] az
		[image: 5. Paritás és dualitás]-re ortogonális altér, tehát
		[image: 5. Paritás és dualitás].
(e)
		[image: 5. Paritás és dualitás]
([image: 5. Paritás és dualitás] jelöli az
		[image: 5. Paritás és dualitás] által generált alteret).
(f)
		[image: 5. Paritás és dualitás].
(g)
		[image: 5. Paritás és dualitás].

	32. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás] fölötti
		[image: 5. Paritás és dualitás]-dimenziós vektortér és
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy altere. Mutassuk meg, hogy
		
[image: 5. Paritás és dualitás]

(b) Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy szimmetrikus 0-1 mátrix. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás] fölötti sor-tere tartalmazza
		[image: 5. Paritás és dualitás] sorvektornak tekintett átlóját. Ennek
		felhasználásával adjunk új bizonyítást 5.17-re.

	33. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás]. Rendeljünk
		[image: 5. Paritás és dualitás] minden részhalmazához egy 01-vektort, ahol a
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ik koordináta akkor és csak akkor 1, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] benne van a megfelelő részhalmazban. Így
		[image: 5. Paritás és dualitás] részhalmazait egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] fölötti
		[image: 5. Paritás és dualitás]-dimenziós
		[image: 5. Paritás és dualitás] vektortér elemeivel azonosítjuk.
(a) Határozzuk meg a csillagok által generált
		[image: 5. Paritás és dualitás] alteret, valamint az ortogonális
		[image: 5. Paritás és dualitás] alteret. Adjunk új bizonyítást 5.3, 
		5.16 és 5.17-re 
		ezen lineáris terek felhasználásával.
(b) Bizonyítsuk be, hogy az 5.17a felbontás akkor és csak
	akkor egyértelmű, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás]-nek páratlan számú feszítő fája van.

	34. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás]
		2-szeresen összefüggő síkgráf. Mutassuk meg, hogy
		a véges lapok határvonalai a
		[image: 5. Paritás és dualitás] tér egy bázisát alkotják.

	35*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy gráf,
		[image: 5. Paritás és dualitás] a
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf körei, és tegyük fel, hogy
(1)
		[image: 5. Paritás és dualitás] minden élét
		[image: 5. Paritás és dualitás] közül legalább kettő tartalmazza;
(2)
		[image: 5. Paritás és dualitás] körök
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy bázisát alkotják.
Mutassuk meg, hogy
(a) Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy kör és
		
[image: 5. Paritás és dualitás]


		akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]
([image: 5. Paritás és dualitás]);
(b) vagy
		[image: 5. Paritás és dualitás] minden tagja egyetlen kör, vagy van két
		[image: 5. Paritás és dualitás], mondjuk
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás], hogy
		[image: 5. Paritás és dualitás] is kör;
(c)
		[image: 5. Paritás és dualitás] síkgráf, és
		[image: 5. Paritás és dualitás] lapok.
(d) (MacLane feltétel) Egy
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf akkor és csak akkor síkbarajzolható, ha
		[image: 5. Paritás és dualitás]-nek van olyan bázisa, hogy minden él legfeljebb
		két eleméhez tartozik.

	36*. feladat (Whitney feltétel) ÖM
	Egy összefüggő
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf akkor és csak akkor síkbarajzolható, ha
létezik egy másik
		[image: 5. Paritás és dualitás] gráf és egy olyan kölcsönösen egyértelmű
		[image: 5. Paritás és dualitás] leképezés
		[image: 5. Paritás és dualitás] és
		[image: 5. Paritás és dualitás] közt, hogy minden
		[image: 5. Paritás és dualitás]-beli
		[image: 5. Paritás és dualitás] feszítőfára
		[image: 5. Paritás és dualitás] feszítőfát alkot
		[image: 5. Paritás és dualitás]-ben és viszont.

	37*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy minimális nem-sík gráf (tehát
		[image: 5. Paritás és dualitás] minden valódi részhalmaza síkgráf), melynek minden
		fokszáma legalább 3. Ekkor
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    2. ábra.
				



(a)
		[image: 5. Paritás és dualitás]
		3-szorosan összefüggő,
(b)
		[image: 5. Paritás és dualitás] tartalmaz egy kört húrral,
(c)
		[image: 5. Paritás és dualitás] vagy
		[image: 5. Paritás és dualitás],
(d) (Kuratowski feltétel) Egy gráf akkor és csak akkor
		síkbarajzolható, ha nem tartalmazza
		[image: 5. Paritás és dualitás] vagy
		[image: 5. Paritás és dualitás] egy felosztását.

	38*. feladat ÖM
	Ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] egyszerű síkbarajzolható gráf, akkor
		[image: 5. Paritás és dualitás]-t be lehet ágyazni a síkba úgy, hogy minden éle
egyenes szakasz legyen.





[1] Ez a gyakorlat valójában lineáris a algebrához tartozik.
		A legtöbb tankönyv azonban nem foglalkozik véges test feletti belső
		szorzattal, amely számunkra az érdekes eset. (Vegyük észre, hogy ha
		[image: 5. Paritás és dualitás] a komplex számok teste, a mi belső szorzatunk nem
		a szokásos.)



6. fejezet - 
        6. Összefüggőség




        Ötlettár
        Megoldások
      
A gráfelmélet számos központi kérdése tartozik ehhez a
	fejezethez: pontok és élek elválasztása, összefüggő komponensek,
	tagok, utak, körök, fák és erdők. Ezek a problémák a gráfelmélet
	legtöbb területén felmerülnek, így a gráfelmélész legfontosabb
	eszköztárához tartoznak.
Az összefüggőség elmélete a gráfelmélet egyik legfejlettebb
	ága (a faktorizációs problémákkal együtt, melyek a következő
	fejezetben kerülnek terítékre). Ennek egyik fő oka Menger tétele,
	mely összekapcsolja az elválasztással definiált összefüggőséget az
	elérhetőség által definiált összefüggőséggel. Ez a
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő gráfok egy „jó
	karakterizációját” adja. A Menger tétellel közeli rokonságban áll a
	Maximális Folyam – Minimális Vágás tétel, melynek a folyamok
	elméletében van alapvető jelentősége. Ez az összefüggőség és
	elválaszthatóság közti dualitást jól megfogható, szinte fizikai
	formába önti.
Két adott pont közti összefüggőség általában könnyen
	kezelhető Menger tételét használva. Viszont kettőnél több pont
	közti összefüggőség nehezebben kezelhető, és gyakran nem is a
	Menger tételen múlik. Ilyen problémák bukkannak fel minimális
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő gráfok tanulmányozása során,
	többtermékes folyamoknál, biztonságos kommunikációs hálózatoknál,
	stb. Megoldásuk nehéz, de néhány tipikus, vágásokkal kapcsolatos
	manipuláció rendszeresen felbukkan, így ezek elvezethetnek egy
	általános megközelítéshez.
A legerősebb eredmények között van néhány struktúratétel,
	melyek azt bizonyítják, hogy gráfok különböző osztályait
	megkonstruálhatjuk valamely egyszerű transzformáció ismételt
	alkalmazásával: pl. 2-szeresen összefüggő gráfokat „fülek” ismételt
	hozzáillesztésével (vö. 6.27, 
	6.33, 
	6.52, 
	6.53, 
	6.64).
	1. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		
[image: 6. Összefüggőség]


		minden
		[image: 6. Összefüggőség] gráfra fennáll.

	2. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] két gráf, melyekre
		[image: 6. Összefüggőség]. Mutassuk meg, hogy
		
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Ez a
		[image: 6. Összefüggőség] feltevés nélkül is igaz.

	3. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség] egy egyszerű
		[image: 6. Összefüggőség] gráf fokszámai és tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minden
		[image: 6. Összefüggőség] esetén. Ekkor
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő.

	4. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] akkor és csak akkor összefüggő, ha
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggőek és egyikük tartalmaz páratlan
kört.

	5. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 6. Összefüggőség]-reguláris páros ([image: 6. Összefüggőség]) összefüggő gráf kétszeresen összefüggő.

	6. feladat ÖM
	 (a) Minden összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfnak van olyan pontja, melyet elhagyva a gráf
		összefüggő marad. Mi a helyzet erősen összefüggő irányított gráfok
		esetén?
(b) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] olyan összefüggő gráf, mely nem tartalmaz
		„cseresznyét”, vagyis két elsőfokú pontot, melyeknek közös
		szomszédjuk van. Mutassuk meg, hogy elhagyhatunk két szomszédos
		pontot az összefüggőség megsértése nélkül.
(c) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő gráf, mely se nem kör, se nem teljes
		gráf. Mutassuk meg, hogy elhagyhatunk két nem szomszédos pontot a
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggőségének megsértése nélkül.

	7. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő gráf két feszítőfája. Bizonyítsuk be,
hogy
		[image: 6. Összefüggőség] transzformálható
		[image: 6. Összefüggőség]-be „közbülső” fák sorozatán keresztül, ha
		mindegyik az előzőből egy él eltávolításával és egy másik
		hozzáadásával áll elő.
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő. Ekkor ahhoz, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-ből
		[image: 6. Összefüggőség]-et kapjuk elég, ha a következő transzformációt
ismételten alkalmazzuk: eltávolítjuk azt az élt, mely a fa valamely

		[image: 6. Összefüggőség] végpontjával szomszédos, majd
		[image: 6. Összefüggőség]-et
		[image: 6. Összefüggőség] valamely másik élén keresztül kapcsoljuk a
		maradékhoz.

	8. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] pontú gráf és
		[image: 6. Összefüggőség]. Ekkor
		[image: 6. Összefüggőség]-nek van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] partíciója, melyre
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő részgráfokat alkotnak.
(b) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő nem páros
		[image: 6. Összefüggőség] pontú gráf. Ekkor létezik
		[image: 6. Összefüggőség]-n olyan
		[image: 6. Összefüggőség] partíciója, melyre
		[image: 6. Összefüggőség] és az
		[image: 6. Összefüggőség] élek összefüggő feszítő részgráfot
alkotnak.

	9. feladat ÖM
	 Egy irányított
		[image: 6. Összefüggőség] gráf akkor és csak akkor erősen összefüggő, ha minden
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] halmazt legalább egy él hagy el.

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy irányított gráf,
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] éleit pirosra, zöldre és feketére színeztük. Ekkor
		a következő két állítás közül pontosan egy igaz:
(i) Van olyan piros és fekete irányítatlan
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út
		[image: 6. Összefüggőség]-ben, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minden fekete éle
		[image: 6. Összefüggőség]-től
		[image: 6. Összefüggőség] felé mutat,
(ii) Van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] halmaz,
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség], hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-et és
		[image: 6. Összefüggőség]-et egyik irányban sem köti össze piros él, és
nincsen
		[image: 6. Összefüggőség]-ből
		[image: 6. Összefüggőség]-be mutató fekete él.

	11. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy az erősen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] irányított gráf összefüggősége megszűnik
		[image: 6. Összefüggőség] él eltávolításával. Bizonyítsuk, hogy ekkor
		[image: 6. Összefüggőség] él megfordításával is megszüntethető az összefüggősége.
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] egy elvágóél nélküli irányított gráf, melyből
		erősen összefüggő irányított gráfot kapunk legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] él összehúzásával. Ekkor legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] él megfordításával is kaphatunk erősen összefüggő gráfot.
(c) Ha egy
		[image: 6. Összefüggőség] hurokmentes irányított gráf minden irányított körét megszüntethetjük legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] él eltávolításával, akkor legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] él megfordításával szintén megszüntethetjük őket.

	12. feladat ÖM
	 Egy turnament akkor és csak akkor erősen
		összefüggő, ha tartalmaz irányított Hamilton-kört.

	13. feladat ÖM
	 Egy erősen összefüggő legalább 4 pontú
		[image: 6. Összefüggőség] turnament tartalmaz legalább két olyan
		[image: 6. Összefüggőség] pontot, melyekre
		[image: 6. Összefüggőség] erősen összefüggő.

	
	
              
	* * *



            

	14. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy irányított fa és
		[image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] pont, melyre az
		[image: 6. Összefüggőség]-szel érintkező élek közül az
		[image: 6. Összefüggőség]-beliek
		[image: 6. Összefüggőség]-ben végződnek, míg a többi
		[image: 6. Összefüggőség]-ben kezdődik.

	15. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy fa és legyen
		
[image: 6. Összefüggőség]


		olyan leképezés, hogy minden
		[image: 6. Összefüggőség] esetén
		
[image: 6. Összefüggőség]


		Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-nek van fix pontja vagy fix éle.

	16. feladat ÖM
	 Ha a
		[image: 6. Összefüggőség] fa részfái egy halmazának metszete nem üres, akkor
		részfa.

	17. feladat ÖM
	 (a) Ha
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő gráf, akkor bármely két maximális
		hosszú útjának van közös pontja.
(b) Ha
		[image: 6. Összefüggőség] fa, akkor
		[image: 6. Összefüggőség] összes maximális hosszú útjának van közös
pontja.

	18. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] fa olyan részfái, hogy bármely kettő metszi
egymást, akkor van egy közös pontjuk. (Ez az előző feladat (b)
pontjának egy új bizonyításához vezet.)

	19. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, hogy egy összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfban az
		[image: 6. Összefüggőség] pontok
		[image: 6. Összefüggőség] távolsága ugyanúgy, mint a
		[image: 6. Összefüggőség]-et és
		[image: 6. Összefüggőség]-t összekötő utak
		[image: 6. Összefüggőség] maximális hossza metrika. Vagyis:
(a)
		[image: 6. Összefüggőség], egyenlőséggel akkor és csak akkor, ha
		[image: 6. Összefüggőség],
(b)
		[image: 6. Összefüggőség],
(c)
		[image: 6. Összefüggőség], és hasonlóan
		[image: 6. Összefüggőség]-ra.

	20. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 6. Összefüggőség] egy fa, melynek
		[image: 6. Összefüggőség] pontjai, akkor
		
[image: 6. Összefüggőség]


	21. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség], ahol
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség] fa pontjai. Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minimumát egy ponton ([image: 6. Összefüggőség]középpontján) vagy két szomszédos ponton 
		([image: 6. Összefüggőség]kettős középpontján) éri el.
(b) Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] konvex függvény abban az értelemben, hogy ha
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] az
		[image: 6. Összefüggőség] szomszédai, akkor
		
[image: 6. Összefüggőség]


	22. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség], ahol
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség] gráf pontjai. Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]szigorúan konvex abban az értelemben, hogy ha
		[image: 6. Összefüggőség] a fa egy pontja, és
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] az
		[image: 6. Összefüggőség] szomszédai, akkor
		
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minimumát vagy egy ponton (a súlypont) vagy
		[image: 6. Összefüggőség] két szomszédos pontján veszi fel.
(c) Konstruáljunk olyan fát, melynek egy középpontja és egy
		súlypontja van, és ezek egymástól való távolsága nagyobb mint
		1000.

	23. feladat ÖM
	Határozzuk meg azokat az
		[image: 6. Összefüggőség] pontú
		[image: 6. Összefüggőség] fákat, melyekre
		[image: 6. Összefüggőség] maximális, ill. minimális.

	24. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 6. Összefüggőség] pontú fában, melynek átmérője legalább
		[image: 6. Összefüggőség], legalább
		[image: 6. Összefüggőség] db.
		[image: 6. Összefüggőség]-hosszú út van.

	25. feladat ÖM
	 Adva van
		[image: 6. Összefüggőség] város, melyek között egy összefüggő
telefonhálózatot akarunk kiépíteni. Bármely két város közti
		[image: 6. Összefüggőség] vonal
		[image: 6. Összefüggőség] költsége ismert, és minimalizálni akarjuk a teljes
költséget. Így adott pontokon olyan fát keresünk, melyre az élek
költsége minimális. Mutassuk meg, hogy a következő algoritmussal a
kívánt eredményt érjük el: Az i-edik lépésben vegyük a már
kiválasztott élek által alkotott gráf egy
		[image: 6. Összefüggőség] komponensét, és válasszunk egy minimális költségű
		[image: 6. Összefüggőség]-t nem
		[image: 6. Összefüggőség]-beli ponthoz kötő élt. Ha
		[image: 6. Összefüggőség] az összes pontot tartalmazza, akkor megállunk.

	26. feladat (Folytatás) ÖM
	Mutassuk meg, hogy ha az élek költségei különbözők, 
		akkor az optimális fa egyértelmű.

	
	
              
	* * *



            

	27. feladat ÖM
	 Nevezzük a 2-szeresen élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf két élét ekvivalensnek, ha egyenlőek, vagy
		elhagyva őket a gráf elveszti összefüggőségét. Mutassuk meg,
		hogy
(a) ez egy ekvivalencia-reláció,
(b) egy ekvivalencia-osztály minden éle egy körön fekszik
		(amely tartalmazhat más éleket is),
(c) egy
		[image: 6. Összefüggőség] ekvivalencia-osztály éleit eltávolítva a megmaradó
		gráf komponensei 2-szeresen élösszefüggőek,
(d)
		[image: 6. Összefüggőség] komponenseit összehúzva egy kört kapunk.

	28. feladat ÖM
	 Egy adott 2-szeresen élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfot „felépíthetünk” a következőképpen:
		[image: 6. Összefüggőség], ahol
		[image: 6. Összefüggőség] kör és
		[image: 6. Összefüggőség] vagy egy út, melynek pontosan a végpontjai közösek

		[image: 6. Összefüggőség]-vel, vagy egy kör, melynek egy pontja közös
		[image: 6. Összefüggőség]-vel (3. ábra).
[image: 6. Összefüggőség]
                    3. ábra.
				




	29. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 6. Összefüggőség] gráf akkor és csak akkor irányítható úgy, hogy az
eredményül kapott
		[image: 6. Összefüggőség] irányított gráf erősen összefüggő, ha
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen élösszefüggő.

	30*. feladat ÖM
	Egy élt akkor nevezünk egy
		[image: 6. Összefüggőség] körhöz jól illeszkedőnek, ha vagy
		[image: 6. Összefüggőség]-re esik, vagy nincsen
		[image: 6. Összefüggőség]-vel közös pontja.
Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy 2-szeresen élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf független élei. Mutassuk meg, hogy létezik
olyan
		[image: 6. Összefüggőség] kör, melyhez az
		[image: 6. Összefüggőség] élek mind jól illeszkednek.

	31. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy „az
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] élek egyenlőek vagy egy körre esnek” egy
ekvivalencia-reláció.

	32. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 6. Összefüggőség] gráf következő tulajdonságai ekvivalensek:
(i)
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő,
(ii)
		[image: 6. Összefüggőség] bármely két pontja egy körre esik,
(iii)
		[image: 6. Összefüggőség] bármely két éle egy körre esik,
		[image: 6. Összefüggőség]-ben nincs izolált pont és
		[image: 6. Összefüggőség].

	33. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő gráf, mely nem kör. Ekkor van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] út
		[image: 6. Összefüggőség]-ben, melynek minden belső pontja (ha van ilyen)
másodfokú, és éleit és belső pontjait elhagyva a megmaradó gráf
2-szeresen összefüggő.

	34. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] a 2-szeresen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf két pontja. Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] irányítható úgy, hogy minden él rajta legyen egy
		[image: 6. Összefüggőség]-úton.

	35. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség]
		2-szeresen összefüggő gráf. Ekkor a következő
		tulajdonságok ekvivalensek:
(i)
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 2-szeresen összefüggő,
(ii)
		[image: 6. Összefüggőség] egyetlen körének sincs húrja.

	36*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 2-szeresen összefüggő gráf. Mutassuk
meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minden
		[image: 6. Összefüggőség] körében van másodfokú pont.

	37*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 2-szeresen összefüggő gráf. Hagyjunk el

		[image: 6. Összefüggőség]-ből minden másodfokú pontot. Mutassuk meg, hogy
az így kapott
		[image: 6. Összefüggőség] gráf nem összefüggő erdő.

	38. feladat ÖM
	 Konstruáljunk kritikusan 2-szeresen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfot úgy, hogy valamely
		[image: 6. Összefüggőség] távolsága minden másodfokú ponttól legalább 1000 legyen.
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	39*. feladat (Menger tétel) ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] irányított gráf és
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk be, hogy
(a) akkor és csak akkor létezik
		[image: 6. Összefüggőség] él-diszjunkt
		[image: 6. Összefüggőség]-út, ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között;
(b) akkor és csak akkor van
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út, ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között;
(c) analóg állítások érvényesek irányítatlan gráfokra.

	40. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] diszjunkt részhalmazai és tegyük fel, hogy minden
olyan
		[image: 6. Összefüggőség] halmaznak, mely minden
		[image: 6. Összefüggőség]-útból tartalmaz pontot legalább
		[image: 6. Összefüggőség] eleme van. Mutassuk meg, hogy ekkor van
		[image: 6. Összefüggőség] pont-diszjunkt
		[image: 6. Összefüggőség]-út.

	41. feladat ÖM
	 Fogalmazzuk meg és bizonyítsuk az Menger tétel
		irányítatlan pontösszefüggőségi változatának (6.39b és 
		6.40) közös általánosítását.

	42*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség]; tegyük fel, hogy adva van
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség], és
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk be, hogy léteznek olyan
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utak, ahol
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] azonos pontban végződik, hogy,
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] függetlenek.

	43. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] különböző pontjai. Tegyük fel, hogy van
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség], és egy tőlük független
		[image: 6. Összefüggőség]-út, valamint
		[image: 6. Összefüggőség]
(másik) független
		[image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség] és egy ezektől független
		[image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség]. Mutassuk meg, hogy van
		[image: 6. Összefüggőség]-ben
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út. (Próbáljuk meg elkerülni a Menger tétel
használatát.)

	44. feladat ÖM
	 A Menger tétel használata nélkül határozzunk meg minden
		[image: 6. Összefüggőség] gráfot, melynek van két olyan nem szomszédos
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] pontja, melyre
(i)
		[image: 6. Összefüggőség]-ben legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út van, de
(ii) ha bármilyen új élt adunk
		[image: 6. Összefüggőség]-hez, akkor a kapott gráfban legalább
		[image: 6. Összefüggőség] független
		[image: 6. Összefüggőség]-út lesz.
Vezessük le ebből a Menger tétel irányítatlan független út
		változatát.

	45. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] irányított gráf és
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség]. Döntsük el, hogy a következő állítások
		igazak-e:
(i) Ha bármely két útnak, melyek
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egyikéből a másikba mennek, van közös éle, akkor
		van olyan él, melyet ezen utak mindegyike tartalmaz.
(ii) Ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között, akkor
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között is.
(iii) Ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között és
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] között is, akkor van
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út,
		[image: 6. Összefüggőség], melyek kölcsönösen él-diszjunktak.

	46. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minden
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] pontjának kifoka egyenlő a befokával és
		[image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-ben van
		[image: 6. Összefüggőség] él-diszjunkt
		[image: 6. Összefüggőség]-út.

	47. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 6. Összefüggőség] minden pontjának kifoka egyenlő a befokával, akkor
		6.45-ből (i), (ii) és (iii) mindegyike igaz.
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	48. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy gráf és
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség]. Vezessük le a következő
		egyenlőtlenségeket:
(a)
		[image: 6. Összefüggőség];
(b)
		[image: 6. Összefüggőség];
(c)
		[image: 6. Összefüggőség].

	49*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy minden kritikusan
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő gráfnak van
		[image: 6. Összefüggőség] fokú pontja.

	50. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő gráf és legyenek
		[image: 6. Összefüggőség] az élek
		[image: 6. Összefüggőség] elemű elvágóhalmazai. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-nek legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] összefüggő komponense van.

	51*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség]
		Euler-gráf,
		[image: 6. Összefüggőség] és tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő bármely két
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] pont között. Ekkor van az
		[image: 6. Összefüggőség]-nek két olyan
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] szomszédja[2]
		hogy ha elhagyjuk az
		[image: 6. Összefüggőség] és az
		[image: 6. Összefüggőség] élt, de behúzunk egy új
		[image: 6. Összefüggőség]-t
		[image: 6. Összefüggőség]-vel összekötő élt, a kapott gráf még mindig
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő bármely két
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] pont között.

	52*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő,
			[image: 6. Összefüggőség]-reguláris gráf. Bizonyítsuk, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] előáll a következő konstrukcióval:
I. Először felveszünk két pontot, és összekötjük őket
		[image: 6. Összefüggőség] éllel.
II. Ha már megkonstruáltunk egy gráfot, kiválasztjuk
		[image: 6. Összefüggőség] élét, felosztjuk őket egy-egy ponttal, és
azonosítjuk az új pontokat.

	53*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy a 6.51 feladat állítása nem
		Euler-féle gráfok esetén is igaz, feltéve, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] páros fokszámú.

	54. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] tetszőleges gráf és legyen
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] egy irányítása. Ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő, akkor
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő.
(b)* Megfordítva, ha
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő, akkor létezik olyan
		[image: 6. Összefüggőség] irányítása, mely
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő (6.29 általánosítása).

	55. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egész számok,
		[image: 6. Összefüggőség] tetszőleges gráf, és
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] négy pontja. Keresünk olyan
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utakat, és olyan
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utakat, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] él-diszjunktak. Mutassuk meg, hogy a következő
		feltételek szükségesek:
([image: 6. Összefüggőség]) El kell hagynunk legalább
		[image: 6. Összefüggőség] élt, hogy elválasszuk
		[image: 6. Összefüggőség]-t
		[image: 6. Összefüggőség]-től, legalább
		[image: 6. Összefüggőség] élt, hogy elválasszuk
		[image: 6. Összefüggőség]-t
		[image: 6. Összefüggőség]-től, és legalább
		[image: 6. Összefüggőség] élt, hogy elválasszuk
		[image: 6. Összefüggőség]-t
		[image: 6. Összefüggőség]-től vagy
		[image: 6. Összefüggőség]-t
		[image: 6. Összefüggőség]-től.
Példán keresztül mutassuk meg, hogy ezen feltételek nem
		mindig elégségesek.

	56*. feladat ÖM
	Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]
		Euler-gráf pontjai, és
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] páros pozitív egészek. Tegyük fel, hogy az előző
feladatban megfogalmazott ([image: 6. Összefüggőség]) feltétel teljesül.
(a) Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-nek van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] irányítása, melyre
		
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] tartalmaz
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat és
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat, melyek mind él-diszjunktak.

	57. feladat ÖM
	 Konstruáljunk olyan 5-szörösen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfot és ennek olyan
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] pontját, hogy minden
		[image: 6. Összefüggőség]-útnak minden
		[image: 6. Összefüggőség]-úttal van közös pontja.
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	58. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf pontjainak olyan
		[image: 6. Összefüggőség]-elemű halmazai, melyek elválasztják
		[image: 6. Összefüggőség]-t és
		[image: 6. Összefüggőség]-t. Mutassuk meg, hogy azon
		[image: 6. Összefüggőség]-beli pontok
		[image: 6. Összefüggőség] halmaza, melyek
		[image: 6. Összefüggőség]-utak végpontjai, egy
		[image: 6. Összefüggőség]-t és
		[image: 6. Összefüggőség]-t elválasztó
		[image: 6. Összefüggőség]-elemű halmaz.

	59. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő gráf és legyen
		[image: 6. Összefüggőség] ennek
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő részgráfja. Mutassuk meg,
hogy
		[image: 6. Összefüggőség] is kritikusan
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő.

	60*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] tetszőleges
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő gráf,
		[image: 6. Összefüggőség] ennek egy
		[image: 6. Összefüggőség] elemű lefogó halmaza,
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] egy komponense és tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-t úgy választottuk, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] minimális. Mutassuk meg, hogy bármely
		[image: 6. Összefüggőség]-elemű
		[image: 6. Összefüggőség] lefogó halmazra vagy
		[image: 6. Összefüggőség] vagy
		[image: 6. Összefüggőség]. Továbbá az előbbi esetben
		[image: 6. Összefüggőség].
(b) Minden kritikusan
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfnak van
		[image: 6. Összefüggőség] fokú pontja.

	61*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egyszerű 3-szorosan összefüggő gráf és tegyük fel,
hogy az
		[image: 6. Összefüggőség] él mindkét végpontja legalább 4 fokú. Ekkor
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] közül az egyik 3-szorosan összefüggő.

	62. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 3-szorosan összefüggő gráf és
		[image: 6. Összefüggőség] egy olyan éle, mely két legalább 4 fokú pontot köt
össze. Ekkor
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 3-szorosan összefüggő gráf.

	63. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 6. Összefüggőség] kritikusan 3-szorosan összefüggő gráf, akkor
minden köre tartalmaz legalább két 3 fokú pontot.

	64. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy a 3-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf minden
		[image: 6. Összefüggőség] élére
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] nem 3-szorosan összefüggőek. Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség].

	65. feladat ÖM
	 Konstruáljunk kritikusan 3-szorosan összefüggő
gráfot és benne olyan
		[image: 6. Összefüggőség] pontot, melyre minden
		[image: 6. Összefüggőség]-től legfeljebb 1000 távolságra lévő pont foka
		legalább 1000.
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	66. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfban bármely
		[image: 6. Összefüggőség] pont egy körön van.

	67*. feladat ÖM
	Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] egy 3-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf független élei. Ekkor van
		[image: 6. Összefüggőség]-et,
		[image: 6. Összefüggőség]-t és
		[image: 6. Összefüggőség]-at tartalmazó kör, kivéve, ha
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] vágást alkotnak.

	68. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-szeresen összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráf különböző pontjai. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
		[image: 6. Összefüggőség]-út, mely
		[image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazza.

	69. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy egy egyszerű síkbarajzolható
3-szorosan összefüggő gráf
		[image: 6. Összefüggőség] körének akkor és csak akkor van pontosan egy
hídja, ha
		[image: 6. Összefüggőség] egy lap határa. Következésképpen a 3-szorosan
összefüggő egyszerű síkbarajzolható gráfok síkbaágyazása lényegében
egyértelmű.

	70*. feladat ÖM
	Minden 3-szorosan összefüggő
		[image: 6. Összefüggőség] gráfban van olyan
		[image: 6. Összefüggőség] kör, melynek pontosan egy hídja van.

	
	
              
	* * *



            



A fejezet további részében legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy irányított gráf, és
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] két kitüntetett pont. Azt is feltesszük, hogy minden
		[image: 6. Összefüggőség] élhez hozzárendeltünk egy
		[image: 6. Összefüggőség] értéket („kapacitás” vagy „hosszúságot”).
	71. feladat (Legszűkebb keresztmetszet tétel) ÖM
	Fusson végig
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] az összes
		[image: 6. Összefüggőség]-úton, ill.
		[image: 6. Összefüggőség]-vágáson. Bizonyítsuk be, hogy ekkor
		
[image: 6. Összefüggőség]


	72. feladat (Minimális út–maximális-potenciál tétel)  ÖM
	Egy
		[image: 6. Összefüggőség] potenciál olyan
		[image: 6. Összefüggőség]-n értelmezett függvény, mely eleget tesz a
következő feltételnek
([image: 6. Összefüggőség])
		[image: 6. Összefüggőség],
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség].
Egy
		[image: 6. Összefüggőség] út „hosszát”,
		[image: 6. Összefüggőség]-t a következőképpen definiáljuk:
		[image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 6. Összefüggőség]


	73. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-folyam és
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-vágás. Mutassuk meg, hogy
		
[image: 6. Összefüggőség]


	74. feladat (Maximális folyam–minimális vágás tétel) ÖM
	 Mutassuk meg, hogy az
		[image: 6. Összefüggőség]-t kielégítő
		[image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyamok maximális értéke
		
[image: 6. Összefüggőség]


		ahol
		[image: 6. Összefüggőség] végigfut az összes
		[image: 6. Összefüggőség]-vágáson.

	75*. feladat ÖM
	Az előző megoldás egy maximális
		[image: 6. Összefüggőség]-folyam előállítására a következő algoritmust
sugallja.
Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] egy
		[image: 6. Összefüggőség]-folyam és
		[image: 6. Összefüggőség] egy (irányítatlan)
		[image: 6. Összefüggőség]-út. Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] a
		[image: 6. Összefüggőség] éleinek halmaza, melyek rendre
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] felé mutatnak. Tegyük fel, hogy
		[image: 6. Összefüggőség]-ra
		[image: 6. Összefüggőség] minden
		[image: 6. Összefüggőség] esetén és
		[image: 6. Összefüggőség] minden
		[image: 6. Összefüggőség] esetén (ha nem létezik ilyen
		[image: 6. Összefüggőség] út, akkor tudjuk, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] optimális). Legyen
		
[image: 6. Összefüggőség]


		Növeljük
		[image: 6. Összefüggőség] értékét
		[image: 6. Összefüggőség]-nal minden
		[image: 6. Összefüggőség]-n, és csökkentsük
		[image: 6. Összefüggőség]-nal minden
		[image: 6. Összefüggőség]-n; az így kapott új folyam legyen
		[image: 6. Összefüggőség]. Lássuk be a következő állításokat:
(a) A fenti eljárás akár végtelen sokszori ismétlésével sem
		feltétlenül konvergálnak a kapott folyam-értékek egy maximális
		folyam értékeihez.
(b) Ha
		[image: 6. Összefüggőség]-t mindig egy lehető legrövidebb útnak választjuk,
akkor a fenti eljárás ismételgetése során
		[image: 6. Összefüggőség] hossza nem csökken.
(c) Ha
		[image: 6. Összefüggőség] mindig legrövidebb út, akkor legfeljebb
		[image: 6. Összefüggőség] lépésben ([image: 6. Összefüggőség]) optimális folyamot kapunk.

	76. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy elő van írva egy
		[image: 6. Összefüggőség] érték minden
		[image: 6. Összefüggőség] pontra, és egy
		[image: 6. Összefüggőség] érték minden
		[image: 6. Összefüggőség] élre. Milyen feltételek mellett létezik olyan
		[image: 6. Összefüggőség] függvény, melyre
		
[image: 6. Összefüggőség]


		minden
		[image: 6. Összefüggőség] élre, és
		
[image: 6. Összefüggőség]


		minden
		[image: 6. Összefüggőség] csúcsra?

	77. feladat ÖM
	(a) Tételezzük fel, hogy a
		[image: 6. Összefüggőség] kapacitások egészek. Mutassuk meg, hogy létezik
csak egész értékeket felvevő maximális értékű
		[image: 6. Összefüggőség]-folyam.
(b) Mutassuk meg, hogy a Maximális Folyam–Minimális Vágás
		tétel következménye a Menger tétel (6.39) irányított élidegen
		utakra vonatkozó változatának.

	78. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 6. Összefüggőség] olyan
		[image: 6. Összefüggőség]-folyam, mely minden élen egész, és legyenek
		[image: 6. Összefüggőség] olyan pozitív egész számok, melyekre
		[image: 6. Összefüggőség]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 6. Összefüggőség] olyan
		[image: 6. Összefüggőség] minden élen egész
		[image: 6. Összefüggőség]-folyamok összege, melyek értékei rendre
		[image: 6. Összefüggőség].





[2] Ha
		[image: 6. Összefüggőség]-nek csak egy szomszédja van,
		[image: 6. Összefüggőség] és
		[image: 6. Összefüggőség] lehet azonos; de ez az eset triviális.



7. fejezet - 
        7. Gráfok faktorai




        Ötlettár
        Megoldások
      
Ennek a fejezetnek az alapkérdése az, hogy egy adott gráfnak
létezik-e olyan részgráfja, melynek fokszámai bizonyos előírásoknak
tesznek eleget. A kérdéskör egy jellegzetes példája az 1-faktor
(teljes párosítás) létezésének problémája; ennek megoldása (a
Kőnig–Hall tétel páros gráfokra és Tutte tétele az általános
esetben) olyan kiemelkedő eredmény, mely ezt területet a
gráfelmélet talán legfejlettebb területévé tette.
A létezés kérdése mellett fontos az összes faktor
struktúrájának leírása is. Ezzel csak érintőlegesen
foglalkozunk.
Egy érdekes és természetes kérdés, melyet a faktorizáció
elméletének segítségével kezelhetünk, a fokszámsorozatok
realizációjának kérdése: egész számok egy adott sorozata lehet-e
egy gráf (irányított gráf, egyszerű gráf) fokszámainak sorozata? Ez
a probléma visszavezethető a teljes gráf faktorizációs problémáira,
melyekre a válasz egyszerűbb, mint az általános esetben.
A faktorizációs problémák az egészértékű programozási
problémák egy olyan osztályát alkotják, melyre kielégítő megoldás
létezik. A két terület közötti megfelelés alapötletét majd a 
13-ik fejezetben 
adjuk meg, a hipergráfok általános esetére. A
részleteket azonban ebben a könyvben nem tudjuk tárgyalni.
	1. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] izolált pontot nem tartalmazó gráf. Ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai].

	2. feladat ÖM
	 (Kőnig tétele) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf. Ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai], és
		[image: 7. Gráfok faktorai].

	3. feladat (Magyar módszer) ÖM
	Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, és legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy párosítása. Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai] az
		[image: 7. Gráfok faktorai] által le nem fedett pontok halmaza
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ban, illetve
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben. Hozzunk létre egy maximális (nem bővíthető)
		[image: 7. Gráfok faktorai] erdőt a következő tulajdonságokkal:
([image: 7. Gráfok faktorai]) az
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontjának fokszáma 2, és az
		[image: 7. Gráfok faktorai]-hez illeszkedő élek egyike
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli;
([image: 7. Gráfok faktorai])
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden komponense tartalmaz
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontot.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] akkor és csak akkor legnagyobb párosítás, ha egyetlen
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli pont sem szomszédos
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponttal. Vezessük le ebből Kőnig tételét
		(7.2). Használjuk fel ezt az eredményt egy olyan algoritmust
		tervezéséhez, mely egy adott páros gráfban megkeresi a legnagyobb
		párosítást.

	4. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] partícióval. Tegyük fel, hogy minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponttal szomszédos. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan párosítása, mely az összes
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontot összepárosítja (bizonyos)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontokkal. Adjunk különböző bizonyításokat,
		melyek használják, illetve nem használják Kőnig tételét.
(b) Mikor van egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráfban 1-faktor?

	5. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, és
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	6. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, és legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] olyan adott egész, melyre
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(*)





		minden
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén fennáll. Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai] két olyan halmaz, mely egyenlőséggel elégíti ki ([image: 7. Gráfok faktorai])-et és tegyük fel, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] szintén egyenlőséget ad ([image: 7. Gráfok faktorai])-ra.
(b) Mutassuk meg, hogy az (a) szerint definiált
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] részgráf, melyre
(1)
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén,
(2)
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén.

	7. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy bármely páros
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfra, adott
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, a következő három állítás
ekvivalens:
(i)
		[image: 7. Gráfok faktorai] összefüggő és
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden élét tartalmazza egy 1-faktor,
(ii)
		[image: 7. Gráfok faktorai] nem
		[image: 7. Gráfok faktorai] és minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor,
(iii)
		[image: 7. Gráfok faktorai] nem
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai] és minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén,
		[image: 7. Gráfok faktorai].
(Az ilyen gráfot elemi páros gráfnak nevezzük.)

	8. feladat (Elemi páros gráfok fül-felbontása) ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf akkor és csak akkor elemi, ha felírható
a következő alakban:
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


		ahol
		[image: 7. Gráfok faktorai] két csúcsból és az őket összekötő élből áll, és
		[image: 7. Gráfok faktorai] olyan páratlan út, mely
		[image: 7. Gráfok faktorai] két különböző szín-osztálybeli pontját köti össze
és nincs más közös pontja
		[image: 7. Gráfok faktorai]-vel.

	9. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-től különböző elemi páros gráf és tegyük fel,
hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] bármely élét elhagyva már nem marad elemi.
Mutassuk meg, hogy van másodfokú pontja. Igaz-e, hogy minden élének
van másodfokú végpontja?

	10. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf
		[image: 7. Gráfok faktorai] maximális fokszámmal
		[image: 7. Gráfok faktorai] párosítás uniója (azaz kromatikus indexe
		[image: 7. Gráfok faktorai]).[3]

	11. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] tetszőleges páros gráf és legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai] olyan él-diszjunkt feszítő részgráf,
		[image: 7. Gráfok faktorai], uniója, hogy
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	12. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf, melynek minimális fokszáma
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai] előállítható
		[image: 7. Gráfok faktorai] diszjunkt él-lefedés uniójaként.

	13. feladat ÖM
	 Határozzuk meg azt a legkisebb
		[image: 7. Gráfok faktorai] számot, melyre minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráfban van olyan 1-faktor, melynek minden
éléhez van vele párhuzamos
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli él.

	14. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris páros gráf ([image: 7. Gráfok faktorai]) az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, ahol
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Tegyük fel, hogy nem minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-re illeszkedő él párhuzamos. Egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] pont a következők szerint mozog
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben és közben transzformálja a gráfot:
(1)
		[image: 7. Gráfok faktorai] az
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ből indul és tetszőleges
		[image: 7. Gráfok faktorai] mentén
		[image: 7. Gráfok faktorai]-be mozdul, majd elvesszük ezt az élt.
(2) Ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van, ahova éppen
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ből érkezett, akkor az első olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontba mozdul el, melyre
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai] szomszédos
		[image: 7. Gráfok faktorai]-vel, majd egy újabb
		[image: 7. Gráfok faktorai] élt adunk G-hez. ([image: 7. Gráfok faktorai]-ben lehetnek többszörös élek, és így lehet, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] még mindig szomszédos
		[image: 7. Gráfok faktorai]-vel, noha egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-élt eltávolítottunk.)
(3) Ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] az
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van, ahova
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ből érkezett, akkor az első[image: 7. Gráfok faktorai]-vel szomszédos
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontba mozdul el, majd egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-élt elveszünk.
Bizonyítsuk be, hogy véges időn belül az eljárás befejeződik úgy, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai] párhuzamos éllel van összekötve valamely
		[image: 7. Gráfok faktorai]-vel (és más ponttal nem). Használjuk ezt az
eljárást 1-faktor előállítására.

	15. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy az egyszerű páros
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban (az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel) van 1-faktor, és minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszáma legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		1-faktor van.
(b) Egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú és
		[image: 7. Gráfok faktorai] élű elemi páros gráfban legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		1-faktor van.

	16. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, és
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-n értelmezett egész értékű függvény. Mutassuk
meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben akkor és csak akkor van
		[image: 7. Gráfok faktorai]-faktor, ha
(i)
		[image: 7. Gráfok faktorai]
és
(ii)
		[image: 7. Gráfok faktorai]
minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén (itt
		[image: 7. Gráfok faktorai] az
		[image: 7. Gráfok faktorai]-et
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nal összekötő élek száma).

	17. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú és
		[image: 7. Gráfok faktorai] élű páros gráf, melynek maximális fokszáma
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] beágyazható feszített részgráfként egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú páros gráfba, de kevesebb pontúba
nem.

	18. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egyszerű páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel, melyre
		[image: 7. Gráfok faktorai], és a maximális fokszám
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] beágyazható egy azonos
		[image: 7. Gráfok faktorai] ponthalmazú,
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszámú egyszerű reguláris páros gráfba.

	19. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy nemnegatív ([image: 7. Gráfok faktorai])-es mátrix, melynek minden sor- és oszlopösszeg 1
		(az ilyen mátrixot duplán sztochasztikusnak nevezzük). Bizonyítsuk
		be, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai], azaz
		[image: 7. Gráfok faktorai] determinánsának van nem-nulla kifejtési tagja.

	20. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egyszerű páros gráf az
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-színezéssel,
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] akkor és csak akkor, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai], és tegyük fel, hogy a nem-nulla
		[image: 7. Gráfok faktorai]-k algebrailag független transzcendens számok.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben akkor és csak akkor van 1-faktor, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai].
(b) Ebből az észrevételből bizonyítsuk be a Kőnig–Hall
		feltételt (7.4a) 1-faktor létezésére páros 
		gráfban.

	21. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] összefüggő
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú gráf és
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Tekintsük az összes olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] vektort, melyre
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(*)





		minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pont esetén. Mi az általuk kifeszített tér dimenziója?

	
	
              
	* * *



            

	22. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egyszerű
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú gráf, melynek minden fokszáma legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor.

	23. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy párosítása. Ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van olyan maximális élszámú párosítás, mely
lefedi az összes
		[image: 7. Gráfok faktorai] által lefedett pontot.

	24. feladat ÖM
	 (a) Konstruáljunk olyan gráfot, melyben
egyetlenegy 1-faktor van, és minden fokszáma legalább
		[image: 7. Gráfok faktorai].
(b) Bizonyítsuk be, hogy ha egy gráfban egyetlenegy 1-faktor
		van, akkor van benne elvágóél.
(c) Ha egy egyszerű
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban egyetlenegy 1-faktor van, akkor
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	25. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] izolált pontot nem tartalmazó gráf, melynek maximális fokszáma
		[image: 7. Gráfok faktorai], akkor
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	26*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] olyan összefüggő gráf, melyben minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-re,
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] faktor-kritikus.

	27*. feladat ÖM
	(a) (Berge Formulája) Mutassuk meg, hogy bármely
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfra a
		[image: 7. Gráfok faktorai] mennyiség (a párosítatlan csúcsok minimális száma)
következőképpen adható meg:
		
[image: 7. Gráfok faktorai]

(b) (Tutte tétele) Egy gráfban akkor és csak akkor van
		1-faktor, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén.

	28. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] olyan egyszerű gráf, melyre
  (i)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor, de
  (ii) ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] bármely két nem szomszédos pontját éllel
		összekötjük, akkor a kapott gráfban van 1-faktor.
Mutassuk meg (Tutte tételének felhasználása nélkül), hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] a következő struktúrájú: van egy minden más
		ponttal összekötött
		[image: 7. Gráfok faktorai] ponthalmaza, és a maradék pontok diszjunkt teljes
		gráfokat feszítenek ki.
(b) Adjunk új, (a)-n alapuló bizonyítást Tutte tételére
		(7.27b).

	29. feladat ÖM
	 (a) (Petersen tétele) Minden 2-szeresen összefüggő
		3-reguláris gráfban van 1-faktor.
(b) Konstruáljunk olyan egyszerű 3-reguláris gráfot, melyben
		nincs 1-faktor.

	30. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-szeresen élösszefüggő,
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris, páros pontszámú gráf. Hagyjunk el
		[image: 7. Gráfok faktorai] élt
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ből. Mutassuk meg, hogy a megmaradó
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban van 1-faktor.

	31. feladat (Faktor-kritikus gráfok fül-felbontása)  ÖM
	Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy egynél több pontú faktor-kritikus gráf.
Bizonyítsuk be, hogy kifejezhető a következő formában:
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


		ahol
		[image: 7. Gráfok faktorai] páratlan hosszú kör és
		[image: 7. Gráfok faktorai] vagy olyan páratlan út, melynek mindkét végpontja
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli, de belső pontja nincs
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben, vagy olyan páratlan kör, melynek pontosan
egy közös pontja van
		[image: 7. Gráfok faktorai]-vel ([image: 7. Gráfok faktorai]).

	32*. feladat (Gallai–Edmonds Struktúratétel) ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] tetszőleges gráf. Jelölje
		[image: 7. Gráfok faktorai] azon pontok halmazát, melyeket legalább egy
maximális párosítás nem fed le. Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] szomszédainak halmaza és
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Bizonyítsuk be, hogy:
(a)
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontját elhagyva a
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai] nem változnak.
(b) A
		[image: 7. Gráfok faktorai] által feszített gráf minden komponense faktor-kritikus. A
		[image: 7. Gráfok faktorai] által feszített gráfban van 1-faktor.
(c) Ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] tetszőleges maximális párosítás, akkor
		[image: 7. Gráfok faktorai] tartalmazza a
		[image: 7. Gráfok faktorai] által feszített gráf minden komponensének egy
maximális párosítását és a
		[image: 7. Gráfok faktorai] által feszített gráf egy 1-faktorát.
(d)
		[image: 7. Gráfok faktorai].
(e) Tutte tétele ebből következik.
(f) Határozzuk meg az
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai] halmazokat a 4. ábrán látható gráfra.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    4. ábra.
				




	33. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy párosítása és
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] hosszú kör, mely
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ből
		[image: 7. Gráfok faktorai] élt tartalmaz, de nem érint más
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli élt. Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] összehúzásával kapott gráf és
		[image: 7. Gráfok faktorai]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai] akkor és csak akkor maximális párosítása
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] maximális párosítása
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek.

	34*. feladat (Edmonds Párosítási Algoritmusa)  ÖM
	(a) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] tetszőleges gráf,
		[image: 7. Gráfok faktorai] a
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy párosítása és tekintsünk egy maximális
		[image: 7. Gráfok faktorai] erdőt a következő tulajdonságokkal:
([image: 7. Gráfok faktorai])
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden komponense pontosan egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] által le nem fedett pontot tartalmaz, ezt
		gyökérnek nevezzük.
([image: 7. Gráfok faktorai]) Belső pontnak nevezve
		[image: 7. Gráfok faktorai] azon pontjait, melyek egy gyökértől páratlan
		távolságra vannak, és külső pontnak minden más pontot (a gyökeret
		is beleértve), minden belső pont fokszáma 2, és a vele szomszédos
		élek egyike
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli (5. ábra).
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    5. ábra.
				



Mutassuk meg, hogy ha két különböző komponensbeli külső pont
		szomszédos, akkor
		[image: 7. Gráfok faktorai] nem maximális párosítás. Tervezzünk olyan
		algoritmust, mely ezen észrevétel és az előző feladat alapján talál
		maximális párosítást.
(b) Teszteljük az algoritmusunkat a 4. ábra gráfján.

	35. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy a
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráf bármely két páratlan hosszúságú köre vagy
metszi egymást, vagy él köti össze őket. Mutassuk meg, hogy ekkor
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor.

	36. feladat ÖM
	 (a) Ha a
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban nincs 1-faktor, akkor van olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontja, hogy minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-re illeszkedő él szerepel valamely maximális
párosításban.
(b)* Ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] olyan 2-szeresen összefüggő gráf, melyben van
		1-faktor, akkor van olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontja, hogy minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-re illeszkedő él szerepel valamely
1-faktorban.

	37. feladat ÖM
	 A
		[image: 7. Gráfok faktorai]-beli 2-párosítások maximális mérete
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	38*. feladat ÖM
	Minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban van olyan maximális párosítás, melyet egy
		maximális 2-párosítás tartalmaz.

	
	
              
	* * *



            

	39. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] összefüggő
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris gráf páros sok éllel. Bizonyítsuk be,
hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van
		[image: 7. Gráfok faktorai]-faktor.

	40. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris gráf
		[image: 7. Gráfok faktorai]
		2-faktor uniója.

	41. feladat ÖM
	 Mely összefüggő
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfoknak van olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] feszítő részgráfjuk, hogy minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] csúcsra
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	42. feladat ÖM
	 (a) Mely összefüggő gráfokban van páratlan
		fokszámú feszítő részgráf?
(b) Minden olyan 2-szeresen élösszefüggő
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfban, melynek minden fokszáma legalább 3, van
		olyan feszítő részgráf, melyben minden fokszám pozitív és
		páros.

	43*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] tetszőleges gráf és rendeljünk egy nemnegatív
egész
		[image: 7. Gráfok faktorai] számot
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontjához. Konstruáljunk egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráfot, melyben akkor és csak akkor van 1-faktor,
		ha
(a)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van teljes
		[image: 7. Gráfok faktorai]-párosítás,
(b)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-ben van
		[image: 7. Gráfok faktorai]-faktor.

	44. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] irányított gráf minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontjához hozzárendelünk egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] nemnegatív egész számpárt. Mikor lesz
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek olyan feszítő részgráfja, melynek befoka
		[image: 7. Gráfok faktorai] és kifoka
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontban?

	45. feladat ÖM
	 Egy adott
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráf éleit mikor tudjuk úgy irányítani, hogy minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pont kifoka egyenlő legyen egy előírt
		[image: 7. Gráfok faktorai] számmal?

	46. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy kört tartalmazó összefüggő gráf. Hozzárendelünk egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] számot a
		[image: 7. Gráfok faktorai] minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontjához. Mutassuk meg, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] feszítő részgráfja, melynek fokszáma minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontban különbözik
		[image: 7. Gráfok faktorai]-től.
(b) Legyen
		[image: 7. Gráfok faktorai] egy fa, és rendeljünk hozzá egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] számot minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontjához. Mutassuk meg, hogy a következő
		állítások közül pontosan egy igaz:
(i)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan irányítása, melynek befoka
		[image: 7. Gráfok faktorai];
(ii)
		[image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan feszítő részgráfja, melynek
fokszáma minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontban különbözik
		[image: 7. Gráfok faktorai]-től.

	
	
              
	* * *



            

	47. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] egészek. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor
létezik egy fa
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszám-sorozattal, ha
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	48. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] egészek. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor
		lehet ez egy hurokmentes gráf fokszám-sorozata, ha
(1)
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros, és
(2)
		[image: 7. Gráfok faktorai].

	49. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] egészek. Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor létezik
		[image: 7. Gráfok faktorai] pontú hurokmentes egyszerű irányított gráf, melyben
		[image: 7. Gráfok faktorai],
		[image: 7. Gráfok faktorai], ha
(1)
		[image: 7. Gráfok faktorai], és
(2)
		[image: 7. Gráfok faktorai]
([image: 7. Gráfok faktorai]).
Egyszerűsítsük a feltételt, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] és
		[image: 7. Gráfok faktorai].

	50. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor létezik egyszerű gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszámokkal, ha létezik egyszerű gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszámokkal, ahol
		
[image: 7. Gráfok faktorai]


	51. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy
		[image: 7. Gráfok faktorai]
([image: 7. Gráfok faktorai]) és
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros. Tegyük fel, hogy létezik olyan
		[image: 7. Gráfok faktorai] hurokmentes egyszerű irányított gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] ponthalmazon, melyre
		[image: 7. Gráfok faktorai]
([image: 7. Gráfok faktorai]). Ekkor létezik egy egyszerű (irányítatlan)
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] ponthalmazon, melyre
		[image: 7. Gráfok faktorai]
([image: 7. Gráfok faktorai]).
(b) Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] egészek. Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak akkor
létezik egyszerű gráf a
		[image: 7. Gráfok faktorai] fokszámokkal, ha
(1)
		[image: 7. Gráfok faktorai] páros és
(2)
		[image: 7. Gráfok faktorai]
minden
		[image: 7. Gráfok faktorai] esetén.

	52. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] egészek. Mutassuk meg, hogy akkor és csak akkor
		lehetnek egyszerű összefüggő gráf fokszámai, ha
(1) kielégítik a 7.51b feltételeit, továbbá
(2)
		[image: 7. Gráfok faktorai], és
(3)
		[image: 7. Gráfok faktorai].

	53*. feladat ÖM
	Legyenek
		[image: 7. Gráfok faktorai] adott egészek. Bizonyítsuk be, hogy akkor és csak
akkor lehetnek egyszerű, 1-faktort tartalmazó gráf fokszámai, ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] is és
		[image: 7. Gráfok faktorai] is fokszámai valamely egyszerű gráfnak.





[3] Az általános esetben, egy
		[image: 7. Gráfok faktorai] gráf kromatikus indexe legfeljebb
		[image: 7. Gráfok faktorai] [Shannon] és
		[image: 7. Gráfok faktorai], ha
		[image: 7. Gráfok faktorai] egyszerű [Vizing], [lásd B].



8. fejezet - 
        8. Független ponthalmazok




        Ötlettár
        Megoldások
      
A független ponthalmazok fogalma analóg a független
élhalmazok fogalmával, sőt még egyszerűbbnek is tűnik. Ennek
ellenére sokkal nehezebben kezelhető és sokkal kevesebbet tudunk
róla. Nincs a Berge formulához hasonló „jó karakterizációja” a
független pontok maximális számának, sőt ilyen nem is várható, mert
a probléma NP-nehéz.
Ilyen problémák esetén hasznos megközelítési mód a kritikus
gráfok vizsgálata. Ez valóban sokkal gyümölcsözőbbnek bizonyult. Az
ilyen gráfok számos szép tulajdonsággal rendelkeznek, és a 8.25
feladat kiterjesztésével még valamilyen értelemben vett
klasszifikációjuk is lehetséges. Noha mindkét probléma NP-teljes, az
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfok struktúrája, úgy tűnik, sokkal
kötöttebb, mint a kromatikus-kritikus gráfoké, és a rájuk vonatkozó
eredmények is mélyebbek (lásd a 9. fejezetet).
A független ponthalmazokhoz kapcsolódik a gráfokon
értelmezett játékok vizsgálata, mely a játékelmélet egy nagyon
általános modelljére vezet. Az olvasónak ajánljuk a sakk, az amőba,
stb. játékok lefordítását irányított gráfokon értelmezett játékra
mint a 8.8 feladatban, és olyan játék-változatok tervezését,
melyekre ezen feladatok meglepő megoldásai alkalmazhatók (pl. olyan
sakk, melyben passzolni is lehet).
	1. feladat ÖM
	 Ha egy gráfban minden pont foka legfeljebb
		[image: 8. Független ponthalmazok], akkor
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


	2. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf pontjai lefedhetők nem több, mint
		[image: 8. Független ponthalmazok] pont-diszjunkt úttal.

	3. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf pontjai lefedhetők nem több, mint
		[image: 8. Független ponthalmazok] pont-diszjunkt körrel, éllel és ponttal.

	4*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] irányított gráf és
		[image: 8. Független ponthalmazok] a
		[image: 8. Független ponthalmazok] egy olyan részhalmaza, melyre vannak
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontjaiból induló diszjunkt (irányított)
		[image: 8. Független ponthalmazok]-t lefedő utak. Mutassuk meg, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-ből kiválasztható egy ugyanilyen tulajdonságú
		[image: 8. Független ponthalmazok] részhalmaz, melyre
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


	5. feladat ÖM
	 (a) Minden szimmetrikus irányított gráfnak van
		magja.
(b) Minden körmentes
		[image: 8. Független ponthalmazok] irányított gráfnak egyetlenegy magja van.
(c) Ha az irányított
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf minden irányított köre páros hosszúságú,
akkor
		[image: 8. Független ponthalmazok]-nek van magja.

	6. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 8. Független ponthalmazok] turnamentben van olyan pont, melyből minden más
pont elérhető legfeljebb 2 hosszúságú irányított úton.

	7. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 8. Független ponthalmazok] irányított gráf tartalmaz egy olyan
		[image: 8. Független ponthalmazok] független halmazt, melyre minden pont elérhető
		[image: 8. Független ponthalmazok]-ből legfeljebb 2 hosszúságú irányított
úton.

	8. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] irányított gráf. Az
		[image: 8. Független ponthalmazok] és
		[image: 8. Független ponthalmazok] játékos a következő játékot játssza. Kezdés
gyanánt
		[image: 8. Független ponthalmazok] elfoglal egy tetszőleges pontot. Ezután felváltva
foglalnak el olyan újabb pontokat; az elfoglalt pontnak különböznie
kell a már elfoglaltaktól, és elérhető kell, hogy legyen az
ellenfél legutóbb elfoglalt ponttól. Az a játékos veszít, aki
először nem tud elfoglalni pontot.
(a) Tegyük fel, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-ben nincsen irányított kör. Mutassuk meg, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-nak van nyerő stratégiája, és határozzuk meg azon
pontok halmazát, melyekből érdemes kezdenie.
(b) Most ejtsük el azt a feltevést, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok] irányított körmentes, de tegyük fel, hogy van egy
0 befokú
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontja (forrása). Mutassuk meg, hogy a kezdő
		[image: 8. Független ponthalmazok] játékosnak még mindig van nyerő
stratégiája.
(c) Most legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] tetszőleges irányított gráf. Mutassuk meg, hogy a
második játékosnak akkor és csak akkor van nyerő stratégiája, ha
		[image: 8. Független ponthalmazok] minden erős komponensén van nyerő
		stratégiája.

	9. feladat  (Folytatás)  ÖM
	Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] egy gráf (vagy ezzel ekvivalens módon egy
		szimmetrikus irányított gráf). Mutassuk meg, hogy a kezdő
		játékosnak akkor és csak akkor van nyerő stratégiája, ha
		[image: 8. Független ponthalmazok]-ben van 1-faktor.

	
	
              
	* * *



            

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] maximális független halmazok egy
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráfban. Mutassuk meg, hogy
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


	11. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 8. Független ponthalmazok] a
		[image: 8. Független ponthalmazok] maximális független halmazai, és legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] tetszőleges független halmaz. Legyen
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


		Ekkor
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


	12. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] egy izolált pontot nem tartalmazó
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf. Ekkor minden
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontot tartalmaz legalább egy maximális független
		halmaz, de nem mindegyik. Ha
		[image: 8. Független ponthalmazok] és
		[image: 8. Független ponthalmazok] két pont, melyek nem alkotnak
		[image: 8. Független ponthalmazok]-ben komponenst, akkor van olyan maximális
		független halmaz, mely pontosan egyiküket tartalmazza. Ha
		[image: 8. Független ponthalmazok] és
		[image: 8. Független ponthalmazok] szomszédosak, akkor van egy másik maximális
		független halmaz, melybe egyiküket sem tartalmazza.

	13. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf minden pontját egy teljes gráffal
helyettesítve ismét
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfot kapunk.

	14. feladat ÖM
	 Minden gráf valamely
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf feszített részgráfja.

	15. feladat ÖM
	 (a) Keressünk végtelen sok összefüggő
		[image: 8. Független ponthalmazok]-reguláris
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfot ([image: 8. Független ponthalmazok]).
(b) Mely szabályos testek
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikusak?

	16. feladat ÖM
	 Mely páros gráfok
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikusak?

	17*. feladat ÖM
	Egy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf bármely két szomszédos élét
tartalmazza egy átlómentes páratlan kör.

	18. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfnak nincsen teljes gráfot kifeszítő
elvágó ponthalmaza (speciálisan nincsen elvágópontja).

	19*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] és
		[image: 8. Független ponthalmazok] összefüggő,
		[image: 8. Független ponthalmazok]-től különböző
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfok. Osszuk fel a
		[image: 8. Független ponthalmazok] valamely
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontját az
		[image: 8. Független ponthalmazok] és
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontokra, hagyjuk el a
		[image: 8. Független ponthalmazok] egy
		[image: 8. Független ponthalmazok] élét, és azonosítsuk
		[image: 8. Független ponthalmazok]-t
		[image: 8. Független ponthalmazok]-vel. (Így például két háromszögből egy ötszög
lesz.) Mutassuk meg, hogy a kapott gráf
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus.
(b) Mutassuk meg továbbá, hogy minden összefüggő, de nem
		3-szorosan összefüggő
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf előállítható így.

	20. feladat ÖM
	 Egy izolált pontot nem tartalmazó
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráfnak legalább
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontja van.

	21. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfban minden független
		[image: 8. Független ponthalmazok] ponthalmazra
		[image: 8. Független ponthalmazok].

	22. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] az
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf független ponthalmaza és
		[image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor
		
[image: 8. Független ponthalmazok]


	23. feladat ÖM
	 (a) Egy izolált pontot nem tartalmazó
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontú
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf maximális fokszáma legfeljebb
		[image: 8. Független ponthalmazok].
(b) Egy
		[image: 8. Független ponthalmazok] pontú
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráf éleinek száma legfeljebb
		[image: 8. Független ponthalmazok].

	24*. feladat ÖM
	Mely
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráfok regulárisak
		[image: 8. Független ponthalmazok] fokszámmal?

	25. feladat ÖM
	Jellemezzük az összefüggő
		[image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus
		[image: 8. Független ponthalmazok] gráfokat, melyekre
		[image: 8. Független ponthalmazok] illetve
		[image: 8. Független ponthalmazok].

	26. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok] minden
		[image: 8. Független ponthalmazok],
		[image: 8. Független ponthalmazok] esetén és
		[image: 8. Független ponthalmazok]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 8. Független ponthalmazok] egy páratlan kör.

	27. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 8. Független ponthalmazok] olyan gráf, melyre
		[image: 8. Független ponthalmazok] minden
		[image: 8. Független ponthalmazok],
		[image: 8. Független ponthalmazok],
		[image: 8. Független ponthalmazok] esetén. Mutassuk meg, hogy vagy
		[image: 8. Független ponthalmazok], vagy
		[image: 8. Független ponthalmazok].




9. fejezet - 
        9. Kromatikus szám




        Ötlettár
        Megoldások
      
A kromatikus szám a leghíresebb grafikus invariáns; hírnevét
elsősorban a Négyszíntételnek köszönheti, mely azt állítja, hogy
minden síkbarajzolható gráf 4-színezhető. Ez egy évszázadon át a
kombinatorika legnagyobb kihívást jelentő problémája volt, és több
eredményt inspirált a területen, mint bármely más probléma. A
Négyszíntételnek egy számítógéppel támogatott bizonyítását adta
Appel és Haken 1976-ban. Annak ellenére, hogy ma már a kromatikus
szám több más ok miatt is érdeklődésre tart számot, mely okok közül
sok alkalmazott matematikai területről, pl. az operációkutatásból
származik, a négyszíntétel egy egyszerű bizonyításának reménye még
mindig fontos mozgatóereje a kutatásoknak.
Népszerűsége ellenére a kromatikus számról elég keveset
tudunk. Nehezen számolható; nincs a
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráfoknak jó karakterizációja a
triviális
		[image: 9. Kromatikus szám] eset kivételével (vö. a 9.6, 
		9.9, 
		9.11, 
		9.15 és
		9.16 
		feladatokban adott nem triviális, de „nem-jó”
		karakterizációkkal); és a kritikusan kromatikus gráfok
		tulajdonságai sokkal gyengébbek az
		[image: 9. Kromatikus szám]-kritikus gráfokénál. A legnehezebb bizonyítások
		gyakran ellenpéldák konstrukciójából állnak.
A fejezetben megpróbálunk bemutatni a területen eddig
		kialakult néhány fontos ötletet. Mindeddig ezek egyike sem vezetett
		a kromatikus szám egy kielégítő elméletéhez (speciálisan, egyik sem
		vezetett a négyszíntétel számítógépmentes bizonyításához), de
		részévé válhatnak egy fejlettebb elméletnek. A főbb ötletek a
		következők: kis fokszámú gráfok kromatikus száma is kicsi; a páros
		gráfokra az 5. fejezetben 
		alkalmazott „potenciál” általánosítására
		vonatkozó próbálkozások, kritikus és telített gráfok vizsgálata,
		perfekt gráfok, kromatikus polinomok és egyéb algebrai
		megközelítések, Kempe láncolás.
	1. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf minden pontjának foka legfeljebb
		[image: 9. Kromatikus szám], akkor
		[image: 9. Kromatikus szám].

	2. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, hogy bármely
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfra található olyan
		[image: 9. Kromatikus szám]
([image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám]) partíció, melyre
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		Továbbá ha
		[image: 9. Kromatikus szám] nem teljes, akkor található egy olyan
		[image: 9. Kromatikus szám] partíció, melyre
		
[image: 9. Kromatikus szám]


	3. feladat ÖM
	 Igazoljuk a
		[image: 9. Kromatikus szám] egyenlőtlenséget.

	4. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek van olyan (jó) színezése, melyben minden szín
legalább kétszer előfordul. Mutassuk meg, hogy ekkor
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek van ilyen színezése
		[image: 9. Kromatikus szám] színnel.

	5. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek van olyan
		[image: 9. Kromatikus szám] partíciója, melyben minden
		[image: 9. Kromatikus szám]-hoz létezik olyan
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám], melyek nem szomszédosak. Ekkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]

(b) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] egy
		[image: 9. Kromatikus szám] pontú egyszerű gráf. Ekkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]


	6. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf kromatikus száma egyenlő azzal a legkisebb
		[image: 9. Kromatikus szám] számmal, melyre
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		([image: 9. Kromatikus szám] a
		[image: 9. Kromatikus szám] és a teljes
		[image: 9. Kromatikus szám]-szög Descartes szorzata).

	7. feladat ÖM
	 (a)
		[image: 9. Kromatikus szám].
(b)
		[image: 9. Kromatikus szám].
(c)
		[image: 9. Kromatikus szám].
(d)* Mutassuk meg, hogy ha
		[image: 9. Kromatikus szám] összefüggő és
		[image: 9. Kromatikus szám], akkor
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek egyértelmű az
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezése (a színek permutációjának
erejéig).
(e) Hány
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezése lehet egy gráfnak?

	8. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] a pontok halmaza. Ha
		[image: 9. Kromatikus szám], akkor
		[image: 9. Kromatikus szám] bármely színezése
		[image: 9. Kromatikus szám] egy partícióját indukálja. Ágyazzuk
		[image: 9. Kromatikus szám]-et valamely
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfba úgy, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek a
		[image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése ([image: 9. Kromatikus szám]) által indukált partíciói
(a) az
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek csak 1 elemű osztályokba való partícionálása
(ennek persze csak az
		[image: 9. Kromatikus szám] esetben van értelme);
(b) az előző kivételével az összes partíció;
(c) csak az
		[image: 9. Kromatikus szám] partíció;
(d) az előző kivételével az összes partíció;
(e)* partíciók egy
		[image: 9. Kromatikus szám] halmaza.

	
	
              
	* * *



            

	9. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 9. Kromatikus szám] irányított gráfban nincsen
		[image: 9. Kromatikus szám] hosszú út, akkor
		[image: 9. Kromatikus szám].

	10. feladat ÖM
	 Milyen esetben színezhetjük egy
		[image: 9. Kromatikus szám] irányított gráf színeit tetszőleges 1, 2,
… számú színnel úgy, hogy minden él
		[image: 9. Kromatikus szám] színű pontot
		[image: 9. Kromatikus szám] színű ponttal köt össze ([image: 9. Kromatikus szám])?

	11*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] akkor és csak akkor
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, ha irányítható oly módon, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] bármely
		[image: 9. Kromatikus szám] körén bármely körüljárási irányba
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek legalább
		[image: 9. Kromatikus szám] éle mutasson.

	
	
              
	* * *



            

	12. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] összefüggő gráf és tegyük fel, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontjához hozzárendeljük színek egy
		[image: 9. Kromatikus szám] halmazát. Tegyük fel, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] minden
		[image: 9. Kromatikus szám]-re és legalább egy
		[image: 9. Kromatikus szám]-ra az egyenlőtlenség szigorúan teljesül. Ekkor
létezik a
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek egy (jó) színezése, mely minden pontban az
előírt színek közül használ egyet.
(b) Tegyük fel ismét, hogy a
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontjához hozzárendeltünk egy
		[image: 9. Kromatikus szám] szín-halmazt, de most legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] minden pontra és
		[image: 9. Kromatikus szám] valamely
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] esetén. Továbbá tegyük fel, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]
		2-szeresen összefüggő. Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek van (jó) színezése, mely minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontra annak színezéséhez
		[image: 9. Kromatikus szám] egyik színét használja. (Felhívjuk a figyelmet
		arra a fontos speciális esetre, amikor
		[image: 9. Kromatikus szám] kör; vö. 9.8d megoldásával.)

	13*. feladat (Brooks tétele) ÖM
	(a) Mutassuk meg, hogy ha
		[image: 9. Kromatikus szám] minden pontjának fokszáma legfeljebb
		[image: 9. Kromatikus szám]
		([image: 9. Kromatikus szám]) és
		[image: 9. Kromatikus szám]
		3-szorosan összefüggő, de nem teljes
		[image: 9. Kromatikus szám]-gráf, akkor
		[image: 9. Kromatikus szám]
(azaz ebben az esetben elhagyható az a feltétel,
hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] nem azonos minden pontra).
(b) Mutassuk meg, hogy a 3-szoros összefüggőség helyett
		elegendő az összefüggőséget feltenni.
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	14*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] végtelen[4]
		gráf, melynek minden véges részgráfja
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, de ha bármely két nem szomszédos
		pontját éllel összekötjük, akkor lesz olyan véges részgráfja, mely nem
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] partícionálható úgy, hogy két pont akkor és csak
		akkor szomszédos, ha különböző osztályba tartoznak.
(b) (Erdős–de Bruijn tétel) Tegyük fel, hogy egy végtelen
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf minden véges részgráfja
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Bizonyítsuk be, hogy ekkor
		[image: 9. Kromatikus szám] maga is
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető.
(c) Minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontra legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] az
		[image: 9. Kromatikus szám] pontok diszkrét topologikus terének egy példánya.
Ekkor
		[image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám] színnel való színezéseit tekinthetjük úgy, mint a
		[image: 9. Kromatikus szám] topologikus szorzat-tér pontjait. Bizonyítsuk be,
hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] érvényes színezései zárt részhalmazt alkotnak.
Adjunk ebből új bizonyítást az Erdős–de Bruijn tételre.

	15. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] egyszerű gráfok egy halmaza, mely eleget tesz a
		következő feltételeknek:
(i) Ha
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek van homomorfizmusa
		[image: 9. Kromatikus szám]-be, akkor
		[image: 9. Kromatikus szám].
(ii) Ha
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf és
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] olyanok, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] szomszédosak, de
		[image: 9. Kromatikus szám] egyikükkel sem szomszédos, és ha
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám], akkor
		[image: 9. Kromatikus szám].
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] az összes nem
		[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfból áll valamely
		[image: 9. Kromatikus szám]-ra.

	16*. feladat (Hajós konstrukció)  ÖM
	Tekintsük az egyszerű gráfokon értelmezett következő operációkat:
([image: 9. Kromatikus szám]) Új élek és/vagy pontok hozzávétele a gráfhoz,
([image: 9. Kromatikus szám]) Két nem szomszédos pont azonosítása (és az
		esetleg így keletkező él-többszöröződések eltörlése),
([image: 9. Kromatikus szám]) Két
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfra és
		[image: 9. Kromatikus szám]-ra
		[image: 9. Kromatikus szám]
([image: 9. Kromatikus szám]) elhagyása, egy új
		[image: 9. Kromatikus szám] él felvétele, majd
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] azonosítása.
Mutassuk meg, hogy ezen operációk nem-[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfokból nem-[image: 9. Kromatikus szám]-színezhetőket eredményeznek, és hogy minden nem-[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráf előáll ezen operációk
		ismétlésével a teljes
		[image: 9. Kromatikus szám]-szögből kiindulva (a 6. ábra mutatja, hogy hogyan
		jutunk el
		[image: 9. Kromatikus szám]-ből az 5-kerékbe).
[image: 9. Kromatikus szám]
                    6. ábra.
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	17. feladat ÖM
	 (a) Mely gráfok kritikusan 3-kromatikusak?
(b) Konstruáljunk kritikusan 4-kromatikus
		[image: 9. Kromatikus szám] pontú gráfokat, melyekben az élek száma legalább
		[image: 9. Kromatikus szám].
(c) Konstruáljunk kritikusan 6-kromatikus
		[image: 9. Kromatikus szám] pontú gráfokat, melyekben minden pont foka
legalább
		[image: 9. Kromatikus szám].

	18. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 9. Kromatikus szám]-kritikus
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontjához hozzárendelünk egy új
		[image: 9. Kromatikus szám] pontot, és összekötjük
		[image: 9. Kromatikus szám] minden
		[image: 9. Kromatikus szám]-beli szomszédjával. Veszünk még egy új
		[image: 9. Kromatikus szám] pontot, és összekötjük az
		[image: 9. Kromatikus szám] pontokkal ([image: 9. Kromatikus szám]). Mutassuk meg, hogy az eredményül kapott
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf
		[image: 9. Kromatikus szám]-kritikus
		[image: 9. Kromatikus szám]-gyel.

	19. feladat ÖM
	 (a) A 7. ábrán látható gráf feszített részgráfja-e
	valamely kritikusan 4-kromatikus gráfnak?
[image: 9. Kromatikus szám]
                    7. ábra.
				



(b) Egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf akkor és csak akkor részgráfja (vagy
		feszített részgráfja) egy kritikusan
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfnak, ha
		[image: 9. Kromatikus szám] minden
		[image: 9. Kromatikus szám] élre.

	20. feladat ÖM
	Ha felosztjuk egy kritikusan
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf egy pontját, a kapott
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf vagy
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus, vagy kritikusan
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus. Mely
		[image: 9. Kromatikus szám] értékek esetén eshet meg az utóbbi?

	21. feladat ÖM
	 Egy kritikusan
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráf legalább
		[image: 9. Kromatikus szám]-szorosan élösszefüggő.

	22. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 9. Kromatikus szám]-kritikus gráf 2-szeresen összefüggő. Ezek közül
melyek nem 3-szorosan összefüggőek?

	23. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy ha
		[image: 9. Kromatikus szám] egy
		[image: 9. Kromatikus szám]-kritikus gráf,
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] egy
		[image: 9. Kromatikus szám] elemszámú lefogó ponthalmaz, akkor
		[image: 9. Kromatikus szám] komponenseinek száma nem nagyobb
		[image: 9. Kromatikus szám] dolog legfeljebb
		[image: 9. Kromatikus szám] osztályba való sorolásainak
		[image: 9. Kromatikus szám] számánl. Mutassuk meg azt is, hogy ez a lehető legjobb.

	24. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] kritikusan
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráf. Bizonyítsuk be, hogy minden nem
		szomszédos pontpár összeköthető
		[image: 9. Kromatikus szám] él-diszjunkt húrmentes páros úttal.
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	25. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a következő gráfok kromatikus számát:
(a)
		[image: 9. Kromatikus szám] élgráfja,
(b) a komplementere,
(c) a
		[image: 9. Kromatikus szám] szimmetrikus irányított gráf élgráfja, melyet
		[image: 9. Kromatikus szám]-ből minden él két ellentétesen irányított éllel
		való helyettesítésével kapunk. (Felhasználhatjuk 
		13.21-et.)

	26. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] irányított gráf és
		[image: 9. Kromatikus szám] az élgráfja. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		Továbbá
		[image: 9. Kromatikus szám] éleit átirányíthatjuk úgy, hogy itt egyenlőség
teljesüljön.
(b)* Ha
		[image: 9. Kromatikus szám] szimmetrikus irányított gráf, akkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		(az élgráf szempontjából a szimmetrikus irányított gráf
nem azonosítható az irányítatlan gráffal!).

	27. feladat ÖM
	 (a) Konstruáljunk háromszögmentes
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráfot.
(b)* Konstruáljunk 3-, 4- és 5-hosszú körmentes
		[image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráfot.
(c) Konstruáljunk olyan gráfot, melyben nincsen
		[image: 9. Kromatikus szám]-nél rövidebb páratlan kör és melynek kromatikus
száma nagyobb
		[image: 9. Kromatikus szám]-nál[5].

	28. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 9. Kromatikus szám] zárt intervallumok egy egyenesen. Definiáljuk a
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfot az
		[image: 9. Kromatikus szám] halmazon úgy, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] akkor és csak akkor van összekötve, ha
		[image: 9. Kromatikus szám].
(a) Mutassuk meg, hogy a kapott
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfra
		[image: 9. Kromatikus szám].
(b) Mutassuk meg, hogy ezen gráf
		[image: 9. Kromatikus szám] komplementerére szintén
		[image: 9. Kromatikus szám].
(c) Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] minden háromnál hosszabb
		[image: 9. Kromatikus szám] körének van húrja.

	29. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] olyan gráf, melynek minden háromnál hosszabb
körének van húrja. Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] minden (tartalmazásra nézve) minimális
		[image: 9. Kromatikus szám] vágáshalmaza teljes gráfot indukál.
(b) Egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf akkor és csak akkor rendelkezik azzal a
tulajdonsággal, hogy minden háromnál hosszabb körének van húrja, ha
reprezentálható a következőképpen: Legyenek
		[image: 9. Kromatikus szám] a
		[image: 9. Kromatikus szám] fa részfái; legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] és akkor és csak akkor kössük össze
		[image: 9. Kromatikus szám]-t
		[image: 9. Kromatikus szám]-vel, ha
		[image: 9. Kromatikus szám].
(c) Ha
		[image: 9. Kromatikus szám]-nek nincsen háromnál hosszabb húrmentes köre,
akkor
		[image: 9. Kromatikus szám], és ugyanez igaz a
		[image: 9. Kromatikus szám] komplementerére is.

	30. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] páros gráf. Ekkor
		[image: 9. Kromatikus szám].

	31. feladat ÖM
	 Ha mind
		[image: 9. Kromatikus szám], mind
		[image: 9. Kromatikus szám] eleget tesz a
		[image: 9. Kromatikus szám] feltételnek, akkor eleget tesz a
		[image: 9. Kromatikus szám] erős szorzatuk is.

	32. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] parciálisan rendezett halmaz, és definiáljuk a
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfot
		[image: 9. Kromatikus szám]-n úgy, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] akkor és csak akkor van összekötve, ha
		[image: 9. Kromatikus szám] vagy
		[image: 9. Kromatikus szám].
(a) Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám].
(b) Bizonyítsuk be ugyanezt
		[image: 9. Kromatikus szám] komplementerére.

	33. feladat ÖM
	 Az előző feladatok közül melyek adnak perfekt
		gráfot?[6]

	34. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf akkor és csak akkor perfekt, ha minden
		[image: 9. Kromatikus szám] feszített részgráfja tartalmaz olyan független
halmazt, mely
		[image: 9. Kromatikus szám] minden maximális klikkét metszi.

	35*. feladat ÖM
	Mutassuk meg, hogy a
		[image: 9. Kromatikus szám] perfekt gráf minden
		[image: 9. Kromatikus szám] pontját egy
		[image: 9. Kromatikus szám] perfekt gráffal helyettesítve egy
		[image: 9. Kromatikus szám] perfekt gráfot kapunk.
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	36. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy egy
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf kromatikus polinomja a színek
		[image: 9. Kromatikus szám] számában polinom és határozzuk meg a fokát.

	37. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		ahol
		[image: 9. Kromatikus szám].

	38. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		
[image: 9. Kromatikus szám]


	39. feladat ÖM
	 Határozzuk meg teljes gráfok, fák, körök és
kerekek kromatikus polinomját.

	40. feladat ÖM
	 Fejezzük ki
		[image: 9. Kromatikus szám] kromatikus polinomját, ha adva van
(a) komponenseinek, illetve
(b) tagjainak
kromatikus polinomja.

	41. feladat ÖM
	 Határozzuk meg egy intervallumgráf kromatikus
polinomját.

	42. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 9. Kromatikus szám]-ben nincsen hurok, akkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		ahol
		[image: 9. Kromatikus szám]. Mi az
		[image: 9. Kromatikus szám]? Próbáljuk meg interpretálni
		[image: 9. Kromatikus szám]-et. (Itt
		[image: 9. Kromatikus szám] a pontok számát jelöli.)

	43. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 9. Kromatikus szám] összefüggő, akkor
		[image: 9. Kromatikus szám]
([image: 9. Kromatikus szám]) és
		[image: 9. Kromatikus szám].

	44. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] a
		[image: 9. Kromatikus szám] legnagyobb valós gyöke. Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám].

	45. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]-nak nincsen gyöke a
		[image: 9. Kromatikus szám] intervallumban.

	46. feladat ÖM
	 (a) Mi a jelentése a kromatikus polinom 0 és 1
gyökei multiplicitásának?
(b) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] a
		[image: 9. Kromatikus szám] irányított körmentes irányításainak száma.

	47*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] síkgráf az
		[image: 9. Kromatikus szám] négyszög-lappal. Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] az
		[image: 9. Kromatikus szám] két átlója és
		[image: 9. Kromatikus szám]
([image: 9. Kromatikus szám]). Keressünk összefüggést
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] között.
(b) Van-e olyan
		
[image: 9. Kromatikus szám]


		alakú lineáris összefüggés valamely rögzített egész
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] értékekkel (nem mind nullák), mely minden
		[image: 9. Kromatikus szám] és
		[image: 9. Kromatikus szám] esetén fennáll? Mutassuk meg, hogy legfeljebb öt
eset kivételével nincs ilyen összefüggés, még rögzített
		[image: 9. Kromatikus szám] érték mellett sem.
(c) Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]


	48. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám] nem gyöke egyetlen kromatikus polinomnak
sem.

	49*. feladat (Aranymetszés tétele)  ÖM
	(a) Ha
		[image: 9. Kromatikus szám] egy
		[image: 9. Kromatikus szám] pontú síkbarajzolható háromszögelt gráf, akkor
		
[image: 9. Kromatikus szám]

(b)[7]
		Bármely síkbarajzolható
		[image: 9. Kromatikus szám] gráfra
		
[image: 9. Kromatikus szám]
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	50. feladat ÖM
	 A hurokmentes síkbarajzolható
		[image: 9. Kromatikus szám] gráf kromatikus száma legfeljebb 5.

	51. feladat ÖM
	 Adva van egy 3-reguláris, 2-szeresen összefüggő
síkgráf, lapjait akkor és csak akkor színezhetjük 4 színnel (oly
módon, hogy szomszédos lapok színe különböző), ha kromatikus indexe
3.

	52. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 9. Kromatikus szám]
		3-reguláris, 2-szeresen összefüggő síkgráf. Ekkor
		[image: 9. Kromatikus szám] lapjai akkor és csak akkor 4-színezhetők, ha a
		[image: 9. Kromatikus szám],
		[image: 9. Kromatikus szám] számok valamelyikét hozzárendelhetjük minden
ponthoz úgy, hogy bármely lapra a vele érintkező pontokhoz rendelt
számok összege osztható hárommal.

	53. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy egy síkgráfban van Hamilton kör.
Mutassuk meg, hogy lapjai 4-színezhetők.

	54*. feladat ÖM
	(a) Az összefüggő
		[image: 9. Kromatikus szám] síkgráf minden fokszáma legfeljebb 5, és legalább
egy pontjának fokszáma legfeljebb 4. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 9. Kromatikus szám]
		4-színezhető.
(b) Mutassuk meg, hogy minden 5-reguláris síkgráf is
		4-színezhető.

	55. feladat ÖM
	 Minden egyszerű síkgráf pontjait kiszínezhetjük
két színnel úgy, hogy minden lapja mindkét színnel
érintkezik.

	56. feladat ÖM
	 Egy háromszögelt síkgráf akkor és csak akkor
3-színezhető, ha minden pontjának a foka páros.

	57. feladat ÖM
	 Rajzoljunk a síkba egyeneseket úgy, hogy nincsen
köztük 3, melyek egy pontban metszik egymást. Tekintsük a
metszéspontokat egy gráf pontjainak, és a szomszédos metszéspontok
közötti szakaszokat a gráf éleinek. Bizonyítsuk be, hogy a kapott
síkbarajzolható gráf 3-színezhető.





[4] 
		Ez a feladat megmutatja, hogy végtelen, de véges
		kromatikus számmal rendelkező gráfokkal kapcsolatos problémák
		általában visszavezethetők a véges esetre. Ezért tárgyaljuk itt,
		vö. 14.19.

[5] Léteznek tetszőlegesen nagy kerületű és kromatikus számú
		gráfok. [P. Erdős; lásd ES].

[6] A 9.28–32 feladatok azt sugallják, hogy bármely perfekt
		gráf komplementere is perfekt. Ez valójában igaz is, bizonyítása a
		hipergráfok elméletéből fog következni. Lásd 
		13.55–57.

[7] A négyszíntétel állítása szerint
		[image: 9. Kromatikus szám] minden síkbarajzolható gráfra. Mivel
		[image: 9. Kromatikus szám] elég közel van 4-hez,
		[image: 9. Kromatikus szám] érdekes ilyen megközelítésben.



10. fejezet - 
        10. Gráfok extremális problémái




        Ötlettár
        Megoldások
      
Turán Pál 1943-ban fogalmazta és oldotta meg a következő
problémát: Hány él szükséges ahhoz, hogy egy (adott pontszámú)
gráfban mindenképpen legyen teljes
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú részgráf? Ezt a kérdés-típust azóta
kiterjedt vizsgálatoknak vetették alá. Valójában „extremális
problémának” nevezhetünk minden ilyen típusú kérdést: „mi a
szélsőértéke gráfok egy adott osztályára egy adott paraméternek?”
Ebben a tág értelemben szinte az egész kombinatorikát ebben a
fejezetben tárgyalhatnánk. Itt azonban csak arra az esetre
szorítkozunk, amikor az
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú, bizonyos részgráfokat nem tartalmazó gráfok
maximális élszámát keressük. Még így is, lehet, hogy ezek a
részgráfok csak izomorfizmus vagy éppen homeomorfizmus erejéig
vannak megadva (pl. ha körök vannak kizárva), vagy valamilyen más
módon írhatók le (pl. ha irányított Hamilton körök vannak kizárva),
és ez igen különböző jellegű és módszerű vizsgálatokhoz
vezet.
Szinte mindegyik típusú kérdésnél közös vonás azonban, hogy
az élek számára vonatkozó kérdés lefordítható a pontok fokára
vonatkozó kérdésre. Számos jól ismert trükk áll rendelkezésre az
egyik megfogalmazásban nyert információ másik megfogalmazásban való
interpretálására.
Ismét csak néhány jellemző problémát tudunk kiragadni erről a
hatalmas területről. Az olvasó további hasonló problémákat találhat
minden gráfelméleti könyvben, megoldott és megoldatlan problémákat
nagy választékban Erdős Pál írásaiban.[8]
	1. feladat ÖM
	Tegyük fel, hogy az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfban
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél több él van. Bizonyítsuk be, hogy tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-gráfot, azaz azonos pontpárt összekötő három
		független utat.

	2. feladat ÖM
	 (a) Ha egy egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf minden pontjának foka legalább 3, akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz kört húrral.
(b) Ha az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfnak
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontja és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] éle van, akkor tartalmaz kört húrral.

	3. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfban minden pont foka legalább 3. Bizonyítsuk
be, hogy tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztását.
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű egyszerű gráf. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztását.

	4*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű gráf, melyben minden fokszám legalább 3,
és melyben nincsen két diszjunkt kör. Bizonyítsuk be, hogy ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a következő gráfok egyike: (i)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], (ii) egy kerék, (iii)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a 3 elemű osztálybeli pontokat összekötő bármely
élhalmaz hozzáadásával (8. ábra).
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    8. ábra.
				




	5. feladat ÖM
	 (a) Minden egyszerű, 2-szeresen összefüggő,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű gráf tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztását.
(b) Minden egyszerű, 3-szorosan összefüggő,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű gráf tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztást.
(c) Hány él garantálja rendre
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] felosztásának létezését a fenti összefüggőségi
feltételek nélkül?

	6. feladat ÖM
	 (a) Ha egy egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf összehúzható
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyé, akkor is
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztását is tartalmazza.
(b) Ez
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] helyett
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-re nem igaz. Keressünk 4-szeresen összefüggő
ellenpéldát!

	7. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái] élű és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú egyszerű gráf. Bizonyítsuk be, hogy
tartalmaz olyan összefüggő (nem feszítő)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] részgráfot, melyre
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] szomszédai (vagyis
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] azon pontjai, melyek szomszédosak
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] valamely pontjával) olyan gráfot feszítenek,
melyben minden pont foka nagyobb
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél.

	8. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] összehúzható
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-mé.

	9. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tetszőleges
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű gráf, melyben nincsenek hurokélek és izolált
pontok. Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű gráf, melyre
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egy felosztását.

	
	
              
	* * *



            

	10. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a legkisebb 4, illetve 5 kerületű
		3-reguláris gráfot.

	11. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf kerülete
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	12. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] adott. Ekkor létezik
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] kerületű gráf.

	13. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a lehető legkevesebb ponton értelmezett
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] kerületű gráf. Bizonyítsuk be a következő
állításokat:
(a)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] átmérője legfeljebb
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].
(b)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] kerülete
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].
(c)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].

	14. feladat ÖM
	 Ha az
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) kerülete legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], és pontszáma
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] beágyazható egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] kerületű, azonos ponthalmazon értelmezett
gráfba.

	15. feladat ÖM
	 (a) Konstruáljunk
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú, 6 kerületű gráfot ([image: 10. Gráfok extremális problémái] prím).
(b)* Konstruáljunk
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú, 8 kerületű gráfot (vö. 10.11).

	16. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melyben
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontra. Ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] összes körének lefogásához legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontra van szükség.
(b) Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] kerülete
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és legkisebb fokszáma legalább 3, akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] összes körének lefogásához legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontra van szükség.

	17*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan gráf, melyben minden pont foka legalább 3,
és melynek kerülete
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mutassuk meg, hogy ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] diszjunkt kört.

	18. feladat ÖM
	 Minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfra jelölje
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli diszjunkt körök maximális számát,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pedig az összes
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli kör lefogásához szükséges pontok minimális
számát. Bizonyítsuk be, hogy
(a) ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
(b)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
(c)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] végtelen sok értékére létezik olyan
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf, melyre
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	
	
              
	* * *



            

	19. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]
		2-szeresen összefüggő gráf,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], és tegyük fel, hogy minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-től és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-tól különböző pont foka legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] összeköthető legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszúságú úttal.

	20*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan egyszerű gráf, melyben minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszú utat.

	21. feladat ÖM
	 Legyenek az
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú, egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf pontjainak fokai
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van Hamilton kör, ha az alábbi feltételek
közül bármelyiknek is eleget tesz:
(a) (Dirac feltétel)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
(b) (Pósa feltétel)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-re,
(c) (Bondy feltétel)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ból következik, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]
([image: 10. Gráfok extremális problémái]),
(d) (Chvátal feltétel)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből következik, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].

	22. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú, egyszerű gráf, melyben minden fokszám
legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor bármely diszjunkt utakat alkotó
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élből álló
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] halmazt tartalmaz egy Hamilton kör.

	23*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van Hamiltor-kör.

	24. feladat ÖM
	 Az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfban minden pont foka nagyobb
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél. Mutassuk meg, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] bármely két pontja összeköthető Hamilton
úttal.

	25. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú irányított gráf, melyben minden pont befoka
is és kifoka is legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz irányított Hamilton kört (vö.
		10.21a).

	26. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-szorosan összefüggő gráf, mely nem tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] méretű független ponthalmazt ([image: 10. Gráfok extremális problémái]). Mutassuk meg, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van Hamilton kör.

	27. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melyben minden pont foka legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor
(a)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszúságú kört,
(b)* ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]
		2-szeresen összefüggő, akkor tartalmaz vagy egy legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszúságú kört vagy egy Hamilton kört.

	28. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melyben
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél több él van ([image: 10. Gráfok extremális problémái]). Ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszúságú kört.

	29*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű 2-szeresen összefüggő gráf és legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli körök maximális hossza. Ekkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] nem tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] hosszúságú utat.

	
	
              
	* * *



            

	30. feladat ÖM
	 Az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf nem tartalmaz háromszöget. Mutassuk meg, hogy

		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	31. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű háromszögmentes gráf, akkor
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		Vezessük le ebből az előző eredményt.

	32. feladat ÖM
	 (a) Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris gráf, akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] háromszögeinek együttes száma
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(b) Bármely egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf és annak
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] komplementere együtt legalább
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		háromszöget tartalmaz.

	33. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű gráf háromszögeinek száma legalább
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	34. feladat (Turán tétele)  ÖM
	Tegyük fel, hogy az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfnak
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontja és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél több éle van. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz teljes
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget. Általánosítsuk a tételt az
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] esetre.

	35. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű gráf, mely nem tartalmaz teljes
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget. Mutassuk meg, hogy létezik
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-n olyan egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf, melyre
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		Vezessük le ebből Turán tételét.

	36. feladat ÖM
	 (a) Minden egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melynek legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] éle van, tartalmaz négyszöget (4 hosszú
kört).
(b) Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]
([image: 10. Gráfok extremális problémái] prím), akkor létezik olyan 4 hosszú kört nem
tartalmazó egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melynek
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] éle van.

	37. feladat ÖM
	Tegyük fel, hogy az egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf nem tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


		ahol
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] csak
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-től függ.

	38*. feladat (Erdős–Stone tétel)  ÖM
	(a) Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái],
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] adott. Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] elég nagy, akkor minden olyan
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf, melyben minden pont foka legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] diszjunkt
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] méretű halmazt, melyekre bármely két különböző
halmazba tartozó pont szomszédos.
(b) Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú és
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élű gráf. Ekkor ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] elég nagy,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] diszjunkt
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] méretű halmazt, melyekre bármely két különböző
halmazba tartozó pont szomszédos.
(c) Minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráfra jelöljük
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal az olyan egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf éleinek maximális számát, mely nem
tartalmaz
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal izomorf részgráfot. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	39*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] olyan
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus egyszerű gráf, hogy valamely
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] élre
		[image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-színezhető. Bizonyítsuk be, hogy a 10.34
		megoldásában szereplő
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] gráf nem tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, de ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] elég nagy, akkor bármely más gráf ugyanezzel az
élszámmal már tartalmazza
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-t részgráfként. Tehát
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] az egyetlen extrém gráf.

	40*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] egyszerű
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú gráf és jelölje
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] a
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli teljes
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]-gráfok számát. Bizonyítsuk be, hogy
(a)
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].
(b) Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor
		[image: 10. Gráfok extremális problémái].

	41. feladat ÖM
	 (a) Egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] turnament legfeljebb
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] darab 3 hosszúságú irányított kört
tartalmaz.
(b) Egy erősen összefüggő,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] turnament legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] darab 3 hosszúságú irányított kört
tartalmaz.

	42. feladat ÖM
	 Egy erősen összefüggő,
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] turnament legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] irányított kört tartalmaz.

	43. feladat ÖM
	 Egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú turnament legfeljebb egy és legalább
		[image: 10. Gráfok extremális problémái]
		Hamilton utat tartalmaz.

	44. feladat ÖM
	 (a) Minden
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] turnament tartalmaz egy
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] pontú tranzitív részturnamentet.
(b) A
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] elemű ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) tranzitív rész-turnamentek száma legalább
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(c) Ha
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] erősen összefüggő, akkor a
		[image: 10. Gráfok extremális problémái] elemű ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) tranzitív rész-turnamentek száma legfeljebb
		
[image: 10. Gráfok extremális problémái]






[8] Lásd: P. Erdős, The Art of Counting, 
Selected Writings, The MIT Press, Cambridge–London,
1973.



11. fejezet - 
        11. Gráfok spektruma és véletlen séták




        Ötlettár
        Megoldások
      
Egy struktúra vizsgálatának klasszikus megközelítési módja,
hogy numerikus „invariánsait” határozzuk meg. Megfelelően
választott invariánsokkal, a tekintett probléma elvileg
áttranszformálható numerikus, vagy algebrai problémává, és így a
klasszikus algebrában már régóta kidolgozott, hatékony módszerek
kaphatnak szerepet.
Az előző fejezetekben tekintett invariánsokat (összefüggőség,
kromatikus szám, kromatikus polinom) kombinatorikusan definiáltuk,
és az algebrai tulajdonságaiknak nem volt komoly szerepe. Másrészt,
amikor bevezetjük egy gráf spektrumát, ami az adjacenciamátrixának
a spektruma, akkor egy algebrailag definiált invariánsrendszerhez
jutunk. Általában a spektrum nem jellemzi egyértelműen a gráfot,
ugyanakkor igen sok érdekes gráftulajdonsággal van kapcsolatban és
folytonosan újabb és újabb összefüggések felfedezésére kerül sor a
kutatások során. Bár a gráf spektrumának bevezetése nem egy
univerzális módszer, hogy minden problémát ennek segítségével meg
tudnánk oldani, de rendkívül hatékonynak bizonyul tisztán
gráfelméleti kérdésekben (például, az erősen reguláris gráfok
osztályozásában).
A spektrum hatásos használata a gráfelméleti vizsgálatokban
azon múlik, hogy képesek vagyunk-e megtenni két lényeges lépést.
Először is, hogy gráfok egy széles osztályának a spektrumát ki kell
tudjuk számítani (vagy, általánosabban, képesnek kell lennünk arra,
hogy gráfelméleti információkat lefordítsunk spektrális
információkra), és másodszor, képesnek kell lennünk, hogy gráfok
tulajdonságait a spektrális tulajdonságokból vezessük le. Érdekes,
hogy igen széles azon módszerek skálája, melyek a gráfokat a
spektrumukkal hozzák kapcsolatba, mindkét értelemben.
Az összefüggések egy bizonyos hányada sporadikus; de bizonyos
sajátértékek nyilvánvalóan összefüggenek kombinatorikus
tulajdonságokkal. Így például, a legnagyobb sajátérték az
élsűrűséggel van kapcsolatban; a második legnagyobb, a „globális
összefüggőséggel”, vagy konduktanciával (vezetőképességgel); a
legkisebb sajátértékek némelyike pedig a kromatikus számmal függ
össze. A vezetőképesség ugyanakkor, szorosan összefügg a gráfon
tett véletlen sétával. Erre mutatunk egy gyakorlatsorozatot.

        
	* * *



      
A gráf spektrumának néhány tulajdonsága a nem negatív
mátrixok Frobenius–Perron-féle elméletének speciális következménye.
Bizonyítás és hivatkozás nélkül fogjuk használni a következő
tényeket (lásd például F. R. Gantmacher, Applications of
the Theory of Matrices, Interscience, 1959, vagy H. Minc,
Non-negative Matrices, Wiley–Interscience, 1988). Tetszőleges
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf legnagyobb sajátértéke nem-negatív, és egy
nem-negatív sajátvektor tartozik hozzá. Ha a gráf összefüggő, a
maximális sajátérték multiplicitása 1, egy szigorúan pozitív
sajátvektor tartozik hozzá. Tetszőleges, nem-negatív egységvektor,
mely a maximális sajátértékhez tartozik, maximalizálja a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] kvadratikus alakot az egységgömbön. A legnagyobb
sajátérték abszolút értéke maximális az összes sajátértékek
között.
Hacsak másképp nem szükséges, ebben a fejezetben feltesszük,
hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
	1. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a következő gráfok spektrumát, és a
hozzájuk tartozó sajátvektoraikat;
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a teljes gráf,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a csillag,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a teljes páros gráf,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a kör
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] ponton.

	2. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy ismerjük egy reguláris gráf
spektrumát. Határozzuk meg a következő gráfok spektrumát:
(a) a komplementernek,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek.
(b) az élgráfjának,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek.
(c) Mi a spektruma a Petersen-gráfnak (9. ábra)?
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
                    9. ábra.
				




	3. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy erdő, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	4. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy erdő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] ponton, és jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások számát
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	5. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontú út. Mutassuk meg, hogy a karakterisztikus
		polinomja kétféleképpen is felírható:
(a)
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták],
(b)
			[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
		
(c) Határozzuk meg
			[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sajátértékeit.
(d) Határozzuk meg a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] mélységű, teljes
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-adikus fa sajátértékeit.

	6. feladat ÖM
	 Adjunk meg végtelen sok nemizomorf fapárt,
melyeknek ugyanaz a spektruma.

	7. feladat ÖM
	 Tegyük fel, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sajátértékei adottak. Határozzuk meg
(a)
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
		Descartes szorzatának a sajátértékeit.
(b) a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfok
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
(erős) direkt szorzatának sajátértékeit.

	8. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy gráf, melynek automorfizmuscsoportja tartalmaz
		egy reguláris, kommutatív
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] részcsoportot. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azon eleme, mely az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba viszi. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy multiplikatív karaktere. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


		a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy sajátértéke.

	9. feladat ÖM
	 Határozzuk meg az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós kocka,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sajátértékeit.

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták],
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] két gráf az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] ponthalmazon, ahol
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy prím, mindkettő invariáns a a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] forgatással szemben. Tegyük fel, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Akkor létezik egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egész, hogy véve mindegyik pont
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik hatványát, a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra történő izomorf leképezését kapjuk.

	11. feladat ÖM
	 Ha a páros
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfnak nincs 1-faktora, akkor a 0
sajátértéke.

	12. feladat ÖM
	 Ha a 3-reguláris
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfnak létezik olyan diszjunkt
		részhalmazrendszere, melynek mindegyik eleme izomorf a 10. ábrán
		látható gráffal, és ezek minden pontot lefednek, akkor a 0
		sajátértéke
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek.
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
                    10. ábra.
				




	13. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] illetve
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] legnagyobb sajátértékei, ahol
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy részgráfja, akkor
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	14. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf legnagyobb sajátértéke, és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] ill.
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a minimális és maximális fok
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

Mely összefüggő gráfokra teljesül, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]?
(b) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontja és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] éle van, akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(c) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy fa, akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	15. feladat ÖM
	 Mutassuk meg, hogy tetszőleges
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf élgráfjának mindegyik sajátértéke legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és, hogy ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor a legkisebb sajátértéke
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	16*. feladat ÖM
	Tegyük fel, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] minden sajátértéke különböző. Mutassuk meg, hogy a

		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] minden, az identitástól különböző automorfizmusa
másodrendű.

	17*. feladat ÖM
	Legyen a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egyszerű gráf minden sajátértéke különböző, és az
automorfizmuscsoporja tranzitív. Mutassuk meg, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	18. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf sajátértékei. Mutassuk meg, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	19. feladat ÖM
	 (a) Egy összefüggő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf, melynek maximális sajátértéke
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor és csak akkor páros, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] is egy sajátérték.
(b) Egy gráf akkor és csak akkor páros, ha a spektruma
szimmetrikus az origóra.

	20. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] maximális sajátértéke, akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	21*. feladat ÖM
	(a) Legyenek
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sajátértékei és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Mutassuk meg, hogy ha a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-színezhető úgy, hogy két pont akkor és csak akkor
van összekötve, ha különböző színűek (teljes
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-osztályú gráf), akkor (a)-ban egyenlőség
van.

	22. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontokon, és sajátértékei
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] tetszőleges vektor a pontjain, melyre
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	23. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, hogy minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfra, melynek sajátértékei
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], teljesül, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	24*. feladat ÖM
	Tegyük fel, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] negatív és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pozitív sajátértéke van. Tegyük fel azt is, hogy a

		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] él-diszjunkt teljes páros gráf uniója. Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	25. feladat ÖM
	 Egy összefüggő gráf különböző sajátértékeinek a
		száma nagyobb, mint az átmérője.

	26. feladat ÖM
	 Adott
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfhoz, akkor és csak akkor találhatunk egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] polinomot, melyre
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


		ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] reguláris és összefüggő.

	27. feladat ÖM
	 Egy projektív sík
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]élgráfja a következőképpen definiált páros gráf:
Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a sík pontjainak a halmaza, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az egyenesek halmaza, ekkor
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] akkor és csak akkor van összekötve
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Határozzuk meg
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] spektrumát.

	28*. feladat (Barátság Tétel) ÖM
	 Az egyszerű
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfnak a következő tulajdonságai vannak:
  (i) minden pont foka
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták],
  (ii) minden pontpárhoz pontosan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] másik pont van, mely mindkettővel össze van
kötve.
(a) Határozzuk meg
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] spektrumát.
(b) Határozzuk meg az összes ilyen gráfot, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(c) Keressünk végtelen sok nem-triviális példát ilyen
gráfokra (triviális példa a teljes gráf).

	29. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris összefüggő gráf, melynek átmérője
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és a sajátértékei
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] nem páros, akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	30. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf, melynek konduktanciája
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy tetszőleges vektor a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] halmazon, és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] mediánsa, azaz olyan érték, melyre az teljesül,
hogy az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-na legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eleme kisebb, mint
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eleme nagyobb. (Páratlan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik legnagyobb eleme az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak.) Ekkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	31. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf, melynek konduktanciája
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(a) Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b)* Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	32. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] halmazon, melyre a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
(mod 
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]) leképezés egy automorfizmusa a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] konduktanciája kisebb, mint
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy összefüggő gráf, melynek az
automorfizmuscsoportja pont-tranzitív,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] csúcs van, és az átmérője
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mutassuk meg, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] konduktanciája legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	33*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] három véletlen 1-faktornak az uniója az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontokon. Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] elég nagy, akkor annak a valószínűsége, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy 3-reguláris egyszerű gráf,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] között van.
(b) Bizonyítsuk be, hogy legalább 95% valószínűséggel, a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] konduktanciája legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (Az olyan gráfokat, melyekben a fokszám állandó,
		és a konduktancia alulról egy pozitív konstanssal van korlátozva,
		expandernek nevezzük.)




        
	* * *



      
A fejezet hátralevő részében legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy összefüggő,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] csúcsú és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] élű gráf, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy véletlen séta a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n.
	34. feladat ÖM
	 Fejezzük ki
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eloszlását a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eloszlása, a fokok, és a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] adjacenciamátrixának függvényében.

	35. feladat ÖM
	 (a) Keressünk
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra egy olyan eloszlást, melyre a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eloszlása minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra ugyanaz (stacionárius eloszlás).
(b) Bizonyítsuk be, hogy a stacionárius eloszlás
		egyértelmű.
(c) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] nem páros, akkor a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eloszlása a stacionárius eloszláshoz tart. Ez
		páros gráfokra nem igaz, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	36. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] nem páros gráf, akkor a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] események „majdnem függetlenek”, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] nagy. Pontosabban, minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hoz létezik egy olyan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], hogy ha a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	37. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azt a számot, ahányszor az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] csúcs előfordul a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sorozatban. Mutassuk meg, hogy
(a)
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b)
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	38. feladat ÖM
	 (a) Azon lépések várható száma, amikor egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta először ér vissza
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Azon lépések várható száma mielőtt egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba visszaér egy adott
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] élen keresztül, megegyezik
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-mel.

	39. feladat ÖM
	 Keressük meg a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] elérési időt az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontok között egy teljes gráfban és egy út két
végpontja között.

	40. feladat ÖM
	 (a) Mutassuk meg egy példán, hogy az elérési idő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be különbözhet a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba való elérési időtől még egy reguláris gráfban
is.
(b) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] foka megegyezik, akkor annak a valószínűsége, hogy
egy véletlen séta, mely
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban indul meglátogatja
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, mielőtt visszatér
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, megegyezik annak a valószínűségével, hogy egy

		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta eléri
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, mielőtt visszatér
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be. Mit mondhatunk, ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] foka különböző?

	41. feladat ÖM
	 Annak a valószínűsége, hogy egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta meglátogatja
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, mielőtt
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba visszatérne,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] közti menettérti idő.

	42. feladat ÖM
	 (a)* Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges három
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták],
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pont közötti elérési időkre teljesül, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges gráf pontjai
elrendezhetők úgy, hogy ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] megelőzi
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, akkor
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	43. feladat ÖM
	 A menettérti idő tetszőleges két,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] távolságú pont között legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	44. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] mátrixot. Mint korábban, jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azt a diagonális mátrixot, amelyre
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(a) Bizonyítsuk be az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azonosságot.
(b) Adjunk egy új bizonyítást 11.38(a)-ra, (a)-ra
		alapozva.
(c)* Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris, akkor
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


		ahol
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sajátértékei, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a nekik megfelelő, ortonormált sajátvektorok.

	45. feladat ÖM
	 (a) Használjuk fel 11.44(c)-t 
		11.42(a) egy új bizonyításához.
(b) Határozzuk meg (aszimptotikusan) a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] kocka két antipodális csúcsa közötti elérési
időt.

	46. feladat ÖM
	 (a) Keressünk egy formulát a menettérti időre,
		mely analóg 11.44(c)-vel.
(b) Bizonyítsuk be, hogy a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf tetszőleges két pontja közti
		menettérti idő legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Van-e olyan alsó korlát az elérési időre, mely
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tart az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nel?

	47. feladat ÖM
	 (a) Határozzuk meg
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] fedési idejét.
(b) A fedési idő, tetszőleges gráf, tetszőleges pontjából
indulva, legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	48. feladat ÖM
	 (a) Jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta által meglátogatott
pontok várható számát, mielőtt eléri
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Bizonyítsuk be, hogy minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontra létezik egy olyan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], melyre
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azon lépések várható száma, mielőtt a véletlen
sétánk a pontoknak több, mint a felét meglátogatja, és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a maximális elérési idő. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	49. feladat ÖM
	 A fedési idő (tetszőleges pontból) legfeljebb
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-szerese a maximális elérési időnek,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak, tetszőleges két pont között.

	50. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris összefüggő gráf, és jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] annak a valószínűségét, hogy egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontban induló véletlen séta a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontban lesz
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] lépés után. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	51. feladat ÖM
	 Tekintsünk egy véletlen sétát a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] kockán. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] lépés után, a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] eloszlása „majdnem uniform” a megfelelő
		színosztályon, abban az értelemben, hogy minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontra, mely páros távolságban van
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-tól,
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


		[Vessük össze ezt az időkorlátot azzal a ténnyel, hogy a

		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] antipodális csúcsai közti elérési idő
megközelítőleg
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].]

	52. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] rögzített pontjai, és jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] annak a valószínűségét, hogy egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta előbb éri el
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et, mint
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t (így
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy „harmonikus függvény, az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pólusokkal”, azaz
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


		minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontra.
(b) Tekintsük a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfot, mint egy elektromos hálózatot, ahol minden
él egységnyi ellenállást reprezentál. Tegyük fel, hogy elektromos
áram folyik
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n keresztül, mely
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nél lép be, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nél lép ki. Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pont feszültsége. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy harmonikus függvény az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pólusokkal.
(c) Tekintsük a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráf éleit, mint ideális rugókat, egységnyi
Hooke-állandóval (azaz
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egységnyi erő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] hosszúságúra nyújtja meg őket). Szögezzük le az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] csúcsokat a valós számegyenes 1 és 0 pontjához, és
hagyjuk, hogy a gráf megtalálja az egyensúlyát. Bizonyítsuk be,
hogy a csúcsok pozíciói egy harmonikus függvényt definiálnak,
melynek az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pólusai.
(d) Minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontpárhoz létezik egy egyértelmű harmonikus
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] függvény a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pólusokkal, melyre
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	53. feladat ÖM
	 (a) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t úgy tekintjük, mint egy elektromos hálózatot,
		mint az előző problémában, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] jelöli az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] csúcspontok közötti ellenállást, akkor az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] közötti menettérti idő pontosan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Keressünk egy hasonló összefüggést a menettérti idő, és a
		11.52(c)-beli rugós modellbeli 
		erők és energiák között.
(c) Jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] azonosításával kapott gráfot, és jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] feszítő fáinak a számát. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	54. feladat (Raleigh Elv)  ÖM
	Egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfhoz tetszőleges élt hozzávéve az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] ellenállás nem növekedik.

	55. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfból egy új
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] él hozzáadásával keletkező gráf és legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(a) Bizonyítsuk be, hogy a menettérti idő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] között
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben nem nagyobb, mint a menettérti idő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben.
(b) Mutassuk meg egy példán, hogy hasonló állítás nem
teljesül az elérési időre.
(c) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben az elérési idő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből nem nagyobb, mint
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben.

	56. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy reguláris gráf, és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(a) Az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] értékek átlaga az összes
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re pontosan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b)* Az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] értékek átlaga az összes
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(c)* Az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] értékek átlaga az összes
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re legalább
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	57. feladat ÖM
	 Jelölje
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] annak a valószínűségét, hogy egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta meglátogat minden
pontot, mielőtt eléri
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t.
(a) Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] hosszúságú kör, akkor
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re. Van-e más ilyen tulajdonságú gráf?
(b) Ha
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] összefüggő gráf két nem összekötött pontja, úgy, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] nem elvágó halmaz, akkor van
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak egy olyan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] szomszédja, melyre
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] teljesül.
(c) Tegyük fel, hogy minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] párra,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] teljesül. Mutassuk meg, hogy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] vagy egy kör, vagy egy teljes gráf.

	58*. feladat ÖM
	Tekintsünk egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] gráfon egy véletlen sétát, mely
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban indul, és jelöljük meg minden, az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-tól különböző pontra, az élt amelyiken keresztül
a pontba értünk. A megjelölt élek a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] részfáját alkotják, mely 1 valószínűséggel feszítő
fa. Bizonyítsuk be, hogy minden feszítő fa egyforma valószínűséggel
fordul elő.

	59*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy összefüggő
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf,
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és tegyük fel, hogy minden csúcsnál, az ezzel a
ponttal illeszkedő élek végpontjai az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] számokkal vannak megszámozva. Egy bejárási sorozat
		(erre a gráf, egy induló pont, és számozásra nézve) egy olyan
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] sorozat, melyre, ha egy
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontban indítunk egy sétát, és az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik lépésben az
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik pontot a
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] számozású élen hagyjuk el, akkor minden pontba
		eljutunk. Egy univerzális bejárási sorozat egy olyan sorozat, mely
		bejárási sorozat minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] pontú gráf minden számozására nézve, és akármelyik
pontból kiindulva.
Bizonyítsuk be, hogy minden
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re és
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, létezik olyan univerzális bejárási sorozat,
melynek hossza
		[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].




12. fejezet - 
        12. Gráfok automorfizmusai




        Ötlettár
        Megoldások
      
Bár a legtöbb gráfnak az identitáson kívül nincs más
automorfizmusa, igen sok gráf, mely különböző kombinatorikus,
geometriai, vagy algebrai struktúrából származik, nagy
automorfizmuscsoporttal rendelkezik, sőt sokszor ezzel van
karakterizálva. Ez teszi fontossá a gráfok struktúrája és az
automorfizmuscsoportjuk közötti viszony tanulmányozását.
A korai időszakban a vizsgálatok egyik főiránya főképp
függetlenségi eredményeket tartalmazott: ezek azt allapították meg,
hogy a gráfra tett igen erős restrikciók alig adnak megszorítást az
automorfizmuscsoportjukra. Ez adott automorfizmuscsoporttal
rendelkező gráfok konstrukcióját jelenti, melyre manapság
meglehetősen jól kidolgozott módszerek vannak. A másik
megközelítés, melyben gráfok olyan tulajdonságait keressük, melyek
valóban leszükítik az automorfizmuscsoportjukat, sokkal inkább
igényel „ad hoc” módszereket.
Ha az automorfizmuscsoportot nemcsak úgy tekintjük, mint egy
absztrakt csoportot, hanem úgy is, mint egy permutációs csoportot,
akkor persze szorosabb viszonyt találunk gráfok szerkezetével.
Például az a tulajdonság, hogy egy automorfizmuscsoport tranzitív,
maga után vonja a gráf sok érdekes tulajdonságát.
Ha az automorfizmuscsoport helyett az
endomorfizmus-félcsoportot tesszük vizsgálataink tárgyává, hasonló
eredményeket kapunk, komplikáltabb konstrukciókkal. Találunk
azonban egészen meglepő új jelenségeket is (lásd az utolsó
feladatot).
	1. feladat ÖM
	 Mi az automorfizmuscsoportja a Petersen gráfnak 
		(9. ábra, 
		11.2 gyakorlat)?
	

	2. feladat ÖM
	 (a) Mutassuk meg hogy a dodekaéder
		automorfizmuscsoportja (11. ábra) izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel.
(b) A kocka automorfizmuscsoportja izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mi az automorfizmuscsoportja a többi szabályos
		testnek?
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    11. ábra.
				




	3. feladat ÖM
	 Konstruáljunk egy gráfot, melynek
		automorfizmuscsoportja izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val, a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-adrendű ciklikus csoporttal.

	4. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy csoport. Definiáljunk egy irányított
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfot a következőképpen;
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t összekötjük
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] színű éllel, ha
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mi az automorfizmuscsopotja az eredményül kapott
irányított gráfnak?

	5. feladat (Frucht Tétel) ÖM
	Adott véges
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] csoporthoz létezik olyan egyszerű
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráf, melynek automorfizmuscsoportja izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val.

	6*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-edrendű csoport ([image: 12. Gráfok automorfizmusai]). Konstruáljunk olyan egyszerű
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfot
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] ponton, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].

	7. feladat ÖM
	 (a) Bármely turnamentnek páratlan sok
automorfizmusa van.
(b)* Minden
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-edrendű
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] csoport, ahol
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] páratlan, automorfizmuscsoportja egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] pontú turnamentnek.

	8*. feladat ÖM
	Adott egy véges
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] csoport, konstruáljunk olyan 3-reguláris gráfot,
melynek automorfizmuscsoportja
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].

	9. feladat ÖM
	 Ha
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy összefüggő gráf, melyben egy másodfokú
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] pont van, és az összes többi pont foka 3, akkor a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] automorfizmuscsoportja 2-hatvány rendű.

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy olyan gráf, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] félig regulárisan hat
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy tetszőleges részcsoportja. Ekkor
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van egy olyan
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] irányítása, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] teljesül.

	11*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai],
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] két véges csoport. Konstruáljunk olyan
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfot, melynek van olyan
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] éle, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].

	12. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy összefüggő gráf,
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy részcsoportja, mely félig regulárisan hat.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] összehúzható egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfra úgy, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van olyan
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] részcsoportja, mely regulárisan hat.
(b) Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy összefüggő gráf és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy egyszerű részcsoportja. Ekkor a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] valamely összefüggő részgráfja összehúzható egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfra úgy, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] részcsoportja, mely él-tranzitívan hat a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. Továbbá, ha a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] elemeinek nincs közös fixpontjuk, akkor
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek is megvan ugyanez a tulajdonsága.
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	13. feladat ÖM
	 (a) Ha egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráf automorfizmus csoportja kommutatív és
tranzitív, akkor izomorf 2-odrendű ciklikus csoportok direkt
szorzatával.
(b) Konstruáljunk olyan gráfot, melynek
automorfizmuscsoportja tranzitív és izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] másodrendű ciklikus csoport direkt szorzatával,
tetszőleges adott
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re.
(c)* Konstruáljunk egy egyszerű gráfot ezzel a
tulajdonsággal, elég nagy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re.

	14*. feladat ÖM
	Az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-reguláris összefüggő
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfnak tranzitív az automorfizmus csoportja.
Mutassuk meg, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-élösszefüggő.

	15. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy pontosan 3-összefüggő gráf, melynek az
automorfizmus csoportja tranzitív. Mutassuk meg, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
		3-reguláris. Igaz ez 4-re 3 helyett?
(b) Milyen nagy kell, hogy legyen egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-reguláris gráf összefüggősége, ha tranzitív az
automorfizmuscsoportja?
(c) Egy egyszerű, összefüggő gráf, melynek él-tranzitív az
automorfizmuscsoportja és melyben minden pont foka legalább
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai],
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-összefüggő.

	16*. feladat ÖM
	Ha egy összefüggő, páros sok pontból álló
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfnak tranzitív az automorfizmuscsoportja, akkor
van 1-faktora, sőt minden éle benne van 1-faktorban.

	17. feladat ÖM
	 A
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráf összefüggő és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben van egy kommutatív, tranzitív
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] részcsoport. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben van Hamilton kör.

	18. feladat ÖM
	 Mely síkgráfoknak van él-tranzitív automorfizmus
csoportjuk?

	19*. feladat ÖM
	Tegyük fel, hogy egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] síkgráfnak nem ciklikus az automorfizmuscsoportja.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].

	20*. feladat ÖM
	(a) Tegyük fel, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy összefüggő gráf és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] tartalmaz egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
([image: 12. Gráfok automorfizmusai] prím) részcsoportot, mely félig regulárisan hat.
Ekkor
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] összehúzható
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re.
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy összefüggő gráf és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahol
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy prím és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy közös fixpont nélküli egyszerű csoport. Ekkor
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] összehúzható
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, ahol
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].
(c) Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfoknak egy olyan osztálya, mely nem tartalmaz
		minden gráfot és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai], ekkor mind
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] beletartoznak
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ba (például egy
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] felületbe beágyazható gráfok osztálya, vagy az
olyan gráfok osztálya, melyeknek nincs a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re összehúzható részgráfjuk). Ekkor létezik egy olyan véges
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] csoport, hogy semelyik
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli gráfnak az automorfizmuscsoportja nem izomorf
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val.

	21. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy permutációcsoport az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] halmazon. Konstruáljunk egy egyszerű
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráfot, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai],
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] invariáns
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re nézve és az
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] megszorítása
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra a
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t adja.
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	22. feladat ÖM
	 Határozzuk meg a Petersen gráf endomorfizmusait
	(9. ábra, 11.2 gyakorlat).

	23. feladat ÖM
	 Konstruáljunk merev gráfot.

	24*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] egy véges monoid (egységelemes félcsoport).
Bizonyítsuk be, hogy létezik egy iranyított
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráf színezett élekkel, melynek az endomorfizmus
		félcsoportja
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai].
(b) Bizonyítsuk be, hogy létezik ilyen egyszerű gráf
is.

	25. feladat ÖM
	 (a) Ha
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] izomorf a multiplikatív
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] félcsoporttal, akkor
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] nem lehet merev semelyik
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] élre.
(b)* Tetszőleges
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] monoidhoz létezik olyan egyszerű
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] gráf, melyre
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai], és
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] merev valamely
		[image: 12. Gráfok automorfizmusai] élre.




13. fejezet - 
        13. Hipergráfok




        Ötlettár
        Megoldások
      
Egy hipergráf, ami egyszerűen egy (véges) halmazból, és annak
bizonyos kiválasztott részhalmazaiból áll, túl általános
struktúrának látszik ahhoz, hogy igazán érdekeset állíthassunk
róla. A gráfok (melyekben a kiválasztott részhalmazoknak pontosan
két elemük van), és néhány más kombinatorikus struktúra
(blokkrendszerek, matroidok) nagyon speciális esetek.
Következésképpen a hipergráfok vizsgálata problémák igen széles
sokaságát hozza a felszínre, és az „elmélet” nagyon szerteágazó,
sőt szétszórt.
Másrészről azonban, amikor különféle problémákat
átfogalmazunk hipergráfokra, néhány fogalom, mint a párosítási
szám, a lefogási szám, vagy a kromatikus szám nagyon gyakran
fordulnak elő. Ezek a fogalmak majdnem olyan általánosak, mint a
logikaiak: például, egy adott kombinatorikai mennyiség, mely
valaminek a minimumaként van definiálva, általában könnyen
kifejezhető, mint egy alkalmas hipergráf lefogási száma. A
párosítási és a lefogási szám közti dualitás sokkal több
gráfelméleti és kombinatorikus eredmény hátterében húzódik meg,
mint azt első pillantásra gondolnánk.
Van néhány általános módszer a hipergráfok elméletében. Az
átlagolási módszer (13.12, 
13.21, 
13.27, 
13.28, 
13.32, 
13.41, 
13.52, 
13.53 problémák)
triviálisnak tűnik, de az alkalmazása korábban megoldatlan
problémák megoldásához vezetett el (például 
13.32, 
13.57). A lineáris
algebrai módszer (vö. 13.13, 
13.15, 
13.32, 
13.45) is nagyon hatékony, és a
gyorsan fejlődő algebrai kombinatorikához vezet el.
Végül néhány hipergráfokra vonatkozó speciális kérdés olyan
elméleteket inspirált, melyek abban különböznek a többitől, hogy
jobban kifejlesztett módszereik vannak. Csak érintjük a
transzverzális-elméletet az 
13.5, 
13.6, 
13.7 problémákban. A blokkrendszerek
elmélete (olyan hipergráfok, melyek nagyfokú homogenitással
rendelkeznek) nem került bele ebbe a könyvbe.
	1. feladat ÖM
	 Egy összefüggő
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf akkor és csak akkor nem tartalmaz kört, ha
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(*)





	2*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy teljesen kiegyensúlyozott hipergráf, és
		[image: 13. Hipergráfok]. Ekkor
		[image: 13. Hipergráfok]-nak van két olyan
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] éle, hogy az
		[image: 13. Hipergráfok] minden pontja elsőfokú.
(b) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy teljesen kiegyensúlyozott hipergráf, és tegyük
		fel, hogy tetszőleges két élnek legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] közös pontja van. Ekkor
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(**)





	3. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy út, és legyenek
		[image: 13. Hipergráfok] részutak (intervallumok) a
		[image: 13. Hipergráfok]-n. Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok]. Bizonyítsuk be, hogy a
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf teljesen kiegyensúlyozott.

	4. feladat ÖM
	 Egy 3-uniform
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak (többszörös élek nélkül)
		[image: 13. Hipergráfok] éle van. Bizonyítsuk be, hogy van benne legalább 3
		hosszúságú kör.

	
	
              
	* * *



            

	5. feladat ÖM
	 (a) (Hall Tétel) Egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak akkor és csak akkor van
reprezentánsrendszere, ha
		[image: 13. Hipergráfok] teljesül a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.
(b) Adva van egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf, ki akarunk választani egy 2-elemű
		[image: 13. Hipergráfok] részhalmazt minden
		[image: 13. Hipergráfok] élből olyan módon, hogy az
		[image: 13. Hipergráfok] halmazok, melyeket egy gráf éleinek tekintünk,
erdőt alkossanak. Bizonyítsuk be, hogy ez akkor és csak akkor
lehetséges, ha
		[image: 13. Hipergráfok] teljesül a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.

	6. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok]. Mikor van a
		[image: 13. Hipergráfok]-nak olyan reprezentánsrendszere, mely tartalmazza

		[image: 13. Hipergráfok]-t?

	7*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] két hipergráf, ahol
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok]. A
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok]-nek akkor és csak akkor van közös
reprezentánsrendszere, ha
		
[image: 13. Hipergráfok]


		teljesül minden olyan
		[image: 13. Hipergráfok], ill.
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfra, mely a
		[image: 13. Hipergráfok], ill. a
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfja.

	
	
              
	* * *



            

	8. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy hipergráf, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van ([image: 13. Hipergráfok]). Bizonyítsuk a következő állításokat:
(a) Az
		[image: 13. Hipergráfok]
([image: 13. Hipergráfok]) alakú halmazok száma legalább
		[image: 13. Hipergráfok].
(b)* Ugyanez teljesül az
		[image: 13. Hipergráfok]
([image: 13. Hipergráfok]) alakú halmazokra is.
(c)* Ugyanez teljesül az
		[image: 13. Hipergráfok], vagy
		[image: 13. Hipergráfok]
([image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok]) alakú halmazokra is.

	9*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy olyan hipergráf, hogy ha
		[image: 13. Hipergráfok], akkor minden
		[image: 13. Hipergráfok] halmaz is
		[image: 13. Hipergráfok]-ba tartozik. Bizonyítsuk be, hogy létezik
		[image: 13. Hipergráfok]-nak olyan
		[image: 13. Hipergráfok] permutációja, hogy
		[image: 13. Hipergráfok] teljesül minden
		[image: 13. Hipergráfok]-ra.

	10. feladat ÖM
	 (a) Egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
		[image: 13. Hipergráfok] pontja, melyre
		[image: 13. Hipergráfok]-nek
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van.
(b) Egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
		[image: 13. Hipergráfok] pontja, melyre
		[image: 13. Hipergráfok]-nek legalább
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van.
(c) Egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		
[image: 13. Hipergráfok]


		Különböző éle van. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
		[image: 13. Hipergráfok] elemű
		[image: 13. Hipergráfok], melynek minden részhalmaza előfordul az
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] halmazok között.

	11. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] két hipergráf ugyanazon az
		[image: 13. Hipergráfok]-elemű
		[image: 13. Hipergráfok] halmazon és tegyük fel, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]


		és
		
[image: 13. Hipergráfok]


		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]


	12. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy tetszőleges
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok] szétvágható két osztályra úgy, hogy az osztályok
		valamelyike által tartalmazott élek száma legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok].
(b) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok] szétvágható
		[image: 13. Hipergráfok] osztályra úgy, hogy legalább
		[image: 13. Hipergráfok] élnek megvan az a tulajdonsága, hogy pontosan egy
elemet tartalmaznak minden osztályból.

	13*. feladat ÖM
	Egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráfnak
		[image: 13. Hipergráfok] éle van, bármely kettőnek a metszete legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] pontot tartalmaz. Bizonyítsuk be, hogy legalább
		
[image: 13. Hipergráfok]


		pontja van.

	14*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy hipergráf, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] éle van. Jelölje
		[image: 13. Hipergráfok] az
		[image: 13. Hipergráfok] fokát, és tegyük fel, hogy
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] teljesül minden
		[image: 13. Hipergráfok] élre és
		[image: 13. Hipergráfok] pontra. Tegyük fel továbbá, hogy ha
		[image: 13. Hipergráfok], akkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


		Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok].

	15. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy olyan nem-üres hipergráf, melyben bármély két
élnek pontosan egy közös eleme van, és nincs olyan pont, mely
minden élben előfordul. Akkor
		[image: 13. Hipergráfok].
(b)* (Fisher egyenlőtlenség) Bizonyítsuk be, hogy ugyanez
teljesül, ha bármely két élnek pontosan
		[image: 13. Hipergráfok] közös eleme van ([image: 13. Hipergráfok]). Továbbá az élek incidencia-vektorai lineárisan
függetlenek a valós számok felett.

	16. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] két hipergráf ugyanazon a ponthalmazon, és tegyük
		fel, hogy
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok], ahol
		[image: 13. Hipergráfok] vagy
		[image: 13. Hipergráfok]. Akkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


	17*. feladat ÖM
	(a) Legyenek
		[image: 13. Hipergráfok] olyan halmazok, melyekre
		[image: 13. Hipergráfok]
([image: 13. Hipergráfok]). Ekkor tetszőleges pont
		[image: 13. Hipergráfok] fokára teljesül, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Ha van olyan
		[image: 13. Hipergráfok] pont, melynek a [image: 13. Hipergráfok], 1,
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok], akkor
		[image: 13. Hipergráfok].

	18. feladat ÖM
	 (a) Tegyük fel, hogy egy egyszerű,
		[image: 13. Hipergráfok] pontú
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf bármely két éle metszi egymást.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok].
(b) Ha ehhez még azt is tudjuk, hogy semelyik két él nem fedi
le együtt az összes pontot, akkor
		[image: 13. Hipergráfok].

	19. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy többszörös élek nélküli hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok] ponton, és tegyük fel, hogy tetszőleges két
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] élre vagy
		[image: 13. Hipergráfok], vagy
		[image: 13. Hipergráfok], vagy
		[image: 13. Hipergráfok]. Legfeljebb hány éle lehet
		[image: 13. Hipergráfok]-nak?

	20. feladat ÖM
	 Osszuk be egy
		[image: 13. Hipergráfok]-elemű
		[image: 13. Hipergráfok] halmaz részhalmazait szimmetrikus láncokba. (Egy
szimmetrikus láncon olyan
		[image: 13. Hipergráfok] láncot értünk, ahol
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok].)

	21. feladat ÖM
	 (a) (Sperner tétel) Ha
		[image: 13. Hipergráfok] egy Sperner-rendszer
		[image: 13. Hipergráfok] ponton (azaz, nincs
		[image: 13. Hipergráfok]-nak két egymást tartalmazó éle), akkor
		[image: 13. Hipergráfok].
(b) Mely Sperner-rendszerekre teljesül az egyenlőség?

	22*. feladat ÖM
	Egy parciálisan rendezett
		[image: 13. Hipergráfok] halmazban létezik páronként összehasonlíthatatlan
		elemeknek egy olyan maximális halmaza, mely invariáns az
		[image: 13. Hipergráfok] automorfizmusaira.
Adjunk a 13.21-beli Sperner tételre egy új bizonyítást,
		felhasználva a fenti észrevételt.

	23*. feladat ÖM
	Hívjunk egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfot keresztülvágónak, ha
		[image: 13. Hipergráfok] minden részhalmaza összehasonlítható
		[image: 13. Hipergráfok] egy élével.
(a) Tartalmaz-e minden keresztülvágó hipergráf egy
keresztülvágó Sperner rendszert?
(b) Egy minimális keresztülvágó hipergráfnak legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] éle van ([image: 13. Hipergráfok]).

	24. feladat ÖM
	 Ha a
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] éle van, nincsenek benne többszörös élek, és az
élekből álló
		[image: 13. Hipergráfok] láncok maximális hossza
		[image: 13. Hipergráfok], akkor
		[image: 13. Hipergráfok] nem nagyobb, mint a
		[image: 13. Hipergráfok] legnagyobb binomiális együttható összege a Pascal
háromszög
		[image: 13. Hipergráfok]-edik sorában.

	25. feladat ÖM
	 (a) Ekkor a
		[image: 13. Hipergráfok] összes élének van közös pontja.
(b) Tegyük fel, hogy egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf bármely
		[image: 13. Hipergráfok] élének van közös pontja. Ekkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


	26. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf, melyre
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok]. Bizonyítsuk be, hogy létezik egy olyan
		[image: 13. Hipergráfok] halmaz, hogy
		[image: 13. Hipergráfok] teljesül minden
		[image: 13. Hipergráfok] élre, és
		[image: 13. Hipergráfok].

	27*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy olyan
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf, melynek bármely két éle metszi
egymást. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan
		[image: 13. Hipergráfok] halmaz, melyre
		
[image: 13. Hipergráfok]


		és a
		[image: 13. Hipergráfok]-ra megszorított
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráf tetszőleges két éle metszi egy mást.
		Ez nem marad igaz, ha
		
[image: 13. Hipergráfok]


	28. feladat ÖM
	 (a) Legyenek
		[image: 13. Hipergráfok] egy
		[image: 13. Hipergráfok] kör különböző
		[image: 13. Hipergráfok] hosszúságú ívei ([image: 13. Hipergráfok]) és tegyük fel, hogy bármely kettőnek van közös
éle. Ekkor
		[image: 13. Hipergráfok].
(b) (Erdős–Ko–Rado tétel) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] olyan többszörös élek nélküli
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf az
		[image: 13. Hipergráfok] ponton ([image: 13. Hipergráfok]), melynek bármely két éle metszi egymást.
		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]


	29*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform
		[image: 13. Hipergráfok]-kritikus hipergráf, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van. Ekkor (rögzített
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok]-re)
		
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy tetszőleges
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] különböző éle van, és legyen
		[image: 13. Hipergráfok]. Ekkor
		[image: 13. Hipergráfok] esetén
		
[image: 13. Hipergráfok]


	30*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy hipergráf és jelöljük
		[image: 13. Hipergráfok]-vel a maximális fokot. Bizonyítsuk be a következő
egyenlőtlenséget az optimális pontlefogások és törtlefogások mérete
között:
		
[image: 13. Hipergráfok]


	31*. feladat ÖM
	(a) Legyenek
		[image: 13. Hipergráfok] egészek,
		[image: 13. Hipergráfok] valós számok, melyekre
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok], és tegyük fel, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]


		Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf, melyben nincsenek többszörös
élek. Írjuk fel
		[image: 13. Hipergráfok]-t
		[image: 13. Hipergráfok] alakban, ahol
		[image: 13. Hipergráfok] valós. Bizonyítsuk be, hogy a
		[image: 13. Hipergráfok] élei által tartalmazott
		[image: 13. Hipergráfok]-asok száma legalább
		[image: 13. Hipergráfok]
		([image: 13. Hipergráfok]).
(c) Vezessük le az Erdős–Ko–Rado tételt 
		13.28b-ből.

	32*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok]. Ekkor
		
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform
		[image: 13. Hipergráfok]-kritikus
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] éle van.

	
	
              
	* * *



            

	33. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfban nincs két olyan él, melynek pontosan
egy közös pontja van, akkor
		[image: 13. Hipergráfok]
		2 színnel kiszínezhető.

	34. feladat ÖM
	 Ha egy összefüggő
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf minden pontja másodfokú, és
		[image: 13. Hipergráfok] nem egy (2-uniform) páratlan kör, akkor
		[image: 13. Hipergráfok]
		2-kromatikus.

	35. feladat ÖM
	 Határozzuk meg az összes olyan hipergráfot,
melyben bármely két élnek pontosan egy közös pontja van, és melyek
nem színezhetők ki 2 színnel.

	36. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy 3-uniform hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok] ponton, melyben minden pontpár ugyanolyan
(pozitív) számú élben fordul elő. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok] nem 2-színezhető.

	37*. feladat ÖM
	Egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf incidencia mátrixa akkor és csak akkor
		totálisan unimoduláris, ha minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfnak van olyan
		[image: 13. Hipergráfok]
		2-színezése, melyre
		
[image: 13. Hipergráfok]


		minden
		[image: 13. Hipergráfok] élre. (A
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf incidencia mátrixa a következőképpen definiált
		[image: 13. Hipergráfok] mátrix:
		
[image: 13. Hipergráfok]


		Egy mátrix akkor totálisan unimoduláris, ha minden
		négyzetes almátrixának a determinánsa 0 vagy
		[image: 13. Hipergráfok].)

	38. feladat ÖM
	 (a) Ha a
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf minden köre páros hosszúságú, akkor a
		pontjai 2-színezhetőek úgy, hogy a piros és kék pontok száma minden
		élben legfeljebb 1-gyel különbözik.
(b) A
		[image: 13. Hipergráfok] incidencia mátrixa totálisan unimoduláris.

	39. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf incidencia mátrixa totálisan
unimoduláris, akkor
		[image: 13. Hipergráfok] kiegyensúlyozott.

	40. feladat ÖM
	 Egy kiegyensúlyozott hipergráf, melyben minden
élnek van legalább 2 elemű, 2 színnel kiszínezhető.

	41. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráfnak legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] éle van, akkor 2 színnel színezhető.

	42. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be, felhasználva 13.30-at, hogy
		létezik olyan 2 színnel nem színezhető
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok] ponton, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] éle van.

	43*. feladat ÖM
	Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf minden éle legalább
		[image: 13. Hipergráfok] másik élt metsz, akkor
		[image: 13. Hipergráfok]
		2 színnel színezhető.

	44*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy olyan
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráf, melynek
		[image: 13. Hipergráfok] pontja és
		[image: 13. Hipergráfok] éle van, és két élének legfeljebb egy közös pontja
van.
(a) Ha
		[image: 13. Hipergráfok], akkor
		[image: 13. Hipergráfok]
		2 színnel színezhető.
(b) Ha
		[image: 13. Hipergráfok] színezhető 2 színnel, akkor tartalmaz legalább
		[image: 13. Hipergráfok] olyan pontot, melynek a foka legalább
		[image: 13. Hipergráfok].
(c) Ha
		[image: 13. Hipergráfok], akkor
		[image: 13. Hipergráfok]
		2 színnel színezhető.
(Ilyen hipergráfokra vonatkozó problémákkal 14.24-ben
		foglalkozunk.)

	45. feladat ÖM
	 (a) A
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfnak megvan az a tulajdonsága, hogy minden

		[image: 13. Hipergráfok]-re, tetszőleges
		[image: 13. Hipergráfok] él uniójának legalább
		[image: 13. Hipergráfok] pontja van. Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 13. Hipergráfok]
		2 színnel színezhető.
(b) Konstruáljunk egy olyan
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfot, melyben bármely
		[image: 13. Hipergráfok] él uniójának ([image: 13. Hipergráfok]) legalább
		[image: 13. Hipergráfok] pontja van, de
		[image: 13. Hipergráfok] nem színezhető 2 színnel.
(c) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy olyan 3-kromatikus hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok] ponton, izolált pontok nélkül, hogy a
		[image: 13. Hipergráfok] tetszőleges pontját elhagyva a megmaradó hipergráf
2 színnel színezhető. Bizonyítsuk be, hogy a
		[image: 13. Hipergráfok] éleinek incidencia vektorai generálják az egész
		[image: 13. Hipergráfok]-dimenziós teret. Adjunk egy új bizonyítást
		(a)-ra, mely ezen alapul.

	46. feladat ÖM
	 Konstruáljunk végtelen sok
		[image: 13. Hipergráfok] értékre, többszörös élek nélküli
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráfokat, melyek nem 2-kromatikusak,
de melyeknek tetszőleges két élük metszik egymást, és
(a) több, mint
		[image: 13. Hipergráfok] élük van,
(b) legfeljebb
		[image: 13. Hipergráfok] élük van,
(c) több, mint
		[image: 13. Hipergráfok] pontjuk van.

	47. feladat ÖM
	 Ha egy egyszerű
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok]-uniform, 3-kromatikus, és tetszőleges két éle
		metszi egymást, akkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


	
	
              
	* * *



            

	48. feladat ÖM
	 Bizonyítsuk be a következő relációkat az optimális
		párosítások, lefogások, törtértékű párosítások és lefogások között:

		
[image: 13. Hipergráfok]


		(Használhatjuk a lineáris programozás Dualitástételét:
Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok] valós
		[image: 13. Hipergráfok] mátrixra és
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]- és
		[image: 13. Hipergráfok]-dimenziós valós vektorokra
		
[image: 13. Hipergráfok]


		létezik, akkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


		is létezik, és
		[image: 13. Hipergráfok].)

	49. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] egy gráf. Ekkor tetszőleges
		[image: 13. Hipergráfok]-lefogás egy 2-lefogás és egy
		[image: 13. Hipergráfok]-lefogás összege.
(b) Hasonló állítás teljesül
		[image: 13. Hipergráfok]-elemű párosításokra, ha
		[image: 13. Hipergráfok] páros.
(c) Léteznek optimális törtlefogások és optimális törtértékű
párosítások, melyekben a súlyok
		[image: 13. Hipergráfok] többszörösei. Következésképpen,
		[image: 13. Hipergráfok] egész szám.
(d) Vezessük le 7.37-et (c)-ből.

	50. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 13. Hipergráfok] páros gráf. Bizonyítsuk be, hogy minden
		[image: 13. Hipergráfok]-lefogás
		[image: 13. Hipergráfok]
		1-lefogás összege, és minden
		[image: 13. Hipergráfok]-párosítás
		[image: 13. Hipergráfok]
		1-párosítás összege. Következésképpen,
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok].

	51. feladat ÖM
	 (a) Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 13. Hipergráfok]


		teljesül tetszőleges két
		[image: 13. Hipergráfok],
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfra.
(b) Adott
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf esetén
		[image: 13. Hipergráfok] akkor és csak akkor teljesül minden
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfra, ha
		[image: 13. Hipergráfok].
(c) Legyen
		[image: 13. Hipergráfok]
([image: 13. Hipergráfok] tényező), határozzuk meg a
		[image: 13. Hipergráfok] határértéket.

	52. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok]-kritikus, akkor
		[image: 13. Hipergráfok] vagy diszjunkt élekből áll, vagy
		
[image: 13. Hipergráfok]


	53. feladat ÖM
	 Ha egy
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráf
		[image: 13. Hipergráfok]-kritikus, és nincs üres éle, akkor
		
[image: 13. Hipergráfok]


	54. feladat ÖM
	Minden kiegyensúlyozott
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfra
		[image: 13. Hipergráfok].

	55. feladat ÖM
	 Bármely
		[image: 13. Hipergráfok] hipergráfra a következő állítások
ekvivalensek.
(i)
		[image: 13. Hipergráfok] a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.
(ii)
		[image: 13. Hipergráfok] a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.
(iii)
		[image: 13. Hipergráfok]normális, azaz
		[image: 13. Hipergráfok] a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.

	56*. feladat (Folytatás) ÖM
	 A következő állítások szintén ekvivalensek (i)–(iii)-vel:
(iv)
		[image: 13. Hipergráfok] a
		[image: 13. Hipergráfok] minden
		[image: 13. Hipergráfok] részhipergráfjára.
(v)
		[image: 13. Hipergráfok]-nak megvan a Helly-tulajdonsága (azaz, ha az
		[image: 13. Hipergráfok] élek páronként metszik egymást, akkor
		[image: 13. Hipergráfok] és
		[image: 13. Hipergráfok] perfekt.

	57*. feladat (Perfekt gráf tétel) ÖM
	 A
		[image: 13. Hipergráfok] gráf akkor és csak akkor perfekt, ha
		[image: 13. Hipergráfok] perfekt.




14. fejezet - 
        14. Ramsey elmélet




        Ötlettár
        Megoldások
      
Minden elegendően nagy „irreguláris” struktúra tartalmaz
adott méretű „reguláris” rész-struktúrát. Ennek a gyakran
előforduló jelenségnek tipikus példája (egyben a fejezet címe is)
Ramsey klasszikus tétele: ha egy nagy teljes gráf éleit kiszínezzük
két színnel (amilyen „szabálytalanul” csak akarjuk), mindig létezik
benne egy nagy monokromatikus teljes részgráf. Színezhetünk más
dolgokat is (a térbeli pontokat, számokat, részhalmazokat, stb.),
és kereshetünk más „reguláris” rész-struktúrákat is (monokromatikus
alteret, számtani sorozatot, geometriai alakzatot stb.). Az utolsó
feladatsorozat sorozatok monoton részsorozataival és ehhez
kapcsolódó geometriai és kombinatorikai problémákkal foglalkozik,
például halmazok konvex részhalmazainak keresését itt
tárgyaljuk.
A szűkebb értelemben vett Ramsey elmélet, amikor
monokromatikus részhalmazokat keresünk, speciális esete a
hipergráf-színezés elméletének. A terület legtöbb eredménye
megfogalmazható úgy is, hogy egy bizonyos speciális konstrukcióval
nyert hipergráfnak, ha az elég nagy, nagy a kromatikus
száma.
A végtelen Ramsey-elmélettel nem foglalkozunk, noha ez
szorosabban kapcsolódik a véges elmélethez, mint talán a
kombinatorika bármely más területének véges és végtelen
részterületei. Reméljük, hogy a 9.14 és 
14.19 feladatok
megvilágítják némileg ezt a kapcsolatot.
	1. feladat ÖM
	 (a) Minden
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú gráf tartalmaz vagy teljes
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú teljes részgráfot, vagy
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemű független ponthalmazt.
(b) Legyenek
		[image: 14. Ramsey elmélet] adott egészek ([image: 14. Ramsey elmélet]). Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan (legkisebb)
természetes szám,
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyre akárhogy is színezzük
		[image: 14. Ramsey elmélet] éleit
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel, lesz olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] és olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú teljes részgráf, melynek minden éle az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-edik színnel van színezve.

	2. feladat ÖM
	 (a) Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		és egyenlőség áll
		[image: 14. Ramsey elmélet] esetén.
(b)* Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 14. Ramsey elmélet]-re
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


	3. feladat ÖM
	(a) (Ramsey tétel) Jelölje
		[image: 14. Ramsey elmélet] azt a hipergráfot, mely
		[image: 14. Ramsey elmélet] pont összes
		[image: 14. Ramsey elmélet]-eséből áll és legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet]. Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan (legkisebb)
		[image: 14. Ramsey elmélet] szám, melyre akárhogy is színezzük
		[image: 14. Ramsey elmélet] éleit
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel, lesz olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] és lesz
		[image: 14. Ramsey elmélet]-nek lesz olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] részhalmaza, melynek minden
		[image: 14. Ramsey elmélet] méretű részhalmaza az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-edik színnel van színezve.
(b) Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet]. Bizonyítsuk be, hogy
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


	4. feladat ÖM
	Színezzük ki 2 színnel egy
		[image: 14. Ramsey elmélet]
([image: 14. Ramsey elmélet]) pontú teljes gráf éleit. Bizonyítsuk be, hogy
lesz olyan Hamilton kör, mely vagy monokromatikus, vagy vagy két
monokromatikus ívből áll.

	5*. feladat ÖM
	Igazoljuk, hogy ha 2 színnel színezzük egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú teljes gráf éleit, akkor lesz benne
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú monokromatikus út.

	6*. feladat ÖM
	Színezzük ki két színnel egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú teljes gráf éleit. Bizonyítsuk be a
		következő állításokat:
(a) Ha van monokromatikus
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú kör ([image: 14. Ramsey elmélet]), akkor van monokromatikus
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú kör is.
(b) Ha van monokromatikus
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú kör ([image: 14. Ramsey elmélet]), akkor vagy van monokromatikus
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú kör is, vagy van két diszjunkt
		monokromatikus teljes
		[image: 14. Ramsey elmélet]-szög.
(c) Ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor mindig van monokromatikus
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú kör.
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	7. feladat ÖM
	 3 színnel színezzük a sík pontjait. Bizonyítsuk be,
hogy lesz két azonos színű pont egymástól egységnyi
távolságra.

	8*. feladat ÖM
	2 színnel színezzük a sík pontjait. Tegyük fel, hogy
		van három azonos színű pont, melyek szabályos (egyenlő oldalú),
		egységnyi oldalú háromszöget alkotnak (a rövidség kedvéért
		monokromatikus szabályos 1 oldalú háromszög). Ekkor minden olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] esetén, melyekre
		[image: 14. Ramsey elmélet], létezik monokromatikus, 1,
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] oldalú háromszög.

	9. feladat ÖM
	 (a) Mutassuk meg, hogy ha 2 színnel színezzük a sík
pontjait, akkor nem feltétlenül lesz monokromatikus 1 oldalú
szabályos háromszögünk.
(b) Bizonyítsuk be, hogy a sík pontjait 2 színnel színezve
mindig lesz monokromatikus,
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] oldalú háromszög.

	10*. feladat ÖM
	Létezik-e olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes szám, melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezzük az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós euklideszi tér pontjait, az egyik szín
tartalmaz
		[image: 14. Ramsey elmélet]-rel egybevágó alakzatot, ahol
(a)
		[image: 14. Ramsey elmélet] egy téglalap csúcsaiból áll,
(b)
		[image: 14. Ramsey elmélet] olyan paralelogramma csúcsaiból áll, mely nem
		téglalap.
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	11. feladat ÖM
	 Osszuk be az első
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes számot
		[image: 14. Ramsey elmélet] osztályba. Bizonyítsuk be, hogy ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor az egyik osztály tartalmaz három olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] egész számot, melyekre
		[image: 14. Ramsey elmélet].

	12. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet] adottak. Ekkor van olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezhető, akkor találunk olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes számokat, melyekre
		[image: 14. Ramsey elmélet], és az
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		összegek mindegyike azonos színű.

	13. feladat ÖM
	 Színezzük ki
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemű halmaz nem üres részhalmazait. Bizonyítsuk
be, hogy ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] elég nagy, akkor van két diszjunkt nem üres
részhalmaz,
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyekre
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet] színe azonos.

	14*. feladat ÖM
	(a) Tegyük fel, hogy egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemű
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaz összes részhalmazainak halmazát
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színeztük, ahol
		[image: 14. Ramsey elmélet]. Keressünk olyan diszjunkt
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmazokat, melyekre bármely rögzített
		[image: 14. Ramsey elmélet] sorozatra minden
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		formájú unió színe azonos.
(b) Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges adott
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet] esetén létezik a következő tulajdonsággal
rendelkező
		[image: 14. Ramsey elmélet]: ha egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemű
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaz összes részhalmazainak halmazát
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színeztük, akkor léteznek diszjunkt nem
üres részhalmazoknak olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] családja, melynek bármely nem üres részcsaládja
uniójának a színe azonos.

	15. feladat ÖM
	Erősítsük 14.12-t a következőképpen: Minden
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet] mellett létezik olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes szám, melyre akárhogy is színezzük az
		[image: 14. Ramsey elmélet] számokat
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel, mindig léteznek olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes számok, melyekre
		[image: 14. Ramsey elmélet] és minden
		[image: 14. Ramsey elmélet]
([image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet]) összeg színe azonos.

	16*. feladat ÖM
	Nevezzük az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett
		[image: 14. Ramsey elmélet] leképezést
		[image: 14. Ramsey elmélet]-vektornak. Tekintsük az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett
		[image: 14. Ramsey elmélet]-vektorok
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmazát, ahol
		[image: 14. Ramsey elmélet], és legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet] az
		[image: 14. Ramsey elmélet] egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel való színezése.
(a) Van olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor van olyan nem üres
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaz és
		[image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektor
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en, melyre
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet] színe azonos. (Jelölési megállapodások:
		[image: 14. Ramsey elmélet] jelöli az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett csupa 1 vektort is, és két
különböző halmazon értelmezett
		[image: 14. Ramsey elmélet]-vektort úgy adunk össze, hogy kiterjesztjük őket
0-kkal az egész unióra.)
(b) Van olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor léteznek diszjunkt nem üres
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmazok és egy
		[image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektor
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en, melyre minden
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		vektor színe azonos a
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		vektor színével.

	17*. feladat (Folytatás)  ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy létezik olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet], melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor
		[image: 14. Ramsey elmélet]-nek vannak olyan diszjunkt nem üres
		[image: 14. Ramsey elmélet] részhalmazai és az
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontjainak olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektora, melyre minden
		
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]-vektor színe azonos.

	18. feladat ÖM
	 (Van der Waerden tétele) Létezik olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] szám, melyre ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezzük a 0, 1, …,
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes számokat, akkor van köztük
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú monokromatikus számtani sorozat.

	19. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet] a természetes számok
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezett véges halmazainak egy
tetszőleges tulajdonsága (pl. egy halmaz rendelkezik a
		[image: 14. Ramsey elmélet] tulajdonsággal, ha monokromatikus és számtani
sorozatot alkot). Tegyük fel, hogy bárhogyan is színezzük ki az
összes természetes számot
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel, van
		[image: 14. Ramsey elmélet] tulajdonságú véges halmaz. Ekkor létezik olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes szám, melyre az
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmazt tetszőlegesen
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezve, van
		[image: 14. Ramsey elmélet] tulajdonságú részhalmaza.[9]

	20*. feladat ÖM
	Döntsük el, hogy a következő állítás igaz-e: Ha az
		összes természetes szám halmazát
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezzük, az egyik osztály tartalmaz
olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet]-et,
		[image: 14. Ramsey elmélet]-t és
		[image: 14. Ramsey elmélet]-t, melyekre
(a)
		[image: 14. Ramsey elmélet],
(b)
		[image: 14. Ramsey elmélet].

	21*. feladat ÖM
	Legyen
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(*)





		egész együtthatójú egyenlet. Ekkor a következő két
		állítás ekvivalens:
(i) ([image: 14. Ramsey elmélet])-nak van nem triviális
		[image: 14. Ramsey elmélet] megoldása.
(ii) Ha a természetes számokat véges sok színnel színezzük,
		akkor ([image: 14. Ramsey elmélet])-nak van monokromatikus megoldása.

	22*. feladat ÖM
	Bizonyítsuk be, hogy létezik a következő
tulajdonsággal rendelkező
		[image: 14. Ramsey elmélet] függvény: ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] egész számok tetszőleges olyan halmaza, melyre
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor az egészek halmaza
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezhető úgy, hogy
		[image: 14. Ramsey elmélet] minden színt tartalmaz minden
		[image: 14. Ramsey elmélet] egészre
		[image: 14. Ramsey elmélet]. A
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel való színezéstől azt is megkövetelhetjük,
hogy periodikus legyen.

	23. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet] prímhatvány és
		[image: 14. Ramsey elmélet],
		[image: 14. Ramsey elmélet].
(a) Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet]
		(ahol
		[image: 14. Ramsey elmélet] a 14.17 feladatban definiált függvény). Ekkor ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] színnel színezzük a
		[image: 14. Ramsey elmélet] fölötti
		[image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós affin tér pontjait, valamely
		[image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós altér monokromatikus lesz.
(b) Bizonyítsunk analóg tételt a projektív terekre.

	24. feladat ÖM
	A Ramsey tétel és 14.23a alapján adjunk két
		konstrukciót olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet]-uniform
		[image: 14. Ramsey elmélet] hipergráfra, melynek kromatikus száma legalább
		[image: 14. Ramsey elmélet] és melyben bármely két élnek legfeljebb egy közös
pontja van.

	
	
              
	* * *



            

	25. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet] egészek tetszőleges sorozata. Mutassuk meg, hogy
tartalmaz
		[image: 14. Ramsey elmélet] hosszúságú monoton részsorozatot.

	26. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 14. Ramsey elmélet] az
		[image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett egész értékű függvény, és tegyük
föl, hogy
		[image: 14. Ramsey elmélet] minden
		[image: 14. Ramsey elmélet]-re. Bizonyítsuk be be, hogy létezik olyan
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		sorozat, melyre
		
[image: 14. Ramsey elmélet]

(b) Ez nem mindig igaz, ha
		[image: 14. Ramsey elmélet] helyett
		[image: 14. Ramsey elmélet] szerepel.

	27*. feladat ÖM
	(a) Jelöljön
		[image: 14. Ramsey elmélet] egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontú tranzitív turnamentet és rendeljünk minden
		[image: 14. Ramsey elmélet] élhez egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] számot. Igazoljuk, hogy ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor vagy létezik egy
		[image: 14. Ramsey elmélet]
(irányított) út, melyre
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


		vagy létezik egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] út, melyre
		
[image: 14. Ramsey elmélet]

(b) Mutassuk meg, hogy a korlát éles.

	28*. feladat ÖM
	Rendeljünk egy
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemet az
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaz minden nem üres
		[image: 14. Ramsey elmélet] részhalmazához.
(a) Ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor van olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] elemű
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaz, és van ([image: 14. Ramsey elmélet])-nek olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] rendezése, melyre
		
[image: 14. Ramsey elmélet]

(b) Ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor létezik olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] lánc, melyre
		[image: 14. Ramsey elmélet].
(c) Ha
		[image: 14. Ramsey elmélet], akkor ez már nem igaz.

	29. feladat ÖM
	 Ha adva van
		[image: 14. Ramsey elmélet] pont a síkon, mindig találunk „majdnem egyenes”
töröttvonalat, azaz olyan
		[image: 14. Ramsey elmélet] sorozatot, melyre
		
[image: 14. Ramsey elmélet]


	30. feladat ÖM
	 Egy sokszöget alulról (felülről) konvexnek
		nevezünk, ha konvex és a csúcsaiból induló és az
		[image: 14. Ramsey elmélet] tengely negatív (pozitív) részével párhuzamos
		félegyenesnek csak a végpontja közös a sokszöggel. 
		(12. ábra)
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    12. ábra.
				



(a) Bizonyítsuk be, hogy a sík bármely
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontból álló általános helyzetű
		[image: 14. Ramsey elmélet] halmaza (ami alatt itt az értendő, hogy nincs 3
egy egyenesen, és egyetlen általuk meghatározott egyenes sem
párhuzamos egyik tengellyel sem) tartalmaz vagy egy alulról konvex
		[image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, vagy egy felülről konvex
		[image: 14. Ramsey elmélet]-szöget.
(b) Ez
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontra nem igaz.

	31. feladat ÖM
	(a) Létezik egy (legkisebb)
		[image: 14. Ramsey elmélet] természetes szám, melyre ha adott a sík
		[image: 14. Ramsey elmélet] általános helyzetű pontja, mindig létezik konvex
		[image: 14. Ramsey elmélet]-szög, melynek csúcsai az ebbe a halmazba
tartoznak.
(b)* Bizonyítsuk be a következő egyenlőtlenségeket:[10]
[image: 14. Ramsey elmélet]

(c) Mutassuk meg, hogy
		[image: 14. Ramsey elmélet] és
		[image: 14. Ramsey elmélet].





[9] Ez az állítás egy nagyon speciális esete a kompaktságnak
			nevezett elvnek. Ez az elv például lehetővé tenné a Ramsey tétel
			(14.2) levezetését annak egy végtelen 
			változatából. Mivel a halmazelméletbe itt nem tudunk belemélyedni, ez a 
			feladat illusztrációként szolgál.

[10] A sejtés az, hogy az alsó korlát
		[image: 14. Ramsey elmélet] pontos értéke.



15. fejezet - 
        15. Rekonstrukció




        Ötlettár
        Megoldások
      
A rekonstrukció problémája az invariánsok klasszikus elvének
egy változata. Ha hozzárendelünk egy
		[image: 15. Rekonstrukció] struktúrát minden
		[image: 15. Rekonstrukció] struktúrához (például egy gráfhoz az élgráfját,
vagy egy sorozathoz a generátorfüggvényét, vagy egy sokasághoz a
Betti számait), akkor kíváncsiak lehetünk arra, hogy vajon
		[image: 15. Rekonstrukció] egyértelműen meghatározza-e
		[image: 15. Rekonstrukció]-t. Ilyen eredményre példa az, hogy egy hatványsor
meghatározza az együtthatóit. Érdekelhet bennünket az is, hogy mely
struktúrák állnak elő
		[image: 15. Rekonstrukció] alakban.
E fejezetben kombinatorikai jellegű rekonstrukciós
problémákra szorítkozunk: hogyan lehet egy gráfot rekonstruálni az
élgráfjából, „matroidjából” (köreinek rendszeréből), önmagával vett
direkt szorzatából stb. A terület legismertebb problémája a
Rekonstrukció-sejtés, mely szerint minden legalább 3 pontú gráf
rekonstruálható valódi nem bővíthető feszített részgráfjainak
családjából. Ezt csak speciális esetekre oldották meg.
A teljesség kedvéért itt megemlítjük az ide tartozó problémák
egy olyan osztályát, amit ebben a kötetben nem tudunk részletesen
tárgyalni. Ez a szimmetrikus kombinatorikai struktúrák
(blokkrendszerek, parciális geometriák, Latin négyzetek)
előállítása véges terekből. Gyakran elmondható, legalábbis a
paraméterek bizonyos értékeire, hogy e paraméterek egyértelműen
meghatározzák a szóban forgó struktúrát. Ez így van például a véges
testek, vagy a legalább három dimenziós véges projektív geometriák
esetében. A szükséges módszerek viszont általában a blokkrendszerek
elméletének kiterjedt használatát igénylik, ez az oka annak, hogy
itt nem kerülhetnek terítékre.
	1. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két olyan egyszerű gráf, melyekben minden pont
foka legalább 4 és tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció], illetve
		[image: 15. Rekonstrukció] élgráfjaik izomorfak. Bizonyítsuk be, hogy ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció].
(b) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű összefüggő gráf és tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció], de
		[image: 15. Rekonstrukció]. Mi lehet
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció]?
(c) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű összefüggő gráf és
		[image: 15. Rekonstrukció] egy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] közti izomorfizmus. Azt mondjuk, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] triviális, ha létezik olyan
		[image: 15. Rekonstrukció] izomorfizmus, melyre
		[image: 15. Rekonstrukció] tartalmazza
		[image: 15. Rekonstrukció]-t
		[image: 15. Rekonstrukció]-n. Mely gráfokra létezik nem triviális
izomorfizmus
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] között?

	2. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] az
		[image: 15. Rekonstrukció]
([image: 15. Rekonstrukció]) pont összes
		[image: 15. Rekonstrukció]-eséből álló
		[image: 15. Rekonstrukció] hipergráf élgráfjának egy automorfizmusa. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció]-t
		[image: 15. Rekonstrukció] egy automorfizmusa (vagyis
		[image: 15. Rekonstrukció] egy permutációja) indukálja.
(b) Az előző eredmény
		[image: 15. Rekonstrukció]-re is igaz, de
		[image: 15. Rekonstrukció]-re már nem.

	3. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] adott. Konstruáljuk meg azt az
		[image: 15. Rekonstrukció] gráfot, melynek pontjai
		[image: 15. Rekonstrukció]-esek
		[image: 15. Rekonstrukció]-ben, és melyben két
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-es akkor és csak akkor szomszédos, ha
		[image: 15. Rekonstrukció]. Mutassuk meg, hogy elegendően nagy
		[image: 15. Rekonstrukció]-re
		[image: 15. Rekonstrukció] minden automorfizmusát természetes módon generálja

		[image: 15. Rekonstrukció] egy permutációja.

	4. feladat ÖM
	 (a) Minden egyszerű gráf élgráfja valamely
hipergráfnak. Írjuk le ezeket a hipergráfokat.
(b) Mutassuk meg, hogy minden izolált pontot nem tartalmazó
		[image: 15. Rekonstrukció] pontú
		[image: 15. Rekonstrukció] gráf élgráfja egy
		[image: 15. Rekonstrukció] ponton értelmezett hipergráfnak.

	5. feladat ÖM
	 (a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció]
		9-nél több pontú egyszerű gráf. Tegyük fel, hogy minden
		[image: 15. Rekonstrukció] pontra
		[image: 15. Rekonstrukció] élgráfja valamely egyszerű
		[image: 15. Rekonstrukció] gráfnak. Mutassuk meg, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] is élgráfja egy egyszerű gráfnak.
(b) Találhatunk véges számú olyan
		[image: 15. Rekonstrukció] „minta-gráfot” úgy, hogy egy egyszerű
		[image: 15. Rekonstrukció] gráf akkor és csak akkor élgráfja egy egyszerű
gráfnak, ha nem tartalmazza feszített részgráfként
		[image: 15. Rekonstrukció] egyikét sem.

	6. feladat ÖM
	 (a) Nevezzük a
		[image: 15. Rekonstrukció] gráf egy
		[image: 15. Rekonstrukció] háromszögét páratlannak, ha van olyan
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] pont, mely az
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] pontok közül vagy pontosan eggyel, vagy
mindhárommal szomszédos. Mutassuk meg, hogy ha az egyszerű
		[image: 15. Rekonstrukció] gráf élgráf, akkor
  (i) nem tartalmazza a 3-csillagot feszített
részgráfként,
  (ii) ha
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] páratlan háromszögek ([image: 15. Rekonstrukció]), akkor
		[image: 15. Rekonstrukció] szomszédos
		[image: 15. Rekonstrukció]-vel.
(b) Ha
		[image: 15. Rekonstrukció] olyan egyszerű gráf, melyre (i) és (ii) igaz,
akkor
		[image: 15. Rekonstrukció] élgráfja valamely egyszerű gráfnak.
(c) Határozzuk meg a 15.5b „minta-gráfjait”.

	7*. feladat ÖM
	Mutassuk meg, hogy 15.5b állítása nem érvényes
		3-uniform hipergráfok élgráfjára (többszörös élek nélkül).

	8. feladat ÖM
	 (a) Konstruáljunk két olyan izomorf síkbarajzolható
		2-szeresen összefüggő gráfot, melyek duálisai nem izomorfak.
(b) Ha két 3-szorosan összefüggő síkbarajzolható gráf
izomorf, akkor duálisaik is.

	9. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két 3-szorosan összefüggő gráf és
		[image: 15. Rekonstrukció] az éleik közti olyan bijekció, amely a
		[image: 15. Rekonstrukció]-ben kört alkotó éleket
		[image: 15. Rekonstrukció] egy körének éleire képezi le és viszont.
(a) Igazoljuk, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] megőrzi az élek szomszédosságát.
(b) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció]
(a matroidelmélet nyelvén: 3-szorosan összefüggő
gráfok a matroidjukból rekonstruálhatók).

	10. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] két fa és tegyük fel, hogy végpontjaik
		[image: 15. Rekonstrukció] halmaza azonos. Tegyük fel, hogy
		
[image: 15. Rekonstrukció]


		Mutassuk meg, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] izomorfak.

	11. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 15. Rekonstrukció] egy
		[image: 15. Rekonstrukció] fa végpontjai és
		
[image: 15. Rekonstrukció]


		Igazoljuk, hogy
(a) bármely három
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] indexre
		
[image: 15. Rekonstrukció]

(b) Bármely négy
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] indexre a
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] számok közül kettő egyenlő, a harmadik pedig nem
nagyobb ennél a kettőnél.
(c) Tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] nem-negatív egészekből álló szimmetrikus mátrix,
melyre
		[image: 15. Rekonstrukció] akkor és csak akkor, ha
		[image: 15. Rekonstrukció], és eleget tesz (a)-nak és (b)-nek. Ekkor létezik
egy olyan
		[image: 15. Rekonstrukció] fa, melynek
		[image: 15. Rekonstrukció] végpontja
		[image: 15. Rekonstrukció], és
		
[image: 15. Rekonstrukció]


	12*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció]. Konstruáljunk egész számoknak két olyan
		[image: 15. Rekonstrukció] családját (ugyanaz az egész szám egynél többször
is előfordulhat), melyre az
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] családok (multiplicitást is figyelembe véve)
egyenlőek.
(b) Ez nem lehetséges, ha
		[image: 15. Rekonstrukció] nem 2 hatványa; azaz ebben az esetben
		[image: 15. Rekonstrukció] rekonstruálható az
		[image: 15. Rekonstrukció] családból.

	13. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két komplex mátrix, és tegyük fel, hogy egyikben
		sincsen két azonos sor. Legyen
		
[image: 15. Rekonstrukció]


		továbbá tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] az
		[image: 15. Rekonstrukció] nem-negatív egészek minden választására.
Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció], azaz az
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] mátrixok előállnak egymásból a sorok
permutációjával.

	14. feladat ÖM
	 Legyenek
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ugyanazon a
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon értelmezett egyszerű gráfok. Tegyük fel,
hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] minden
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció]-re. Mutassuk meg, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] azonosak.

	15. feladat ÖM
	 (a) Igaz-e a következő állítás: Ha
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ugyanazon az (elegendően nagy)
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon értelmezett egyszerű gráfok és
		[image: 15. Rekonstrukció] minden
		[image: 15. Rekonstrukció] esetén, akkor
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] azonosak.
(b) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ugyanazon a
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon értelmezett két gráf és tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] minden
		[image: 15. Rekonstrukció]-re. Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] tetszőleges adott
		[image: 15. Rekonstrukció]-nél kevesebb pontú gráf. Mutassuk meg, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf részgráfjainak [feszített
részgráfjainak] száma azonos.
(c) Ha
		[image: 15. Rekonstrukció] nem összefüggő, akkor
		[image: 15. Rekonstrukció] sem az és izomorfak.[11]

	16*. feladat ÖM
	Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két fa ugyanazon a
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon és tegyük fel, hogy minden
		[image: 15. Rekonstrukció]-re
		
[image: 15. Rekonstrukció]

(a) Bizonyítsuk be, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] átmérője azonos.
(b) Bizonyítsuk be továbbá, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció].

	17*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű gráf, melyekre
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció]. Tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ha
		[image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció].
(b) Bizonyítsuk ugyanezt az állítást, ha ahelyett, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció], csak azt tesszük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció].

	18. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ugyanazon a
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon értelmezett két
		[image: 15. Rekonstrukció]-uniform hipergráf és legyen
		[image: 15. Rekonstrukció]. Tegyük fel, hogy
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(*)





		minden olyan
		[image: 15. Rekonstrukció]-re, melyre
		[image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] azonosak.

	19. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] ugyanazon a
		[image: 15. Rekonstrukció] halmazon értelmezett két hipergráf és tegyük fel,
hogy minden
		[image: 15. Rekonstrukció]-re
		
[image: 15. Rekonstrukció]


		Mutassuk meg, hogy vagy
		[image: 15. Rekonstrukció], vagy
		[image: 15. Rekonstrukció] tartalmazza
		[image: 15. Rekonstrukció] minden páros elemű részhalmazát és
		[image: 15. Rekonstrukció] tartalmazza
		[image: 15. Rekonstrukció] minden páratlan elemű részhalmazát (vagy
megfordítva).

	20*. feladat ÖM
	(a) Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű gráf és tegyük fel, hogy ugyanannyi
homomorfizmusuk van bármely harmadik
		[image: 15. Rekonstrukció] gráfba. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció].
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű gráf és minden harmadik
		[image: 15. Rekonstrukció] gráfnak ugyanannyi homomorfizmusa van
		[image: 15. Rekonstrukció]-be, mint
		[image: 15. Rekonstrukció]-be. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció].

	21. feladat ÖM
	 Legyen
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] két egyszerű gráf és tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor
		[image: 15. Rekonstrukció].

	22. feladat ÖM
	 (a) Konstruáljunk olyan izolált pontot nem tartalmazó
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] egyszerű gráfokat, melyekre
		[image: 15. Rekonstrukció], de
		[image: 15. Rekonstrukció].
(b) Tegyük fel, hogy
		[image: 15. Rekonstrukció], ahol
		[image: 15. Rekonstrukció],
		[image: 15. Rekonstrukció] és
		[image: 15. Rekonstrukció] egyszerű gráfok. Ekkor
		
[image: 15. Rekonstrukció]


		az
		[image: 15. Rekonstrukció] minden
		[image: 15. Rekonstrukció] részgráfjára.
(c) Igazoljuk, hogy a rövidítési szabály érvényes az erős
		direkt szorzatra, vagyis ha
		[image: 15. Rekonstrukció], akkor
		[image: 15. Rekonstrukció].
(d) Ugyanez a rövidítési szabály fennáll véges csoportok és
gyűrűk direkt szorzatára.





[11] Ulam híres 
			sejtése azt mondja ki, hogy ez az állítás
			tetszőleges gráf-párra igaz.



16. fejezet - 
        1. A leszámlálás alapjai




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Egyenként döntsünk a személyekről.

	2. feladat FM
	Döntsünk most a levelezőlapokról. A válasz a
            második kérdésre 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].

	3. feladat FM
	Ha a betűk összes permutációját vesszük, hányszor
            fog ugyanaz a szó előfordulni?

	4. feladat FM
	(a) Képzeljünk el 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            1-forintos érmét egy sorban; a
            személyek egyenként jönnek és veszik el a forintokat,
            addig, amíg engedjük nekik.
(b) Redukáljuk a problémát az előző feladatra
            úgy, hogy minden személynek kölcsönzünk egy
            forintot.

	5. feladat FM
	A különböző levelezőlapokról egymástól
            függetlenül dönthetünk.

	6. feladat FM
	(a) A rekurzív relációk a következők 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Vegyük észre, hogy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elem 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályba való particionálása során
            legalább 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztálynak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            eleműnek kell lennie.
(c) A Stirling-féle partíciós számok esetén,
            írjuk fel (a)-t 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

alakban, hogy megkapjuk a negatív 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékekre a rekurziót.
(d) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ugyanazokat a rekurziós
            összefüggéseket és határfeltételeket elégítik
            ki.

	7. feladat FM
	(a) Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy egész szám, akkor az első
            azonosság mindkét oldala az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű halmaz leképezéseit számolja le
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű halmazba. (b) Mindkét oldal a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            párokat számolja le, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmaz egy permutációja, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy olyan színezése 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            színnel, melyet 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            változatlanul hagy. (c) Vessük össze
            az (a) és (b)-beli azonosságokat.

	8. feladat FM
	Végezzük el a következő helyettesítést: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	9. feladat FM
	(a) Használjuk fel, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Mutassuk meg, hogy az (a)-beli összeg
            tagjainak eloszlása aszimptotikusan normális; legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            akkor
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	10. feladat FM
	Tekintsük az egy adott elemet tartalmazó
            partíciós osztályt.

	11. feladat FM
	Használjuk az előző rekurzív relációt, hogy egy
            differenciálegyenletet kapjunk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re.

	12. feladat FM
	(a) Egy partícióra tekintsük az összes olyan
            permutációt, melyben az osztályok a hosszúság
            tekintetében nem-csökkenő sorrendben vannak elrendezve.
            (b) Az eredmény közelítőleg 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].

	13. feladat FM
	Tekintsük az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            Taylor sorfejtését.

	14. feladat FM
	(a) A 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re (1.12)-ben meghatározott formula
            második deriváltja, némi módosítással, alkalmazható itt. (b) A 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re (1.11)-ben 
            megadott első bizonyítás könnyen kiterjeszthető erre az esetre.

	15. feladat FM
	(a) Használjuk az alábbi rekurzív relációt: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Használjuk
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	16. feladat FM
	Reprezentáljuk a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partíciót egy diagrammal, amelyben az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-edik oszlop 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontból áll.

	17. feladat FM
	Rendeljük egymáshoz az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partíciókat.

	18. feladat FM
	Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

egy partíció különböző tagokra. Írjuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            alakban, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan.

	19. feladat FM
	Ha 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója, akkor próbáljunk egy
            új, különböző tagokból álló, 1-gyel több tagú partíciót
            létrehozni úgy, hogy 1-et levonunk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből és hozzáveszünk egy új tagot, az
            1-et. Ez általában nem működik, mert előfordulhat, hogy
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor vonjunk le 1-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből és az új tag legyen 2, és így
            tovább.

	20. feladat FM
	
              
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            

	21. feladat FM
	Állítsuk elő mindegyik generátorfüggvényt
            szorzatalakban, úgy mint az előző feladatban.

	22. feladat FM
	Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám különböző tagokból álló páros és
            páratlan partíciói számának a különbsége megegyezik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójával az alábbi
            kifejezésben: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	23. feladat FM
	Az (a) azonosság azt a tényt fejezi ki, hogy a
            különböző páratlan tagokból álló partíciók száma
            megegyezik a szimmetrikus Ferrers diagrammal rendelkező
            permutaciók számával. (Szimmetrikus abban az
            értelemben, hogy tükrösek a bal alsó sarokból induló 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szögű egyenesre.)

	24. feladat FM
	Döntsük el, hogy 1-gyel indulva, melyik szám,
            milyen multiplicitással kell, hogy előforduljon egy
            ilyen partícióban. Ha az 1 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szer fordul elő, akkor a következő
            legkisebb előforduló szám 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kell, hogy legyen.

	25. feladat FM
	Ha 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója, akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesznek a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű háromszög oldalai.

	26. feladat FM
	Keressünk egy 2-lépéses rekurzív relációt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re; próbáljunk egy 1-lépéses rekurzív
            relációt megsejteni és indukcióval bizonyítsuk be a
            helyességét.

	27. feladat FM
	Keressünk egy rekurzív relációt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re.

	28. feladat FM
	Vezessünk le egy rekurzív relációt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re és bizonyítsuk be, hogy a felső
            determináns kielégíti ezt a rekurziót. Kezdőértékeknek
            vegyük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et. (b) Használjunk rekurzív
            összefüggést ugyanúgy, mint 
            1.27-ben.

	29. feladat FM
	Bizonyítsuk be, hogy a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

a karakterisztikus polinom kielégíti az
            alábbi rekurzív összefüggést: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	30. feladat FM
	Jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]- és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ill. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel kezdődő ilyen sorozatok számát,
            és keressünk egy rekurzív összefüggést ezen
            számokra.

	31. feladat FM
	Használjunk az 1.17 megoldásához hasonló
            ötleteket.

	32. feladat FM
	Egy ilyen függvény grafikonja úgy tekinthető mint
            egy poligon, mely az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontot köti össze az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ponttal, és minden lépésben vagy
            jobbra, vagy felfelé lép.

	33. feladat FM
	Kényelmesebben dolgozhatunk az olyan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            leképezésekkel, melyek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t viszik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-be, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Azon leképezések, melyeknek nincs
            meg ez a tulajdonságuk, kölcsönösen egyértelműen
            megfeleltethetők azon lépcsősfüggvényeknek, melyek a
            (0,1)-et kötik össze 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel. Az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].

	34. feladat FM
	Jelöljük a kérdéses számot 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-rel. Igazoljuk a következő rekurzív
            relációt: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	35. feladat FM
	Tekintsük az eljárást visszafelé.

	36. feladat FM
	Használjunk indukciót a következőképpen: vegyük
            el 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy elemét, akkor a maradék halmaz
            partícióinak a sorozata majdnem megegyezik az
            eljárásból származó sorozattal.

	37. feladat FM
	Redukáljuk (b)-t az előző problémára.

	38. feladat FM
	Használjuk 1.37-et vagy
				1.33-at.

	39. feladat FM
	Rendeljünk hozzá a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szorzat minden zárójelezéséhez egy
            háromszögelést.

	40. feladat FM
	Használjuk az alábbi rekurzív összefüggést: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	41. feladat FM
	A háromszögek egy láncot alkotnak.

	42. feladat FM
	(a) Számítsuk ki a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            összeget is.
(b) Tekintsük a Pascal háromszöget.
(c) Keressünk egy kombinatorikus
            interpretációt.
(d) Ez az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ban.
(e) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].
(f) Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és használjuk ki, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(g) Keressünk egy rekurzív összefüggést ezen
            számok között ([image: 1. A leszámlálás alapjai]
            rögzített, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            változik).
(h) Bizonyítsuk be indukcióval, hogy az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].
(i) Az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].

	43. feladat FM
	(a) Keressünk egy kombinatorikus
            értelmezést.
(b) Helyettesítsünk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyébe (a)-ban.
(c) Hajtsuk végre az alábbi helyettesítést 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(d) Helyettesítsünk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyett (c)-ben.
(e) Fejtsük ki az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kifejezést 1.42c és i szerint.

	44. feladat FM
	Hogy belássuk (a)-t, differenciáljuk mindkét
            oldalt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szerint, aztán végezzünk indukciót 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re. (b), (c) (a)-ból
            következik.

	45. feladat FM
	Használjuk, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].




17. fejezet - 
        2. A szita




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Azon tanulók száma, akik sem a matematikát, sem a
            fizikát nem szeretik, nem 
            [image: 2. A szita]. A 
            [image: 2. A szita]
            mennyivel nagyobb?

	2. feladat FM
	Határozzuk meg az 
            [image: 2. A szita]
            által generált Boole-algebra
            tetszőleges atomjának adalékát mindkét oldalon.

	3. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            és legyen 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]-vel osztható egészek halmaza.

	4. feladat FM
	Számoljuk le 
            [image: 2. A szita]
            adott elem leképezéseinek a számát az 
            [image: 2. A szita]
            adott elem halmazára.

	5. feladat FM
	
              [image: 2. A szita]
            eltűnik 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]) esetén.

	6. feladat FM
	Tekintsük az 
            [image: 2. A szita]
            által generált Boole-algebra egy 
            [image: 2. A szita]
            atomjának az adalékát.

	7. feladat FM
	(a) Alkalmazzuk az előző eredményt.
(b) Használjuk fel, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	8. feladat FM
	Összegezzük az előző probléma eredményeit 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita], …-re.

	9. feladat FM
	Ez az alábbi részletösszegekre vezethető vissza: 
            
[image: 2. A szita]


	10. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	11. feladat FM
	Minden 
            [image: 2. A szita]
            halmazra, 
            
[image: 2. A szita]


	12. feladat FM
	Jelöljük 
            [image: 2. A szita]-val és 
            [image: 2. A szita]-gyel a független páros részhalmazok
            halmazát, ill. azon páratlan részhalmazok halmazát,
            melyek legalább egy élt kifeszítenek. Bizonyítsuk be
            indukcióval az alábbi egyenlőtlenségeket 
            
[image: 2. A szita]


	13. feladat FM
	Ha 
            [image: 2. A szita], akkor a 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            tagok 
            [image: 2. A szita]
            kiesnek; a maradék tagok pedig
            pozitívak.

	14. feladat FM
	(a) Használjuk 2.6. (b)-t. Egy alsó becslés a
            következő: 
            
[image: 2. A szita]

ahol 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            ha 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            esetén, tetszőleges valós szám.

	15. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita], és mutassuk meg, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	16. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita], és
            [image: 2. A szita]. Minimalizáljuk az alábbi összeget: 
            
[image: 2. A szita]


            és adjunk becslést 
            
[image: 2. A szita]

értékére ezen a helyen.

	17. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            és legyenek 
            [image: 2. A szita]
            azok az 
            [image: 2. A szita]-nél nem nagyobb prímek, melyek nem
            osztói 
            [image: 2. A szita]-nak. „Szitáljuk ki” az adott
            sorozatból azokat a számokat, amelyek oszthatóak a 
            [image: 2. A szita]
            számok valamelyikével, a Selberg-féle
            módszert használva.

	18. feladat FM
	Bizonyítsuk be 
            [image: 2. A szita]
            szerinti indukcióval, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	19. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            az előforduló 
            [image: 2. A szita]-k száma. Használjuk a
            Csebisev-egyenlőtlenséget: 
            
[image: 2. A szita]


	20. feladat FM
	Hasonlítsuk össze 2.19 eredményét a
            Selberg-módszer becslésével; az utóbbit fejtsük 
            [image: 2. A szita]
            szerinti hatványsorba.

	21. feladat FM
	Csak az inverzre vonatkozó állítás igényel
            meggondolást. Ehhez mutassuk meg, hogy az 
            [image: 2. A szita]
            mátrix akkor és csak akkor
            invertálható, ha 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]).

	22. feladat FM
	Mivel lesz egyenlő az 
            [image: 2. A szita]
            matrix, ahol 
            [image: 2. A szita]?

	23. feladat FM
	
              [image: 2. A szita]
            csak a 
            [image: 2. A szita]
            intervallum struktúrájától
            függ.

	24. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy a ([image: 2. A szita]) által definiált 
            [image: 2. A szita]
            kielégíti a 
            [image: 2. A szita]
            definíciójában szereplő
            azonosságokat.

	25. feladat FM
	Használjuk ki, hogy 
            [image: 2. A szita].

	26. feladat FM
	(A második részre) Válasszuk 
            [image: 2. A szita]-t az 
            [image: 2. A szita]
            összes részhalmazából álló halmaznak,
            és legyen 
            
[image: 2. A szita]


	27. feladat FM
	Használjuk fel, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	28. feladat FM
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            egy olyan atom, melyre 
            [image: 2. A szita]
            és tekintsük a 
            
[image: 2. A szita]

egyenlőséget.

	29. feladat FM
	Bontsuk szét tagokra a 
            
[image: 2. A szita]

összeget aszerint, hogy 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            közül melyikbe esik.

	30. feladat FM
	(a) Használjuk 2.27-et és 
            [image: 2. A szita]
            szerinti indukciót. (b) Végezzünk 
            [image: 2. A szita]
            szerinti indukciót és írjuk fel az
            Euler-féle formulát: ha 
            [image: 2. A szita]
            jelenti az 
            [image: 2. A szita]
            dimenziós lapok számát a 
            [image: 2. A szita]
            dimenziós konvex politópban ([image: 2. A szita]), akkor 
            
[image: 2. A szita]


	31. feladat FM
	Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Mi a kapcsolat az 
            [image: 2. A szita]
            és a 
            [image: 2. A szita]
            mátrixok között?

	32. feladat FM
	Használjuk az 
            [image: 2. A szita]
            halmazt, mely az oszthatóság szerint
            van parciálisan rendezve, és 2.31-et, egy kis
            változtatással.

	33. feladat FM
	Keressünk a 
            [image: 2. A szita]
            mátrixnak egy 
            [image: 2. A szita]
            alakú hasonló reprezentációját, úgy
            mint a 2.32 megoldásában.

	34. feladat FM
	Írjuk fel 
            [image: 2. A szita]-et, mint 
            [image: 2. A szita]
            polinomját, a 2.25-ben használt
            eljáráshoz hasonlóan.

	35. feladat FM
	Jelöljük 
            [image: 2. A szita]-szel azon 
            [image: 2. A szita]-beli 
            [image: 2. A szita]-asok számát, melyeknek uniója 
            [image: 2. A szita]. Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	36. feladat FM
	Használjuk a 2.29-beli azonosságot, az előző
            feladatbeli meggondoláshoz hasonló módon.

	37. feladat FM
	Használjuk 2.27-t, és 
            [image: 2. A szita]
            szerinti indukciót.




18. fejezet - 
        3. Permutációk




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Két permutáció akkor és csak akkor egymás
            konjugáltja, ha a ciklusaik méretei megegyeznek.

	2. feladat FM
	(a) Használjunk szitálást. (b) Egy ilyen
            permutációt egy adott pontból kiindulva építsünk
            fel.

	3. feladat FM
	Számoljuk le azokat a permutációkat, melyekben az
            1-et tartalmazó ciklus elemeinek a halmaza
            adott.

	4. feladat FM
	Az előzőhöz hasonló leszámlálást
            végezzünk.

	5. feladat FM
	Határozzuk meg 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusokban lévő pontok
            számának várható értékét.

	6. feladat FM
	Használjuk a 3.3 második megoldásában mutatott
            kódolást.

	7. feladat FM
	Bizonyítsuk be az alábbi rekurzív relációt 
            
[image: 3. Permutációk]


	8. feladat FM
	b)-hez, reprezentáljuk ezeket a permutációkat az
            osztályok halmazának egy permutációjával, és 
            [image: 3. Permutációk]
            darab további permutációval, melyek
            egy-egy osztály elemeit permutálják.

	9. feladat FM
	Ha a két csoport megfelelő elemeinek a rendje
            egyenlő, akkor a reguláris reprezentációjuknak ugyanaz
            a ciklusszámlálója.

	10. feladat FM
	Vegyük észre az alábbi azonosságot 
            
[image: 3. Permutációk]


	11. feladat FM
	Tekintsük a 
            
[image: 3. Permutációk]

kifejezést.

	12. feladat FM
	(a) A bal oldalt 
            [image: 3. Permutációk]-szel jelölve, vegyük észre, hogy 
            [image: 3. Permutációk], ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusszámlálója. (b) Számítsuk ki 
            [image: 3. Permutációk]-t.

	13. feladat FM
	Egy ilyen gráf diszjunkt körökből áll. Ha
            irányítjuk ezeket, az 
            [image: 3. Permutációk]
            elem egy permutációja
            ciklusfelbontásának a gráfját kapjuk.

	14. feladat FM
	(a) Kössük össze az egy párban lévő számokat egy
            éllel. (b) Hányféleképpen irányíthatjuk az előző gráf
            éleit?

	15. feladat FM
	Fejezzük ki ezeket a számokat, mint a
            ciklusszámláló bizonyos értékeit.

	16. feladat FM
	A 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozat egyértelműen meghatározza a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációt.

	17. feladat FM
	Ha az 
            [image: 3. Permutációk]-edikként ugró versenyző ugrása a 
            [image: 3. Permutációk]-ik leghosszabb ugrás, akkor a 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            egy véletlen permutációja. Az 
            [image: 3. Permutációk]-ik ugrás akkor és csak akkor rekord,
            ha 
            [image: 3. Permutációk].

	18. feladat FM
	Vegyük észre, hogy az optimális stratégia
            független az első 
            [image: 3. Permutációk]
            ugrás sorrendjétől. Határozzuk meg a 
            [image: 3. Permutációk]
            számokat, ebben a sorrendben.

	19. feladat FM
	Ez azzal ekvivalens, hogy 
            [image: 3. Permutációk].

	20. feladat FM
	A 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció inverzióinak a száma 
            
[image: 3. Permutációk]


	21. feladat FM
	Tegyük fel, hogy egy nagy tartalékkal indulunk,
            és akkor használjuk, ha kifogy a benzinünk. Tekintsük
            azt a pontot, ahol a szükséges tartalék
            maximális.

	22. feladat FM
	(a) Nevezzünk egy különböző egészekből álló, 
            [image: 3. Permutációk]
            ([image: 3. Permutációk]), 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozatot felszállónak, ha
(i) 
            [image: 3. Permutációk], de
(ii) 
            [image: 3. Permutációk]
            ha 
            [image: 3. Permutációk].
([image: 3. Permutációk]
            esetén az egyelemű 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozat akkor és csak akkor felszálló,
            ha 
            [image: 3. Permutációk].) Nevezzünk egy sorozatot
            leszállónak, ha
(i') 
            [image: 3. Permutációk], de
(ii') 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]
            esetén.
(Vegyük észre, hogy a két definíció nem teljesen
            analóg.) Tekintsük az 
            [image: 3. Permutációk]
            partícióit otl- és leszálló
            sorozatokra, és építsük fel a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációkat belőlük, melyekre az 
            [image: 3. Permutációk], ill. 
            [image: 3. Permutációk], könnyen meghatározható (lásd még
            3.21-et is).
(b) Vegyük az 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]
            értékeket (a)-ban.

	23. feladat FM
	(a) Keressük meg azon 
            [image: 3. Permutációk]-szögek számát, melyek invariánsak egy
            adott forgatásra nézve. (b) Használjunk hasonló
            módszert.

	24. feladat FM
	Számoljuk meg 
            [image: 3. Permutációk]
            azon elemeit, melyek egy adott pontot
            fixen hagynak.

	25. feladat FM
	Ez a 3.24-nek csak egy enyhe
            általánosítása.

	26. feladat FM
	Azon permutációcsoport pályáinak a számát akarjuk
            meghatározni, melyet 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-nek 
            [image: 3. Permutációk]-be való leképezéseinek 
            [image: 3. Permutációk]
            halmazán indukál.

	27. feladat FM
	Először találjunk egy 
            [image: 3. Permutációk]-re vonatkozó formulát; aztán
            használjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


	28. feladat FM
	Használjunk az előzőhöz hasonló módszert; egy
            kölcsönösen egyértelmű leképezés, mely a 
            [image: 3. Permutációk]-nak fixpontja, szükségszerűen a 
            [image: 3. Permutációk]
            egy ciklusát a 
            [image: 3. Permutációk]
            egy ugyanolyan hosszúságú ciklusára
            kell, hogy leképezze.

	29. feladat FM
	Először a ([image: 3. Permutációk])-ot kielégítő, és egy adott 
            [image: 3. Permutációk]
            által invariánsan maradó 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezések 
            [image: 3. Permutációk]
            számának a generátorfüggvényét
            határozzuk meg.

	30. feladat FM
	Ha 
            [image: 3. Permutációk]
            a forintok halmaza, 
            [image: 3. Permutációk]
            a személyek halmaza, és 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-n ható szimmetrikus csoport, akkor
            3.26 adja meg a választ.

	31. feladat FM
	Legyen 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]3.27-ben; és 
            [image: 3. Permutációk].




19. fejezet - 
        4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], hagyjuk el a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontot.

	2. feladat FM
	Használjuk az előző eredményt és a binomiális
            tételt.

	3. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

és használjuk a 2.5 azonosságot.

	4. feladat FM
	Minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t húzzunk össze egyetlen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontra.

	5. feladat FM
	Próbáljuk meg rekonstruálni az elhagyott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontok sorozatát; vegyük észre, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az a legkisebb szám, mely nem fordul
            elő a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számok között.

	6. feladat FM
	Vegyük el a fának egy élét minden lehetséges
            módon.

	7. feladat FM
	(a) Bizonyítsuk be, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) Használjuk ki azt a tényt, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tetszőleges zárt göbe az origó
            körül.

	8. feladat FM
	Használjuk 4.1-et. Az eredmény 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].

	9. feladat FM
	(a) Használjuk a Binet-Cauchy formulát: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            almátrixán végigfut.
(b) Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            két sorának legfeljebb egy közös
            nemnulla eleme van.
(c) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton a fák száma egyenlő a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], teljes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-gráf, feszítő fáinak a
            számával.

	10. feladat FM
	Írjuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            alakban, és a 4.9-hez hasonló
            okoskodást használjunk.

	11. feladat FM
	Ez a feszítő fák száma a teljes páros gráfon, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon.

	12. feladat FM
	(a) Használjuk a szita-formulát és 4.4-et.
(b)–(c) Használjuk 4.9-et, vagy 
            	4.12a-t.

	13. feladat FM
	(a) Tekintsük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végpontú bináris fát úgy, mint egy
            diagramot a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-tényezős szorzat kiszámolására. (b)
            Képzeljük el, hogy egy ilyen fa élei falból vannak. A
            gyökértől elindulva, sétáljunk a falrendszer körül,
            mindig balra tartva. Írjunk egy 1-est, ha a gyökértől
            elfelé megyünk egy élen, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et különben. Milyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-sorozatok keletkeznek így?

	14. feladat FM
	Használjuk 4.4-et. Egy másik lehetőség,
            bizonyítsuk be az alábbi rekurzív relációt. 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	15. feladat FM
	Triviális: a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokba menő élek függetlenül
            választhatók.

	16. feladat FM
	(a) Végezzünk indukciót, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be menő éleket kétfelé osztva, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            osztályokba, és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfokat tekintve.
(b) Tekintsük az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ket, mint változókat és végezzük el
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            helyettesítést.

	17. feladat FM
	Ha van egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fix pont, akkor egy ilyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fát irányítsunk úgy, hogy egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyőt kapjunk, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a gyökere. Húzzuk össze 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összes pályáját és vizsgáljuk meg a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            képét.

	18. feladat FM
	A felső korlát bizonyításához tekintsük a
            gyökeres síkfákat.

	19. feladat FM
	(a) Írjuk fel a jobb oldalt a következő formában.
            
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végigfut a fák összes izomorfizmus
            típusán.
(b) Jelöljük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel az olyan nemizomorf fák számát,
            melyekben a gyökér foka 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számok generátorfüggvényét fejezzük ki
            egy rögzített 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            függvényeként, a Pólya–Redfield
            módszert használva.

	20. feladat FM
	(a) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re teljesül a 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

egyenlőség, ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

analitikus egy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nél nagyobb körben.
(b) Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            folytonos a zárt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körön.

	21. feladat FM
	A  
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden kifejtési tagja azon 1-faktorok
            számát, melyek egy adottal párhuzamosak.

	22. feladat FM
	Keressünk egy rekurzív relációt.

	23. feladat FM
	Végezzünk szitálást.

	24. feladat FM
	A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon kifejtési tagjai, melyek olyan
            permutációnak felelnek meg, melyeknek van legalább egy
            páratlan ciklusuk, egymást kinullázzák.

	25. feladat FM
	(a) A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ban lévő nemnulla tagok a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli 1-faktoroknak felelnek
            meg.
(b) A
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli tagok, melyek két 1-faktornak
            felelnek meg, mikor kapnak egyforma előjelet?

	26. feladat FM
	A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben minden olyan tag, aminek nincs
            1-faktor megfelelője, 0 várható értékű.

	27. feladat FM
	Bizonyítsuk be, hogy létezik egy olyan irányítás,
            melyre az teljesül, hogy ha pozitív irányban
            végigmegyünk akármelyik korlátos tartomány határán,
            akkor páratlan sok olyan élen haladunk át, melynek az
            irányítása megegyezik ezzel a körüljárással.

	28. feladat FM
	Irányítsuk a létrát úgy, ahogy a 13. ábra
            mutatja, és alkalmazzuk 4.21-et és 
            4.23-at.
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                    13. ábra.
				




	29. feladat FM
	(a) Írjuk fel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            alakban, ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Használjuk 1.29-et, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gyökeit megkapjuk.
(b) Vegyük észre, hogy az (a) formula két polinom
            rezultánsa és használjuk a Sylvester-féle determináns
            alakot.
(c) Az (a) formulát használva, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy olyan összeg lesz, mely az alábbi
            integrált approximálja: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	30. feladat FM
	(a) Tekintsük az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es sakktáblát úgy, mintha a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es sakktábla minden második
            négyzetéből keletkezne.
(b) Vegyük az „unióját” 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek és duálisának.

	31. feladat FM
	Azonosítsuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel.

	32. feladat FM
	Keressünk egy rekurzív relációt.

	33. feladat FM
	Tekintsük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et, mint egy mátrix permanensét és
            fejtsük ki az első sor szerint. Keressünk szimultán
            rekurzív relációt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re és néhány vele analóg
            számra.

	34. feladat FM
	Ez a szám a következő: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Fejtsünk ki az első sor szerint.

	35. feladat FM
	Végezzünk szitálást.

	36. feladat FM
	A szám az alábbi mátrix permanense 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Számoljuk össze azokat a tagokat, melyek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elemet tartalmaznak a bal felső
            blokkból.




20. fejezet - 
        5. Paritás és dualitás




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	(a) Mennyi a gráf fokszámainak összege? (b) A
            fejezet címe félrevezető, alkalmazzunk 3-mal való
            oszthatóságot. (c) Hogyan kapcsolódik egymáshoz az első
            és az utolsó pont?

	2. feladat FM
	Használjuk az 5.1a megoldását.

	3. feladat FM
	Ha minden kör páros hosszú, akkor bármely két 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            közti út azonos paritású.

	4. feladat FM
	Ha bármely kör mentén az összmunka zérus, akkor
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ba jutáshoz szükséges munka nem függ
            a választott úttól.

	5. feladat FM
	Ha van egy páros 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            2-színezését kezdjük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-vel, majd ezt terjesszük ki.

	6. feladat FM
	Vegyük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy maximális zárt vonalát és mutassuk
            meg, hogy minden élt tartalmaz.

	7. feladat FM
	(a) 5.6 miatt triviális. (b) Vegyük észre, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás].

	8. feladat FM
	Ez ugyanazt jelenti, mint „[image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz irányított
            Hamilton-kört”.

	9. feladat FM
	Tekintsük egy Euler-vonal azon szakaszait, melyek
            egy legalább 3 fokú 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pont két egymást követő előfordulása
            közt helyezkednek el.

	10. feladat FM
	Annak bizonyításához, hogy minden élt
            felhasználtunk, tekintsük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy fel nem használt és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz legközelebb eső élét.

	11. feladat FM
	Az Euler-vonalat tekinthetjük úgy, mint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ból egy meghatározott élen induló út.
            Mutassuk meg, hogy minden Euler-vonal előáll az
            5.10-ben adott algoritmus szerint valamely feszítő
            fenyővel.

	12. feladat FM
	Nevezzünk egy pontot „jó”-nak, ha minden hozzá
            illeszkedő élen már mindkét irányban áthaladtunk.
            Nézzük az első „rossz” pontot, mellyel sétánk során
            találkozunk.

	13. feladat FM
	Bizonyítsuk, majd alkalmazzuk azt az állítást,
            hogy egy páros fokú és izolált pontot nem tartalmazó
            gráf él-diszjunkt körök uniójából áll.

	14. feladat FM
	(a) Használjuk 5.13-at és 
            5.6-ot. (b) Vegyünk egy
            új pontot és kössük össze minden páratlan fokú
            ponttal.

	15. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót az élek számára.

	16. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót az élek számára; vegyük
            észre, hogy ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            feszítő részgráf páros fokszámokkal és
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy kör, akkor ([image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]) szintén feszítő részgráf páros
            fokszámokkal (röviden „jó” részgráf).

	17. feladat FM
	(a) Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re. Hagyjunk el egy páratlan fokú
            pontot és változtassuk a gráfot a komplementerére a
            szomszédai halmazán belül. (b) Vegyünk fel egy új
            pontot és kössük össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szomszédaival. (c) Vegyünk fel egy új
            pontot és kössük össze minden páros fokú
            ponttal.

	18. feladat FM
	(a) Vegyük a teljessé tett 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-elemű párosítását, és szitáljuk ki
            azokat, melyeknek tartalmaznak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli élt. (b) (a)-ból. (c) Az
            1-faktorok száma ugyanolyan paritású, mint a
            csúcsmátrix determinánsa.

	19. feladat FM
	Indokoljunk a fentihez hasonlóan. Irányítatlan
            gráfokra az állítás akkor igaz, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás].

	20. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy egy él irányítását megfordítva
            a Hamilton-utak számának paritása nem változik.

	21. feladat FM
	Vegyük azon 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktor párokat, melyekre 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Mutassuk meg, hogy az ilyen párok
            száma páros, és használjuk fel ezt a tényt.

	22. feladat FM
	Redukáljuk a gráfot a 14. ábrának megfelelően, és
            különböztessük meg az éleken különböző irányban átmenő
            Hamilton köröket.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    14. ábra.
				




	23. feladat FM
	Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy feszítő fája. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon élei, melyek nem feleltethetők
            meg 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éleinek, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy feszítő fáját alkotják.

	24. feladat FM
	Használjuk az előző bizonyítást.

	25. feladat FM
	Minden lap határán legalább három él van.

	26. feladat FM
	Hagyjuk el egy lap határén lévő éleket.

	27. feladat FM
	(a) Használjuk a lapok egy 2-színezését. (b)
            Számoljuk meg a piros-kék sarkokat az Euler formula
            segítségével.

	28. feladat FM
	(a) Tekintsük a lapok egy 2-színezését. (b)
            Vegyünk fel egy új pontot az ötszögön kívül és kössük
            össze a páratlan fokú pontokkal.

	29. feladat FM
	Számoljuk meg azon éleket, melyek piros pontot
            kékkel kötnek össze.

	30. feladat FM
	Egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontot akkor színezzünk pirosra, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utat; kékre, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utat; különben zöldre. Mutassuk meg,
            hogy nincsen mind a három színt tartalmazó
            háromszög.

	31. feladat FM
	Csak (f) bizonyítása nehezebb valamelyest.
Vegyük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            bázisát, ahol 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és tekintsük a következőképpen
            definiált 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            transzformációt: 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


	32. feladat FM
	(a) Bizonyítsuk, majd alkalmazzuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. (b) Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            főátlója alkotta oszlopvektor, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            feletti 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vektorra teljesül.

	33. feladat FM
	(a) A csillagok a vágások alterét generálják, az
            ortogonális altér azon élek halmazaiból áll, melyek egy
            páros fokú részgráfot alkotnak. (b) Használjuk
            4.9-et.

	34. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által tartalmazott lapok
            összege.

	35. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. (b) Tekintsünk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            halmazt, melyre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minimális. (c) Használjuk (b)-t és
            indukciót 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re. (d) (c) és 5.34 miatt.

	36. feladat FM
	Használjuk a MacLane feltételt.

	37. feladat FM
	(a) Feltéve, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], húzzuk össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. (b) Tekintsünk egy maximális utat.
            (c) Hagyjuk el a körből a húrt, a síkon rajzoljuk le a
            maradékot és válasszuk meg a kört úgy, hogy a
            belsejében lévő területek száma maximális. Bizonyítsuk
            be, hogy a gráfnak csak a körön kívül lehet húrja. (d)
            (c) és 5.25b miatt azonnal adódik.

	38. feladat FM
	Elég a háromszögelt síkgráfokkal foglalkozni.
            (Bizonyítandó!) Keressünk olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élt, melyet pontosan két háromszög
            tartalmaz. Húzzuk össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, és használjunk indukciót.




21. fejezet - 
        6. Összefüggőség




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Egy új él felvétele legfeljebb eggyel csökkenti a
            komponensek számát.

	2. feladat FM
	(a) Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensei, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensei. Konstruáljunk olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponthalmazon, melyben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            akkor és csak akkor van összekötve, ha
            
            [image: 6. Összefüggőség], majd vizsgáljuk ezen gráf
            komponenseit. (b) Adjuk hozzá 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait 
            [image: 6. Összefüggőség]-höz izolált pontokként.

	3. feladat FM
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            foka 
            [image: 6. Összefüggőség]. Vegyük a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensét; ennek kizárólag 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél kisebb fokszámú pontjai
            vannak!

	4. feladat FM
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz mondjuk páratlan kört és
            összefüggő, lássuk be, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben bármely két ponthoz találunk
            azokat összekötő tetszőlegesen hosszú sétát, majd
            használjuk fel ezt a tényt.

	5. feladat FM
	Vö. 5.1b.

	6. feladat FM
	(a) Tekintsünk egy leghosszabb utat. (b)
            Tekintsük egy leghosszabb út egy végpontját. (c) Ha nem
            létezik ilyen pár, akkor egy feszítő fa végpontjainak
            teljes részgráfot kell alkotniuk.

	7. feladat FM
	(a) Minden lépésben megnövelhetjük 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közös éleinek számát. (b) Alkalmazzunk
            „visszafelé” indukciót 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy közös részfájának élszáma
            szerint.

	8. feladat FM
	(a)–(b) Használjuk fel 6.7b-t.

	9. feladat FM
	Annak bizonyításához, hogy létezik 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, tekintsük az 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból elérhető pontok 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazát.

	10. feladat FM
	Húzzuk össze a piros éleket, és hagyjuk el a
            zöldeket.

	11. feladat FM
	(a)–(b)–(c). Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan minimális halmaz, melynek
            elhagyása (összehúzása) a kívánt tulajdonsággal
            rendelkező irányított gráfot eredményez, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfordítása szintén ilyen gráfot
            ad.
(b) Nézzük először az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetet.
(c) Először azt mutassuk meg, hogy egy irányított
            körmentes 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf pontjait sorbarendezhetjük úgy,
            hogy minden él kisebb számpontból nagyobb számúba
            mutasson.

	12. feladat FM
	Annak bizonyításához, hogy minden erősen
            összefüggő turnament tartalmaz irányított
            Hamilton-kört, tekintsünk egy nem bővíthető irányított
            kört.

	13. feladat FM
	Vegyünk egy leghosszabb olyan irányított kört,
            mely nem Hamilton-kör.

	14. feladat FM
	Fordítsuk meg 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleit.

	15. feladat FM
	Tekintsünk egy valódi részfát, melyet 
            [image: 6. Összefüggőség]
            önmagába képez le.

	16. feladat FM
	Tekintsük a metszet két pontját és az őket
            összekötő utat.

	17. feladat FM
	(a) Feltéve, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            diszjunkt maximális utak, tekintsünk
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat. (b) Egy rögzített maximális út
            középpontját minden más maximális út
            tartalmazza.

	18. feladat FM
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra és 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. Az első esetben keressünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-tól elválasztó élt.

	19. feladat FM
	Csak (c) nem triviális. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetében tekintsünk egy minimális 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat és egy minimális 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat; 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetében tekintsünk egy nem bővíthető 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat.

	20. feladat FM
	Vegyünk egy élt és számoljuk meg, hogy hány 
            [image: 6. Összefüggőség]
            típusú, hány 
            [image: 6. Összefüggőség]
            típusú és hány 
            [image: 6. Összefüggőség]
            típusú út tartalmazza.

	21. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy minden elsőfokú pontot
            eltávolítva 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden megmaradó pontra eggyel
            csökken. (b) Vegyünk egy leghosszabb 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből induló utat.

	22. feladat FM
	(a) 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-ba haladva mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontokra nő, illetve csökken 
            [image: 6. Összefüggőség]? (b) könnyen adódik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból. (c) Vegyünk egy hosszú utat egy
            nagy „legyezővel” valamelyik végén.

	23. feladat FM
	
              [image: 6. Összefüggőség]
            minimumának meghatározásához vegyük
            észre, hogy pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tag egyenlő 1-gyel; lehet-e az összes
            többi 2-vel egyenlő? Másrészről mutassuk meg, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            akkor maximális, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy végpontja.

	24. feladat FM
	Rendeljünk hozzá 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kivételével az összes ponthoz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszú, az adott pontból induló utat
            úgy, hogy különböző pontokhoz különböző utak
            tartozzanak.

	25. feladat FM
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az algoritmus által generált fa, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pedig egy minimális költségű fa,
            melynek 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel a lehető legtöbb közös éle van.
            Feltéve, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli, de nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli élt.

	26. feladat FM
	Érveljünk 6.25-höz hasonlóan.

	27. feladat FM
	Két él akkor és csak akkor ekvivalens, ha
            ugyanazok a körök mennek át rajtuk.

	28. feladat FM
	Válasszuk a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            részgráfokat úgy, hogy kielégítsék a
            feltételt és mutassuk meg, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor tudunk választani 
            [image: 6. Összefüggőség]-t.

	29. feladat FM
	A nem triviális rész az, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            2-szeresen élösszefüggő, akkor létezik
            megfelelő irányítása. Használjuk 
            6.27-et vagy
            6.28-at.

	30. feladat FM
	Keressünk olyan kört, melyre egy kivételével
            minden adott él jól illeszkedik és húzzuk össze, majd
            folytassuk indukcióval a bizonyítást.

	31. feladat FM
	Annak bizonyításához, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körön vannak, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pedig egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körön, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szintén rajta vannak egy közös körön,
            tekintsük 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon közös pontjait, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz legközelebb vannak 
            [image: 6. Összefüggőség]-n mindkét irányban.

	32. feladat FM
	Az (i) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (iii) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (ii) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (i) ciklusban csak az első lépés nem
            triviális. Bizonyítsuk (iii)-t először két szomszédos
            élre!

	33. feladat FM
	Keressünk és alkalmazzunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-re egy 6.27-hez hasonló konstrukciót.
            Egy másik lehetőség az, ha kiválasztunk valamely két
            pontot összekötő 3 utat, 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-at úgy, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a lehető legrövidebb, és megmutatjuk,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            eleget tesz a követelményeknek.

	34. feladat FM
	
              [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait rendezzük olyan sorrendbe,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az első pont, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az utolsó és minden más pontból megy
            él kisebb és nagyobb sorszámú pontba egyaránt.

	35. feladat FM
	Egy kör húrját a 2-szeresen összefüggőség
            megsértése nélkül elhagyhatjuk.

	36. feladat FM
	Válasszunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontú 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, melyre az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-n összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ív minimális. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédja 
            [image: 6. Összefüggőség]-en másodfokú.

	37. feladat FM
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő lenne, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazna egy kört, melynek
            másodfokú pontjai egy ívet alkotnának.

	38. feladat FM
	Azonosítsuk két izomorf fa megfelelő
            végpontjait.

	39. feladat FM
	(a) Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. Ha van egy 
            [image: 6. Összefüggőség], mely egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágást határoz meg, és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor alkalmazzuk rendre az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összehúzásával kapott gráfokra az
            indukciós feltételt. (b) Osszunk fel minden 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontokra, majd kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t akkor és csak akkor kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-gyel, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            össze volt kötve 
            [image: 6. Összefüggőség]-nal. (c) Helyettesítsünk minden
            (irányítatlan) élt két ellentétesen irányított
            éllel.

	40. feladat FM
	Vegyünk két új pontot, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t; kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontjával és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontjával.

	41. feladat FM
	Egy közös általánosítás a következő. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            diszjunkt halmazok, minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponthoz hozzárendelünk egy pozitív
            egész 
            [image: 6. Összefüggőség]
            „kapacitást” és minden olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponthalmazra, mely minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat metsz 
            
[image: 6. Összefüggőség]

akkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, hogy minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot közülük legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz.

	42. feladat FM
	Válasszunk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t úgy, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ugyanott indul, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végződik és 
            
[image: 6. Összefüggőség]

minimális.

	43. feladat FM
	Válasszuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és alkalmazzuk 6.42-t.

	44. feladat FM
	A Menger tétel ismeretében könnyű belátni, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két teljes gráf egyesítése lesz,
            melyeknek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közös pontja van, 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ahhoz, hogy ezt a Menger tétel
            felhasználása nélkül bizonyítsuk, mutassuk meg, hogy
            minden pont össze van kötve 
            [image: 6. Összefüggőség]-val vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel és a mindkettővel összekötött
            pontok elválasztják az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utakat.

	45. feladat FM
	Egyik sem igaz.

	46. feladat FM
	Használjuk a Menger tételt.

	47. feladat FM
	(i)-hez: Hagyjuk el egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út (ha van ilyen) éleit és
            alkalmazzuk 6.46-ot.

	48. feladat FM
	Mindkét oldalon számoljuk meg az élek
            adalékát.

	49. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazt, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális.

	50. feladat FM
	Húzzuk össze a nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli éleket és nézzük az így kapott
            gráfot.

	51. feladat FM
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy maximális halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy bizonyos 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédja 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli. Mutassuk meg, hogy létezik 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédja.

	52. feladat FM
	Alkalmazzuk újra és újra az előző
            „pont-felosztást”, amíg 
            [image: 6. Összefüggőség]
            el nem tűnik.

	53. feladat FM
	Használjuk 6.48c-t 
            6.48a helyett.

	54. feladat FM
	(a) triviális. (b)-hez keressünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokú pontot és „osszuk fel” úgy, mint
            6.52 megoldásában.

	55. feladat FM
	Tekintsünk egy négyszöget.

	56. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él-diszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez kötő út van, és ezek közül
            pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kezdődik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban és pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (esetleg valamely más 
            [image: 6. Összefüggőség]) végződik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. (b) Alkalmazzunk 6.46-hoz és
            6.47-hez hasonló érvelést.

	57. feladat FM
	Keressünk síkbarajzolható példát.

	58. feladat FM
	
              [image: 6. Összefüggőség]
            nyilvánvalóan lefogja az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utakat. Annak bizonyításához, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], tekintsük a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-úton elérhető pontok 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazát; mutassuk meg, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]

Másik lehetőség a Menger-tétel
            alkalmazása.

	59. feladat FM
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elemű elvágó ponthalmaza, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lefogja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t.

	60. feladat FM
	(a) Tételezzük fel, hogy az állítás hamis. Legyen
            
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-ból 
            [image: 6. Összefüggőség]-úton elérhető pontjainak halmaza.
            Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Bizonyítsuk be, hogy az (a)-ban
            definiált 
            [image: 6. Összefüggőség]
            1-elemű halmaz.

	61. feladat FM
	Válasszuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és tegyük fel, hogy mind 
            [image: 6. Összefüggőség], mind 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csak 2-szeresen összefüggő. Mutassuk
            meg, hogy
(a) van két olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, melyek elválasztják 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-t,
(b) van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-t,
(c) ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-tól, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kizárólagos szomszédai.

	62. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyszerű gráf és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle, mely legalább 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokú pontokat köt össze, továbbá 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is az.

	63. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót a kör hosszára.

	64. feladat FM
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy harmadfokú fokú pont, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-gyel, 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel és 
            [image: 6. Összefüggőség]-mal van összekötve. Mutassuk meg,
            hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t ([image: 6. Összefüggőség]; 
            [image: 6. Összefüggőség]) elválasztó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, majd használjuk fel ezt a
            tényt.

	65. feladat FM
	Rajzoljunk egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fát a síkba, melynek nincsenek
            másodfokú pontjai, és végpontjai a konvex burkán
            vannak; majd vegyük hozzá a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            konvex burok éleit. Lássuk be, hogy ez
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf él-kritikusan 3-szorosan
            összefüggő.

	66. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            rajta vannak 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, de 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem, vegyünk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat.

	67. feladat FM
	Tegyük fel, hogy egyetlen kör sem tartalmazza
            mindhárom megadott élt. Keressünk egy kört, mely kettőt
            tartalmaz közülük és a harmadikat nem érinti, és
            vizsgáljuk meg a harmadik élt ezzel a körrel összekötő
            utakat úgy, mint 6.66-ban.

	68. feladat FM
	Próbáljunk 6.66-nak megfelelően érvelni.

	69. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy egy lap határának minden hídja
            tartalmazza a kör összes pontját.

	70. feladat FM
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és válasszuk ki a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körét, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hídja nem bővíthető.

	71. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], ahol 
            [image: 6. Összefüggőség], és nézzük az első olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            indexet, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat.

	72. feladat FM
	Határozzunk meg egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            függvényt, melyre minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponthoz van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-út.

	73. feladat FM
	Legyen a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vágás az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz által meghatározva. Tekintsük a
            következő kifejezést: 
            
[image: 6. Összefüggőség]


	74. feladat FM
	A bizonyítás nem triviális része olyan 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyam és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágás keresése, melyre 
            
[image: 6. Összefüggőség]

Vegyünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            maximális értékű folyamot, mely eleget
            tesz 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek. Minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-re bevezetünk egy új 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt azonos végpontokkal, de ellentétes
            irányítással, majd legyen 
            
[image: 6. Összefüggőség]

Ezután nézzük azon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élek által meghatározott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított gráfot, melyeken 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ill. 
            [image: 6. Összefüggőség]. Bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között.

	75. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-edik lépésben a folyam-érték
            növekménye; ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            konvergens kell, hogy legyen.
            Próbáljuk meg elérni, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legyen, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]. Hogyan változhat 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értéke két egymást követő azonos
            helyzet között? (b) Mutassuk meg, hogy ha elhagyjuk
            azon éleket, melyeket a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utak különböző irányban használnak, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            még mindig tartalmaz két 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség].
(c) Ha egy élt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ellentétes irányban használ, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszabb 
            [image: 6. Összefüggőség]-nál.

	76. feladat FM
	Vezessünk be két új 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot; kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t minden olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és adjuk az új 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élnek a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kapacitást; kössünk össze minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-lal és adjuk az új 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élnek a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kapacitást. A feladat ekvivalens az
            eredményül kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfban egy megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam keresésével.

	77. feladat FM
	(a) Helyettesítsünk minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            párhuzamos éllel, és alkalmazzuk a
            Menger tételt. (b) Mutassuk meg először racionális 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kapacitások esetére olyan 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyam és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágás létezését, melyekre 
            
[image: 6. Összefüggőség]


	78. feladat FM
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tekintsünk egy olyan egész értékű 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyamot, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális.




22. fejezet - 
        7. Gráfok faktorai




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy egy minden pontot lefedő
            minimális élrendszer diszjunkt csillagokból áll.

	2. feladat FM
	Alkalmazhatjuk a Menger tételt (6.39). Egy
            közvetlen bizonyításhoz tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy minimális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráfját, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és mutassuk meg, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független élekből áll.

	3. feladat FM
	Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjából kiindul egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel összekötő, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternáló út.

	4. feladat FM
	A közvetlen bizonyításhoz alkalmazzunk indukciót 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra; keressünk olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részhalmazt, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	5. feladat FM
	Érveljünk a 7.4 első megoldásához
            hasonlóan.

	6. feladat FM
	(a) Vegyük észre, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

(b) Tekintsünk egy minimális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráfot, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és teljesül a (2) tulajdonság. Vegyük
            észre, hogy (1) azt jelenti, hogy az egy-elemű halmazok
            egyenlőséggel elégítik ki (2)-t.

	7. feladat FM
	Az (i) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (iii) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (ii) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (i) implikációk könnyen
            beláthatók.

	8. feladat FM
	Az „akkor” irány könnyen belátható az előző
            eredmény segítségével. A másik irányhoz rögzítsünk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktort, az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy éle legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és válasszuk az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternáló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            utakat (vö. 6.28 megoldásával).

	9. feladat FM
	Az előző feladatban szereplő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem állhat egyetlen élből!

	10. feladat FM
	Először bizonyítsuk ezt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris gráfokra. Mutassuk meg,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, és távolítsuk el
            ennek éleit.

	11. feladat FM
	Osszunk fel minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            fokú ponttá, és ha szükséges, még egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokú ponttá.

	12. feladat FM
	Használjuk fel 7.11-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-rel.

	13. feladat FM
	Definiáljunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n, két pontját akkor és csak akkor
            kötve össze, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben egynél több éllel vannak
            összekötve. Mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            értékek esetén képzelhető el, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem teljesíti a 7.4b-ben adott
            feltételt?

	14. feladat FM
	Annak bizonyításához, hogy nem kerülhetünk
            végtelen ciklusba, tekintsük az összes olyan élt,
            melyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végtelen sokszor áthalad és mutassuk
            meg, hogy minden pont legfeljebb két ilyennel
            szomszédos.

	15. feladat FM
	Különböztessük meg az elemi és a nem-elemi
            gráfokat.

	16. feladat FM
	Vezessük vissza a 7.2 megoldásához hasonló
            hálózati folyam-problémára.

	17. feladat FM
	Ilyen méretű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be ágyazás egyértelmű. Annak
            bizonyítására, hogy kisebb méretű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem felelne meg, számoljuk meg a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy szín-osztályát elhagyó éleket két
            különböző módszerrel.

	18. feladat FM
	Azt kell megmutatni, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            ponthalmazú páros gráf, ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            akkor és csak akkor van összekötve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, ha nem szomszédosak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor.

	19. feladat FM
	Konstruáljunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros gráfot az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontokon, ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            akkor és csak akkor szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt kell belátnunk, hogy ebben a
            páros gráfban van 1-faktor.

	20. feladat FM
	(a) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, az ennek megfelelő
            kifejtési tag nem eshet ki, mivel a mátrix nem-nulla
            elemei algebrailag függetlenek. (b) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            oszlopai lineárisan összefüggők.
            Tekintsük a lineárisan összefüggő oszlopok egy
            minimális halmazát.

	21. feladat FM
	Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros, a ([image: 7. Gráfok faktorai]) feltételek nem lineárisan
            függetlenek.

	22. feladat FM
	Tegyük fel, hogy nem. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-en kívüli pont. Hány él kötheti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élhez?

	23. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítást, melynek a lehető
            legtöbb közös éle van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-lal.

	24. feladat FM
	(a) Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra. (b) Tekintsük a 6.27-ben adott
            dekompozíciót. 6.30-at szintén alkalmazhatjuk. (c)
            Használjuk a (b) következő élesítését: Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben egyetlenegy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor van, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan elvágóéle, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli.

	25. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítást és válasszunk egy
            élt minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pontból.

	26. feladat FM
	Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közötti távolságra vonatkozó
            indukcióval bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetén.

	27. feladat FM
	(a) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            könnyű. A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            belátásához alkalmazzunk indukciót és
            az előző eredményt. (b) triviális (a)-ból.

	28. feladat FM
	(a) Azt kell belátnunk, hogy a „szomszédosság”
            ekvivalencia-reláció 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben. (b) Élek hozzáadása nem zavarja
            a tételben megfogalmazott egyenlőtlenségeket.

	29. feladat FM
	(a) Alkalmazzuk Tutte tételét. (b) Egy
            3-reguláris gráf elvágó-élét minden 1-faktornak
            tartalmaznia kell.

	30. feladat FM
	Tutte feltétele teljesül. Ez következik abból, ha
            megszámoljuk az éleket és az elhagyott éleket a 7.29a
            megoldásához hasonló módon.

	31. feladat FM
	Érveljünk a 7.8-hoz hasonlóan, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            utakat egyenként választva úgy, hogy
            egy adott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosításra nézve
            alternálóak legyenek.

	32. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy szomszédja. Indirekten feltéve,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], de 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítása kihagyja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kihagyó 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítását, és nézzük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. (b) Hagyjuk el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjait (a) felhasználásával. (c)-től
            (e)-ig használjuk (a)-t és (b)-t.

	33. feladat FM
	
              [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosításából egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli párosítást kapunk. A másik irány
            bizonyításához tekintsük az előző feladatban leírt
            Gallai–Edmonds struktúrát.

	34. feladat FM
	Ha két különböző komponensbeli külső pont
            szomszédos, akkor egy 7.33 szerinti páratlan kört
            kapunk. Egyébként hagyjuk el a belső pontokat.

	35. feladat FM
	Tekintsük a 7.32-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz komponenseit és érveljünk a
            7.29-hez hasonlóan.

	36. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítás és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pont. (b)
            Keressünk egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazza legalább egy, de nem
            minden 1-faktor, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-összefüggő (vö. 6.36).

	37. feladat FM
	Az könnyen látható, hogy egyetlen 2-párosítás sem
            lehet nagyobb az adott értéknél. Ilyen méretű
            2-párosítás kereséséhez vegyük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t két példányban, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és definiáljunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros gráfot úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t akkor és csak akkor kötjük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	38. feladat FM
	Először vegyük a faktor-kritikus gráfokat, majd
            alkalmazzuk a Gallai–Edmonds struktúra-tételt
            (7.32).

	39. feladat FM
	Tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy Euler-vonalát.

	40. feladat FM
	Nézzünk egy pszeudoszimmetrikus irányítást (5.13)
            és bontsunk fel minden pontot két ponttá, a bejövő és a
            kimenő élek szétválasztásával. Alkalmazzuk 7.10-et erre
            a páros gráfra.

	41. feladat FM
	Vezessük vissza Euler-gráfra a problémát: vegyünk
            fel egy új 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot és kössük össze minden páratlan
            fokszámú ponttal.

	42. feladat FM
	(a) A pontok számának párosnak kell lenni! (b) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-szeresen összefüggő 3-reguláris
            gráf összehúzásának eredménye.

	43. feladat FM
	(a) Helyettesítsünk minden pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független ponttal. (b) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely él legalább egyik végpontjára,
            akkor egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-párosítás egyben egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor.

	44. feladat FM
	Bontsunk fel minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot két 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontra, melyek a bejövő illetve kimenő
            élekhez illeszkednek.

	45. feladat FM
	Osszunk fel minden élt és definiáljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 1-nek a létrejövő új pontokon.
            Keressük az új gráf egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktorát.

	46. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót.

	47. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót.

	48. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            sorozat kielégíti ugyanazokat a
            feltételeket.

	49. feladat FM
	Használjuk 7.44-et.

	50. feladat FM
	Transzformáljuk a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal rendelkező 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfot olyan gráfba, melynek fokszámai
            ugyanezek, és melyben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel.

	51. feladat FM
	(a) Válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a lehető legtöbb ellentétesen
            irányított élpárral. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon élei, melyek ellentettje nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli, nem alkothatnak sem páros
            irányított kört, sem két diszjunkt páratlan irányított
            kört. (b) (a)-ból és 7.49-ből triviális.

	52. feladat FM
	A feltétel elégségességének bizonyításához
            tekintsünk egy gráfot ezekkel a fokszámokkal és
            csökkentsük egyenként a komponensek számát.

	53. feladat FM
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy olyan gráf a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ponthalmazon, melyben 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy másik, melyben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a lehető „legközelebbinek”.




23. fejezet - 
        8. Független ponthalmazok




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Tekintsünk egy maximális (nem bővíthető)
            független halmazt.

	2. feladat FM
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy maximális független halmaza és
            legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Mutassuk meg, hogy van olyan
            párosítás 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, mely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy részhalmazával párosítja.

	3. feladat FM
	Keressünk olyan kört vagy élt, mely tartalmaz egy
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontot és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden szomszédját.

	4. feladat FM
	Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ahol 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor tekintsük 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et.

	5. feladat FM
	(a) Vegyünk egy tetszőleges maximális (nem
            bővíthető) független halmazt.
(b) Alkalmazzunk indukciót egy 0 befokú pont és
            szomszédainak elhagyásával.
(c) Használjuk 5.3-at.

	6. feladat FM
	Vegyük a legnagyobb kifokú pontot.

	7. feladat FM
	Hagyjunk el egy pontot és az összes olyan pontot,
            mely ebből egy élen elérhető, és alkalmazzunk
            indukciót.

	8. feladat FM
	(a) Vegyük észre, hogy az, hogy a soron következő
            játékos nyerhet-e, csak az ellenfél legutóbbi lépésén
            múlik; nevezzük ezt az utolsó lépést „nyerő lépésnek”
            (az ellenfél számára), ha a soron következő játékos nem
            tud nyerni. Mik a nyerő lépések halmazának jellemző
            tulajdonságai?
(b) Az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontot csak akkor foglalja el bárki
            is, ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ezzel kezd.
(c) Vegyük észre, hogy ha egyszer elhagytak egy
            komponenst, ott nem tesznek több lépést.

	9. feladat FM
	Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben nincs 1-faktor, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nak egy maximális párosítást célszerű
            választani, és egy ebbe nem tartozó ponttal
            kezdeni.

	10. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ra.

	11. feladat FM
	Érveljünk az előző feladathoz hasonlóan.

	12. feladat FM
	Hagyjunk el egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re illeszkedő élt.

	13. feladat FM
	Elég arra az esetre bizonyítani az állítást,
            amikor egyetlen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontot helyettesítünk két szomszédos 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ponttal, melyek ugyanazon „régi”
            pontokhoz csatlakoznak, mint 
            [image: 8. Független ponthalmazok].

	14. feladat FM
	Elég az adott 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráfot egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráfba beágyazni úgy, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            fennálljon 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            éleire.

	15. feladat FM
	(a) Az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            esetben a páratlan körök megfelelnek.
            Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], növeljük a fokszámot úgy, hogy
            pontokat teljes gráffal helyettesítünk.
(b) A tetraéder és az ikozaéder.

	16. feladat FM
	Egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus páros gráf független élekből
            áll. Feltéve, hogy valamely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            két 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ponttal van összekötve, tekintsük a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy maximális független 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            halmazát és az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            által feszített részgráfot (vö. 7.2
            megoldásával).

	17. feladat FM
	Kövessük az előző megoldást.

	18. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy teljes gráfot feszítő minimális
            vágás-halmaz és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ekkor tekintsünk két élt, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            különböző komponenséhez kötik.

	19. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok].
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            úgy, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Határozzuk meg minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ra és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            olyan független halmazának maximális
            méretét, mely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben metszi; írjuk fel evégett az ezen
            számokra vonatkozó lineáris egyenlőtlenségeket.

	20. feladat FM
	Alkalmazzuk 8.10-et a maximális független
            halmazok halmazával.

	21. feladat FM
	Alkalmazzuk 8.11-et.

	22. feladat FM
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et tartalmazó maximális független
            halmazok halmaza; alkalmazzuk ismét 8.11-et.

	23. feladat FM
	(a) Használjuk az előző eredményt. (b) Használjuk
            (a)-t.

	24. feladat FM
	Ezek csak a teljes gráfok és páratlan körök;
            mutassuk meg és használjuk fel a tényt, hogy ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális független halmazok, melyekre
            
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok].

	25. feladat FM
	Használjuk 8.19-et és az előző feladatot.

	26. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus feszítő részgráfot.

	27. feladat FM
	Tekintsük ismét a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus feszítő részgráfját.




24. fejezet - 
        9. Kromatikus szám




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re egy pont elhagyásával.

	2. feladat FM
	A második állítás bizonyításához legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy maximális teljes részgráf
            pontjainak halmaza.

	3. feladat FM
	Használjunk szín-párokat 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez.

	4. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezést, melyben minden szín
            legalább kétszer előfordul, és egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezést 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel úgy, hogy a két színezésnek a
            lehető legtöbb közös szín-osztálya legyen.

	5. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra, és 9.2 megoldásában szereplőhöz
            hasonló újraszínezést.

	6. feladat FM
	Segít, ha megválaszoljuk azt a kérdést, hogy
            lehet-e 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nagyobb 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél.

	7. feladat FM
	(a) Ha adott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezése, színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontját az első koordinátájának
            megfelelően. (b) Vegyük észre, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. (c) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, használjuk fel a tényt,
            hogy minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re valamely szín kétszer szerepel a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazban. (d) A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezéséhez mutassuk meg, hogy ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            különbözőek, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédjára 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is különbözőek. (e) Hány 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése van a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfnak?

	8. feladat FM
	(d)-hez vegyük észre, hogy ha 3-színezni akarunk
            egy páratlan kört, de minden pontnál kizárunk egy
            színt, úgy ez akkor és csak akkor lehetséges, ha a
            kizárt szín nem minden pontnál ugyanaz. (e)-hez
            tekintsük először azt az esetet, amikor egy kivételével
            minden partíció megengedett.

	9. feladat FM
	Először bizonyítsuk ezt irányított körmentes
            gráfokra; az általános esethez lásd 6.11
            megoldását.

	10. feladat FM
	Akkor és csak akkor, ha minden körben ugyanannyi
            élt irányítottunk a kör mentén mindkét irányba.

	11. feladat FM
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy említett tulajdonsággal rendelkező
            irányítása, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy sétájához definiáljuk annak
            költségét úgy, hogy egyet nyerünk, ha egy élen a
            megfelelő irányban haladunk (kezdőpontból a végpontba),
            egyébként veszítünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et. Igazoljuk, majd használjuk a
            következőket:
(a) az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból 
            [image: 9. Kromatikus szám]-be érkező séták költsége alulról
            korlátos,
(b) ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak, akkor az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séták és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séták minimális költsége különböző,
            de a különbség legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	12. feladat FM
	(a) Keressük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjainak egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elrendezését, melyben minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel ([image: 9. Kromatikus szám]); kezdjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezésével. (b) Mutassuk meg, hogy
            az előző megoldásban használt sorozat választható úgy,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-gyel és 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	13. feladat FM
	(a) Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et, melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. (b) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t.

	14. feladat FM
	(a) Azt kell belátnunk, hogy a
            „nem-szomszédosság” ekvivalencia-reláció. (b) Ágyazzuk
            be 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t egy ugyanezen halmazon értelmezett,
            ugyanezen tulajdonsággal rendelkező maximális gráfba.
            (c) Tekintsük azon színezések halmazát, melyek egy
            adott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            él végpontjait különbözően
            színezik.

	15. feladat FM
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a legkisebb teljes gráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ban; ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az összes nem-[image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfok osztálya lesz.
            Annak bizonyításához, hogy ezek valóban 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beliek, tekintsünk egy rögzített
            pontszámú, de maximális élszámú ellenpéldát, és
            mutassuk meg, hogy a „nem-szomszédosság” a pontokon
            ekvivalencia-reláció.

	16. feladat FM
	Használjuk fel az előző eredményt.

	17. feladat FM
	(a) Páratlan körök. (b) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 3-színezésében az egyik osztály
            monokromatikus. (c) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 5-színezésében a két osztály
            közül az egyik csak két színt kap.

	18. feladat FM
	
              [image: 9. Kromatikus szám]
            igazolásához legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel. „Vetítsük le” 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy olyan színezését kapjuk, mely nem
            használja az 1-es színt.

	19. feladat FM
	(a) Hogyan nézne ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 3-színezése? (b) Az elégségesség
            bizonyításához használjuk 9.8-at.

	20. feladat FM
	Minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            esetén lehetséges.

	21. feladat FM
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            él lefogja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részeket, tekintsük ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését és permutáljuk a színeket,
            hogy a két színezés összeilljen.

	22. feladat FM
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor vizsgáljuk azon gráfok 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhetőségét, melyeket 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontok összekötésével vagy
            azonosításával kapunk.

	23. feladat FM
	Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            komponensei. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezései által indukált
            partícióit.

	24. feladat FM
	
              [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésében az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontok színe azonos. Ha ez az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín, akkor bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű pontok halmazának tartalmaznia
            kell egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-utat.

	25. feladat FM
	(a) Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, mint egy szabályos 
            [image: 9. Kromatikus szám]-szög élei és átlói által alkotott
            gráfot. (b) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezésében egy szín-osztályának
            megfelelő élek vagy csillagot, vagy háromszöget
            alkotnak. (c) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezését tekintve 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely két 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjához kell, hogy legyen olyan
            szín, mely szerepel az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t elhagyó élek között, de nem
            szerepel a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t elhagyó élek között.

	26. feladat FM
	(a) Feltéve, hogy adott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezése, színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját az őt elhagyó élek
            színeinek halmazával. (b) Az (a)-ban adott korlát
            javításához használjuk 13.20-at.

	27. feladat FM
	(a) Használjuk pl. 9.18-at. (b) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra 
            [image: 9. Kromatikus szám], és minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontját egy éllel összekötjük egy új 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ponttal, akkor ezt a részt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezve az új pontok halmaza nem
            lehet monokromatikus. (c) Vegyük egy tranzitív
            turnament iterált élgráfját.

	28. feladat FM
	(a) Hagyjunk el egy intervallumot, melynek bal
            végpontja a lehető leginkább balra esik. (b) Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t mint korábban, de most hagyjuk el a
            rendszerből az összes 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó intervallumot. (c)
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, mint korábban.

	29. feladat FM
	(a) Tekintsük azon köröket, melyeket két olyan ív
            alkot, melyek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hoz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            különböző komponensében kötik. (b) Az
            elégségesség ugyanúgy következik, mint 9.28c. A
            szükségességhez alkalmazzuk az (a) részt és indukciót.
            (c) Alkalmazzunk indukciót és (a)-t.

	30. feladat FM
	Ez ekvivalens azzal, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	31. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	32. feladat FM
	(a) Heurisztikus megfogalmazásban 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t „szintekre” kell particionálni.
            Tekintsük a legfelső pontokat „első szintnek”, a
            következő legnagyobb pontokat „második szintnek”, stb.
            b) Alkalmazzuk 8.4-et.

	33. feladat FM
	
              9.31 nem eredményez perfekt gráfot, még akkor
            sem, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            perfektek.

	34. feladat FM
	Egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezés egy szín-osztálya
            ilyen.

	35. feladat FM
	Az előző feltételt elég 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re bizonyítani abban az esetben, ha
            csak az egyik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz egynél több pontot.

	36. feladat FM
	Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezések által indukált
            partícióját.

	37. feladat FM
	Számoljuk meg a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezéseket a szitaformula
            segítségével.

	38. feladat FM
	
              [image: 9. Kromatikus szám]
            mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek?

	39. feladat FM
	Körök esetén alkalmazzuk az előző
            formulát.

	40. feladat FM
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            több komponensből áll, ezeket
            függetlenül színezhetjük. Ha több tagja van, ezeket
            majdnem függetlenül színezhetjük.

	41. feladat FM
	Hagyjuk el azt az intervallumot, melynek jobb
            végpontja a leginkább balra esik.

	42. feladat FM
	Használjuk 9.38-at.

	43. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re, de most egy fából
            kiindulva.

	44. feladat FM
	Alkalmazzuk a 9.36 megoldásában szereplő
            formulát.

	45. feladat FM
	Általánosabban: 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-re összefüggő gráf esetén.
            Bizonyítsuk be ezt a 9.43 megoldásában szereplőhöz
            hasonló indukcióval.

	46. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy a 0 akkor és csak akkor
            egyszeres gyök, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő, 1 akkor és csak akkor
            egyszeres gyök, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. (b) Alkalmazzunk indukciót és
            9.38-at.

	47. feladat FM
	(a) 9.38-ból triviális. (b) Minden ilyen lineáris
            relációnak teljesülnie kell abban a három esetben,
            amikor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. (c) Mutassuk meg, hogy ez a (sőt
            bármely) lineáris reláció általánosan teljesül, ha
            teljesül abban a három esetben, amikor 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	48. feladat FM
	Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            értéket.

	49. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy a reláció fennáll, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valamilyen nagyon egyszerű
            trianguláció és vezessük vissza a problémát erre az
            esetre a négyszöglapok átlóinak „felcserélésével”;
            használjuk a következő azonosságot: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

(b) Alkalmazzunk „visszafelé” indukciót,
            elhagyva éleket egy triangulációból.

	50. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben van legfeljebb 5 fokú
            pont.

	51. feladat FM
	Ha a lapokat már kiszíneztük az 1, 2, 3, 4
            színekkel, adjuk az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt azoknak az éleknek, melyek
            szomszédosak 1 és 2, vagy 3 és 4 színű lapokkal; a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt azoknak az éleknek, melyek
            szomszédosak 1 és 3, vagy 2 és 4 színű lapokkal; a
            maradék éleket színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel. A megfordításhoz először
            színezzük ki a síkgráf azon tartományait, melyeket az
            élek egy 3-színezése után piros-zöld és piros-kék élek
            alkotnak.

	52. feladat FM
	Ha az éleket kiszíneztük az 1, 2, 3 színekkel,
            rendeljük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            számot azon pontokhoz, melyeknél 1, 2,
            3 az óramutató járásának megfelelő sorrendje a hozzá
            illeszkedő éleknek, és rendeljünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et a többi ponthoz. A megfordításhoz
            tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és használjuk 5.4-et.

	53. feladat FM
	Használjunk két színt a Hamilton-körön kívül és
            két színt ezen belül.

	54. feladat FM
	(a) Használjunk indukciót, elhagyva egy
            legfeljebb 4 fokú pontot, a maradékot 4 színnel
            színezve és úgy módosítva ezt a színezést, hogy az
            elhagyott pont szomszédságában csak 3 szín szerepeljen.
            (b) Azonosítsunk két nem-szomszédos pontot egy lap
            határán és alkalmazzunk az (a) részhez hasonló
            érvelést.

	55. feladat FM
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy trianguláció. Tekintsük a duális
            síkgráfjának, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak egy 1-faktorát.

	56. feladat FM
	Az elégségességhez irányítsuk az éleket úgy, hogy
            ha 1 egységnyi munka szükséges egy élen az adott
            irányban való áthaladáshoz, akkor 0 (mod 3) egységnyi
            munka szükséges minden lap körüljárásához.

	57. feladat FM
	Tegyük fel, hogy nincsen az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-tengellyel párhuzamos egyenesünk.
            Ekkor színezzük a pontokat egyenként az ordinátájuknak
            megfelelő sorrendben.




25. fejezet - 
        10. Gráfok extremális problémái




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Ellenkező esetben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden blokkja egyetlen körből
            állna.

	2. feladat FM
	(a) Vegyük a leghosszabb utat. (b) Alkalmazzunk
            indukciót (a)-ra alapozva.

	3. feladat FM
	(a) E helyett bizonyítsunk egy kicsit erősebb
            állítást: Ha egy egyszerű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfban legfeljebb egy pont foka
            legfeljebb 2, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztást. (b) Vezessük vissza
            (a)-ra, mint korábban.

	4. feladat FM
	Bizonyítsuk be és alkalmazzuk azt a tényt, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmazhatja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és egy ettől diszjunkt él
            felosztását.

	5. feladat FM
	(a) A gráf tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. (b) Alkalmazzuk
            Kuratowski tételét (5.37d). (c) Csak azok a gráfok
            esnek ki (a)-ból az összefüggőségi feltétel
            elhagyásakor, melyek összefüggők és minden tagjuk 4
            pontú teljes gráf.

	6. feladat FM
	A lényeg az, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben minden fokszám legfeljebb
            3.

	7. feladat FM
	Húzzuk össze éleket addig, amíg 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

fennáll a kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfra.

	8. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re és használjuk az előző
            feladatot.

	9. feladat FM
	Használjunk 10.8-hoz hasonló módszert.

	10. feladat FM
	Ha elkezdjük felépíteni őket rendre egy adott
            pontból és adott körből kiindulva, mikor „nőhetnek
            össze” az ágak?

	11. feladat FM
	Azon pontok, melyek egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ból legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú úton elérhetők, mind
            különbözőek.

	12. feladat FM
	Feltéve, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            rendelkezésünkre állnak, ahol 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], konstruáljuk meg 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t.

	13. feladat FM
	(a) Ha két pont, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolsága 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél nagyobb, hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, majd párosítsuk össze
            szomszédaikat. (b) Kezeljük az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            eseteket külön. Az első esetben
            bármely adott ponton át megy egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszú kör. A második esetben bármely
            két szomszédos pont közül az egyik rendelkezik ezzel a
            tulajdonsággal. (c) Használjunk a 10.11-hez hasonló
            számolási módszert.

	14. feladat FM
	Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és mind 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], mind 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolságra van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-től, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

	15. feladat FM
	(a) Használjunk véges projektív teret. (b)
            Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjai a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fölötti 4-dimenziós projektív tér azon
            pontjai és egyenesei, melyek a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenletű felületen helyezkednek el.
            Egy pontot akkor és csak akkor kössünk össze egy
            egyenessel, ha illeszkednek.

	16. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az összes kört reprezentáló minimális
            ponthalmaz, és számoljuk meg a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közti éleket. (b) Használjuk (a)-t és
            érveljünk 10.11-hez hasonlóan.

	17. feladat FM
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]; ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            már definiálva vannak, akkor legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli legkisebb kör; 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et úgy kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjait elhagyjuk, majd minden olyan
            pontot is, mely nem szerepel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            köreiben, végül pedig „kisimítjuk” a
            másodfokú pontokat. Válasszunk olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete a lehető legnagyobb.

	18. feladat FM
	(a) Használjuk 10.4-et. (b) Az előző
            bizonyításhoz hasonló érveléssel adódik. (c) Egy
            minimális 3-reguláris 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerületű gráf rendelkezik ezzel a
            tulajdonsággal.

	19. feladat FM
	Elhagyva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et alkalmazzunk indukciót.

	20. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális utat. Azt mondjuk, hogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            út előáll 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]deformálásával (feltéve, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]). Vizsgáljuk meg a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből ismételt deformálással előálló
            utak végpontjainak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazát.

	21. feladat FM
	(a) Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él hozzávételével Hamilton kör
            keletkezik. Tekintsük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédait ezen a Hamilton körön. (b)
            (c) – bizonyítsuk először (d)-t. (d) Az (a) megoldása
            során alkalmazott érvelés bizonyítja, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédosak. Tekintsünk egy hiányzó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális.

	22. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            telített, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem szomszédos pontok, akkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	23. feladat FM
	Keressünk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszú utat.

	24. feladat FM
	Kössük össze az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontokat, ha szükséges, és osszuk fel
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt.

	25. feladat FM
	Tekintsünk egy maximális 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            irányított kört. Először azt
            bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], majd vegyük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy maximális 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            körét és próbáljuk meg 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy ívét egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n áthaladó úttal
            helyettesíteni.

	26. feladat FM
	Tekintsünk egy maximális 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            komponensét és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azon pontjainak szomszédait, melyek
            szomszédosak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel.

	27. feladat FM
	(a) Tekintsük egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli leghosszabb út egyik végpontját.
            (b) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy leghosszabb út. Először azt az
            esetet nézzük, amikor vannak olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élek, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

	28. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re és 7.27b-t.

	29. feladat FM
	Bármely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utat a tartalmaz egy olyan részgráf,
            mint amilyent a 15. ábra mutat.
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    15. ábra.
				




	30. feladat FM
	Használjuk fel azt a tényt, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos pontok, akkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	31. feladat FM
	Vegyük észre, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontra.

	32. feladat FM
	Ha egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hármas nem feszít háromszöget sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, akkor pontosan két olyan pontot
            tartalmaz, hogy a hármasnak a pontra illeszkedő két éle
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közül nem ugyanabba tartozik.

	33. feladat FM
	Az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            háromszög tartalmazza.

	34. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re, egy teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szögből kiindulva.

	35. feladat FM
	Tekintsük egy maximális fokú pont szomszédságát,
            és alkalmazzunk indukciót 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra.

	36. feladat FM
	(a) Számoljuk meg a gráfban a „cseresznyéket” (3
            pontú fákat) két különböző módszerrel.
(b) Használjunk 10.15-höz hasonló
            módszert.

	37. feladat FM
	Most a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-eket számoljuk meg.

	38. feladat FM
	(a) Indukciót alkalmazva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra, válasszunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            diszjunkt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            méretű halmazt, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t úgy, hogy bármely két különböző
            halmazba eső pont szomszédos ([image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy megfelelően nagy szám), és
            mutassuk meg, hogy sok kívül eső pont szomszédos minden
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjával. (b) Ismételten hagyjunk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokú pontokat; bizonyítsuk be, hogy
            amikor elakadunk, még mindig sok pont van. (c) (b)-ből
            következik.

	39. feladat FM
	Bizonyítsuk be, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont elhagyható 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből úgy, hogy a megmaradó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf eleget tegyen a következő
            egyenlőtlenségnek: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	40. feladat FM
	(a) Ha egy adott teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget „kevés” teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög tartalmazza, akkor „sok” 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazpárt találhatunk, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy teljes gráf, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem az és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
(b) Először azt bizonyítsuk, hogy 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(*)





	41. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli pontok kifokai. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

darab 3 hosszúságú irányított kört.
(b) Vegyük észre, hogy minden pont legalább egy 3
            hosszúságú irányított körrel szomszédos.

	42. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú irányított kört tartalmaz
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re.

	43. feladat FM
	Adott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            független élekhez legfeljebb egy olyan
            Hamilton út van, melynek 1., 3., … élei éppen
            ezek.

	44. feladat FM
	(a) Az állítás azt mondja ki, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor létezik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív részturnament.
            Bizonyítsuk ezt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval. (b) Indukciót
            alkalmazva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra figyeljük meg, hogy az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből elérhető pontok halmaza legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

[image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív rész-turnamentet
            tartalmaz, ahol 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kifoka. (c) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval bizonyítsuk be,
            hogy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-as van, amely tartalmaz 3 hosszú
            irányított kört.




26. fejezet - 
        11. Gráfok spektruma és véletlen séták




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Mit jelent kombinatorikusan egy
            sajátvektor?

	2. feladat FM
	(a) Használjuk azt a tényt, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektor egy sajátvektor, és a
            sajátvektorok páronként ortogonálisak. (b) Bizonyítsuk
            be és használjuk az alábbi azonosságokat: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(c) A Petersen gráf megegyezik az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            gráffal.

	3. feladat FM
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Tekintsük a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kifejtését az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sora szerint.

	4. feladat FM
	Végezzünk indukciót és használjuk az előző
            gyakorlatot.

	5. feladat FM
	(a) következik 11.4 és 
            1.31-ből. Mind (a), mind
            (b) következik indukcióval. (b) és (c) meg vannak oldva
            lényegében 1.29-ben. (d)-hez, tekintsünk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektort, mely egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékhez tartozik, és invariáns a
            fa automorfizmusai alatt, és vezessük le a 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

rekurziót, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tetszőleges eleme, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            távolságra van a gyökértől.

	6. feladat FM
	
              11.4 szerint, csak két olyan fát kell találnunk,
            melyeknek ugyanannyi 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosításuk van minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra. Keressük meg köztük azokat a
            fákat, melyekben nincs 3 független él.

	7. feladat FM
	(a) Bizonyítsuk be, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Hogyan keletkezik az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            adjacencia mátrix?

	8. feladat FM
	A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektor egy sajátvektor.

	9. feladat FM
	A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            automorfizmus csoportja tartalmaz egy
            kommutatív reguláris 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            részcsoportot; használhatjuk 11.7a-t
            is.

	10. feladat FM
	Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor a sajátértékeik
            ugyanazok.

	11. feladat FM
	Vegyük észre, hogy a 0 akkor és csak akkor nem
            sajátérték, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	12. feladat FM
	Keressünk egy olyan sajátvektort, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t rendel a 3-adfokú pontokhoz a fedő
            részgráfokban, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a többi ponthoz.

	13. feladat FM
	Használjuk fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	14. feladat FM
	(a) Használjuk az előző eredményt; az egyenlőség
            esetének meghatározásához használjuk fel azt, hogy egy
            összefüggő gráf adjacencia mátrixának van egy
            (szigorúan) pozitív sajátvektora. (b) Használjuk fel,
            hogy a sajátértékek összege 0, és a négyzeteik összege 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (c) Ágyazzuk be 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t egy teljes, gyökeres, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-adikus fába.

	15. feladat FM
	Használjuk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            formulát, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pont-él incidencia mátrix: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	16. feladat FM
	A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            automorfizmusának megfelel egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            permutációs mátrix, melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Használjuk ki azt is, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy ortogonális mátrix és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy diagonális mátrix, melynek az
            átlójában vannak a sajátértékek.

	17. feladat FM
	Használjuk az előző eredményt annak
            megmutatására, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kommutatív és reguláris és alkalmazzuk
            11.8-at, hogy kiszámítsuk a sajátértékeket.

	18. feladat FM
	Használjuk a sajátértékekre vonatkozó tételt: ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy szimmetrikus mátrix, melynek a
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szimmetrikus almátrixa 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak, melynek sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	19. feladat FM
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kielégíti a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenletet. (b) Tekintsünk egy
            komponenst, amelynek a legkisebb sajátértéke
            minimális.

	20. feladat FM
	Használjuk 11.13-at, 
            11.14-et és
            indukciót.

	21. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy egy alkalmas bázisban, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak van egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szimmetrikus 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            almátrixa, hogy a főátlóban 0-k
            vannak, és úgy, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek egy sajátértéke. (b) 0 egy
            sajátérték, melynek multiplicitása 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	22. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorra, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	23. feladat FM
	Tekintsünk egy vektort, mely konstans egy
            maximális független halmazon, és annak a
            komplementerén.

	24. feladat FM
	Írjuk fel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pozitív, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            negatív négyzet összegét.

	25. feladat FM
	Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az a polinom, melynek a gyökei a
            különböző sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	26. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy mindkét állítás ekvivalens
            azzal, hogy „[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sajátvektora sajátvektora 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek”.

	27. feladat FM
	Számítsuk ki 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et.

	28. feladat FM
	(a) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kielégíti az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

egyenletet. (b) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (c) Általánosítsuk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            példáját.

	29. feladat FM
	(a) Tekintsünk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektort, mely a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-höz tartozik, és azokat a tagokat
            11.22-ben, melyek egy olyan út éleinek felelnek meg,
            melyek az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legkisebb és legnagyobb elemét kötik
            össze. (b) Tekintsük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t.

	30. feladat FM
	Rendezzük a pontokat úgy, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legyen, és használjuk fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	31. feladat FM
	(a) Használjuk 11.22-t. 
            (b) Alkalmazzuk 11.30-at 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nel, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-höz tartozó sajátvektor, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mediánsa.

	32. feladat FM
	(a) Használjuk 11.8-at, hogy kifejezzük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékeit. (b) Tekintsük minden
            pontpár között a legrövidebb utakat, és az összes
            képüket az automorfizmusok által.

	33. feladat FM
	(a) Fejezzük ki a kérdéses valószínűséget a
            szitaformulával, és határozzuk meg a határértékét 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén (vö. 4.23 megoldásával). (b) Mi
            annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élt tartalmaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között egy adott partícióra?

	34. feladat FM
	Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]) valószínűségét. Mutassuk meg, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	35. feladat FM
	(a) Próbálkozzunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-mel. (b) A stacionárius eloszlás az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek egy sajátvektora. (c) Használjuk
            11.34-et, és 
            11.19 egy verzióját.

	36. feladat FM
	Vegyük észre, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éppen annak a valószínűsége, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik lépésben éri el.

	37. feladat FM
	(a) Használjuk 11.35(c)-t, és az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

egyenlőséget. (b) Használjuk 11.36-ot, és a 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

egyenlőséget.

	38. feladat FM
	(a) Használjuk 11.37-et. (b) Keressünk, és
            bizonyítsuk be, a 11.37 egy analogonját, az egy élen
            való áthaladások számlálására.

	39. feladat FM
	Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontú út esetére, határozzuk meg az
            elérési időt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik pontból az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edikbe először.

	40. feladat FM
	(a) Tekintsünk egy 2 hosszúságú utat. Ahhoz, hogy
            egy reguláris példát kapjunk, válasszunk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elvágó pontot. (b) Létezik egy
            természetes bijekció az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be menő, és a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba menő séták között.

	41. feladat FM
	Egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be és vissza menő sétán, tekintsük az
            első visszatérést 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba.

	42. feladat FM
	(a) Keressünk egy bijekciót az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, aztán 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be látogató körutak, és az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, aztán 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be látogató körutak között. (b) Egy
            rögzített 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsra, rendezzük a csúcsokat az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értékeknek megfelelően.

	43. feladat FM
	
              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, használjuk 11.38(b)-t.

	44. feladat FM
	(a) Használjuk ki, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Mi a jobb oldala ennek az egyenletnek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re? (c) Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a valószínűséget, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben van 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után; jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűségét, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik lépésben először. Mutassuk meg,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

és fordítsuk le ezt a relációt a generátor
            függvényeket használva.

	45. feladat FM
	(a) triviális, ha összeadjuk 11.44(c) eredményét.
            (b)-hez használjuk fel 11.9 első megoldását.

	46. feladat FM
	(a)-hoz használjuk 11.44(c)-t. (b)-hez, vegyük
            észre, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorok kölcsönösen ortogonális
            egység vektorok.

	47. feladat FM
	(a) Keressük meg a lépések várható számát, míg
            pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pont marad meglátogatatlan. (b) Vö.
            11.43.

	48. feladat FM
	(a) Bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átlaga az összes 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lesz. (b) Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a lépések száma, mielőtt meglátogatná
            a séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-k mediánsának várható értéke.

	49. feladat FM
	
              11.48(b) szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépésben több, mint a felét láttuk az
            összes csúcsoknak; további 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépésben láttuk a maradéknak több,
            mint a felét, stb.

	50. feladat FM
	Használjuk 11.44(c) megoldási módszerét.

	51. feladat FM
	Használjuk 11.44(a)-t.

	52. feladat FM
	(a) triviális elemi valószínűségszámítási
            módszerek felhasználásával. (b) következik a Kirchhoff
            és Ohm törvényekből, (c) következik, ha tekintjük a
            csúcspontokra ható erőket. (d) bizonyításához tekintsük
            két olyan harmonikus függvény különbségét, mely az
            adott tulajdonságokkal rendelkezik, és a csúcspontot,
            ahol felveszi maximumát.

	53. feladat FM
	Mutassuk meg, és használjuk fel, hogy az
            ellenállás 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (b) Először viszonyítsuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a 0-nál a szögre ható erőhöz. (c)
            Számítsuk ki a Kirchhoff törvényből a pontok
            feszültségeit, és használjuk 4.9-et.

	54. feladat FM
	Használjuk 11.53(b)-at.

	55. feladat FM
	(b)-hez, tekintsünk egy utat az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            végpontokkal. (c)-hez, vegyük észre,
            ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t használtuk, akkor elértük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t.

	56. feladat FM
	(b) és (c)-hez, használjuk 11.44(c)-t és az
            aritmetikai és harmonikus közepek közötti
            egyenlőtlenséget.

	57. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            független 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-től, tekintve az első olyan lépést,
            amikor meglátogattuk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy szomszédját. (b) Használjuk fel,
            hogy létezik egy olyan séta, mely az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy tetszőleges szomszédjában indul,
            és az utolsó előtti meglátogatott csúcs 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és az utolsó 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (c) Használjuk 6.6(c)-t.

	58. feladat FM
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az a valószínűség, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            fát generálja, ahogy azt a problémában
            leírtuk. Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élre, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az első élt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-úton 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Bizonyítsuk be, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	59. feladat FM
	Tekintsünk egy véletlen sorozatot.




27. fejezet - 
        12. Gráfok automorfizmusai




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	A Petersen gráf a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élgráfjának komplementere.

	2. feladat FM
	(a) Tekintsük a 16. ábrán mutatott típusú
            kockákat. (b) A kocka esetére tekintsük a 4
            főátlót.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    16. ábra.
				




	3. feladat FM
	Egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú kör tartalmaz néhány
            fölösleges automorfizmust; hogy előzhetjük meg, hogy
            irányt változtasson?

	4. feladat FM
	Tetszőleges fix elemmel jobbról szorozva a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusát kapjuk.

	5. feladat FM
	Hagyjuk el az irányításokat és a színezéseket a
            12.3-beli módszerhez hasonlóan.

	6. feladat FM
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            generátorainak egy minimális halmaza.
            Vegyük a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemeit, mint pontokat, és akkor és
            csak akkor kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül valamilyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Adjunk még hozzá éleket a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n belül, annak biztosítására, hogy ne
            kapjunk más automorfizmust, mint amelyeket a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemei indukálnak természetes
            módon.

	7. feladat FM
	(a) Egy páros rendű csoportnak van másodrendű
            eleme. (b) Keressük meg az összes olyan turnamentet,
            melyeknek automorfimuscsoportja tartalmaz egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val izomorf reguláris
            részcsoportot.

	8. feladat FM
	Ugyanazzal a fajta konstrukcióval próbálkozva,
            mint 12.5-ben, könnyű megkapni minden, nem 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli pontot úgy, hogy 3 legyen a
            foka. Ezután hasítsuk szét 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontját elsőfokú pontokra és
            kössük össze őket egy körrel.

	9. feladat FM
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjainak egy olyan elrendezése, hogy
            
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetén 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Tekintsük az automorfizmusok egy
            olyan részcsoportját, melyek fixen hagyják 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t.

	10. feladat FM
	Elegendő tekinteni az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy pályáját az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n.

	11. feladat FM
	Először oldjuk meg a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetet. Ezután tekintsük példáknak egy
            bizonyos „szorzatát”.

	12. feladat FM
	(a) Tekintsünk egy maximális 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fát, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetén, és húzzuk össze mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t. (b) Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az a részgráf, melyet az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által létrehozott képei alkotnak, és
            próbáljuk meg összehúzni a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponenseit.

	13. feladat FM
	(a) Egy kommutatív és tranzitív permutációcsoport
            reguláris. Rögzítsünk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csúcspontot, és tekintsünk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ([image: 12. Gráfok automorfizmusai]). (b) Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-dimenziós kocka majdnem jó
            lesz.
(c) Tekintsük az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-dimenziós 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kockát és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csúcspontját. Adjunk hozzá néhány az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédai közötti élt, és mindazokat
            az éleket, amelyeket a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusai kényszerítenek ki,
            melyek megőrzik az élek irányát. Mi lesz az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédai által feszített
            részgráf?

	14. feladat FM
	Használjunk a 6.49. megoldásához hasonló
            gondolatmenetet.

	15. feladat FM
	(a)–(b) Tekintsünk egy minimális 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            halmazt, mely a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponense, valamely minimális 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elvágóhalmazra. Használjuk 6.60(a)-t.
            Az összefüggőség legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
(c) Használjuk ismét 6.60(a)-t.

	16. feladat FM
	Használjuk a Tutte tételt, 7.27-et és
            12.14-et.

	17. feladat FM
	Egy kör és egy út direkt szorzata tartalmaz egy
            Hamilton kört.

	18. feladat FM
	Az összefüggőek a következők: a körök; a
            szabályos testek; a kocka és a dodekaéder élgráfja;
            gráfok, melyeket úgy nyerünk, hogy minden élt
            ugyanazzal a számmal szorzunk meg; ezen példák
            élfelbontásai úgy, hogy minden élre teszünk még egy
            pontot; a kocka és a dodekaéder élgráfjának duálisa; és
            a csillagok.

	19. feladat FM
	Használjuk 12.12(b)-t és az előző
            megoldást.

	20. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy két 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú út és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            direktszorzata összehúzható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re.
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él-tranzitíven hat, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem hat félig regulárisan. Használjuk
            10.8-at.
(c) Tekintsünk egy egyszerű csoportot.

	21. feladat FM
	Konstruáljunk egy egyszerű 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjaival alkalmas módon.

	22. feladat FM
	A Petersen gráf minden endomorfizmusa
            automorfizmus.

	23. feladat FM
	Használjuk ugyanazt az ötletet, mint az előző
            megoldásban: minden endomorfizmus kölcsönösen
            egyértelmű egy minimális páratlan körön.

	24. feladat FM
	(a) Ugyanúgy megy, mint 12.4. (b) Amikor
            színezett éleket utakkal helyettesítünk, melyekhez
            hozzáragasztottunk darabokat, használjunk sok merev
            gráfot, melyeknek nincs homomorfizmusuk
            egymásba.

	25. feladat FM
	(a) Vagy 0, vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            endomorfizmus marad. (b) Módosítsuk az
            előző konstrukciót.




28. fejezet - 
        13. Hipergráfok




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	Rendeljünk egy páros 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz a következőképpen: Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és akkor és csak akkor kössük össze 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel, ha 
            [image: 13. Hipergráfok].

	2. feladat FM
	(a) Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő ([image: 13. Hipergráfok]) , akkor találhatunk olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, melynek megvan a kívánt
            tulajdonsága. (b) Végezzünk indukciót, egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt elhagyva az (a) részben.

	3. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nál hosszabb kört, és válasszunk két
            pontot, melyek egymás után következnek a körön, de van
            egy további pont, mely közöttük van a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            út által meghatározott
            rendezésben.

	4. feladat FM
	Másképpen teljesen kiegyensúlyozott!

	5. feladat FM
	Alkalmazzuk 7.4-et és 
            7.6-ot.

	6. feladat FM
	Egy ilyen reprezentánsrendszer akkor és csak
            akkor létezik, ha a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van reprezentánsrendszere, és
            ugyanígy, ha a 
            
[image: 13. Hipergráfok]

hipergráfnak is van reprezentánsrendszere,
            ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan éleinek a halmaza, amelyek
            tartalmazzák 
            [image: 13. Hipergráfok]-et.

	7. feladat FM
	Reprezentáljuk ezt a helyzetet egy
            folyamproblémával (párosítási probléma helyett).

	8. feladat FM
	(a) Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]) halmazok különbözőek! (b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], és tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, ahol 
            
[image: 13. Hipergráfok]

(c) Tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfokat.

	9. feladat FM
	Tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfokat, valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra.

	10. feladat FM
	(a) Bizonyítsuk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukcióval, hogy létezik egy
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle van 
            [image: 13. Hipergráfok]. (b) Alkossunk egy gráfot, mely az
            (a) rész második megoldásához hasonlít. Bizonyítsuk be,
            hogy ez a gráf páros, és nem tartalmaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-gráfot. (c) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Bizonyítsuk be, hogy vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kielégíti a probléma feltételét 
            [image: 13. Hipergráfok]-val, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elégíti ki ([image: 13. Hipergráfok])-gyel.

	11. feladat FM
	Tekintsük az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t tartalmazó éleket, és végezzünk
            indukciót.

	12. feladat FM
	(a) Átlagoljuk az osztályokba tartozó élek számát
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden két osztályt tartalmazó
            partíciójára. (b) Átlagoljunk most a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            színnel való színezésére.

	13. feladat FM
	Lássuk be, és használjuk a 
            
[image: 13. Hipergráfok]

egyenlőtlenséget, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont foka.

	14. feladat FM
	Tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Összegezzük a 
            
[image: 13. Hipergráfok]

egyenlőtlenségeket.

	15. feladat FM
	(a) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kielégíti az előző probléma
            feltételeit. (b) Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az élek karakterisztikus vektorai,
            akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetén.

	16. feladat FM
	Hányszor számoltunk egy adott elemet mindkét
            oldalon?

	17. feladat FM
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Vegyük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer, 
            [image: 13. Hipergráfok]-et 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer és alkalmazzuk 13.16-ot. (b)
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és (indirekte) 
            [image: 13. Hipergráfok]. Lássuk be, hogy nincs több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            point, melynek a foka legalább 
            [image: 13. Hipergráfok], de minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek ([image: 13. Hipergráfok]) legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ilyen pontot kell tartalmaznia.

	18. feladat FM
	(a) Legfeljebb az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyike lehet él. (b) Használjuk
            13.8b-t, 
            13.9-t, vagy 
            13.11-et.

	19. feladat FM
	Számoljuk le az olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élpárokat, melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és nincs olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül.

	20. feladat FM
	Használjunk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukciót.

	21. feladat FM
	(a) Tekintsük a láncokat, melyeket az előző
            problémában konstruáltunk. Egy másik bizonyítás;
            számoljuk le a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azon permutációit, melyek egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, mint kezdő szeletet tartalmaznak.
            (b) A páros eset könnyű. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], mutassuk meg, hogy minden él vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            méretű kell, hogy legyen, és hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyike benne kell, hogy legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban.

	22. feladat FM
	Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális antiláncok, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy maximális antilánc (ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azt jelenti, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]).

	23. feladat FM
	(b) bizonyításához tekintsük azon 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]) részhalmazokat, melyek csak egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éllel hasonlíthatóak össze, és
            megfelelően választva egy Sperner rendszert
            alkotnak.

	24. feladat FM
	Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]

a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legnagyobb binomiális együttható, és
            legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az a hipergráf a 
            [image: 13. Hipergráfok]-n, melynek élei az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-esek. Hasonlítsuk össze 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-mel a 13.20-beli szimmetrikus láncok
            mindegyikében.

	25. feladat FM
	(a) Rögzítsünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt. Mit jelent az, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            semelyik pontja sem fordul elő minden
            élben? (b) Keressünk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan élt, melyek metszetében
            legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont van, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok].

	26. feladat FM
	Vegyünk két élt, melyeknek egy közös pontja van,
            és egy harmadikat, ha lehetséges, mely nem tartalmazza
            ezt a pontot.

	27. feladat FM
	Vegyünk egy minimális olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            bármelyik két éle metszi egymást. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden rendezésére, számoljuk le
            azokat az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontokat, melyek első és utolsó
            pontjai 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli éleknek.

	28. feladat FM
	(a) Tetszőleges adott pontból legfeljebb egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            indul. (b) Számoljuk le kétféleképpen
            az olyan éleket, melyek a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ciklikus permutációiban egymás utáni
            pontokból állnak (vö. a Sperner tétel, 13.21a, második
            megoldásával).

	29. feladat FM
	(a) Válasszunk egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            korlátos. (b) Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem 
            [image: 13. Hipergráfok]-kritikus, végezzünk indukciót 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.

	30. feladat FM
	Válasszuk az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontokat úgy, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy maximális, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            fokú pont a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok].

	31. feladat FM
	(a) Írjuk fel az 
            
[image: 13. Hipergráfok]

egyenlőséget, és hasonlóan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-et is, és hasonlítsuk össze a
            megfelelő tagokat 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben és 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. (b) Tekintsünk egy minimális
            fokú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot, és tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfokat. Végezzünk indukciót 
            [image: 13. Hipergráfok]-re és 
            [image: 13. Hipergráfok]-re az (a) alapján. (c) Tegyük fel,
            hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            bármely két éle metszi egymást, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-uniform. Hány 
            [image: 13. Hipergráfok]-est tartalmazhatnak a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok?

	32. feladat FM
	(a) Használjunk a 13.21 és 13.27 megoldásához
            hasonló érvelést; a pontok egy adott permutációjára
            legfeljebb egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            index van, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemének kisebb az indexe, mint
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemének. (b) Ez az (a)
            speciális esete.

	33. feladat FM
	Színezzük a pontokat egyenként; mikor
            kényszerülnénk arra, hogy egy élt monokromatikussá
            tegyünk?

	34. feladat FM
	Mutassuk meg először, hogy ha egy elsőfokú pont
            van, és a többi másodfokú, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-kromatikus.

	35. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak nincs 1-elemű éle, és nincs
            izolált pontja. Mutassuk meg, hogy (a) minden pont foka
            legalább 2, (b) egy legalább negyedfokú pont csak
            2-elemű élekhez tartozhat, (c) bármely két pont
            hozzátartozik egy élhez.

	36. feladat FM
	Feltéve, hogy van egy 2-színezés, számoljuk le az
            éleket két különböző módon; a monokromatikus párok
            szerint, melyeket tartalmaznak, és a bikromatikus párok
            szerint.

	37. feladat FM
	A „ha” rész megmutatásához keressünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt, hogy vagy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok mindegyike páros, vagy
            közülük egy páratlan.

	38. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt a diszjunkt 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmazokkal helyettesítve, nem
            változtatjuk meg a feltevést. (b) Használjuk a
            totálisan unimoduláris incidencia mátrixú hipergráfok
            korábbi karakterizációját.

	39. feladat FM
	Egy páratlan kör incidencia mátrixa nem
            unimoduláris.

	40. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy egy minimális ellenpélda
            tartalmazna egy összefüggő, feszítő 2-uniform
            (hiper)gráfot.

	41. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy a pontokat véletlenül
            kiszínezve, annak a valószínűsége, hogy egy
            monokromatikus élet kapunk, kisebb, mint 1 [vö.
            13.12a].

	42. feladat FM
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és legyenek az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemű részhalmazai egy másik 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf pontjai; az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            partíciójára azok az 
            [image: 13. Hipergráfok]-esek, melyek 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban vannak, alkossák a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élét. Mekkora lesz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]?

	43. feladat FM
	Tekintsünk újra egy véletlen színezést, de most
            2.18-cal becsüljünk.

	44. feladat FM
	(a) Tekintsünk egy maximális fokú pontot. (b)
            Hagyjuk el a legnagyobb fokú pontot mindegyik élből.
            (c) Számoljuk le az éleket, melyek egy magasfokú
            ponthoz illeszkednek.

	45. feladat FM
	(a) Válasszuk ki egy 2-elemű részhalmazát minden
            élnek úgy, hogy ezek a részhalmazok egy erdőt
            alkossanak. (b) 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, a háromszög egy ilyen hipergráf.
            Végezzünk indukciót 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. (c) Tegyük fel, hogy van egy
            nem-nulla vektor, mely ortogonális minden él
            incidencia-vektorára, és tekintsük a negatív és pozitív
            elemeit.

	46. feladat FM
	(a)-ra, használjuk a 13.45-beli konstrukció egy
            módosítását; (b)-re, próbáljunk összeszorozni két
            kisebb konstrukciót; (c)-re, keressünk egy egyszerű
            direkt példát.

	47. feladat FM
	Válasszunk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re úgy, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazó élek száma több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok].

	48. feladat FM
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            
[image: 13. Hipergráfok]


			és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            értéke az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximuma, azon feltételek mellett,
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok].

	49. feladat FM
	(a) Bontsuk szét direkt módon, de vegyük
            figyelembe a pontok multiplicitását. (b) Használjuk
            7.40-et. (c) Vannak optimális törtfedések (párosítások)
            racionális súlyokkal. Csökkentsük a súlyok legkisebb
            közös nevezőjét, felhasználva (a)-t és (b)-t. (d) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 2-párosítások maximális mérete. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az a formula, mely 7.37-ben van
            megadva 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.

	50. feladat FM
	Használjunk olyan konstrukciót, mely az előző
            megoldásbelihez hasonlít.

	51. feladat FM
	(a) A második egyenlőtlenség bizonyításához
            vegyük észre, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lefedi a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes élét, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            eleme van a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élére. (b) Az „akkor” rész könnyű (a)
            szerint; a „csak akkor” bizonyításához, tegyük fel,
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            álljon egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemű halmaz összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű részhalmazából ([image: 13. Hipergráfok]
            nagy). (c) Használjuk 13.30-at 
            [image: 13. Hipergráfok]
            becslésére.

	52. feladat FM
	Ha egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont a különböző 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élekhez illeszkedik, vegyük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfok egy-egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű fedésének „átlagát”.

	53. feladat FM
	Vegyük a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális párosításainak az
            „átlagát”.

	54. feladat FM
	Meg kell mutatnunk, hogy egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-kritikus kiegyensúlyozott hipergráf
            diszjunkt élekből áll. Másoljuk le a 7.2 második
            megoldását.

	55. feladat FM
	Az (i) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (iii) bizonyításához, vegyük észre,
            hogy egy minimális ellenpélda 
            [image: 13. Hipergráfok]-kritikus lenne.

	56. feladat FM
	Mutassuk meg, és használjuk a következő tényt: Ha
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf kielégíti (iv)-t, akkor
            minden olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf, mely az élek
            megsokszorozásával keletkezik, szintén kielégíti
            (iv)-t. (A megsokszorozásba beleértjük a 0-val való
            szorzást, azaz az elhagyást is.)

	57. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            perfekt; rendeljük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfhoz azt a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok].




29. fejezet - 
        14. Ramsey elmélet




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	(a) Egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont vagy szomszédos legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ponttal, vagy nem szomszédos legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ponttal. (b) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezése az előző eredményből
            következik. Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra.

	2. feladat FM
	(a) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. (b) A felső korlát 14.1a-ból
            triviális. Az alsó korlát bizonyításához tekintsük azt
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hipergráfot, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet].

	3. feladat FM
	(a) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re ezt már tudjuk. Alkalmazzunk
            indukciót ([image: 14. Ramsey elmélet])-ra és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. (b) Válasszunk az elemek egy
            olyan rendezett 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazát, melyre az indexek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-esére minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű, 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            alakú halmaz színe azonos.

	4. feladat FM
	Könnyű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re alkalmazott indukcióval.

	5. feladat FM
	Tekintsünk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            maximális piros utat és két 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            diszjunkt kék utat, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ([image: 14. Ramsey elmélet])-élekből állnak, végpontjaik ([image: 14. Ramsey elmélet])-beliek, nem tartalmazzák 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            végpontjait, és hosszuk maximális.
            Bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontot lefed.

	6. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy piros kör. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék ([image: 14. Ramsey elmélet]; 
            [image: 14. Ramsey elmélet]). (b) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros kör. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            teljes részgráfokat feszítenek. (c)
            Mutassuk meg, hogy létezik monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszú kör valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, majd használjuk (a)-t és
            (b)-t.

	7. feladat FM
	Tekintsük a 17. ábra konfigurációját, ahol minden
            él hossza egységnyi.
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    17. ábra.
				



[image: 14. Ramsey elmélet]
                    18. ábra.
				



[image: 14. Ramsey elmélet]
                    19. ábra.
				




	8. feladat FM
	Tekintsük hat 1, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú háromszög 18. ábra szerinti
            elrendezését.

	9. feladat FM
	(a) Vegyünk egy sávonkénti színezést. (b) Lásd a
            19. ábrát.

	10. feladat FM
	(a) Tekintsük két nagy szimplex Descartes
            szorzatát. (b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
			az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két oldal-vektora. Színezzük a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            modulo 4-gyel.

	11. feladat FM
	Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szóban forgó partíciója. Tekintsük a
            teljes gráfot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-en és színezzük meg az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élt a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet].

	12. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re: Keressük „hosszú” intervallumok
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            sorozatát, melynek első tagjai
            számtani sorozatot alkotnak, és melyek hasonlóan vannak
            színezve.

	13. feladat FM
	Használjuk 14.2a-t a 
            14.11-hez hasonló
            módon.

	14. feladat FM
	(a) Először válasszunk egy nagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazt és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazokat, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], úgy, hogy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos. (b) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nagy (a)-ban, és színezzük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színével.

	15. feladat FM
	Színezzük ki egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű halmaz részhalmazait az
            elemszámuknak megfelelő színnel.

	16. feladat FM
	(a) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra triviális. (b) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Színezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontját az 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-essel.

	17. feladat FM
	
              14.16b ismételt alkalmazásával találunk olyan
            diszjunkt, nem üres 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazokat és olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektort az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontjain, hogy minden 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]-vektor színe azonos az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]-vektor színével. Ezek után
            alkalmazzuk 14.14b-t.

	18. feladat FM
	Használjunk a 14.15-höz hasonló módszert.

	19. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-színezése, hogy egyetlen részhalmaz
            sem rendelkezik a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tulajdonsággal. Keressünk ilyen
            összerakható 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-színezéseket.

	20. feladat FM
	(a) Használjuk a következő észrevételt: ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eleget tesz (a)-nak és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (minden rögzített 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re).
(b) Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra és Van der Waerden tételét.

	21. feladat FM
	Fordítsuk le az előző megoldás (a) és (b) részét
            az általános esetre.

	22. feladat FM
	Színezzük ki a pontokat véletlenszerűen és
            használjuk 2.18-at annak biztosításához, hogy minden él
            minden színnel érintkezzen.

	23. feladat FM
	(a) Ez speciális esete 14.17-nek. (b) Ha adva van
            
            [image: 14. Ramsey elmélet], bizonyítsuk be, hogy létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szám, melyre ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fölötti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimeziós projektív tér pontjai 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel vannak színezve, akkor mindig
            létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós altér, melynek minden
            pontja 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű. Próbáljuk meg redukálni ezt az
            affin esetre a „végtelen messze lévő” hipersík
            elhagyásával.

	24. feladat FM
	Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            prímhatvány, akkor megteszik egy
            elegendően nagy dimenziójú 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fölötti affin tér egyenesei. Egyébként
            vegyünk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            prímhatványt és zsugorítsuk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-uniform példány éleit.

	25. feladat FM
	Minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez nézzük a legnagyobb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel induló monoton növő
            sorozatot.

	26. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            sorozatok maximális hossza, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            Igazoljuk, hogy ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]. (b) Álljon 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            darab monoton csökkenő részből.

	27. feladat FM
	(a) Jelölje 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a leghosszabb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éllel induló monoton növő, illetve
            csökkenő utak hosszát. Bármely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontokra 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

(b) A korlát élességének bizonyításához
            alkalmazzunk indukciót 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra.

	28. feladat FM
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

pontoktól különböző pont ([image: 14. Ramsey elmélet]). (b) Bizonyítsuk (a) és (b) egy
            közös általánosítását: létezik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rendezése, melyben minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            értékére igaz. (c) Keressünk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et a következő formában: Adott egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            függvény, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-edik eleme ([image: 14. Ramsey elmélet]).

	29. feladat FM
	Irányítsunk minden két adott pont által alkotott 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szakaszt fölfelé, és színezzük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel, ha az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tengely pozitív részével alkotott
            szöge 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            között van. Mi lehet az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű szakaszok által alkotott 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            gráf kromatikus száma, ha nem
            tartalmaz „majdnem egyenes” töröttvonalat?

	30. feladat FM
	(a) Rendeljük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            értéket az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett teljes gráf 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éléhez; irányítsuk ezt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ből 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-be, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és alkalmazzuk 14.27-et. (b) Hajtsuk
            végre a 14.27 konstrukciót az itt szereplő speciális
            típusú turnamentekkel.

	31. feladat FM
	(a) Színezzük a pontok egy négyesét pirosra, ha
            konvex négyszöget alkot, egyébként kékre; alkalmazzuk a
            Ramsey tételt. (b) A felső korlát az előző feladatból
            azonnal adódik. Az alsó korláthoz rakjunk össze alulról
            konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget és felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget nem tartalmazó 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            méretű halmazokat minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re.




30. fejezet - 
        15. Rekonstrukció




        Feladatok
        Megoldások
      
	1. feladat FM
	(a) Hogyan találjuk meg 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjait 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben? (b) Valamely pontból három olyan
            
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él indul ki, hogy a megfelelő 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élek háromszöget alkotnak. (c)-re a
            választ (b) megoldása tartalmazza.

	2. feladat FM
	(a) Mutassuk meg, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármely két 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            esetén. (b) Mutassuk meg, hogy
            „felismerhető” 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben, ha két 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esnek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közös pontja van 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re; majd igazoljuk ezt 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re.

	3. feladat FM
	Ismét határozzuk meg 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből a mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fel szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek megszámolásával.

	4. feladat FM
	(a) Tekintsük a csillagok, kint az élek
            részhalmazai által alkotott hipergráfot. (b) Amire
            szükségünk van, az az élek lefedése 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            teljes részgráffal. Ezt a Turán
            tételben (10.28) szereplő módszerhez hasonlóan tehetjük
            meg.

	5. feladat FM
	(a) Használjuk fel 15.1b-t annak bizonyításához,
            hogy a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfok „összeillenek”. (b) Az előző
            feladatból nyilvánvaló.

	6. feladat FM
	(a) Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            éleinek azon hármasai, melyek 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben páratlan háromszöget alkotnak,
            egy csillaghoz tartoznak és viszont. (b) Definiáljuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élét ekvivalensnek, ha azonosak, vagy
            egy páratlan háromszögbe tartoznak, vagy egy teljes
            négyszöget feszítenek. Mutassuk meg, hogy ez
            ekvivalencia-reláció, az ekvivalencia-osztályok
            15.4a-nak megfelelő az éleket lefedő teljes részgráfok,
            és kevés eset kivételével egy kívánt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfot adnak, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. (c) Hogyan lehet (a)-ban (ii)-t
            megsérteni?

	7. feladat FM
	Igazoljuk, hogy a 20. ábrán látható gráf nem
            élgráfja egyetlen többszörös élt nem tartalmazó
            3-uniform hipergráfnak sem, viszont minden valódi
            részgráfja az.
[image: 15. Rekonstrukció]
                    20. ábra.
				




	8. feladat FM
	(a) Ez a következőt jelenti: keressük ugyanazon
            síkbarajzolható gráfnak két lényegesen különböző
            síkbaágyazását. (b) Használjuk 6.69-et.

	9. feladat FM
	(a) Tekintsünk két 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élt és egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-on és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n áthaladó 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            kört. (b) 15.1b megoldása
            egyszerűsített formában alkalmazható, hiszen ebben az
            esetben nem lehet háromszögnek megfelelő
            csillag.

	10. feladat FM
	Alkalmazzunk indukciót 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re, megmutatva azt, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            izomorfak (és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            felel meg).

	11. feladat FM
	(a) Az előző megoldás egy azonosságából
            következik. (b) hasonlóan adódik. (c) Konstruáljuk meg 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t indukcióval. Vegyünk két olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontot, melyekre 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

minimális.

	12. feladat FM
	(a) Álljon 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szám 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            példányából 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pedig a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szám 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            példányából 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. (b) Fejezzük ki a feltételt a
            következő polinomok segítségével: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


	13. feladat FM
	
              [image: 15. Rekonstrukció]-t tekintve elég azt belátni, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

nem tűnhet el minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egészre, hacsak nem azonosan 0.

	14. feladat FM
	Először bizonyítsuk azt, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élszáma azonos, majd azt, hogy
            fokszámaik is azonosak.

	15. feladat FM
	(a) Tekintsünk két Hamilton kört 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n. (b) Számoljuk meg 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            részgráfban. (c) Bizonyítsuk be, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontú összefüggő gráf ugyanannyiszor
            fordul elő 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            komponenseként.

	16. feladat FM
	(a) 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője a ([image: 15. Rekonstrukció])-ek átmérői közül a maximális,
            kivéve, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy út. (b) Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontra 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            középpontra vonatkozó ágai a 15.9c-ben
            alkalmazotthoz hasonló módszerrel konstruálhatók. Ha
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontot minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú út tartalmaz, akkor vizsgáljuk
            meg, hogy minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hosszú út lefogható-e egyetlen
            ponttal.

	17. feladat FM
	(a) Fejezzük ki a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-be és saját magába való
            izomorfizmusainak számát az 5.18-ban szereplőhöz
            hasonló formulával, és vegyük észre, hogy a jobb
            oldalak azonosak. (b) Használjuk a szitaformula helyett
            a 2.7b azonosságot.

	18. feladat FM
	Először mutassuk meg, hogy ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            elemű 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re fennáll, akkor fennáll minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nál kevesebb elemű 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re is (feltéve, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]).

	19. feladat FM
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Mutassuk meg, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]; majd bizonyítsuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerinti indukcióval, hogy minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            méretű halmaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            paritásától függően vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be, vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be tartozik.

	20. feladat FM
	(a) Epimorfizmusra ([image: 15. Rekonstrukció]-ra való homomorfizmus) az állítás
            triviális lenne. Fejezzük ki az epimorfizmusok számát a
            homomorfizmusok számával. (b) „Dualizáljuk” (a)
            megoldását.

	21. feladat FM
	Mutassuk meg, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-be való homomorfizmusainak száma
            négyzete a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-be való homomorfizmusai
            számának.

	22. feladat FM
	(a) Próbálkozzunk 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val; vegyük észre, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fokszám-sorozata azonos kell, hogy
            legyen. (b) Érveljünk az előző feladathoz hasonlóan.
            (c) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből minden pontnál egy hurokél
            felvételével előálló gráf. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]. (d) A fentiekhez hasonlóan, ha két
            csoport rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy minden
            csoportnak mindkettőbe ugyanannyi homomorfizmusa van,
            akkor izomorfak.




31. fejezet - 
        1. A leszámlálás alapjai




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	I. Az első személynek a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            levelezőlap bármelyikét küldhetjük.
            Bármit is küldtünk az elsőnek, a másodiknak szintén
            akármelyik lapot elküldhetjük a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            közül, azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen küldhetjük el a lapokat az
            első két barátunknak. Továbbá, bármit küldtünk az első
            kettőnek, a harmadik barátnak is 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féle lapot küldhetünk. Tehát összesen
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen küldhetjük szét a
            lapokat.
II. Ha különböző lapokat kell szétküldenünk,
            akkor az elsőnek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féle lapot küldhetünk még mindig. De
            attól függően, hogy elsőre mit küldtünk, csak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féle lapot küldhetünk a másodiknak, és
            attól függően, hogy az első kettőnek mit küldtünk, a
            harmadik a maradék 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lap bármelyikét kaphatja, és így
            tovább. Így a levelezőlapok szétküldése 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen lehetséges (ami persze 0,
            ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]).
III. Ez ugyanaz, mint az első kérdés, de most 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            párunk van a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            levelezőlap helyett. Így az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai].

	2. feladat FÖ
	I. Egymástól függetlenül kell a levelezőlapokról
            döntenünk. Akármelyik lap küldhető az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            barát bármelyikének. Így az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz.
II. Legyenek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a lapok. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            diszjunkt nemüres 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazra kell szétvágni. Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partícióját alkotja. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tetszőleges, pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partíciójából 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen küldhetjük szét a
            levelezőlapokat. Így az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz.

	3. feladat FÖ
	Összesen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            permutációja van a KARAKTERIZÁCIÓ szó
            betűinek, ezek azonban nem mind különbözőek. Valójában,
            ha egy permutációban felcseréljük a két 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, vagy a két 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, a két 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et, a két 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, ugyanazt a szót kapjuk. Így
            tetszőleges permutációra 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            másik permutáció ugyanazt a szót adja,
            így az eredmény 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Általában, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darab 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nk, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darab 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nk, stb. van, akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

lesz az eredmény.

	4. feladat FÖ
	(a) Ha a forintokat az Ötlettárban leírt módon
            osztjuk szét, akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szer mondjuk, hogy "Kérem a
            következőt". Ha eldöntjük, hogy mely pontoknál (melyik
            érme után) mondjuk ezt, azzal egyértelműen
            meghatároztuk a kiosztást. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyen mondhatjuk ezt, és ezt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lehetséges hely közül kell
            kiválasztanunk, így az eredmény 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Kérjünk kölcsön mindegyik személytől egy
            forintot. Ha most szétosztjuk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forintot a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            személy között úgy, hogy mindegyik
            legalább egyet kap, akkor ez ugyanaz, mintha a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forintot minden feltétel nélkül
            osztottuk volna szét az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            személy között. Precízebben
            megfogalmazva, az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forint szétosztásai az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            személy között, azon feltétel mellett,
            hogy mindegyik kap legalább egy forintot, kölcsönösen
            egyértelműen megfeleltethetők a megszorítás nélküli
            szétosztások számának 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forint és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            személy esetén. Így a válasz 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	5. feladat FÖ
	Az első fajta levelezőlapokat 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

-féleképpen oszthatjuk szét, az előző
            megoldás szerint. Ettől függetlenül 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

-féleképpen küldhetjük el a másodikat, stb.
            Így az eredmény 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	6. feladat FÖ
	(a) Úgy értelmezzük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, mint az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partícióinak a számát, pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztály esetén. Tekintsük az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partíciónak az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re való megszorítását. Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partícióját pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szor kapjuk meg, és minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partíciót pontosan egyszer.
            Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Egy másik rekurziós relációt is kaphatunk,
            ha elhagyjuk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztályt. Így a maradék
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elem egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partícióját kapjuk, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztály elemeinek a
            száma. Ezt az osztályt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen választhatjuk ki. Így a
            következő rekurziót kapjuk: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

A Stirling-féle ciklikus számokról a következőket
            mondhatjuk: az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ciklusból álló permutációját
            megszoríthatjuk a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazra: ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy fixpont, akkor egyszerűen
            elhagyjuk; különben kihagyjuk az őt tartalmazó
            ciklusból. Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ciklusból álló permutációját pontosan
            egyszer kapjuk meg, és minden olyan permutációját az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek, mely 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ciklusból áll, pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szer kapjuk meg (mert az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            akármelyik elem után beilleszthető).
            Így kapjuk az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

rekurziót.
Ezen rekurziók alapján könnyen elkészíthetjük a
            Stirling számok táblázatait:
	
                      
                        
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


                      

                    
	
                      
                        1a. táblázat.
                      Stirling-féle partíciós számok

                    


	
                      
                        
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


                      

                    
	
                      
                        1b. táblázat.
                      Stirling-féle ciklikus számok

                    


(b) Osztályozzuk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partícióit, tekintetbe véve
            azon osztályok 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            unióját, melyek 1-nél több elemet
            tartalmaznak. Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor az Ötlettárbeli megjegyzés
            szerint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű halmaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-osztályú partícióinak a száma, ahol
            az osztályok mérete legalább 2. Egy adott 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen választhatjuk meg 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et, és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ami nyilvánvalóan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy polinomja (a foka 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]). A Stirling-féle ciklikus számokra
            vonatkozó állítás hasonlóképpen látható be.
(c) A határfeltételek megadják 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t abban az esetben, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-val egyenlő. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra kapott értékek egyértelműen
            meghatározzák az értékeket minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra a rekurzió segítségével (könnyű
            belátni, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra 0-t kapunk, ahogy elvárható). Az
            ötlettárban megadott formában használva a rekurziót,
            láthatjuk, hogy a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra kapott értékek meghatározzák az
            összes 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értéket (az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékek is rendben vannak). Végül a
            rekurziót a következő alakban felírva: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

kapjuk az értékeket minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra, a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re vonatkozó rekurzióval. Az állítás
            a Stirling-féle ciklikus számokra hasonlóan
            következik.
(d) Írjuk fel az (a)-beli rekurziót 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

vagyis 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ugyanazt a rekurziót elégíti ki, mint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Mivel ugyanazokat a
            határfeltételeket is kielégítik, ezért (c) szerint
            identikusak [vö. D. E. Knuth, Two notes on
            notation, Amer. Math. Monthly, 1992.]

	7. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel először, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy pozitív egész szám. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-be történő leképezéseinek a száma 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (vö. 1.1). Másrészt legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-be való leképezéseinek a mérete. Egy
            rögzített 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen adhatjuk meg, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            mely elemei képeződnek le 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek ugyanazon elemére. Amint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek ez a partíciója meg van adva,
            minden osztálynak meg kell határoznunk a képét,
            különböző osztálynak különböző képet. Ezt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen tehetjük meg. Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-be való azon leképezéseinek a száma,
            melyek képe 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű. Ez bizonyítja az azonosságot,
            amikor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pozitív egész szám. De ez azt jelenti,
            hogy ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et úgy tekintjük, mint a két oldalon
            lévő polinom változóját, akkor végtelen sok helyen
            megegyezik az értékük, ezért érvényes az
            azonosság.
(b) Újból feltehetjük, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pozitív egész szám. Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmaz egy permutációja, pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ciklussal, akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            azon 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            színnel való színezéseinek száma,
            melyek invariánsak a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re vonatkozóan. Az azonosság bal
            oldala ezen számokat összegzi az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            permutációjára. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy adott 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-színezése 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szer van beszámítva, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-színű elemek száma. Egy adott 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozat előfordulásainak a száma 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (lásd 1.3) és így 1.4b szerint, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(c) (a) és (b)-ből kapjuk (az utóbbiban 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szel helyettesítve 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et), hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            ebből az állítás az együtthatók
            összehasonlításából következik.

	8. feladat FÖ
	
              
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            

	9. feladat FÖ
	(a) Mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, ezért 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Először is megjegyezzük, hogy 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(1)





			Valóban, legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            úgy választva, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tetszőleges, adott pozitív szám.
            Nyilván 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Hasonlóan, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]
            megválasztása miatt 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ami bizonyítja (1)-et.
Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egyetlen maximuma van a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontban. Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nak az egyetlen maximuma 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nál van, ez a maximális érték 1, és
            a fentiek szerint kapjuk, hogy 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(2)





			ahol 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

A 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-beli összeg a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            integrált approximálja, és a különbség
            kisebb, mint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Megmutatjuk, hogy 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(3)





			és hogy a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            függvényeknek közös integrálható
            majoránsuk van. Ekkor Lebesgue tételéből következik a
            feladat állítása: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Mármost (3) a következő transzformációból
            következik: 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(4)






			A második tag 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén), míg az első tag megegyezik a
            következő kifejezéssel 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén. Ez (3) bizonyítását
            adja.
Ahhoz, hogy megtaláljuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy integrálható majoránsát, először
            legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor (4) szerint, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			([image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén). Ez a felső korlát monoton
            csökkenő és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]-re hasonlóan kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(feltéve, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]). Könnyű látni, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra a jobb oldal monoton növő, és 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ez teljesül 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén is, hiszen ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékét 1-gyel becsülve a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            intervallumban, kapjuk a kívánt
            integrálható majoránst. [L. Moser–M. Wyman,
            Trans. Royal Soc. Can. 49 (1955) 49–54.]

	10. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a particionálandó halmaz, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ha az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztálynak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            eleme van, akkor ezt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen választhatjuk ki, a maradék
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemet pedig 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen vághatjuk szét. Így azon
            partíciók száma, melyekben az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztálynak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            eleme van, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ez igaz marad 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t hozzátesszük. Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	11. feladat FÖ
	Az előző megoldásbeli rekurzív összefüggésből
            kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

vagyis 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

valamilyen konstans 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel, melyet úgykapunk, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t írunk be: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	12. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű osztályok számát a partícióban.
            Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Számoljuk le a partíciókat rögzített 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            mellett. Ha az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tárgy tetszőleges elrendezését
            tekintjük, egy ilyen partíciót kaphatunk, ha az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemet, mint 1-elemű osztályt vesszük,
            a következő 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemet mint 2-elemű osztályt, stb.
            Minden adott partíciót pontosan 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

-szer fogunk megkapni, mert előállíthatjuk
            az elrendezést a tárgyakból úgy is, hogy először
            vesszük az 1-elemű osztályokat, aztán a 2-eleműeket,
            stb. Ugyanakkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen rakhatjuk sorba az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű osztályokat és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen rendezhetjük el az elemeket
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű osztályokban. Így a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darab 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű osztályból álló partíciók száma
            (ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]; 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]), 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ez bizonyítja az állítást. Innen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Minden tagban igazából megengedhetünk
            végtelen sok 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, azzal a megkötéssel, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], hiszen világos, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol az összegzés minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            nem-negatív sorozatra kiterjed.
            Következésképpen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Ha tekintjük a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

összeget, észrevehetjük, hogy ez a
            polinomiális kifejtése a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

kifejezésnek. Valóban, a különbségre
            teljesül 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	13. feladat FÖ
	
              1.12 szerint, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Másrészt, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Innen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ami igazolja az állítást.
Megjegyezzük, hogy a nyert formulából következik
            1.11.

	14. feladat FÖ
	(a) Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			A második összegzés éppen a polinomiális kifejtése a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

összegnek, és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Hogy az együtthatókra megkapjuk a
            kifejezést, ezt úgy írjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

az összes partíciók száma és 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

a páros és páratlan sok osztályú partíciók
            számának a különbsége.
(b) Ha az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztálynak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            eleme van, akkor a következő rekurziót
            kapjuk: 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(5)





			Megjegyezzük, hogy nyilvánvalóan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			ahonnan 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(A kitevőbeli 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            konstanst úgy kapjuk, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t helyettesítünk. [A. Rényi,  MTA
            III. Oszt. Közl. 16 (1966) 77–105.]

	15. feladat FÖ
	(a) Ha pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elem képe lesz 1 az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            leképezés során, akkor ezen elemeket 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen választhatjuk ki, és a
            maradék a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazba éppen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen képezhető le. Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


		vagyis
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			ahonnan 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Fejtsük ezt ki: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahonnan az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re a formulát a két oldalon az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójának összehasonlításából
            kapjuk.
(b) A Cauchy-formula szerint, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

tetszőleges, elég kicsi 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra. Ezt átírhatjuk úgy is, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			mert az integrandusnak csak a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyek a szingularitásai, és ezek
            közül csak a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            van a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sugarú körök között. Az első tag 0-hoz
            tart 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén. A második tagról pedig tudjuk,
            hogy az értéke 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ez az állítást bizonyítja.

	16. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor elkészíthetjük a feladathoz az
            ún. Ferrers diagramot a következő módon: tegyünk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pöttyöt az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik oszlopba, alulról felfelé haladva
            (21. ábra).
[image: 1. A leszámlálás alapjai]
                    21. ábra.
				



Ez a konstrukció egy kölcsönösen egyértelmű
            megfeleltetést hoz létre az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám partíciói és az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pöttyből összeállított táblák között,
            ahol az egymást követő oszlopokban elhelyezett pöttyök
            száma csökken (nem szigorúan). Tekinthetjük ezeket a
            pontokat, mint rácspontokat is. Ebben az esetben
            rácspontoknak egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazát kapjuk úgy, hogy ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ebből következik, hogy a Ferrer-féle
            diagramot tükrözve az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenesre, egy másik Ferrer-féle
            diagramot kapunk.
Ha egy Ferrers diagrammnak legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oszlopa van, akkor a tükörképeként
            kapott Ferrer-féle diagramnak minden oszlopában
            legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontja van, azaz egy olyan partíciót
            reprezentál, melynek minden osztálya legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű. Ez megad egy kölcsönösen
            egyértelmű leképezést a legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályú partíciók és az olyan
            partíciók között, melyekben minden tag legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemű.

	17. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályba; 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(6)






			és itt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Néhány tag az (6) végén lehet 0-val
            egyenlő, ezeket elhagyva az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy partícióját kapjuk, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nél nem több tagra. Megfordítva, ha
            van 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nél nem több tagból álló partíciója,
            akkor ebből 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy partícióját úgy kaphatjuk
            meg, hogy minden taghoz 1-et adunk, és hozzáveszünk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            további 1-est. Ez a kölcsönösen
            egyértelmű leképezés bizonyítja az állítást. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            különböző tagra. Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], amiből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

felbontás az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tagra.
Megfordítva, ha adott számunkra az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partíciója pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tagra, akkor sorra 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t hozzáadva minden taghoz,
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partícióját kapjuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            különböző tagra. Így:

              Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám pontosan
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
           különböző tagú partícióinak száma
            megegyezik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tagú partícióinak a számával.
            

	18. feladat FÖ
	Ha 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(7)






akkor legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel helyettesítve (7)-ben, az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partícióját kapjuk páratlan
            tagokra (megcserélve az elrendezést, ha szükséges). A
            páratlan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám előfordulásainak a száma ekkor 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(8)





			Megmutatjuk, hogy a fenti megfeleltetés egy
            bijekció, azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden páratlan tagokból álló
            partíciója pontosan egyszer fordul elő. Legyen ugyanis 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            1-es, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            3-as …. Ha ez fent előfordul, akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

tetszőleges páratlan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re. Mivel a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számoknak különbözőeknek kell lenniük
            (mert 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            maga után vonná, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]); ebből következik, hogy a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-k egyértelműen meghatározzák őket.
            Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy páratlan tagokból álló partíciója
            legfeljebb egyszer fordul elő. Másrészt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            felírható, mint különböző 2-hatványok
            összege: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

alakú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számok az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy különböző tagokból álló
            partícióját alkotják, úgy hogy a megfelelő páratlan
            tagokból álló ugyanaz, amelyikből kiindultunk.

	19. feladat FÖ
	Tekintsük az alábbi partíciót 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(9)





            
            és a Ferrers diagrammját. Húzzunk vonalakat
            az első és az utolsó oszlopon keresztül, továbbá a
            legalsó soron keresztül és egy 45 fokos szögben
            leszálló egyenest az első oszlop legfelső pöttyén át
            (lásd 22. ábra)
[image: 1. A leszámlálás alapjai]
                    22. ábra.
				



Ezt a diagramot a fent leirt négy egyenes által
            meghatározott trapéz tartalmazza, mert 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel a felső (ferde) vonalon lévő
            pöttyök számát. A következőképpen transzformáljuk a
            diagramot. Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor elhagyjuk az utolsó pöttyöket
            az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oszlopból és egy új oszlopot hozunk
            létre a végén (22a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            b ábra). Az eredményül kapott
            diagramnak csupa különböző sora lesz, ez nyilvánvaló,
            ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            nem csökkent, azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]; és szintén világos, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Most 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ki van zárva, mert ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor hagyjuk el az utolsó oszlopot
            és adjunk egyet az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oszlophoz (22b 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a ábra). Ez lehetséges, kivéve akkor,
            ha nincsen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oszlop, azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. De 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és így ez csak akkor fordulhat elő, ha
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]; de akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

amit eleve kizártunk. Így egy olyan
            transzformációt definiáltunk, amely különböző tagokból
            álló partíciók Ferrers diagrammját felelteti meg
            egymásnak. Könnyű ellenőrizni (ezért van az, hogy a 
            22. ábrát felhasználhatjuk mindkét tekintett eset
            illusztrálására), hogy ezen transzformációt kétszer
            alkalmazva megkapjuk az eredeti diagrammot, azaz a
            különböző tagú partíciókat a transzformáció párokba
            sorolja. Mivel minden pár tartalmaz egy páros sok
            tagból álló partíciót és egy páratlan sokból állót, ez
            a párosítás bizonyítja a probléma állítását. [Euler;
            lásd még 1.22]

	20. feladat FÖ
	Ha tekintjük az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

szorzatot, akkor az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója megegyezik azzal a
            számmal, ahányféleképpen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            reprezentálható, mint a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szorzat, azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partícióinak a száma. Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            (Nem foglalkoztunk a végtelen szorzat
            konvergenciájának a kérdésével, ez könnyen elintézhető,
            de tekinthetjük úgy is a problémát, mint formális
            sorokra vonatkozó kérdést.)

	21. feladat FÖ
	A szorzatban 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            különböző tagú partícióinak a száma;
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

szorzatban, megegyezik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan tagokból álló partícióinak a
            számával. Így meg kell mutatnunk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            vagy ami ezzel ekvivalens, 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(10)





            Most 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t helyettesítve 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyébe, kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ezeket az azonosságokat 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re összeszorozva, megkapjuk az összes
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            alakú binomiális tényezőt, és az
            összes 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            alakú binomiálist; így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ami bizonyítja (10)-et.

	22. feladat FÖ
	Ha kifejtjük a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

szorzatot, akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden páratlan sok tagból álló
            partíciójából 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et kapunk, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et a páros sok tagból álló
            partíciókból. Így az összes 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-es tagok kinullázzák egymást, kivéve,
            ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], mint azt 1.19-ben láttuk.
Vizsgáljuk meg, hogy mi történik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetben. Az 1.19 megoldása során 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partícióira megkonstruált
            megfeleltetés a páros sok tagot tartalmazó partíciókat
            a páratlan sok tagot tartalmazó partíciókkal párosítja
            össze, kivéve, amikor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], és ez egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatót ad. Hasonlóan, amikor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t kapunk. Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[Ennek egy meglehetősen trükkös analitikus
            bizonyítása, mely persze 1.19-et is bizonyítja,
            megtalálható Rademacher, Lectures on Elementary Number
            Theory, Blaisdell, 1964. könyvben.]
[image: 1. A leszámlálás alapjai]
                    23. ábra.
				




	23. feladat FÖ
	(a) Bizonyítsuk be az ötlettárban megfogalmazott
            kombinatorikus állítást. Legyen adva egy szimmetrikus
            Ferrers diagramm, melynek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            eleme van az „átlójában", és ekkor
            jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel az első oszlopbeli pöttyök
            számát, ami persze megegyezik az első sorbeliekével;
            legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a pöttyök száma a második oszlopban és
            sorban, stb. (23. ábra). Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan számok, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy partícióját alkotják. Megfordítva,
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darab különböző páratlan számra
            történő szétvágásából megkonstruálhatunk egy
            szimmetrikus Ferrers diagrammot, melynek az átlójában 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pöttye van. Ez bizonyítja az
            ötlettárbeli állítást. Most az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            különböző, páratlan tagokból álló
            partícióinak a száma megegyezik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójával az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

szorzatban. Azon szimmetrikus Ferrers
            diagrammok száma, melyeknek az átlójában 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elem van, a következő módon
            határozható meg. Elhagyjuk a sarokbeli 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            négyzetet, és tekintjük az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik sort a négyzet felett, meg az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik oszlopot a négyzettől jobbra, mint
            összeadandót. Ezen a módon 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tagú partícióját kapjuk, néhány páros
            számmal kiegészítve, melyekre teljesül a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenlőtlenség. Az ilyen partíciók
            száma megegyezik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójával az alábbi szorzatban.
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(11)





            Innen kapjuk a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

generátorfüggvényt, mely az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pöttyöt tartalmazó szimmetrikus Ferrer
            diagramok generátorfüggvénye. Ez (a)-t
            bizonyítja.
(b) Most (b)-a fentiekhez hasonlóan is
            beláthatjuk, de a bizonyítás egy másik észrevételből is
            következik. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            különböző, páratlan tagokból álló
            partícióinak a száma, megegyezik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójával az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

szorzatban. Másrészt tudjuk, hogy ez a szám
            megegyezik a szimmetrikus Ferrers diagrammok számával,
            melyekben összesen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pötty van, és ebből 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            van az átlóban, azaz megegyezik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatójával (11)-ben. Ez már
            kiadja az azonosságot: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]-t helyettesítve, kapjuk (b)-t.
            [Euler].

	24. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            1-es van a partícióban. Ezen 1-esek
            részösszegei minden számot előállítanak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ig. Így a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számok közül egyik sem fordulhat elő a
            partícióban. Mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elő kell, hogy álljon részösszeg
            alakban, ezért valamilyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            multiplicitással kell, hogy
            előforduljon. Ezzel már "letudtuk" az összes számot 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ig (és még az egyértelmű
            reprezentálhatóság is teljesül). Hasonlóan folytatva,
            kapjuk, hogy a partícióban előforduló számok a
            következőek; 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], …, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            multiplicitása 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]). Mivel az összes szám összege 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kell, hogy legyen, ezért azt kapjuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

vagyis 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor a csupa 1-esből álló triviális
            partíciót kapjuk; ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            prím, akkor ez kell, hogy legyen.
            Másrészt, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            összetett, akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és ekkor az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

egy megfelelő partíció lesz.

	25. feladat FÖ
	Az első állítás könnyű: ha az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egészek egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], kerületű háromszög oldalai, akkor az
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számok szintén nyilván kielégítik a
            háromszögegyenlőtlenséget, és így ez a hármas egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű háromszög oldalait képezi.
            Megfordítva, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű háromszög három oldala, akkor
            
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan, kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ebből következik, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű háromszög oldalai lesznek.
            Hogy a második állítást bebizonyítsuk, vegyük észre,
            hogy ha 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pozitív egészek, akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű háromszög oldalai.
            Megfordítva, ha az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egészek egy ilyen háromszög oldalai,
            akkor az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			értékekre kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

továbbá 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

is teljesül. Így egy kölcsönös egyértelmű
            megfeleltetést kapunk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partíciói és a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kerületű (egész oldalú) háromszögek
            között.
Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontosan három tagú partíciói számának
            meghatározásához vegyük először észre, hogy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontosan két, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t meg nem haladó tagból álló
            partícióinak a száma 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Ebből az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            partícióinak száma 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

vagy ami ugyanaz, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Látszik, hogy az eredmény függ 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            mod 6 vett maradékától; például ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz.

	26. feladat FÖ
	Az első nap háromféleképpen választhatunk:
            perecet veszünk, ekkor a maradék 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forintot 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen költhetjük el; vagy
            cukorkát veszünk 2 forintért, és a maradékot 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképp költhetjük el, és hasonlóan
            ha fagylaltot veszünk először, a maradékot szintén 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen költhetjük el. Így a
            következő rekurziót kapjuk: 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(12)





			Néhány kezdőértékre is szükségünk van,
            melyeket könnyű meghatározni, 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így (12)-ből már kapjuk a továbbiakat: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Ezen értékekre látszik, hogy az alábbi
            formula teljesül 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(13)





			és sejtjük, hogy ez minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re igaz lesz. Valóban az (12)-ből
            könnyen belátható (13) indukcióval: ha 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Innen azt kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Persze, ha ezt az eredményt korábban
            megsejtjük, akkor (12)-ből könnyen beláthatjuk, 
			(13) felhasználása nélkül.

	27. feladat FÖ
	Kezdhetjük a felmenetelt vagy egy vagy két
            lépcsőt lépve. Az első esetben 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen folytathatjuk, a második
            esetben 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen folytathatjuk. Így az
            alábbi rekurziót írhatjuk fel: 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(14)





            Tudjuk, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ami azt mutatja, hogy a sorozat
            lényegében a Fibonacci számok sorozata. Ha még
            hozzávesszük, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor felírhatjuk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozat generátorfüggvényét: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és (14)-ből kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re egy explicit formulát kapjunk, ezt
            felbontjuk parciális törtekre: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	28. feladat FÖ
	(a) Ha az első napon egy olyan árucikket veszünk,
            amelyik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            forintba kerül, akkor a maradék pénzt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen költhetjük el. Ebből 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(15)





			Adjuk meg a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékeket. Ezen értékek kielégítik a
            (15) összefüggést 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén. Vegyük észre, hogy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozat tetszőleges rögzített 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re kielégíti (15)-öt, mert 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ekvivalens azzal, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ami világos, hogy teljesül, hiszen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a karakterisztikus polinom gyöke. Így
            tetszőleges 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozat, ahol 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(16)





			kielégíti (15)-et. Keressük most a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozatunkat (16) alakban.
            Kényelmesebb, ha az indexezést módosítjuk: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], vagyis 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(17)





			Jelöljük a gyökökből képezett Vandermonde determinánst 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor a Cramer-szabály szerint a lineáris
            (17) egyenletrendszernek van megoldása 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra, mégpedig 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(a második alakot úgy kapjuk, hogy a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik sor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szorosát kivonjuk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-kből ([image: 1. A leszámlálás alapjai]) és aztán hozzáadva az utolsó oszlop 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szeresét a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ikhez ([image: 1. A leszámlálás alapjai]). Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a problémában megadott érték.
(b) Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(ahol újból 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]). Így az utolsó összeg 0-val egyenlő,
            így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ahhoz, hogy az együtthatókra explicit formulát
            kapjunk, vegyük észre, hogy a nevező gyökei 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és így 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            felírható parciális törtek
            összegeként: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Beszorozva 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szel és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t behelyettesítve, kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Az olvasóra hagyjuk annak a bizonyítását,
            hogy ez a formula egyenlő az (a)-belivel.

	29. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai].
Ez a rekurzív összefüggés igaz lesz minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén, ha még hozzávesszük, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ugyanúgy, mint 1.27 megoldásában, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel jelöljük az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			polinom gyökeit, ahol [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            persze függnek a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékétől: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]-t és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et helyettesítve kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

vagy ami ezzel ekvivalens, 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(18)





			ahol 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Megoldva (18)-at 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Itt a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t elhagyhatjuk, hiszen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Helyettesítéssel könnyen belátható,
            hogy ezek a számok a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            gyökei 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén; ezért ez 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra nem gyök. Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sajátértékei 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[lásd még a 4.28 és 11.5
            feladatokat].

	30. feladat FÖ
	Ha van egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú sorozatunk, melyben 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            nem lehetnek szomszédosak, az elejére
            a következőképpen tehetünk egy betűt:
(1) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            [[image: 1. A leszámlálás alapjai]] ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-val [[image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel] kezdődik;
(2) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel kezdődik.
Ezért, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel jelöljük az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-val vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel kezdődő, ill. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel vagy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel kezdődő sorozatok számát, akkor
            az alábbi rekurziós összefüggéseket kapjuk: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ezeket a rekurziós összefüggéseket a
            következőképpen oldjuk meg. Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Innen azt kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]-t diagonális alakra hozhatjuk az
            alábbi módszerrel. Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]
            főátlójában vannak az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sajátértékei és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sajátvektoraiból van összeállítva).
            Meg akarjuk határozni a következő mennyiséget: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Itt 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

amiből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	31. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy olyan kiválasztás, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            teljesül. Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

azaz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nak egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű részhalmaza. Megfordítva,
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű részhalmazra az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmaz az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy olyan részhalmaza, mely nem
            tartalmaz két szomszédos egész számot. Ebből kapjuk a
            választ: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	32. feladat FÖ
	Tetszőleges ilyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            függvényhez vegyük a következő
            poligont: kössük össze az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szel, továbbá 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel (itt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]). Kössük még össze 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel (24. ábra). Ekkor egy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel összekötő poligont kapunk,
            melynek az élei szomszédos rácspontokat kötnek össze,
            és ahogy végighaladunk rajta (1, 1)-től 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ig, akkor mindig vagy egyet jobbra
            lépünk, vagy egyet felfelé. Egy ilyen poligont
            lépcsős-poligon-nak nevezünk. Megfordítva, minden
            lépcsős-poligon, mely (1, 1)-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel köti össze, az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy önmagába történő monoton
            leképezését reprezentálja. Így elég leszámolni az ilyen
            poligonokat.
[image: 1. A leszámlálás alapjai]
                    24. ábra.
				



A lépcsős-poligon oldalai legyenek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ezek között 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            vízszintes és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            „függőleges” oldal van. Megfordítva,
            ha kijelöljük, hogy melyik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oldal legyen vízszintes. ezzel már
            egyértelműen meghatároztuk a lépcsős-poligont. Így az
            (1, 1)-et az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel összekötő lépcsős-poligonok száma
            
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	33. feladat FÖ
	(a) Az eredeti leképezések helyett, az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-be leképező azon monoton függvényeket
            számoljuk le, melyekre teljesül az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenlőtlenség. Egy ilyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-hez megkonstruált lépcsős-poligon az
            (1, 0) és az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ppontokat köti össze és nem metszi az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenest. Az előző feladat
            megoldásából tudjuk, hogy összesen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ilyen poligon van. Ezért, ha le tudjuk
            számolni az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et metsző poligonokat, akkor tudjuk a
            nem metszőket is.
[image: 1. A leszámlálás alapjai]
                    25. ábra.
				



Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy olyan poligon, mely metszi az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenest, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az első metszéspontjuk. Tükrözzük a
            poligon 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-közti darabját az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re. Ekkor egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            poligont kapunk, mely a (0, 1) és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontokat köti össze. Megfordítva, ha a
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy lépcsős-poligon, mely a (0, 1)-et
            köti össze a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ponttal, akkor nyilvánvalóan metszenie
            kell az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenest, és újra, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-val jelöljük az első
            metszéspontjukat, akkor a poligon 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            közti darabját az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra tükrözzük, egy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nel összekötő lepcsős-poligont
            kapunk, melynek van közös pontja az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egyenessel. Így a (0, 1)-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel összekötő lépcsős-poligonok
            száma megegyezik az (1, 0)-t az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel összekötők számával, melyek
            metszik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t (25. ábra). Most a (0, 1) és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et összekötő poligonok száma ugyanúgy
            meghatározható, mint az előző feladatban. Egy ilyen
            poligonnak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oldala van, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            megy ezek közül felfelé. Így a számuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], és ezért a kérdésünkre adott felelet
            
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-val az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szám összegét. A feladat (a)-val
            ekvivalens. (Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számokat Catalan számoknak nevezzük,
            és igen gyakran fordulnak elő leszámlálási problémákra
            adott válaszokban; lásd még 1.37–40.)

	34. feladat FÖ
	Tekintsünk egy ilyen sorozatot, és töröljük el
            belőle az összes 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t. Az eredményül kapott sorozat
            hossza valamilyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], és szintén kielégíti a feltételt.
            Megfordítva, ha egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számokból álló sorozatra teljesül az a
            tulajdonság, hogy kevesebb, mint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemére teljesül, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]), akkor beletehetünk további 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            új 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-est (ezt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen tehetjük meg) és így egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozatot kapunk, melyre szintén
            teljesül ugyanaz a tulajdonság. Így 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(19)





			ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            jelöli az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-sorozatok számát azzal a
            tulajdonsággal, hogy kevesebb, mint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számú olyan jegy szerepel benne, mely 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
Most 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(20)




[image: 1. A leszámlálás alapjai]-szerinti indukcióval könnyen
            következik. Valóban, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re (20) teljesül, hiszen ekkor minden
            
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-sorozat pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            számot tartalmaz, mely 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ezért 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor (19)-et használva, kapjuk,
            hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

mely (23)-t bizonyítja.
            [H. E. Daniels, Proc. Roy. Soc. A 183, (1945)
            405–435.]

	35. feladat FÖ
	Ha megfordított sorrendben írjuk le a
            partíciókat, az ún. diszkrét partícióval kezdve (az
            egy-elemű halmazokat tartalmazó partíció), és az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ún indiszkrét partícióval befejezve,
            észrevehetjük, hogy mindegyik sor az előzőből úgy
            következik, hogy „két részt összeragasztunk”. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik sorban 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályunk van, így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-k sort 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen kaphatjuk. Így az összes
            ilyen eljárások száma: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	36. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik lépésben megkonstruált partíció, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]; a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            sorozatot darabolási eljárásnak
            nevezzük. Jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]) által indukált partícióját. Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből úgy keletkezik, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden olyan osztályát, mely egynél
            több elemből áll, szétvágjuk két osztályba, kivéve
            esetleg 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy speciális 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékét, amikor is 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nak egyik osztályát, annak ellenére,
            hogy egynél több eleme van, nem vágjuk szét: 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darabolásakor a megfelelő lépésben a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályát 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re vágjuk szét. Most jelölje 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai][image: 1. A leszámlálás alapjai]
            által indukált partícióit, és legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy darabolási eljárása.
            Megfordítva, legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy ilyen darabolási eljárása.
            Meghatározzuk, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hányféleképpen fog létrejönni az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darabolási eljárásából. Megjelöljük a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            osztályt. Ezt megtéve, a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            már egyértelmű. Valóban, legyen az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az első olyan index, melyre 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ebből megkapjuk a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ket ([image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et hozzáadva a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et tartalmazó osztályhoz. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t ([image: 1. A leszámlálás alapjai]-re) a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből konstruálhatjuk meg: 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek ahhoz a partíciójához, melyet 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            indukál, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et, mint külön osztályt tesszük
            hozzá. Könnyű ellenőrizni, hogy ily módon egyértelműen
            meghatározott 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darabolási eljárást kapunk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            darabolási eljárásából a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nak egy meghatározott méretével
            együtt. Számítsuk ki 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t. Szerencsére, ez csak 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-től függ. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek akármelyik egyelemű részhalmaza
            beletartozik 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ba, ez összesen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t jelent. Vegyük észre, hogy minden 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], megfelel egy kettévágásnak (amikor
            őt vágjuk ketté) és megfordítva is. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kettévágásunk van (hiszen minden
            darabolás az osztályok számát pontosan eggyel növeli),
            és ebből kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szétdarabolásainak a száma éppen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szorosa az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            szétdarabolásai számának. Így
            indukcióval kapjuk, hogy a keresett szám 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	37. feladat FÖ
	(a) Összesen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontnál kell darabolnunk; az eljárást
            egyértelműen meghatározza, hogy milyen sorrendben
            törjük el a különböző darabokat. Így ezek száma 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz.
(b) Nevezzünk tördelési eljárásnak egy ilyen
            eljárást. Tekintsünk tetszőleges 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmaznak egy darabolási eljárását
            (lásd az előző feladat megoldását). Ezt a
            következőképpen is interpretálhatjuk: mindannyiszor,
            ahányszor egy osztályt kettévágunk, valamelyik felet
            kijelöljük és ezt tesszük előre. Így minden lépés során
            a partíció osztályai rendezettek és az utolsó partíció 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy rendezését adja; továbbá a
            darabolási eljárás megfelel az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elemeinek egy adott sorrendjéből
            összerakott bot tördelési eljárásának. Megfordítva, ha
            adva van egy tördelési eljárás és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek egy rendezése, akkor a rendezett 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re alkalmazva a tördelési eljárást,
            egy darabolási eljárást kapunk. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a darabolási ill. a tördelési
            eljárások száma. Fent leírtunk egy megfeleltetést olyan
            darabolási eljárások között, ahol a szétvágásnál
            keletkező osztályok rendezve vannak, és az olyan párok
            kötött, melyek egy rendezésből és egy tördelési
            eljárásból állnak. Ebből következik, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	38. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Tekintsünk egy zárójelezett
            szorzatot. Az utoljára elvégzett szorzás, az egész
            szorzatnak egy kétfelé vágását jelenti, ahol mindkét
            darabon belül van egy zárójelezés: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ezen utolsó szorzás előtti két szorzás
            mindkét rész további két részre vágását jelenti: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(lehetséges, hogy némelyik zárójelpár
            egyetlen változót tartalmaz csak, ilyenkor persze ezt
            nem vágjuk tovább). Ily módon látjuk, hogy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            tényezős szorzat zárójelezéseinek
            száma megegyezik egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            hosszúságú bot tördelési eljárásainak
            számával, azaz az előző feladat megoldása szerint: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


              Második megoldás. Jelöljük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szel az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            változó ([image: 1. A leszámlálás alapjai]) között előforduló bezáró zárójelek
            számát. Ekkor
(a) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai],
(b) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            monoton és
(c) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], mivel legfeljebb 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            zárójelpár lehet az első 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            változó között. Megfordítva, legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékeken definiált függvény, melyre
            teljesülnek az (a), (b), (c) tulajdonságok, akkor az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            függvény egyértelműen meghatározza a
            szorzat egy zárójelezését. Kényelmesebb egy
            zárójelezést úgy leírni, ahogyan az az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            elem összeszorzásának a sorrendjét
            kijelöli (egy nemasszociatív és nemkommutatív
            struktúrában). Nyilvánvaló, hogy az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            között 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            bezáró zárójelnek kell lennie, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-nek a legvégén.
Most tekintsük a balról első bezáró zárójelet,
            szorozzuk össze a két előtte lévő elemet és hagyjuk el
            ezt a zárójelet. Ezután keressük meg az első még
            meglévő bezárást, szorozzuk össze a két előtte lévő
            elemet (ezek egyike lehet az előző szorzás
            végeredménye), stb. Ez ugyanaz a zárójelezés kell, hogy
            legyen, mint azon zárójelezés által megadott sorrend,
            mely az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et adta meg. Könnyű ellenőrizni azt
            is, hogy ezt így végre is tudjuk hajtani, vagyis hogy
            sose kapunk egy bezáró zárójelet úgy, hogy csak egy
            elem van előtte, ez a (c) tulajdonságból következik.
            Így egy bijekciót kapunk az (a), (b), (c) tulajdonságú 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            függvények, és a szorzatok
            zárójelezései között. Az (a), (b), (c) tulajdonságú
            függvényeket már leszámoltuk 1.33-ban, így az eredmény 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	39. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szögünk csúcsai. Ha a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t átló köti össze 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel egy adott háromszögelésben, akkor
            tegyünk be egy zárójelpárt a szorzatba: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor könnyű látni, hogy ez egy „korrekt”
            zárójelezés, és megfordítva, minden korrekt
            zárójelezésből kapunk egy háromszögelést. Így a válasz:
            
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

1.38 szerint.

	40. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szögünk csúcsai (ebben a ciklikus
            sorrendben). Tetszőleges triangulációban, a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            oldal egyetlen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            háromszögben fordul elő. Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            rögzített, akkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen háromszögelhetjük a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöget, melynek a csúcsai a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontok, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen háromszögelhetjük az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöget, melynek csúcsai a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontok. Ha még hozzátesszük, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ez igaz lesz 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén is. Így 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(21)





			Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Ekkor (21)-ből következik, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ezért 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra a negatív előjelet kell vennünk;
            és mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            folytonos, ezért 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re a negatív gyököt kell vegyük.
            Ezért 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ezt a Newton-formula szerint kifejtve
            kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


			Itt 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ebből az eredmény következik.

	41. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Tekintsük a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            csúcsot; ezt 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen választhatjuk ki. Kössük
            össze 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            két szomszédját egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            átlóval. Most annak a háromszögnek,
            amelyiknek ez az átló az egyik oldala, kell, hogy
            legyen a másik oldalról egy közös oldala az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöggel; így a harmadik oldal a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            egy végpontját a másik végpont
            szomszédjával összekötő két átló közül kell, hogy
            legyen az egyik. Tehát a második 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            átlót kétféleképpen választhatjuk ki.
            Hasonlóan, ha a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            ([image: 1. A leszámlálás alapjai]) átlókat már kiválasztottuk, akkor
            két lehetőségünk van 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kiválasztására. Így összesen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

féleképpen választhatjuk ki az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontot, és egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            átlósorozatot, mely a konvex 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöget olyan háromszögekre bontja,
            melyeknek van egy közös oldaluk az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szöggel. Mindazonáltal, minden
            háromszögelésben, mely a kívánt tulajdonságú, van két
            háromszög, melynek két oldala esik az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szögre; így mindegyiket kétszer
            számoltuk. Így a végeredmény 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	42. feladat FÖ
	(a) Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Az utolsó tagot, 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t, helyettesíthetjük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-val; ekkor az utolsó két tag összege 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz; most az utolsó két tag összege 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz, stb. Végül 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et kapunk (2. táblázat).
[image: 1. A leszámlálás alapjai]2. táblázat



(c) Első megoldás. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            éppen az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ból kiválasztható 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-asok száma, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből kiválasztható 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-asok száma. Így 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből kiválasztható 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-esek száma, azaz 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(22)





              Második megoldás. Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

azonosság mindkét oldalán, megegyezik 
            (22)
            bal-, ill. jobb oldalával.
(d) Ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan, akkor az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ban 0-val egyenlő, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páros, akkor pedig 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel lesz egyenlő.
(e) Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(f) 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(g) Legyen 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ekkor 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            helyettesíthető 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-szel az első tagban, mivel 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ha egész szám, akkor egy 0 tagot ad.
            Így az első tag 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Hasonlóan, a második tag 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Így az alábbi rekurziót kapjuk: 
    
	[image: 1. A leszámlálás alapjai]	(23)





            Mint 1.28-ban, 
            (23) igaz marad, ha
            hozzávesszük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-t. Ekkor 1.28-ból azt kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            az 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

egyenlet két gyöke, azaz 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ez igaz, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ami azt jelenti, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén, átírhatjuk (23)-at, mint 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ből következik, hogy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], azaz 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            Így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(h) Az eredmény 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ez világos 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            esetén. Indukcióval bizonyítjuk: 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(i) Az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazból képezett olyan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-esek száma, melyeknek az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ik eleme 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel egyezik meg, pontosan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            lesz. Elvégezve az összegezést 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re, az Útmutatásban közölt eredményt
            kapjuk.

	43. feladat FÖ
	(a) A bal oldal a következőképpen
            interpretálható: kiválasztunk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontot egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazból; azután 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontot választunk ki egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-elemű 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            halmazból és a már kiválasztott 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pontból. Az eredmény, emiatt, egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            pár, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ezt 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

-féleképpen tehetjük meg. Ugyanez a
            leszámlálási probléma megoldható úgy is, hogy először
            kiválasztjuk 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et; ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], akkor ez 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-féleképpen tehető meg; ekkor egy
            olyan 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et kell választanunk, melyre 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ez 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            féleképpen tehető meg. Így a
            lehetséges választások számát a következő formula adja 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

(b) Mivel az (a) azonosság két polinom
            egyenlőségét jelenti végtelen sok 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékre, ezért ebből következik, hogy
            a két polinom azonosan egyenlő. Így helyettesíthetjük 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-et 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-gyel. A bal oldalon ekkor azt kapjuk,
            hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

A jobb oldal pedig 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

alakú lesz. Ez bizonyítja az állítást.
(c) 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Itt 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

következik 1.42c-ből. Így a bal oldali
            összeg 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

lesz, s ez megint csak következik
            1.42c-ből.
(d) 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ben az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            együtthatója 0, ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páratlan, és 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            páros.
(e) Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

1.42c-t felhasználva. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-vel osztva, és elvégezve a 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            határátmenetet, az első kifejezés
            következik. A másodikat hasonlóképp kapjuk, 1.42i-ből,
            és így 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


	44. feladat FÖ
	(a)-t 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-re való indukcióval bizonyítjuk. 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]-ra triviális. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Tudjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            A két jobb oldal, az indukciós feltevésből
            következően, megegyezik. Ahhoz, hogy az azonosságot
            igazoljuk, elég megmutatni, hogy (a) teljesül legalább
            egy 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            értékre. Legyen 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]. Ekkor a jobb oldal eltűnik, míg a
            bal oldalon pedig az áll, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            ha 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (1.8-ból).
(b) Az (a) azonosság bal oldala felírható úgy,
            hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            Itt a második tag 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


            (a)-ból következőleg. Ebből 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

[image: 1. A leszámlálás alapjai]-nal osztva, a (b) azonosság
            következik.
(c) Vonjuk ki az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            kifejezést (b) mindkét oldalából. Azt
            kapjuk, hogy 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

Elvégezve az 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            határátmenetet, (c)-t kapjuk.

	45. feladat FÖ
	
              
[image: 1. A leszámlálás alapjai]


              1.42c-ből. (Pontosabban a 
            
[image: 1. A leszámlálás alapjai]

azonosság azon értékekre volt belátva, ahol 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai], 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            természetes számok, de ha a két
            oldalon lévő polinomok a változók összes ilyen
            választása mellett megegyeznek, akkor azonosan
            egyenlőeknek kell lenniük).
Ilyen polinomokra más példákat is kaphatunk: 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (ekkor a problémabeli formula a
            binomiális tételt adja), 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (ez hasonlóan következik, mint 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]), 
            [image: 1. A leszámlálás alapjai]
            (ez az előző problémabeli (b)
            azonosságból következik). [Lásd még
            G. C. Rota–R. Mullin, Graph Theory and
            its Applications, Academic Press, New York 1970,
            167–213.]




32. fejezet - 
        2. A szita




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Vonjuk le 30-ból azon tanulók számát, akik
            szeretik a matematikát, fizikát, ill. a kémiát: 
            
[image: 2. A szita]


            Ilyenkor azonban azoknak a tanulóknak a
            számát, akik mind a matematikát, mind a fizikát
            szeretik, kétszer vontuk le; tehát ezt hozzá kell adni
            az összeghez, és ugyanígy a többi tantárgypárra is: 
            
[image: 2. A szita]


            De ekkor még mindig bajunk van azokkal, akik
            mindhárom tárgyat szeretik, őket háromszor vontuk le,
            de háromszor hozzá is adtuk, tehát még egyszer hozzá
            kell adnunk, hogy a helyes eredményt kapjuk 
            
[image: 2. A szita]


	2. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            az 
            [image: 2. A szita]
            által generált Boole-algebra egy
            tetszőleges atomja (az indexek megfelelő választásával,
            minden atom felírható ilyen formában). A formulában
            szereplő minden esemény bizonyos atomok (diszjunkt)
            uniója; fejezzünk ki minden 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            valószínűséget, mint a megfelelő
            atomok valószínűségeinek az összegét. Megmutatjuk, hogy
            tetszőleges, adott atom valószínűsége kiesik. 
            [image: 2. A szita]
            együtthatója a bal oldalon 
            
[image: 2. A szita]

[image: 2. A szita]
            akkor és csak akkor fordul elő az 
            [image: 2. A szita]-ben, ha 
            [image: 2. A szita], így a jobb oldalon az együtthatója 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            [image: 2. A szita]-nek az együtthatója mindkét oldalon
            ugyanaz, ami (a)-t bizonyítja.
(b) Válasszuk 
            [image: 2. A szita]
            egy 
            [image: 2. A szita]
            elemét az egyenletes eloszlás szerint.
            Ekkor 
            [image: 2. A szita]
            azonosítható azzal az eseménnyel, hogy
            
            [image: 2. A szita], és kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            A fentiek szerint kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            vagy ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 2. A szita]


            A (b) állítás ezután már következik, ha 
            [image: 2. A szita]-kel szorzunk.

	3. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]-vel osztható, 1 és 
            [image: 2. A szita]
            közti egészek halmaza. Ekkor
            tetszőleges 
            [image: 2. A szita]
            halmazra, 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            Ebből 
    
	[image: 2. A szita]	(1)





            Most 
            [image: 2. A szita]
            végigfut az 
            [image: 2. A szita]
            számnak azokon az osztóin, amelyek
            egyik prím négyzetével sem oszthatók. Ahhoz, hogy
            (1)-et szebb alakra hozzuk, definiáljuk a következő
            függvényt: 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            Ugyanakkor észrevehetjük, hogy (1) az alábbi
            szorzat kifejtése: 
            
[image: 2. A szita]


	4. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]. Ekkor 
            [image: 2. A szita]
            azon leképezéseinek a száma 
            [image: 2. A szita]-ba, melyek ráképezések, nyilvánvalóan
            
[image: 2. A szita]

Másrészt, jelölje 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]-nek 
            [image: 2. A szita]-be történő leképezéseinek halmazát,
            és legyen 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            összes 
            [image: 2. A szita]-ba történő leképezéseinek a halmaza.
            Ekkor bennünket 
            [image: 2. A szita]
            érdekel. A szita-formula szerint 
            
[image: 2. A szita]


            Itt 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]-nek 
            [image: 2. A szita]-be történő leképezéseinek a halmaza,
            ebből 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]


            ami az állítást bizonyítja.
Ha 
            [image: 2. A szita], ugyanez a szitálási eljárás az 
            [image: 2. A szita]-nek 
            [image: 2. A szita]-ra való leképezéseinek a számát adja,
            mely 
            [image: 2. A szita]. Így az eredményből egy új
            bizonyítást kapunk 1.8-ra.

	5. feladat FÖ
	Írjuk 
            [image: 2. A szita]-t 
            [image: 2. A szita]-ba. Ekkor, a 
            
[image: 2. A szita]


            jelöléssel kapjuk, hogy 
            [image: 2. A szita]
            (a 
            [image: 2. A szita]
            változóinak egy 
            [image: 2. A szita]-asa vagy tartalmazza, az 
            [image: 2. A szita])-t, vagy nem, és 
            
[image: 2. A szita]


            így 
            
[image: 2. A szita]


            Ezért 
            [image: 2. A szita]
            osztója 
            [image: 2. A szita]-nak. Mivel 
            [image: 2. A szita]
            foka legfeljebb 
            [image: 2. A szita], ebből következik, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Vegyük észre azt is, hogy 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]) biztos, hogy nem tartalmaz 
            [image: 2. A szita]
            alakú tagot; ezért az 
            [image: 2. A szita]
            együtthatója 
            [image: 2. A szita]-vel egyenlő 
            [image: 2. A szita]-ben. Megjegyezzük, hogy 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            esetén az előző eredményt kapjuk (vö.
            4.3)

	6. feladat FÖ
	Fejezzük ki a 
            [image: 2. A szita]
            valószínűséget, mint atomok
            valószínűségének összegét; megmutatjuk, hogy minden
            atom együtthatója nemnegatív lesz. Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            az 
            [image: 2. A szita]
            által generált Boole-algebra egy
            tetszőleges atomja. Legyen 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita], és legyen 
            [image: 2. A szita]. Ekkor 
            [image: 2. A szita]
            akkor és csak akkor teljesül, ha 
            [image: 2. A szita]. Ezért 
            [image: 2. A szita]
            együtthatója a 
            [image: 2. A szita]
            összegben 
            
[image: 2. A szita]


            a feltétel szerint.

	7. feladat FÖ
	(a) Az előző eredmény alapján feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor a bal oldal értéke 1, ha 
            [image: 2. A szita]
            és 0 ha 
            [image: 2. A szita]; a jobb oldal pedig 
            
[image: 2. A szita]


            Ha 
            [image: 2. A szita], ez az összeg, nyilvánvalóan, 0 lesz.
            Ha 
            [image: 2. A szita], az összeg 1 lesz. Végül, ha 
            [image: 2. A szita], akkor 
            
[image: 2. A szita]


            Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]

(b) 
            [image: 2. A szita]
            várható érték az 
            [image: 2. A szita]
            események azon 
            [image: 2. A szita]-esei a számának várható értéke, ahol
            mind a 
            [image: 2. A szita]
            bekövetkezik. Mivel egy adott 
            [image: 2. A szita][image: 2. A szita]-es együttes előfordulásának a
            valószínűsége 
            [image: 2. A szita], azt kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]


	8. feladat FÖ
	Felhasználva az előző eredményt, a meghatározandó
            valószínűség 
            
[image: 2. A szita]

1.42h szerint.

	9. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita], páratlan. Ekkor meg akarjuk mutatni,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]

2.6 szerint, feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]

A 
            [image: 2. A szita]
            eset triviális, ezért legyen 
            [image: 2. A szita]. Ekkor meg kell mutatnunk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ha 
            [image: 2. A szita]
            páratlan. Ez világos, ugyanúgy, mint
            1.42h-ban: 
            
[image: 2. A szita]


            A páros 
            [image: 2. A szita]
            esete hasonlóan következik.

	10. feladat FÖ
	I. 2.6 szerint ismét feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            így, amit bizonyítanunk kell, az az, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            vagy 
            [image: 2. A szita]-rel végigosztva, 
            
[image: 2. A szita]


            ami világos [M. Frèchet].
II. Az alábbi egyenlőtlenséget bizonyítjuk: 
            
[image: 2. A szita]


            a megszokott módon. Elég megmutatni, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Rendezés után kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Ez világos, ha 
            [image: 2. A szita], tegyük fel tehát, hogy 
            [image: 2. A szita]. Végigosztva a bal oldallal, kapjuk,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ami nyilvánvalóan igaz.
Ha még azt is tudjuk, hogy 
            [image: 2. A szita], akkor azt kapjuk, hogy 
            [image: 2. A szita].

	11. feladat FÖ
	I. Tegyük fel, hogy 
            [image: 2. A szita]
            ilyen események, és legyen 
            [image: 2. A szita]. A 2.2a szitaformula szerint 
            
[image: 2. A szita]

Mivel egy valószínűség mindig nemnegatív, kapjuk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(2)





            minden 
            [image: 2. A szita]-re. És nyilvánvalóan, 
    
	[image: 2. A szita]	(3)




II. Megmutatjuk, hogy (2) és (3) elégséges.
            Vegyük az összes 
            [image: 2. A szita]
            atomot ([image: 2. A szita]), és legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            Azt állítjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            egy valószínűségi mértéket definiál 
            [image: 2. A szita]-án, és 
            [image: 2. A szita]. Mutassuk meg először a második
            állítást: 
            
[image: 2. A szita]


            Itt 
            
[image: 2. A szita]


            így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy 
            [image: 2. A szita]
            egy valószínűségi mérték, mindössze
            annyit vegyünk észre, hogy (2)-ből következik, hogy 
            [image: 2. A szita], míg (3)-ból következik, hogy 
            [image: 2. A szita].

	12. feladat FÖ
	Elég az egyenlőtlenséget bizonyítani abban az
            esetben, ha van egy olyan 
            [image: 2. A szita]
            halmaz, melyre 
            
[image: 2. A szita]

2.6 miatt. Ha 
            [image: 2. A szita], akkor mindkét oldal értéke 1. Legyen
            tehát 
            [image: 2. A szita]. Az általánosság megszorítása nélkül
            feltehetjük, hogy 
            [image: 2. A szita]; mert különben tekinthetjük a 
            [image: 2. A szita]
            által feszített részgráfot. Ekkor az
            egyenlőtlenség ilyen alakú lesz: 
    
	[image: 2. A szita]	(4)





            Ezt a következővel együtt bizonyítjuk: 
    
	[image: 2. A szita]	(5)




[image: 2. A szita]
            szerinti indukcióval. Ha 
            [image: 2. A szita]
            egy teljes gráf, akkor 
            
[image: 2. A szita]


            így (4) és (5) teljesülnek. Tegyük fel, hogy
            
            [image: 2. A szita]
            nem teljes, és legyen mondjuk 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            pontokkal összekötve, és nem
            összekötve a 
            [image: 2. A szita]
            pontokkal. Vegyük a 
            [image: 2. A szita]-nek a 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            részgráfjait, melyeket az 
            [image: 2. A szita]
            ill. a 
            [image: 2. A szita]
            pontok feszítenek. Jelöljük 
            [image: 2. A szita], ill. 
            [image: 2. A szita]-gal, stb az 
            [image: 2. A szita]
            halmazt, stb. 
            [image: 2. A szita]-ra ill. 
            [image: 2. A szita]-ra vonatkozóan. Ekkor egy 
            [image: 2. A szita]-beli független halmaz vagy a 
            [image: 2. A szita]
            egy független halmaza, vagy 
            [image: 2. A szita]-ből és egy 
            [image: 2. A szita]-ból való független halmazból tevődik
            össze. Ebből 
    
	[image: 2. A szita]	(6)




[image: 2. A szita]
            minden részhalmaza, mely legalább egy
            élt kifeszít, 
            [image: 2. A szita]-nek is egy ilyen halmaza; és ha 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]-nak egy ilyen részhalmaza, akkor 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]-nek egy ilyen részhalmaza. De most 
            [image: 2. A szita]-nek lehet más olyan részhalmaza is,
            mely legfeljebb egy élt feszít ki, például az 
            [image: 2. A szita]
            élt. Így csak azt tudjuk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(7)





            Az indukciós feltevés szerint, 
            
[image: 2. A szita]


            és hasonló egyenlőtlenségek teljesülnek 
            [image: 2. A szita]-ra. Így (6)-ból és (7)-ből következik
            (4) és (5).
Az alsó becslés (5)-ből következik, teljesen
            hasonlóan, mint a felső becslés következett (4)-ből, és
            a következő lesz az alakja: 
            
[image: 2. A szita]


            [A. Rényi, J. Math. Pures Appl. 37 (1958)
            393–398].

	13. feladat FÖ
	Ismét feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            valamely 
            [image: 2. A szita]
            részhalmazra. Ha 
            [image: 2. A szita], akkor mindkét oldal 1 lesz, így
            feltehetjük, hogy 
            [image: 2. A szita]. Ekkor azt kell megmutatnunk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(8)





            Legyen 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]
            legnagyobb eleme. Az (8) összegben
            azok a 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            tagok párokba állíthatók, ahol 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]), és ezek nyilvánvalóan kinullázzák
            egymást. Ha 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita], akkor nyilvánvalóan 
            [image: 2. A szita]. Így (8)-ban csak azok a 
            [image: 2. A szita]
            tagok maradnak meg, ahol 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]. Megmutatjuk, hogy az összes ilyen
            tag pozitív. Valóban, 
            [image: 2. A szita]
            azt jelenti, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            valamely 
            [image: 2. A szita]-ra; mivel 
            [image: 2. A szita], teljesülnie kell az 
            
[image: 2. A szita]


            egyenlőtlenségnek, ahol 
            [image: 2. A szita]
            és 
            
[image: 2. A szita]


            De 
            [image: 2. A szita], és így 
            
[image: 2. A szita]


            azaz 
            [image: 2. A szita], mint állítottuk.
Az alsó becslés a következő: legyen 
            
[image: 2. A szita]


            ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            [A szita-módszerek egy számelméleti
            szempontból vett áttekintése megtalálható a következő
            könyvben: H. Halberstam–K. F. Roth,
            Sequences, Clarendon Press, Oxford, 1966.]

	14. feladat FÖ
	(a) 2.6 szerint feltehetjük, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(9)





            Ha 
            [image: 2. A szita], akkor 
            [image: 2. A szita], kivéve, amikor 
            [image: 2. A szita], és akkor azt kell, megmutatnunk,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ami világos. Ha 
            [image: 2. A szita], akkor be kell látnunk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ami szintén világos. 
            [image: 2. A szita]
            esetén a jobb oldal éppen a
            szita-formulával egyezik meg, így egyenlőség
            teljesül.
(b) Az ötlettárban megadott alsó becslés
            bizonyításához ismét feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            (mivel ebben a formulában számít az indexek
            sorrendje, most nem tehetjük fel, hogy a 
            [image: 2. A szita]
            halmaz 
            [image: 2. A szita]) alakú). A reláció triviális, ha 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]), így tegyük fel, hogy 
            [image: 2. A szita]. Ekkor meg kell mutatnunk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            ekkor ez az egyenlőtlenség úgy írható fel,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ami nyilvánvalóan igaz.

	15. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            mert 
            
[image: 2. A szita]


            és 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
    
	[image: 2. A szita]	(10)





            Itt 
            [image: 2. A szita]-t kifejezhetjük úgy, mint 
    
	[image: 2. A szita]	(11)





            mert a 
            [image: 2. A szita]-k nyilvánvalóan meghatározzák a 
            [image: 2. A szita]-ket és a (11) által definiált 
            [image: 2. A szita]-k kielégítik (10)-et: 
            
[image: 2. A szita]


            Így minimalizálnunk kell a 
    
	[image: 2. A szita]	(12)





            összeget, feltéve, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(13)





            Ez megtehető vagy a Lagrange módszerrel,
            vagy egyszerűen az alábbi transzformáció
            alkalmazásával: 
    
	[image: 2. A szita]	(14)





            ahol 
            
[image: 2. A szita]


            ami teljesül a (13) feltevése mellett. Mivel
    
	[image: 2. A szita]	(15)





            a változóknak egy olyan választása, mely
            minimalizálja (14) jobb oldalát, és ugyanakkor
            kielégíti a (13) feltételt, azt kapjuk, hogy a (12)
            minimuma 
            [image: 2. A szita]
            és (15) adja a szélsőértéket. Ebből 
            
[image: 2. A szita]


	16. feladat FÖ
	
              2.14 szerint, 
            
[image: 2. A szita]

[image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita])
            tetszőleges választása mellett, azzal
            az egyetlen megszorítással, hogy 
            [image: 2. A szita]. Csak azokat a 
            [image: 2. A szita]-kat fogjuk használni, melyek
            kielégítik a 
            [image: 2. A szita]
            követelményt 
            [image: 2. A szita]
            esetén. Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Azt kapjuk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(16)





            Mint az előző megoldásban, a 
    
	[image: 2. A szita]	(17)





            választás minimalizálja az első tagot, és
            értéle 
            [image: 2. A szita], ahol 
            
[image: 2. A szita]


            Most (16)-ban a második tagot becsüljük meg,
            amikor 
            [image: 2. A szita]-t (17)-ből kapjuk. Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            mert 
            [image: 2. A szita]-ből következik 
            [image: 2. A szita]. Így 
            
[image: 2. A szita]


            Az első tag a következőképpen becsülhető: 
            
[image: 2. A szita]


            Ha kiszorozzuk a formulát, pontosan azokat a
            
            [image: 2. A szita]
            tagokat kapjuk, melyekre 
            [image: 2. A szita]; így biztosan megkapjuk ezen formula
            azon tagjait, melyek önmagukban legalább 
            [image: 2. A szita]
            nagyságúak. Így 
            
[image: 2. A szita]


            és az állítás következik.

	17. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita]
            az ötlettárban megadott módon
            definiálva. Válasszunk az 
            [image: 2. A szita]
            számok közül véletlenszerűen egyet és
            legyen 
            [image: 2. A szita]
            az az esemény, hogy ez osztható 
            [image: 2. A szita]-vel. Legyen 
            
[image: 2. A szita]

[image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]
            többszöröseinek száma az 
            [image: 2. A szita]
            számok között. Mivel 
            [image: 2. A szita], ezért 
            [image: 2. A szita]-nek csak egy többszöröse van a 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            számok között minden 
            [image: 2. A szita]-re. Ebből 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            Ezért a 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            értékkel, 2.16 feltételei teljesülnek,
            és ebből 
            
[image: 2. A szita]


            Itt 
            
[image: 2. A szita]


            ahol az összegezés kiterjed az 
            [image: 2. A szita]
            összes olyan választására, melyre 
            [image: 2. A szita]
            teljesül. Ez az összeg pontosan 
            
[image: 2. A szita]


            Hogy egy alsó korlátot is kapjunk, vegyük
            észre, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ahonnan 
            
[image: 2. A szita]


            Másrészről ismeretes, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            ha 
            [image: 2. A szita]
            elég nagy. Így az 
            [image: 2. A szita]
            sorozatbeli prímek száma legfeljebb 
            
[image: 2. A szita]


            ha 
            [image: 2. A szita]
            elég nagy.

	18. feladat FÖ
	Bebizonyítjuk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(18)




[image: 2. A szita]
            szerinti indukcióval. Ez maga után
            vonja, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            mert az indukciós feltevés szerint 
            [image: 2. A szita]
            (ez azt is garantálja, hogy a 
            [image: 2. A szita]
            feltételes valószínűség
            értelmes).
Legyenek mondjuk a 
            [image: 2. A szita]
            csúcsok az 1 szomszédai. Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            Itt a számláló 
            
[image: 2. A szita]


            (mivel 
            [image: 2. A szita]
            független 
            [image: 2. A szita])-től), míg a nevezőre azt kapjuk,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Most az 
            [image: 2. A szita]
            által feszített részgráfra alkalmazva
            az indukciós feltevésünket, kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            mivel az 
            [image: 2. A szita]
            csúcs foka 
            [image: 2. A szita]. Így 
            
[image: 2. A szita]


            [P. Erdős–L. Lovász, in: Infinite and Finite
            Sets, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 10 (1974) Bolyai–North
            Holland, 609–627.]

	19. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            ahonnan 
            
[image: 2. A szita]


            Megjegyezzük, hogy az első lépés a
            Csebisev-egyenlőtlenség: 
            
[image: 2. A szita]


	20. feladat FÖ
	I. 2.9 szerint, 
            
[image: 2. A szita]

II. A Selberg-módszerből kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            tetszőleges. 2.15 szerint, a 
            [image: 2. A szita]-ket választhatjuk úgy, hogy a jobb
            oldal a következő alakú legyen:

              
[image: 2. A szita]


            
III. Az előző feladatbeli formula adja, hogy 
            
[image: 2. A szita]

Nyilvánvalóan 
            [image: 2. A szita], így II jobb, mint III. Azonban, I és
            II összehasonlíthatatlanok. Mert legyen 
            [image: 2. A szita]
            rögzített, és 
            [image: 2. A szita], akkor 
            [image: 2. A szita], de 
            [image: 2. A szita], így II jobb I-nél, ha 
            [image: 2. A szita]
            nagy. Másrészt legyen 
            [image: 2. A szita]
            fix és 
            [image: 2. A szita], ekkor a 
            [image: 2. A szita]
            hatványsora 
            
[image: 2. A szita]


            alakú lesz, amely nagyobb, mint 
            [image: 2. A szita], ha 
            [image: 2. A szita]
            nagyon kicsi.

	21. feladat FÖ
	Triviális, hogy kompatibilis mátrixok szorzata
            kompatibilis. Legyen 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            két kompatibilis mátrix, 
            [image: 2. A szita]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 2. A szita]. Mivel 
            
[image: 2. A szita]


            létezik egy olyan 
            [image: 2. A szita], melyre 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]. Ebből következik, hogy 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita], és így a tranzitivitásból
            következik, hogy 
            [image: 2. A szita]. Így 
            [image: 2. A szita]
            is kompatibilis.
Legyen 
            [image: 2. A szita]
            egy invertálható kompatibilis mátrix.
            Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy 
            [image: 2. A szita]
            (ezt megfelelő indexezéssel
            elérhetjük). Ekkor látható, hogy az 
            [image: 2. A szita]
            minden nemnulla eleme az átló felett
            van, így 
            [image: 2. A szita]. Így 
            [image: 2. A szita]. Most legyen 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            inverze, és tegyük fel indirekte, hogy
            nem kompatibilis, azaz létezik olyan 
            [image: 2. A szita]
            melyre 
            [image: 2. A szita]. Válasszuk itt 
            [image: 2. A szita]
            értékét maximálisnak. Kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            de 
            
[image: 2. A szita]


            így kell, hogy legyen egy 
            [image: 2. A szita], melyre 
            
[image: 2. A szita]


            Mivel 
            [image: 2. A szita]
            kompatibilis, ebből következik, hogy 
            [image: 2. A szita]
            és így, 
            [image: 2. A szita]. Az 
            [image: 2. A szita]
            választása miatt, 
            [image: 2. A szita]-ből következik, hogy 
            [image: 2. A szita], és így 
            [image: 2. A szita], ami ellentmondás.
[Ez, és a legtöbb probléma e fejezet hátralevő
            részében G. C. Rota cikkén alapul: Zeitschr.
            f. Wahrscheinlichkeitstheorie, 2 (1964)
            340–368.]

	22. feladat FÖ
	Definiáljuk az alábbi 
            [image: 2. A szita]
            mátrixot: 
            
[image: 2. A szita]


            A 
            [image: 2. A szita]-re tett két utolsó követelmény úgy is
            felírható, mint 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita], és 
            [image: 2. A szita]
            az identitás mátrix. Mivel 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            invertálható (lásd az előző
            megoldást), és így az előző eredmény szerint, 
            [image: 2. A szita]
            egy kompatibilis mátrix. Ez éppen a
            kívánt 
            [image: 2. A szita]
            függvényt definiálja.

	23. feladat FÖ
	Vegyük észre, hogy ha ismerjük 
            [image: 2. A szita]
            értékét minden olyan 
            [image: 2. A szita]-ra, melyre 
            [image: 2. A szita]
            teljesül, akkor a 
            
[image: 2. A szita]


            egyenlet egyértelműen meghatározza 
            [image: 2. A szita]-t. Ezért 
            [image: 2. A szita]
            értékét minden 
            [image: 2. A szita]-re meghatározhatjuk indukcióval úgy,
            hogy csak 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            közti elemeket használunk. Ebből, ha 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            és a 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            halmazok, mint részben rendezett
            halmazok, izomorfak, akkor 
            
[image: 2. A szita]

(a) Azt állítjuk, hogy 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]). Valóban, 
            
[image: 2. A szita]

(b) Itt minden 
            [image: 2. A szita]
            intervallum lánc. Így elegendő 
            [image: 2. A szita]-t kiszámítani egy 
            [image: 2. A szita]
            láncra. A definícióból következik,
            hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Továbbá 
            
[image: 2. A szita]


            és ebből 
            
[image: 2. A szita]


            Mármost 
            [image: 2. A szita]
            esetén 
            
[image: 2. A szita]


            és ebből nyilvánvalóan 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]

(c) Azt állítjuk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	(19)





            ahol 
            [image: 2. A szita]
            a (számelméleti) Möbius függvény: ha 
            [image: 2. A szita]
            (ahol 
            [image: 2. A szita]
            különböző prímek), akkor 
            
[image: 2. A szita]

Nyilvánvalóan, az (19) által definiált 
            [image: 2. A szita]-ra teljesül, hogy 
            [image: 2. A szita]. Továbbá, ha 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita], akkor 
            
[image: 2. A szita]


            Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            akkor 
            
[image: 2. A szita]


	24. feladat FÖ
	Meg kell mutatnunk, hogy 
    
	[image: 2. A szita]	[image: 2. A szita]	(20)
	[image: 2. A szita]	[image: 2. A szita]	(21)





            azaz 
            
[image: 2. A szita]


            Az első állítás triviális. A második állítás
            bizonyításához vegyük észre, hogy az 
            [image: 2. A szita]-et és 
            [image: 2. A szita]-t használva, az állítás kifejezhető
            úgy, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ami nyilvánvaló, hiszen 
            [image: 2. A szita].

	25. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita], akkor 
            
[image: 2. A szita]

Ekkor az 
            [image: 2. A szita]-ik elem a 
            [image: 2. A szita]
            mátrixban 
            
[image: 2. A szita]


            mert egy nemnulla tag egy 
            [image: 2. A szita]
            láncnak felelne meg, ami nyilvánvalóan
            nem létezik. Ebből 
            
[image: 2. A szita]


            vagy ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 2. A szita]

[image: 2. A szita]-mel szorozva, kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 2. A szita]
            helyett tekinthettük volna a 
            [image: 2. A szita]-beli láncok hosszúságának
            maximumát.

	26. feladat FÖ
	
              
[image: 2. A szita]


            Az 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            jelöléssel 
            [image: 2. A szita]
            definíciója azt jelenti, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            az állítás pedig azt, hogy 
            
[image: 2. A szita]

Hogy megkapjuk a szitaformulát, álljon 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            összes részhalmazából és a 
            [image: 2. A szita]
            reláció jelentse a tartalmazást. 2.23
            szerint, 
            [image: 2. A szita]
            ([image: 2. A szita]). Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            és így, 
            
[image: 2. A szita]


	27. feladat FÖ
	(a) Az 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            közti elemek száma szerinti indukciót
            végzünk. Ha 
            [image: 2. A szita], akkor az összeg ilyen alakú lesz: 
            
[image: 2. A szita]


            ami 
            [image: 2. A szita]
            definíciója szerint 0 (mivel 
            [image: 2. A szita]). Legyen 
            [image: 2. A szita]. Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            A bal oldal a 
            [image: 2. A szita]
            definíciója miatt 0. A jobb oldalon
            minden olyan tag 0, ahol 
            [image: 2. A szita]
            az indukciós feltevés szerint. Így az
            utolsó tagnak is 0-nak kell lennie.
(b) azonnal következik (a)-ból, ha mint 2.24-ben
            megfordítjuk a rendezést.

	28. feladat FÖ
	Az 
            [image: 2. A szita]
            alatti elemek száma szerinti indukciót
            végzünk. Ha 
            [image: 2. A szita], az állítás igaz (0 az atomok egy
            üres halmazának az uniója). Legyen 
            [image: 2. A szita]. Ha 
            [image: 2. A szita]
            egy atom, akkor az előző eredményből
            következik, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Nyilvánvaló, hogy itt egyik 
            [image: 2. A szita]
            sem lehet atomok uniója. Így minden
            olyan tag, ahol 
            [image: 2. A szita], az indukciós feltevés szerint 0.
            Ezért az is következik, hogy 
            [image: 2. A szita]
            is 0 lesz.

	29. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            így 
            
[image: 2. A szita]


            Másrészt, 
    
	[image: 2. A szita]	(22)





            Itt 
            
[image: 2. A szita]


            és hasonlóan, 
            
[image: 2. A szita]


            Ebből (22) ilyen alakú lesz: 
            
[image: 2. A szita]


            ami az állítást bizonyítja.

	30. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 2. A szita]. 2.27-t alkalmazva: 
            
[image: 2. A szita]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
    
	[image: 2. A szita]	(23)





            Határozzuk meg azokat az 
            [image: 2. A szita]
            partíciókat, melyekre 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]. Legyen 
            [image: 2. A szita]
            egy ilyen partíció. Legyen mondjuk 
            [image: 2. A szita]. Ekkor 
            [image: 2. A szita]
            esetén 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            egy osztálya, ebből 
            [image: 2. A szita]. Mivel 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]. De 
            [image: 2. A szita]
            szintén az 
            [image: 2. A szita]-nak egy osztálya, így 
            [image: 2. A szita]. Így 
            [image: 2. A szita]
            a következő alakú 
            
[image: 2. A szita]


            A 
            [image: 2. A szita]
            intervallum az összes olyan
            partícióból áll, mely az 1-et és az 
            [image: 2. A szita]-t nem választja el. Ez az intervallum
            nyilvánvalóan izomorf az 
            [image: 2. A szita]
            elem összes partíciójának a hálójával
            (1 és 
            [image: 2. A szita]
            "össze vannak ragasztva"). Ebből 
            
[image: 2. A szita]


            az indukciós feltevés szerint. Mivel 
            [image: 2. A szita]
            partíciót kell tekintetbe vennünk,
            (23)-ból következik, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            [M. P. Schützenberger].
(b) Minden 
            [image: 2. A szita]
            lapra, a 
            [image: 2. A szita]
            intervallum egy konvex politóp
            (nevezetesen 
            [image: 2. A szita]) összes lapjának a hálója. Ebből
            indukcióval feltehetjük, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            teljesül minden 
            [image: 2. A szita]
            lapra, kivéve az 
            [image: 2. A szita]-et. Így a 
            [image: 2. A szita]
            definíciója szerint, 
            
[image: 2. A szita]


            Az Euler-formula szerint, ez éppen 
            [image: 2. A szita].

	31. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 2. A szita]
            úgy van definiálva, ahogy az
            ötlettárban tettük, akkor tudjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Valóban, 
            
[image: 2. A szita]


            Ebből 
            
[image: 2. A szita]

Ha 
            [image: 2. A szita]
            csak egy részben rendezett halmaz,
            akkor 
            [image: 2. A szita]-et úgy definiáljuk, mint korábban, és
            tekintsük a következő egyenletet: 
            
[image: 2. A szita]


            Innen azt kapjuk, mint korábban, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Ezt nem írhatjuk fel 
            [image: 2. A szita]
            függvényeként (hiszen ez nincs
            definiálva), így a kifejezést a következőképpen kell
            felírnunk: legyen 
            [image: 2. A szita]
            egy tetszőleges függvény a 
            [image: 2. A szita]-n és legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 2. A szita]
            tetszőleges két 
            [image: 2. A szita], 
            [image: 2. A szita]
            elemének van egy legnagyobb 
            [image: 2. A szita]
            alsó korlátja, akkor 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            
[image: 2. A szita]


            [H. S. Wilf, Bull. Amer. Math. Soc. 74
            (1968) 960–964].

	32. feladat FÖ
	I. Legyen 
            [image: 2. A szita], legyen a részben rendezés az
            oszthatósággal definiálva, és 
            [image: 2. A szita]. Megpróbáljuk az előző formulát
            alkalmazni ([image: 2. A szita]
            ugyan nem egy háló, de zárt az 
            [image: 2. A szita]
            operációra nézve, és így ugyanaz a
            formula teljesül, az előző feladat végén tett
            megjegyzés szerint). Hogy egy alkalmas 
            [image: 2. A szita]-et kapjunk, 2.26-ot használjuk fel: 
            
[image: 2. A szita]


            a 2.3 megoldása szerint. Így a determináns
            értéke 
            [image: 2. A szita]
            lesz.
II. Ez a determináns éppen 
            [image: 2. A szita]
            ahol, mint az előző megoldásban, 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            [image: 2. A szita], 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            [image: 2. A szita]-nek a bal felső sarokbeli eleme 
            
[image: 2. A szita]


            Ebből 
            
[image: 2. A szita]


	33. feladat FÖ
	Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Tekintsük 
            [image: 2. A szita]-et, mint gyökeret, ekkor 
            [image: 2. A szita]
            tekinthető egy fenyőnek, és ez a 
            [image: 2. A szita]-nek egy rendezését adja meg: 
            [image: 2. A szita], ha az (egyértelmű) 
            [image: 2. A szita]-út tartalmazza 
            [image: 2. A szita]-t. Legyen 
            [image: 2. A szita], mint 2.22-ben; állítjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Valóban, a 
            [image: 2. A szita][image: 2. A szita]-ik eleme 
            
[image: 2. A szita]


            Mármost 
            [image: 2. A szita]
            csak akkor nem nulla, ha 
            [image: 2. A szita], vagy 
            [image: 2. A szita], vagy 
            [image: 2. A szita]; így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]-utak utolsó közös pontja. Ebből 
            
[image: 2. A szita]


            mint állítottuk. Így 
            
[image: 2. A szita]


            [R. L. Graham–H. O. Pollak, Bell Sys. Tech.
            J. 50 (1971) 2495–2519].

	34. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 2. A szita]. Ekkor 
            [image: 2. A szita]. Továbbá kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            Így 
            
[image: 2. A szita]


            Ebből 
            
[image: 2. A szita]


            ahol 
            [image: 2. A szita]
            az 
            [image: 2. A szita][image: 2. A szita]-ik eleme; de másrészt ez az elem 
            
[image: 2. A szita]


	35. feladat FÖ
	Legyen 
            
[image: 2. A szita]


            Ekkor 
            
[image: 2. A szita]


            Legyen 
            [image: 2. A szita]
            az összes 
            [image: 2. A szita]-nál nem nagyobb atom. Ekkor a 
            [image: 2. A szita]
            megszámolja az összes 
            [image: 2. A szita]-ast az 
            [image: 2. A szita]
            halmazból. Ezért 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
            
[image: 2. A szita]


            A 2.26-beli Möbius-féle inverziós formula
            szerint kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	36. feladat FÖ
	
              [image: 2. A szita]-ben háromféle típusú elemek
            vannak:
(a) 
            [image: 2. A szita]
            elemei,
(b) elemek, melyekhez van egy olyan 
            [image: 2. A szita], melyre 
            [image: 2. A szita],
(c) elemek, melyekhez van egy olyan 
            [image: 2. A szita], melyre 
            [image: 2. A szita]. (a), (b) és (c) osztályozzák az
            elemeket; valóban nem létezik olyan 
            [image: 2. A szita], melyre ezen tulajdonságok közül
            kettő teljesül, mert ez 
            [image: 2. A szita]-nek két összehasonlítható elemét
            adná. Ugyanakkor, ha 
            [image: 2. A szita]
            az (a), (b), (c) tulajdonságok közül
            egyikkel sem rendelkezne, akkor egyetlen 
            [image: 2. A szita]-et tartalmazó maximális lánc sem
            metszené 
            [image: 2. A szita]-t.
Írjunk 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]-t, ha (b) ill. (c) teljesül.
            Tekintsük azon 
            [image: 2. A szita]-asok 
            [image: 2. A szita]
            számát 
            [image: 2. A szita]-ben, melyek uniója 
            [image: 2. A szita]
            és metszete 
            [image: 2. A szita], és legyen 
            [image: 2. A szita]. Ekkor bebizonyítjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            az 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            közti elemek száma szerinti
            indukcióval. Legyenek 
            [image: 2. A szita]
            azon elemek a 
            [image: 2. A szita]-ben, melyek az 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita]
            között vannak. Feltehetjük, hogy 
            [image: 2. A szita]
            és 
            [image: 2. A szita], mert 
            [image: 2. A szita]
            a 
            [image: 2. A szita]
            részhálóban egy ugyanolyan
            tulajdonságokkal rendelkező halmazt alkot, mint 
            [image: 2. A szita]. Kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


            és így 
    
	[image: 2. A szita]	(24)




2.29 szerint, 
            [image: 2. A szita]
            kielégíti ugyanezt az azonosságot: 
    
	[image: 2. A szita]	(25)




(24)-ben és (25)-ben 
            [image: 2. A szita]
            teljesül az indukciós feltevés
            alapján, ha 
            [image: 2. A szita], vagy 
            [image: 2. A szita]. Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 2. A szita]


	37. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 2. A szita]
            egy tetszőleges atom, akkor 
            
[image: 2. A szita]

2.27 szerint. Mivel 
            [image: 2. A szita]
            fedi a 0-t, vagy 
            [image: 2. A szita], vagy 
            [image: 2. A szita]
            fedi 
            [image: 2. A szita]-et, így 
            [image: 2. A szita]
            koatom kell, hogy legyen.
Ha 
            [image: 2. A szita]
            szerinti indukciót végzünk,
            feltehetjük, hogy 
            [image: 2. A szita]
            előjele 
            [image: 2. A szita]
            (a 
            [image: 2. A szita]
            intervallum rangja 
            [image: 2. A szita], mivel tetszőleges, maximális 
            [image: 2. A szita]-lánc, az 1-gyel kiegészítve, egy
            maximális 
            [image: 2. A szita]-láncot alkot). Így a 
            
[image: 2. A szita]


            összefüggésből következik az állítás.




33. fejezet - 
        3. Permutációk




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            pemutációi, akkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            az a permutáció, amelyik úgy keletkezik,
            hogy megrajzoljuk a 
            [image: 3. Permutációk]
            „irányított gráfját”, azaz összekötjük
            
            [image: 3. Permutációk]-t 
            [image: 3. Permutációk]-vel 
            [image: 3. Permutációk]
            esetén; ezután tekintsük ezen gráf 
            [image: 3. Permutációk]
            szerinti képét úgy, mint a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció gráfját. Ebből az
            következik, hogy két permutáció akkor és csak akkor
            egymás konjugáltja, ha a gráfjaik izomorfak. Ezek a
            gráfok diszjunkt körökből állnak (a permutáció
            ciklusfelbontásának megfelelően). Ezért, a két
            permutáció gráfja akkor és csak akkor izomorf, ha a
            ciklusaik elemszámai megegyeznek.
Így egy konjugációs osztály a ciklusai
            elemszámával írható le. Ezek az elemszámok az 
            [image: 3. Permutációk]
            egy partícióját alkotják, és
            megfordítva, minden partíció meghatároz egy konjugációs
            osztályt. Ebből az következik, hogy az 
            [image: 3. Permutációk]
            konjugációs osztályainak a száma 
            [image: 3. Permutációk], az 
            [image: 3. Permutációk]
            szám partícióinak a száma (lásd
            1.20).

	2. feladat FÖ
	(a) A szitaformula szerint a kérdezett szám 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol az 
            [image: 3. Permutációk]
            azon partíciók számát jelenti, melyek
            minden 
            [image: 3. Permutációk]-beli pontot fixen hagynak. Ez a szám
            nyilvánvalóan 
            [image: 3. Permutációk]. Így kapjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol a 
            [image: 3. Permutációk]
            jelnél lévő különbség kisebb, mint 
            [image: 3. Permutációk].
(b) Ha egyetlen ciklusból álló 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációt akarunk konstruálni, akkor
            az 1-et a 
            [image: 3. Permutációk]
            halmaz akármelyik elemére képezhetjük
            le. Ez 
            [image: 3. Permutációk]
            lehetőséget jelent. Ezután 
            [image: 3. Permutációk]-et leképezhetjük 
            [image: 3. Permutációk]
            elemre, stb. Ha 
            [image: 3. Permutációk]
            már meg vannak határozva, akkor a
            maradék 
            [image: 3. Permutációk]
            elem akármelyikét választhatjuk 
            [image: 3. Permutációk]-nek. Így az egy ciklusból álló
            permutációk száma 
            [image: 3. Permutációk].

	3. feladat FÖ
	Számoljuk le azokat a permutációkat, melyekben az
            1 egy 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusban van benne. Ezen
            ciklusban lévő elemeket 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen választhatjuk ki; ezeket 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen rendezhetjük el egy
            ciklusba, és a maradékot 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen permutálhatjuk. Így azt
            kapjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            és a valószínűség 
            
[image: 3. Permutációk]

[image: 3. Permutációk]-tól függetlenül, ami eléggé meglepő
            tény.

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            egy adott permutáció, és írjuk fel,
            mint ciklusok szorzatát (az egyelemű ciklusokat is
            kiírjuk, ezek fixpontok), úgy hogy minden ciklus a
            legkisebb elemével végződjön és a ciklusok ezen utolsó
            elemei növekedő sorrendben legyenek. Így az első ciklus
            az 1-gyel kell, hogy végződjön. Az eredményül kapott
            számsorozat tekinthető úgy, mint egy másik 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció. Könnyű látni, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            visszakapható a 
            [image: 3. Permutációk]-ból egyértelműen: a 
            [image: 3. Permutációk]
            első ciklusa 1-gyel végződik; a
            második ciklus a legkisebb számmal végződik, ami nem
            szerepel az első ciklusban, stb.
A 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció 1-et tartalmazó ciklusának
            a hosszát az 1-nek a 
            [image: 3. Permutációk]-beli pozíciója határozza meg. Az
            pedig világos, hogy az 
            [image: 3. Permutációk]
            pozíció mindegyikének ugyanaz a
            valószínűsége, nevezetesen 
            [image: 3. Permutációk].

	4. feladat FÖ
	Leszámoljuk azokat a permutációkat, amelyekben az
            1 és 2 különböző ciklusba tartoznak. Ha az 1-et
            tartalmazó ciklus hossza 
            [image: 3. Permutációk], akkor ennek elemeit 
            [image: 3. Permutációk]
            féleképpen választhatjuk ki, és 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen rendezhetjük őket egy
            ciklusba; a maradékot 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen rendezhetjük el. Így az
            ilyen permutációk száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahonnan a kérdéses valószínűség 1/2
            lesz.

              Második megoldás. Tekintsük a 3.3 második
            megoldásában bemutatott permutációkódolást. 1 és 2
            akkor és csak akkor tartozik a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció ugyanahhoz a ciklusához, ha
            
            [image: 3. Permutációk]-ban a 2 az 1 előtt van. Nyilvánvaló,
            hogy ez 1/2 valószínűséggel fordul elő.

	5. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 3. Permutációk], és 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ekkor 
            [image: 3. Permutációk]
            azon pontok száma, melyek 
            [image: 3. Permutációk]-ciklusban vannak, és 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-ciklusok száma. Mármost 
            
[image: 3. Permutációk]


            Itt, 3.3 szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így a 
            [image: 3. Permutációk]-ciklusok várható száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            A ciklusok várható száma 
            
[image: 3. Permutációk]


	6. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 3. Permutációk]
            az alább definiált permutációt: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Tegyük fel, hogy az 
            [image: 3. Permutációk]
            perselyeket törtük fel. Világos, hogy
            a maradékot akkor tudjuk kinyitni, ha 
            [image: 3. Permutációk]
            minden ciklusa tartalmazza az 
            [image: 3. Permutációk]
            valamelyikét.
Tekintsük a 3.3 második megoldásában bevezetett 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációt. Mivel 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusai a 
            [image: 3. Permutációk]
            definíciójában úgy vannak rendezve,
            hogy e ciklusok legkisebb elemei növekedő sorrendet
            alkotnak, ezért elegendő, ha az utolsó ciklus legkisebb
            eleme legfeljebb 
            [image: 3. Permutációk]; vagy, 
            [image: 3. Permutációk]
            definíciója szerint, ami ezzel
            ekvivalens: 
            [image: 3. Permutációk]. Annak a valószínűsége, hogy ez
            teljesül, nyilvánvalóan 
            [image: 3. Permutációk]. [J. Bognár–J. Mogyoródi–A. Prékopa–A
            Rényi –D. Szász, Valószínűségszámítási
            feladatgyűjtemény (magyarul), Tankönyvkiadó, Budapest,
            1970, p. 56.]

	7. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            jelenti az 
            [image: 3. Permutációk]-ciklusok számát 
            [image: 3. Permutációk]-ben. Tekintsük az alaphalmaz egy 
            [image: 3. Permutációk]
            pontját, és legyen 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-nek az a ciklusa, amelyik a 
            [image: 3. Permutációk]-t tartalmazza; legyen ennek a hossza 
            [image: 3. Permutációk]. Továbbá legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            az a permutáció, melyet a 
            [image: 3. Permutációk]-n kívüli elemeken 
            [image: 3. Permutációk]
            indukál. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            Az 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklus 
            [image: 3. Permutációk]
            féleképpen választható ki (lásd 3.3);
            ezen ciklusok mindegyikéhez párosíthatjuk akármelyik 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációt, mely a maradék 
            [image: 3. Permutációk]
            pontot permutálja. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Legyen 
            
[image: 3. Permutációk]


            ekkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            és az 
            [image: 3. Permutációk]
            helyettesítésből 
            [image: 3. Permutációk]. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahogy állítottuk. [G. Pólya, Acta Math. 68
            (1937) 145–254; ez a referencia érvényes mindegyik
            problémára, mely a ciklusszámlálóval és a
            „Pólya–Redfield módszerrel” foglalkozik; lásd még N. G.
            de Bruijn cikkét: Applied Combinatorial Mathematics (E.
            E. Beckenbach, ed.) Wiley, 1964.]

	8. feladat FÖ
	(a) Az 
            [image: 3. Permutációk]-mel való forgatás felbomlik 
            [image: 3. Permutációk]
            darab, 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusra. Ebből a
            ciklusszámláló 
            
[image: 3. Permutációk]


            Általánosabban, legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            egy tetszőleges csoport. Tekintsük e
            csoport reguláris reprezentációját, mint egy
            permutációcsoportot, azaz legyen 
            [image: 3. Permutációk]-re és 
            [image: 3. Permutációk]-re 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ekkor 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            halmaz egy permutációja, mely 
            [image: 3. Permutációk]
            darab 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusra bomlik fel, ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            rendje, mert 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ebből a ciklusszámláló alakja 
            
[image: 3. Permutációk]


            lesz, ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-edrendű elemek száma a 
            [image: 3. Permutációk]
            csoportban.
(b) Legyen 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]. Egy permutáció, amely a 
            [image: 3. Permutációk]-t invariánsan hagyja, a
            következőképpen írható fel. Vegyünk az 
            [image: 3. Permutációk]-nak egy 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációját, és az 
            [image: 3. Permutációk]
            elemeknek 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációját, 
            [image: 3. Permutációk]-t. Jelöljük 
            [image: 3. Permutációk]-val azt a permutációt, melyet a
            következőképpen definiálunk: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Határozzuk meg a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció ciklusait. Ha mondjuk 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            egy ciklusa, akkor a 
            [image: 3. Permutációk]-nek a 
            [image: 3. Permutációk]
            által iterált képei a 
            [image: 3. Permutációk]-ben vannak. Így, az első kép, ami 
            [image: 3. Permutációk]-vel egyenlő, az 
            [image: 3. Permutációk]-ik kép, valamely 
            [image: 3. Permutációk]-re. Hogy ezt az 
            [image: 3. Permutációk]-et meghatározzuk, vegyük észre, hogy
            a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-ik képe 
            [image: 3. Permutációk], ahol 
            [image: 3. Permutációk]. Ebből 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            azon ciklusának a hossza, mely 
            [image: 3. Permutációk]-t tartalmazza. Így a 
            [image: 3. Permutációk]
            halmaz 
            [image: 3. Permutációk]
            darab 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklust tartalmaz. Hasonló
            állítás teljesül a 
            [image: 3. Permutációk]
            többi ciklusára is. Az ennek a
            permutációnak megfelelő tag alakja 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol a szorzat kiterjed a 
            [image: 3. Permutációk]
            összes 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusára. Ezt a 
            [image: 3. Permutációk]
            összes választására összegezve, azt
            kapjuk, hogy (mivel különböző ciklusokra 
            [image: 3. Permutációk]
            függetlenül választható) 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol újból, a szorzat kiterjed a 
            [image: 3. Permutációk]
            összes 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusára. Mivel 
            [image: 3. Permutációk]
            minden permutációt 
            [image: 3. Permutációk]-szer reprezentál, 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusszámlálója. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ha 
            [image: 3. Permutációk]-re összegezünk, és 
            [image: 3. Permutációk]-nal osztunk, mely utóbbi a
            csoportbeli permutációk száma, kapjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            Teljesen hasonlóan bizonyítjuk, ha 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációcsoportok, melyeknek a
            ciklusszámlálója 
            [image: 3. Permutációk], ill. 
            [image: 3. Permutációk], akkor a koszorúszorzatuk
            ciklusszámlálója 
            
[image: 3. Permutációk]


            (a koszorúszorzat a 
            [image: 3. Permutációk]
            alakú permutációk csoportja, ahol 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]). [G. Pólya, Acta Math. 68 (1937)
            145–254.]

	9. feladat FÖ
	Az előző probléma (a) része szerint, ha találunk
            két olyan csoportot, amelyekben a 
            [image: 3. Permutációk]-rendű elemek száma megegyezik 
            [image: 3. Permutációk]
            esetén, akkor ezen csoportok reguláris
            permutációcsoport reprezentációja egy ellenpéldát
            szolgáltat.
Megadunk két 
            [image: 3. Permutációk]-edrendű ([image: 3. Permutációk], prímszám) csoportot, melyek nem
            izomorfak, ugyanakkor minden, az 1-től különböző elem
            rendje 
            [image: 3. Permutációk]. Az egyik ezek közül, várhatóan, 
            [image: 3. Permutációk]
            lesz. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            az alábbi formájú mátrixok csoportja: 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]. Mivel 
    
	[image: 3. Permutációk]	(1)





            ezek a mátrixok egy 
            [image: 3. Permutációk]
            elemű csoportot alkotnak. Továbbá, 
            
[image: 3. Permutációk]


            ami 
            [image: 3. Permutációk]
            szerinti indukcióval könnyen
            következik. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            azaz minden, az 1-től különböző elem rendje 
            [image: 3. Permutációk]
            ebben a 
            [image: 3. Permutációk]
            csoportban. Másrészt, 
            [image: 3. Permutációk], mert 
            [image: 3. Permutációk]
            nem-kommutatív: az (1)-beli mátrixok
            akkor és csak akkor kommutálnak, ha 
            [image: 3. Permutációk]. [G. Pólya, Acta Math. 68 (1937)
            145–254.]

	10. feladat FÖ
	Tudjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]

[image: 3. Permutációk]


            Ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]


	11. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 3. Permutációk], akkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            Az 
            [image: 3. Permutációk]-kre tett feltevéseink szerint a
            kitevőben egy polinom van, ezért ez egész függvény. Így
            a Taylor-sora konvergens az 
            [image: 3. Permutációk]-re: 
            
[image: 3. Permutációk]


	12. feladat FÖ
	(a) Nyilvánvalóan, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]

(b) Mivel 
            
[image: 3. Permutációk]


            a permutációbeli ciklusok számának összege,
            a ciklusok számának a várható értéke egy véletlen
            permutációban 
            [image: 3. Permutációk]
            lesz. Ezt kiértékelve, kapjuk, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így 
            
[image: 3. Permutációk]


	13. feladat FÖ
	Egy ilyen gráf minden körének adjunk irányítást.
            Jelölje 
            [image: 3. Permutációk]
            az így kapott permutációt. Ekkor 
            [image: 3. Permutációk]. Továbbá, ugyanabból a gráfból 
            [image: 3. Permutációk]
            darab permutációt kapunk. Így, ha
            felírjuk a 
            
[image: 3. Permutációk]


            összeget egy adott gráfhoz tartozó
            permutációkra, akkor 1-et kapunk; és ha összegezünk az
            összes olyan permutációra, amelyekben 
            [image: 3. Permutációk], a 2-reguláris egyszerű gráfok számát
            kapjuk. Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


	14. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 3. Permutációk]-t és 
            [image: 3. Permutációk]-t ([image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]) összekötjük egy éllel mindannyiszor,
            valahányszor 
            [image: 3. Permutációk]
            egy párt alkot a partíciónkban, akkor
            egy 2-reguláris gráfot kapunk; dupla élek és/vagy
            hurkok is előfordulhatnak. Hasonlóan, mint korábban,
            azt kapjuk, hogy a keresett szám 
            
[image: 3. Permutációk]


			és így az exponenciális generátorfüggvény
            
[image: 3. Permutációk]

(b) Most 
            [image: 3. Permutációk]-t 
            [image: 3. Permutációk]-vel egy irányított éllel kötjük
            össze, valahányszor az 
            [image: 3. Permutációk]
            a partícióhoz tartozik. Az
            irányításokat válasszuk meg úgy, hogy köröket kapjunk;
            így egy adott partícióhoz hozzárendelünk egy
            permutációt. Mint előbb, 
            
[image: 3. Permutációk]


            permutációt kapunk egy adott partícióból; de
            
            
[image: 3. Permutációk]


            irányított gráfot (partíciót) nyerünk egy
            adott permutációból. Így a válasz 
            
[image: 3. Permutációk]


            lesz, és az exponenciális generátorfüggvény 
            
[image: 3. Permutációk]


	15. feladat FÖ
	(a) Nyilvánvaló, hogy a fixpontmentes permutációk
            száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            E számok exponenciális generátorfüggvénye 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahonnan 
            
[image: 3. Permutációk]

(b) A pontosan egy ciklusból álló permutációk
            száma, 3.10 szerint, az 
            [image: 3. Permutációk]
            együtthatója az 
            
[image: 3. Permutációk]


            polinomban, azaz 
            [image: 3. Permutációk]-sal egyenlő.

	16. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 3. Permutációk]
            egész számok, 
            [image: 3. Permutációk]. Azt állítjuk, hogy létezik egyetlen
            olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció, melyre teljesül, hogy 
            [image: 3. Permutációk]. Mivel 
            [image: 3. Permutációk]
            jelenti azon egészek számát, melyekre 
            [image: 3. Permutációk]
            esetén 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül, ebből következik, hogy 
            [image: 3. Permutációk].
Tegyük fel, hogy a 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], …, 
            [image: 3. Permutációk]
            értékeit már meghatároztuk. Ekkor 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-ik szám kell, hogy legyen a
            sorozatban, melyet az 
            [image: 3. Permutációk]-ből nyertünk, azáltal, hogy a 
            [image: 3. Permutációk]-et elhagytuk. Azonnal látható, hogy
            ilyen módon 
            [image: 3. Permutációk]
            egyértelműen meg vannak határozva 
            [image: 3. Permutációk]-ből, és az 
            [image: 3. Permutációk]
            egy permutációját alkotják. Továbbá ez
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            kielégíti a 
            [image: 3. Permutációk]
            ([image: 3. Permutációk]) egyenlőségeket, a konstrukció
            szerint.
Határozzuk meg 
            
[image: 3. Permutációk]


            értékét, ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            adott egész számok. A 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], értékek tetszőlegesen
            megválaszthatók; ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            ami azt mutatja, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            függetlenek. [C. Rényi és A. Rényi:
            Combinatorial Theory Appl. Coll. Math. Soc. J. Bolyai
            4, Bolyai–North-Holland (1970) 945–971.]

	17. feladat FÖ
	(a) Az ötlettárbeli megjegyzés szerint, azon 
            [image: 3. Permutációk]
            egészek számának várható értékét kell
            meghatároznunk, melyekre teljesül, hogy 
            [image: 3. Permutációk]. Legyen 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ekkor bennünket a következő érdekel 
            
[image: 3. Permutációk]

(b) Annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            (és csak ezek) rekordok, az előző
            megoldás szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így annak a valószínűsége, hogy pontosan 
            [image: 3. Permutációk]
            rekord van, a következő lesz: 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol az utolsó lépés az 1.7(b) azonosság
            alapján következik.

              Második megoldás. Vegyük észre, hogy 
            [image: 3. Permutációk]-ben (lásd a 3.3 második megoldását) a
            
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusainak utolsó elemei éppen a
            „negatív rekordok”, vagyis azok az elemek, amelyek után
            már nem következnek kisebb elemek. Így a „negatív
            rekordok” száma 
            [image: 3. Permutációk]-ben egyenlő a 
            [image: 3. Permutációk]-beli ciklusok számával. Ezért az
            olyan permutációk száma, melyekben 
            [image: 3. Permutációk]
            „negatív rekord” van, ugyanaz, mint a 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusból állóké, ez pedig 
            [image: 3. Permutációk], a 3.12a feladat szerint. Azon
            permutációk száma, melyekben 
            [image: 3. Permutációk]
            rekord van, nyilvánvalóan ugyanez. [C.
            Rényi and A. Rényi, ibid.]

	18. feladat FÖ
	(a) Ha az 
            [image: 3. Permutációk]-nek ugyanazt a permutációját
            tekintjük, mint 3.16-ban, akkor a nyertes az utolsó
            olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            lesz, melyre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül.
Egy stratégia egy olyan függvény, mely minden 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozathoz ([image: 3. Permutációk]) hozzárendel egy „igen” vagy egy
            „nem” választ. Egy stratégia értéke annak a
            valószínűsége, hogy a nyertes az első „igen” után
            következik. Mivel véges sok stratégia van, ezért van
            egy legjobb. Továbbá, ha elkésünk, azaz a 
            [image: 3. Permutációk]-ik ugrás után érkezünk, akkor egy
            olyan stratégiát kell követnünk, amelyik „nem”-et mond
            az első 
            [image: 3. Permutációk]
            ugrásra. Nyilvánvalóan, ezek között
            szintén van optimális stratégia.
Jelöljük 
            [image: 3. Permutációk]-val azt az eseményt, hogy egy
            (rögzített) optimális stratégia azok közül, melyek 
            [image: 3. Permutációk]
            „nem”-mel kezdenek, nyer, és legyen 
            [image: 3. Permutációk]. Vegyük észre, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            független az első 
            [image: 3. Permutációk]
            ugró sorrendjétől. Ez heurisztikusan
            világos, és a következőképpen lehet belátni. Legyen 
            
[image: 3. Permutációk]


            és legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            maximális a 
            [image: 3. Permutációk]
            számok között ([image: 3. Permutációk]). Ekkor egy olyan stratégiát
            definiálunk, amelyik egy 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozatra akkor és csak akkor mond
            „igen”-t, ha az eredeti stratégiánk „igen”-t mond az 
            [image: 3. Permutációk]-re. Annak a valószínűsége, hogy ez az
            új stratégia győz, 
            [image: 3. Permutációk], ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            Itt egyenlőségnek kell állnia, ebből 
            [image: 3. Permutációk]
            kell, hogy legyen.
Most legyen 
            [image: 3. Permutációk]. Ekkor 
    
	[image: 3. Permutációk]	(2)





            Itt a második tag annak az esetnek felel
            meg, amikor a 
            [image: 3. Permutációk]-edik ugrás nem rekord. Ebben az
            esetben nyilván nem fogadunk erre az ugrásra; így
            „nem”-et mondunk és 
            [image: 3. Permutációk]
            ugrás után követjük az optimális
            stratégiát, azaz 
            
[image: 3. Permutációk]


            A 3.16 feladat szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ha a 
            [image: 3. Permutációk]-ik ugrás rekord, akkor két
            lehetőségünk van. Vagy azt mondjuk, hogy „igen”, akkor
            az alábbi valószínűséggel nyerünk: 
            
[image: 3. Permutációk]


            vagy azt mondjuk, hogy „nem”, mely esetben 
            [image: 3. Permutációk]
            „nem” után követjük a stratégiát, és a
            nyerésünk valószínűsége 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            Mivel 
            
[image: 3. Permutációk]

(2)-ből következik, hogy 
    
	[image: 3. Permutációk]	(3)





            Ez lehetővé teszi, hogy a 
            [image: 3. Permutációk]
            értékeket rekurzívan meghatározzuk. Ha
            az 
            [image: 3. Permutációk]-ik ugrás érkezünk, akkor az utolsó
            ugrásra kell fogadnunk, és annak a valószínűsége, hogy
            nyerünk 
            
[image: 3. Permutációk]


            Definiáljuk 
            [image: 3. Permutációk]-t 
            [image: 3. Permutációk]-re rekurzívan a következőképpen: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Mivel 
            
[image: 3. Permutációk]


            következik, hogy 
    
	[image: 3. Permutációk]	(4)





            Tudjuk, hogy 
            [image: 3. Permutációk]; legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            a legnagyobb index, melyre 
            [image: 3. Permutációk]. Ekkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ekkor (3)-ből következik, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ez a 
            [image: 3. Permutációk]
            a legnagyobb index, melyre 
            
[image: 3. Permutációk]


            azaz (4) szerint, 
    
	[image: 3. Permutációk]	(5)




[image: 3. Permutációk]-nak ezen értéke kielégíti a
            következőket: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]

[image: 3. Permutációk]
            esetén, és 
            
[image: 3. Permutációk]

(b) A fenti megoldás már tartalmazza az optimális
            stratégiát. Ha 
            [image: 3. Permutációk]
            olyan, hogy 
            [image: 3. Permutációk], akkor (3)-ban egyenlőséget kapunk,
            az előtte levő meggondolás szerint, ha „nem”-et
            mondunk; de ha 
            [image: 3. Permutációk]
            és van egy rekordunk, akkor „igen”-t
            kell mondanunk. Így „nem”-et kell mondanunk az első 
            [image: 3. Permutációk]
            esetben, ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            a legnagyobb olyan szám, melyre (5)
            teljesül. Ezután már „igen”-t mondunk az első rekordra.
            [J. Bognár–J. Mogyoródi–A. Prékopa–A
            Rényi–D. Szász, Valószínűségszámítási
            Feladatgyűjtemény Tankönyvkiadó, Budapest, 1970,
            p. 56.]

	19. feladat FÖ
	Ha nem létezik olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            hármas, amelyikre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül, akkor minden 
            [image: 3. Permutációk]
            párra, melyre 
            [image: 3. Permutációk], a 
            [image: 3. Permutációk]
            egyenlőtlenség is teljesül; így 
            [image: 3. Permutációk], azaz a 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezés monoton. Megfordítva, ha 
            [image: 3. Permutációk]
            monoton, akkor nem létezik olyan 
            [image: 3. Permutációk], melyre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül. Tegyük fel indirekte, hogy
            létezik ilyen hármas. Tekintsük a 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], …, 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozatot. Ebben a sorozatban kell,
            hogy legyen két egymás utáni tag, 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk], melyre 
            [image: 3. Permutációk]. Ekkor tetszőleges 
            [image: 3. Permutációk], ahol 
            [image: 3. Permutációk], szintén kielégíti a 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]
            egyenlőtlenségeket; továbbá, 
            [image: 3. Permutációk]-re teljesül 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk], de 
            [image: 3. Permutációk]. Így 
            [image: 3. Permutációk], ami ellentmondás.
Így az általunk keresett szám megegyezik az 
            [image: 3. Permutációk]-nek olyan önmagába történő 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezéseinek számával, melyek
            monotonok és teljesül rájuk az 
            [image: 3. Permutációk]
            egyenlőtlenség. 1.33 szerint, ez a
            szám 
            
[image: 3. Permutációk]


	20. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 3. Permutációk]
            tetszőleges permutáció, akkor az olyan
            
            [image: 3. Permutációk]
            párok száma, melyekre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül, egy rögzített 
            [image: 3. Permutációk]-re, 
            [image: 3. Permutációk]-gyel lesz egyenlő. Ebből az inverziók
            száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így, az olyan permutációk száma, melyekben
            pontosan 
            [image: 3. Permutációk]
            inverzió van, megegyezik az alábbi
            egyenlet megoldásainak a számával. 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol a megoldások egészek, melyekre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül, ([image: 3. Permutációk]
            értéke 
            [image: 3. Permutációk]). Ez a szám, hasonlóan, mint
            1.20-ban, az 
            [image: 3. Permutációk]
            együtthatója lesz az alábbi szorzatban
            
            
[image: 3. Permutációk]


	21. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy olyan nagy a benzintankunk, hogy
            elegendő benzin fér bele ahhoz, hogy körbemenjünk vele
            a pályán. Induljunk egy tetszőleges ponton és menjünk
            körbe. Álljunk meg minden állomásnál és vegyük meg a
            teljes készletet. Ekkor, amikor az indulási ponthoz
            érünk vissza, feltételezés szerint, ugyanannyi
            benzinünk van, mint amikor indultunk. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            az a pont, ahol a tankunkban a
            minimális mennyiségű benzin volt. Világos, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            egy benzintöltő állomás. Ha 
            [image: 3. Permutációk]-nál indulunk, világos, hogy az egész
            pályán körbe tudunk menni.

	22. feladat FÖ
	Definiáljuk a fel- és leszálló sorozatokat úgy,
            mint az ötlettárban. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            tetszőleges permutáció és 
            [image: 3. Permutációk]
            a ciklusai. Tegyük fel, hogy 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]
            esetén, de 
            [image: 3. Permutációk], ha 
            [image: 3. Permutációk].
Azt állítjuk, hogy a 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusok mindegyikének van egy
            egyértelmű felbontása ívekre, melyek felszálló
            sorozatok. Legyen például 
            [image: 3. Permutációk]. Képzeljük el 
            [image: 3. Permutációk]-et, mint egy versenypályát (vö.
            3.21), melyben minden pozitív 
            [image: 3. Permutációk]
            megfelel egy benzinkútnak, melyben 
            [image: 3. Permutációk]
            liter benzin van, míg minden negatív 
            [image: 3. Permutációk]
            egy olyan pályarésznek felel meg,
            amelyen 
            [image: 3. Permutációk]
            liter benzin fogy el, ha ezen utazunk
            (lehetséges, hogy rögtön egymás után két benzinkút van,
            vagy az út két egymás utáni része olyan, hogy nincs
            köztük benzinkút).
A pályán körbemenve, nyerünk valamennyi benzint,
            hiszen 
            [image: 3. Permutációk]. Járjunk körbe-körbe. Vegyük azokat a
            benzinkutakat, melyek után a tankban a benzinmennyiség
            rekord. Van legalább egy ilyen benzinkút, hiszen a
            benzinmennyiség minden körrel emelkedik, és
            nyilvánvaló, hogy ha visszaérünk egy rekord ponthoz, ez
            újból rekord lesz. Az egymásutáni rekordpontok közötti
            pályadarabok, 
            [image: 3. Permutációk]-nek a keresett, ívekből álló
            felbontását fogják adni, ahol az ívek felszálló
            sorozatokból állnak. Azt is könnyű belátni, hogy nincs
            másik ilyen felbontás.
Hasonlóan, minden 
            [image: 3. Permutációk]-t, 
            [image: 3. Permutációk], felbonthatunk leszálló ívekre. Így
            minden 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció az 
            [image: 3. Permutációk]-nek egy felszálló és leszálló
            sorozatokból álló felbontásához vezet.
Most tegyük fel, hogy adva van az 
            [image: 3. Permutációk]-nek egy partíciója 
            [image: 3. Permutációk]
            felszálló és 
            [image: 3. Permutációk]
            leszálló sorozatra. Legyenek, mondjuk 
            [image: 3. Permutációk], azok a számok, melyek felszálló
            sorozatban fordulnak elő. Képezzünk ciklusokat mindazon
            elemekből, melyek felszálló sorozatban vannak ebben a
            partícióban, és másik ciklusokat, azon elemekből,
            melyek leszálló 
            [image: 3. Permutációk]
            sorozatok. Ezt, nyilván, 
            [image: 3. Permutációk]-féleképpen tehetjük meg. Minden
            esetben egy olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációhoz jutunk, melyre teljesül,
            hogy 
            [image: 3. Permutációk].
Most állítsuk az adott partíciónak az 
            [image: 3. Permutációk]
            felszálló sorozatát egy lineáris
            sorrendbe, melyet a 
            [image: 3. Permutációk]
            leszálló sorozat követ. Ezt 
            [image: 3. Permutációk]
            féleképpen tehetjük meg. Ez az 
            [image: 3. Permutációk]-nek egy olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációjához vezet, melyre 
            
[image: 3. Permutációk]


            Könnyű látni, hogy megfordítva, minden egyes
            
            [image: 3. Permutációk]
            permutációt egy (és csak egy!)
            permutációból kapunk meg a felszálló és leszálló
            sorozatokra bontással.
Így az 
            [image: 3. Permutációk]
            minden 
            [image: 3. Permutációk]
            felszálló és 
            [image: 3. Permutációk]
            leszálló sorozatra való partíciója
            megfelel 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]
            darab permutációnak és ugyanennyi 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációnak, és 
            [image: 3. Permutációk]
            minden 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]-ra. Ez az állítást bizonyítja.
Érdemes megjegyezni, hogy ennek az eredménynek
            fontos alkalmazása van az ortogonális sorok
            elméletében. [F. Spitzer, Trans. Amer. Math. Soc.
            82 (1956) 323–339.]
(b) Felhasználva az ötlettárban mondottakat,
            vegyünk 
            [image: 3. Permutációk], és 
            [image: 3. Permutációk]
            értékeket (a)-ban. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            egy permutációja. Ez világos, hogy
            megfelel annak, ahogy a fiúk és lányok „köröket”
            alkotnak a tánchoz. Az a feltétel, hogy a fiúk és
            lányok száma minden körben egyenlő, világos, hogy azzal
            ekvivalens, hogy 
            [image: 3. Permutációk]. Azon 
            [image: 3. Permutációk]-k száma, melyeknek megvan ez a
            tulajdonságuk, (a) szerint, megegyezik az az 
            [image: 3. Permutációk]
            olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációinak a számával melyekre 
            [image: 3. Permutációk]. Minden ilyen permutáció 1-esek és 
            [image: 3. Permutációk]-esek egy olyan sorozatát
            szolgáltatja, hogy az első 
            [image: 3. Permutációk]
            összege ([image: 3. Permutációk]) nem-pozitív. Minden ilyen 
            [image: 3. Permutációk]-sorozat megfelel 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]
            permutációnak, melyre 
            [image: 3. Permutációk]. Az ilyen 
            [image: 3. Permutációk]-sorozatok száma, 1.33b szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így az olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációk száma, melyekre 
            [image: 3. Permutációk]
            teljesül, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ezt osztva az összes permutáció 
            [image: 3. Permutációk]
            számával, kapjuk a kívánt
            valószínűséget.

	23. feladat FÖ
	(a) Az összes 
            [image: 3. Permutációk]-szögek halmazát osztályokra
            bonthatjuk úgy, hogy minden osztály olyan 
            [image: 3. Permutációk]-asokat tartalmaz, amelyek egymásból
            forgatással keletkeznek.
Egy osztályban a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-szögnek 
            [image: 3. Permutációk]
            példánya van. Azonban, ezek nem mind
            különbözőek; ha 
            [image: 3. Permutációk]
            jelenti a 
            [image: 3. Permutációk]-nak önmagára való leképezéseinek a
            számát, akkor az osztály 
            [image: 3. Permutációk]
            elemet tartalmaz. Az összes konvex 
            [image: 3. Permutációk]-szögre kiterjedő 
            
[image: 3. Permutációk]


            összeg a 
            [image: 3. Permutációk]-t tartalmazó osztályt 
            [image: 3. Permutációk]-szer veszi figyelembe. Így mi a
            következő mennyiséget akarjuk meghatározni: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Tekintsük most azt, hogy egy adott forgatást
            hányszor veszünk figyelembe a 
            [image: 3. Permutációk]
            összegben. Ha ez egy 
            [image: 3. Permutációk]-mel való forgatás, akkor minden
            konvex 
            [image: 3. Permutációk]-szöget, mely invariáns ezen forgatás
            alatt, a következőképpen kapjuk: felbontjuk az 
            [image: 3. Permutációk]-szögünket 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ívre és 
            [image: 3. Permutációk]
            pontot kijelölünk ezen ívek
            valamelyikén. A többi ívnek ezen ponthalmaz elforgatott
            példányait kell tartalmaznia, és így egyértelműen
            meghatároztunk egy konvex 
            [image: 3. Permutációk]-szöget. Így a konvex 
            [image: 3. Permutációk]-szögek száma, melyek invariánsak az 
            [image: 3. Permutációk]-mel való forgatásra, a következő: 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így, 
            
[image: 3. Permutációk]


            Legyen most 
            [image: 3. Permutációk], látható, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            és ugyanazzal a 
            [image: 3. Permutációk]-vel pontosan 
            [image: 3. Permutációk]
            tagunk van, és így 
            
[image: 3. Permutációk]

(b) Folytatva ugyanúgy, mint előbb, tekintsük
            azon forgatások 
            [image: 3. Permutációk]
            számát, melyek egy adott 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-színezést invariánsan hagynak. Ekkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            a lényegesen különböző 
            [image: 3. Permutációk]-színezések száma. Ha tekintjük az 
            [image: 3. Permutációk]-mel való forgatást, 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-színezés lesz invariáns erre nézve,
            és így 
            
[image: 3. Permutációk]


	24. feladat FÖ
	Legyenek a 
            [image: 3. Permutációk]
            csoport pályái 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]. Legyen 
            [image: 3. Permutációk], és jelöljük 
            [image: 3. Permutációk]-szel az 
            [image: 3. Permutációk]-et fixen hagyó részcsoportot. Ekkor a
            
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-beli jobb oldali mellékosztályai
            azokból a 
            [image: 3. Permutációk]-beli permutációkból állnak, melyek 
            [image: 3. Permutációk]-et a 
            [image: 3. Permutációk]
            egy adott elemére képezik le. Ebből 
            [image: 3. Permutációk]
            indexe 
            [image: 3. Permutációk], és 
            
[image: 3. Permutációk]


            Most legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutáció fixpontjainak a száma.
            Ekkor a fixpontok számának átlaga 
            
[image: 3. Permutációk]


	25. feladat FÖ
	Tekintsük a 
            
[image: 3. Permutációk]


            egyenlőséget, ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            stabilizátora. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]-et tartalmazó pálya, akkor 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így 
            
[image: 3. Permutációk]


	26. feladat FÖ
	Ha definiáljuk a 
            
[image: 3. Permutációk]


            leképezést 
            [image: 3. Permutációk]-re és 
            [image: 3. Permutációk]-ra, akkor 
            [image: 3. Permutációk]
            tekinthető úgy, mint a 
            [image: 3. Permutációk]-ből 
            [image: 3. Permutációk]-be történő leképezések 
            [image: 3. Permutációk]
            halmazának egy permutációja. A
            Burnside-lemma (3.24) szerint, a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-n lévő pályáinak a száma, azaz a 
            [image: 3. Permutációk]-nek 
            [image: 3. Permutációk]-be történő lényegesen különböző
            leképezéseinek a száma, egyenlő az 
            [image: 3. Permutációk]-n ható 
            [image: 3. Permutációk]
            elemei fixpontjainak az átlagos
            számával.
Legyen 
            [image: 3. Permutációk]. Ekkor 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]-nak fixpontja, ha 
            
[image: 3. Permutációk]


            azaz, ha 
            [image: 3. Permutációk]
            konstans a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-beli pályáin. Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-beli pályáinak a száma, ekkor az
            ilyen 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezések száma nyilvánvalóan 
            [image: 3. Permutációk]
            és ebből 
            [image: 3. Permutációk]-ban a 
            [image: 3. Permutációk]
            elemeinek a fixpontjainak az átlagos
            száma 
            
[image: 3. Permutációk]


	27. feladat FÖ
	Tekintsük az 
            [image: 3. Permutációk]-n ható 
            [image: 3. Permutációk], permutációcsoportot, melyet a
            következőképpen definiálunk: 
            
[image: 3. Permutációk]


            Ekkor meg kell határoznunk 
            [image: 3. Permutációk]
            pályáinak a számát. A 3.24
            Burnside-lemma szerint ez megegyezik az alábbival: 
    
	[image: 3. Permutációk]	(6)





            ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            a fixpontok száma a 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációban, azaz az olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezések száma, melyekre 
    
	[image: 3. Permutációk]	(7)





            teljesül minden 
            [image: 3. Permutációk]-re. Ahhoz, hogy ezt a számot
            meghatározzuk legyen 
            [image: 3. Permutációk], és 
            [image: 3. Permutációk]
            ([image: 3. Permutációk]). Legyenek 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusai, és 
            [image: 3. Permutációk]. Vegyük észre, hogy az 
            [image: 3. Permutációk]
            értékek egyértelműen meghatározzák 
            [image: 3. Permutációk]-et; mert (7) szerint, 
    
	[image: 3. Permutációk]	(8)





            és 
            [image: 3. Permutációk]-nek minden eleme felírható, mint 
            [image: 3. Permutációk]
            valamilyen 
            [image: 3. Permutációk]-vel és 
            [image: 3. Permutációk]-vel. Továbbá, (8)-nak teljesülnie
            kell 
            [image: 3. Permutációk]
            esetén is: 
            
[image: 3. Permutációk]


            ami azt jelenti, hogy 
            [image: 3. Permutációk]
            azon ciklusának hossza, mely 
            [image: 3. Permutációk]-t tartalmazza, osztója kell legyen 
            [image: 3. Permutációk]-nek.
Megfordítva, ha 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            úgy vannak megadva, hogy 
            [image: 3. Permutációk]-nak az 
            [image: 3. Permutációk]-t tartalmazó ciklusának a hossza
            osztója 
            [image: 3. Permutációk]-nek, akkor (8) a 
            [image: 3. Permutációk]-nak egy fixpontját definiálja. Arra,
            hogy egy 
            [image: 3. Permutációk]
            pontnak, melyre 
            [image: 3. Permutációk], egy képét kiválasszuk, 
            
[image: 3. Permutációk]


            lehetőségünk van. Ez egymástól függetlenül
            megtehető, ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így (6) felírható, mint 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            
[image: 3. Permutációk]


            Hogy ezt 
            [image: 3. Permutációk]
            és 
            [image: 3. Permutációk]
            függvényében fejezzük ki, vegyük
            észre, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            és itt 
            
[image: 3. Permutációk]


            Így 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így a lényegesen különböző leképezések
            száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            [N. G. de Bruijn Applied Combinatorial
            Mathematics (E. E. Beckenbach, ed.), Wiley,
            1964.]

	28. feladat FÖ
	A korábban bevezetett jelölést használjuk. A 
            [image: 3. Permutációk]
            csoport invariánsan hagyja a 
            [image: 3. Permutációk]-ből 
            [image: 3. Permutációk]-be történő összes kölcsönösen
            egyértelmű leképezés 
            [image: 3. Permutációk]
            halmazát. Meg akarjuk határozni a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]-beli pályáinak a számát. Mint
            korábban, ez egyenlő az alábbi formulával 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            azon 
            [image: 3. Permutációk]-ből 
            [image: 3. Permutációk]-be való kölcsönösen egyértelmű
            leképezések száma, amelyek fixen maradnak 
            [image: 3. Permutációk]
            által.
Legyenek 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusai. Ekkor, megint csak, elegendő
            meghatározni egy reprezentáló rendszer 
            [image: 3. Permutációk]
            képét, ahol 
            [image: 3. Permutációk]. Továbbá, mivel 
            [image: 3. Permutációk]
            kölcsönösen egyértelmű, ezért 
            [image: 3. Permutációk]-nek a 
            [image: 3. Permutációk]
            egy 
            [image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusához kell tartoznia.
            Legyenek 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk][image: 3. Permutációk]
            hosszúságú ciklusai, ekkor 
            [image: 3. Permutációk]
            féleképp választhatjuk meg 
            [image: 3. Permutációk]
            képét; 
            [image: 3. Permutációk]
            nem képezhető le ugyanarra a ciklusra,
            és így 
            [image: 3. Permutációk]
            választási lehetőségünk van 
            [image: 3. Permutációk]
            képére. Hasonlóan továbbmenve, kapjuk,
            hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            -féle lehetőség van 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezésére. Mivel a 
            [image: 3. Permutációk]
            különböző hosszúságú ciklusainak a
            képe automatikusan diszjunkt lesz, ezért 
            
[image: 3. Permutációk]


            és ebből, a 
            [image: 3. Permutációk]-nek 
            [image: 3. Permutációk]-be való lényegesen különböző
            kölcsönösen egyértelmű leképezéseinek a száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            Most vegyük észre, hogy 
            
[image: 3. Permutációk]


            és így az eredmény 
            
[image: 3. Permutációk]


	29. feladat FÖ
	Az ötlettárbeli elindítást követve, tekintsünk
            egy 
            [image: 3. Permutációk]
            elemet; legyenek 
            [image: 3. Permutációk]
            a ciklusai. Bebizonyítjuk, hogy 
    
	[image: 3. Permutációk]	(9)





            Valóban, az 
            [image: 3. Permutációk]
            együtthatója a jobb oldalon 
            
[image: 3. Permutációk]


            és nyilván ez ugyanaz, mint a ([image: 3. Permutációk])-t kielégítő leképezések száma, mely
            konstansértékű minden 
            [image: 3. Permutációk]
            halmazon.
Most (9) a következőképpen írható át: 
            
[image: 3. Permutációk]


            A 3.24 Burnside-lemma szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            és ebből 
            
[image: 3. Permutációk]


            [G. Pólya, Acta Math. 68 (1937)
            145–254.]

	30. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            forint halmaza és 
            [image: 3. Permutációk], azon 
            [image: 3. Permutációk]
            személy halmaza, akik között
            szétosztjuk a pénzt. A forintok szétosztása a 
            [image: 3. Permutációk]-nek 
            [image: 3. Permutációk]-be való leképezése. Mivel a forintok
            egyformák, két szétosztás 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            lényegében ugyanaz, ha van 
            [image: 3. Permutációk]-nek egy olyan 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációja, melyre 
            
[image: 3. Permutációk]


            teljesül. 3.26 szerint, az ilyen
            szétosztások száma 
            
[image: 3. Permutációk]


            ahol 
            [image: 3. Permutációk]
            az 
            [image: 3. Permutációk]
            ciklusszámlálója. A 3.12 megoldása
            szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


	31. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]. Az 
            [image: 3. Permutációk], 
            [image: 3. Permutációk]
            leképezések akkor és csak akkor
            indukálják a 
            [image: 3. Permutációk]-nek ugyanazt a partícióját, ha 
            
[image: 3. Permutációk]


            teljesül valamely 
            [image: 3. Permutációk]-beli 
            [image: 3. Permutációk]
            permutációra. Így, a 
            [image: 3. Permutációk]
            partícióinak a száma, 3.27 szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]


            azaz 
            [image: 3. Permutációk]
            a 
            [image: 3. Permutációk]
            együtthatója a 
            [image: 3. Permutációk]
            Taylor-sorában, tetszőleges 
            [image: 3. Permutációk]-re. Mivel 3.11 szerint, 
            
[image: 3. Permutációk]

[image: 3. Permutációk]
            kell, hogy legyen a 
            [image: 3. Permutációk]
            együtthatója az 
            [image: 3. Permutációk]
            hatványsorában is; azaz 
            
[image: 3. Permutációk]





34. fejezet - 
        4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	
              [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerinti indukciót végzünk. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben] esetén az állítás triviális. Mivel
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], van olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], amelyik 1-gyel egyenlő. Feltehetjük,
            hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Hagyjuk el 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et. Akármelyik tekintett fában, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            össze van kötve valamelyik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elhagyásával egy olyan fához jutunk a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, melynek fokszámai 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Megfordítva, ha adva van egy fa a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fokokkal, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nel összekötve, egy fát kapunk a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fokokkal. A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fokokkal a fák száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ez akkor is teljesül, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], mivel ekkor ez is 0. Így a fák száma
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], …, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fokokkal 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ami az állítást bizonyítja.

	2. feladat FÖ
	Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton a fák száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	3. feladat FÖ
	
              [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], ahol az összegezés kiterjed az
            összes olyan fára, melynek a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy végpontja (levele). Ha vesszük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fa a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, és megfordítva, tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fából a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            olyan fát kaphatunk, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy végpontja, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et összekötjük az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy pontjával. Ezen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fákra kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az az index, amelyik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            össze van kötve 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nel. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és összegezve az összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fára a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, kapjuk, hogy 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(1)




Innen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(2)




(1) szerint feltehetjük, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ekkor 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és hasonlóan, ha 0-kat helyettesítünk a
            változók egy tetszőleges, nem üres halmazába, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azonossá válik. Ebből, felhasználva
            2.5 jelöléseit, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén. 2.5 szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            foka 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ebből következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
A Cayley-formula most már az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            helyettesítésből következik. [A.
            Rényi, Combinatorial Str. Appl. Gordon and Breach,
            1970, 355–360].

	4. feladat FÖ
	Ha minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t összehúzunk egyetlen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontra ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], …, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]), akkor tetszőleges, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], …, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et tartalmazó fa a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, egy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon értelmezett fára képződik le.
            Számoljuk le, hogy hány különböző 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n értelmezett fa képződik egy
            rögzített, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n értelmezett 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fára. Ha minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élhez választunk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-élt, akkor egy ilyen fát kapunk, és
            tetszőleges fa a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, mely a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re van leképezve, megkapható ilyen
            módon. Az ilyen fák kiválasztásainak a száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és ebből a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et tartalmazó fák száma a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n is 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            lesz, ahol az összegezés kiterjed az összes
            fára a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n. Az előző formula szerint, ez a
            következővel lesz egyenlő: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [J. W. Moon].

	5. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az elhagyott pontok indexei. Nézzük
            meg, hogy hogyan tudjuk meghatározni 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, ha ismerjük a Prüfer-kódot.
            Világos, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            különbözik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-től. Továbbá 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesül 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re; mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t elhagytuk, és így nem lehet, hogy ő
            egy később elhagyott végpont szomszédja lenne.
            Megfordítva, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy végpontja; különben egy
            későbbi lépésben elhagyott pont végpontja lenne. Így, 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(3)





            Így a Prüfer-kód egyértelműen meghatározza a
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számokat. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élei, a Prüfer-kód egyértelműen
            meghatározza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t. (b) Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tetszőleges, egész számokból álló
            sorozat, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Definiáljuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t (3) szerint rekurzívan, és kössük
            össze 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén. Állítjuk, hogy az eredményül
            kapott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf fa, melynek a Prüfer-kódja az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorozat. Mindkét állítás következik,
            ha megmutatjuk, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf egy végpontja, és nincs kisebb
            indexű végpont. Kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesül (3) miatt. Így, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek van egy szomszédja 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem lehet összekötve semelyik másik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli ponttal; mert tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy másik éle, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az egyik végpontja, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            hiszen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és vagy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], de mindegyik ellentmondásban van
            (3)-mal. Így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy végpontja. Ez bizonyítja,
            hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és az összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fa kell, hogy legyen.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek van egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végpontja, melyre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesül. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem jött számításba, amikor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t (3) szerint definiáltuk, ebből
            következik, hogy vagy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Most az első lehetőség nem fordulhat
            elő, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], kapjuk, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. A fenti érvelés szerint, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy végpontja, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a szomszédja. De 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy végpontja, ezért a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek is végpontja kell, hogy legyen.
            Ebből 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], ami lehetetlen, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontja van.
A Cayley-formula ebből már rögtön következik: Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorozatok száma, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], nyilvánvalóan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. [A. Prüfer, Archiv f. Math. u. Phys.
            27 (1918) 142–144].

	6. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fa a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            két diszjunkt fából áll, amelyek
            együtt lefedik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t. Ezen a módon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ilyen párt kapunk. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            két diszjunkt fa, melyek együtt
            lefedik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t; legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-féleképpen köthetjük össze egy él
            hozzáadásával 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, ahhoz, hogy egy fát kapjunk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n. Így a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pár 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fából keletkezhet. Az ilyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            párok száma, nyilvánvalóan 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			és ebből
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(4)





			Mivel
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            következik az eredmény. Vegyük észre, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t helyettesítve, az egyik
            Abel-azonosságot kapjuk.
Most, hogy a Cayley-formulát megkapjuk, vegyük
            észre, hogy az index 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ra való változtatásával, (4)-ből
            kapjuk, 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(5)





            és ebből, (5)-öt (4)-hez adva, 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(6)




[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerinti indukcióval tudjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és így (6) bal oldala 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            lesz, az Abel-azonosság szerint (1.44). Ez
            bizonyítja, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [O. Dziobek, Sitzungsber. Berl. Math. G. 17
            (1917) 64–67].

	7. feladat FÖ
	(a) Az utolsó problémabeli rekurzív reláció a
            következő alakban írható fel: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és így 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(7)





            A jobb oldal az alábbi hatványsorok
            szorzata: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és így (7)-ből kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            vagy, ami ezzel ekvivalens 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t helyettesítve kapjuk, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) A Cauchy-féle integrál-formula szerint 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az origó körüli kis kör. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            leképezés homomorfizmus a 0 egy kis
            környezetében. Ebből következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 0 körüli egyszerű, zárt görbe, és így 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(8)





            Itt 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            nem más, mint az 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            hatványsorban az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatója. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [G. Pólya, Acta Math. 68 (1937)
            145–254].

	8. feladat FÖ
	Először, legyenek a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végpontok kijelölve. Ekkor 4.1
            szerint, az eredmény 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(9)





            lesz, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ebben az esetben. Vegyük észre, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            az a szám, ahányféleképpen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tárgyat 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számozott osztályba oszthatunk szét
            (azaz ki van jelölve egy első, egy második, stb.
            osztály), ahol az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ik osztály 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elemet tartalmaz. Így (9) az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tárgy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számozott, nemüres osztályba való
            partícióit számolja le. Így, (9) egyenlő 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-lel.
Mivel most nem jelöltük meg a végpontokat, ezeket
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            féleképpen választhatjuk ki. Így az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton, pontosan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végpontú fák száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [A. Rényi, Mat. Kut. Int. Közl. 4 (1959)
            73–85].

	9. feladat FÖ
	(a) Az általánosság megszorítása nélkül
            feltehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik sorát elhagytuk. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es almátrixa 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak. Azt állítjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Indukciót végzünk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerint. Tegyük fel először, hogy
            létezik egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pont ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]), mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben elsőfokú. Ekkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik sora pontosan egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et tartalmaz (az összes többi 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli elem ebben a sorban 0). Fejtsük
            ki 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t ezen sor szerint. Az eredményül
            kapott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es determináns, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], megfelel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek, ugyanúgy, mint 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            megfelel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek akkor és csak akkor feszítőfája,
            ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy feszítőfája, és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            állítás következik.
Másodszor, tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek nincs elsőfokú pontja, kivéve
            esetleg 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et. Ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem lehet egy feszítőfa. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], ezért kell, hogy legyen 0-fokú pont 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. Ha ez a pont nem a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek van egy 0 sora, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ha ez a pont a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden sora tartalmaz egy 1-est és egy
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-est, így a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorainak összege 0, ebből pedig
            következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
Használjuk most a Binet–Cauchy formulát: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végigfut az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            almátrixán. Így a fentiek szerint 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            az állítás következik.
(b) Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik eleme ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]) az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik sorának a belső szorzata. Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tetszőleges oszlopában, de legfeljebb
            egyben, az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik elem egyike 0. Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élnek megfelelő oszlopban van egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik eleme 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik eleme, nyilvánvalóan, az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nemnulla elemeinek a száma az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik sorában, azaz a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            foka. Így az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik elem 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(c) A fák száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton ugyanaz, mint a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            feszítőfáinak a száma, azaz 
			
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			(az első sort hozzáadva az elsőhöz)
			
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			(az első sort hozzáadva az összes többihez)
			
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	10. feladat FÖ
	Adjunk irányítást 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek tetszőlegesen, kapjuk az
            irányított 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfot. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			Ekkor könnyű ellenőrizni, hogy
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es almátrixa. Azt állítjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ez 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerinti indukcióval következik,
            hasonlóan, mint 4.9 megoldásában.
A Binet–Cauchy formula szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végigfut a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            feszítőfáin. Ez bizonyítja a
            formulát.

	11. feladat FÖ
	Meg kell határoznunk a teljes, páros 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf feszítő fáinak a számát.
            Következik 4.9-ből (vagy 4.10-ből az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            helyettesítéssel), hogy

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


        	adjuk hozzá az összes sort az elsőhöz, azután az első
			sort az utolsó 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorhoz, és akkor azt kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	12. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon fák halmazát a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, melyek tartalmazzák 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t; jelöljük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-sel a fák halmazát a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n. Ekkor a szitaformula szerint 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(10)





            ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Határozzuk meg 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t. Legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és legyenek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponenseinek a csúcshalmazai. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem erdő, akkor nyilvánvalóan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdő. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az összes, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t tartalmazó, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n értelmezett fából áll. 4.4 szerint
            az ilyen fák száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Itt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és ebből (10) azt adja, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Egy rögzített 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            partícióra az olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tagok száma, melyekre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesül, nyilvánvalóan 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            így, ha a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            partíciójára összegezünk, kapjuk, hogy
            
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mint állítottuk
            [H. N. V. Temperley].
(b) Első megoldás.4.9 szerint,

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            
Adjuk hozzá az összes sort az első sorhoz. Azt
            kapjuk, hogy

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            
Adjuk hozzá az első oszlophoz az összes oszlop 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-szeresét. Azt kapjuk, hogy

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            

              Második megoldás.
              4.12 formulájában, elég azokat az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            partíciókat tekinteni, melyekben
            minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy egy elemű, vagy két pontból áll,
            melyek össze vannak kötve 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            féleképpen választhatunk ki 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ilyen osztályt, így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(c) Csak az (a)-n alapuló megoldást részletezzük.
            Elegendő olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            partíciókat tekinteni, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tartalmazza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            további pontot, melyek össze vannak
            kötve 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, és az összes többi 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egyelemű. Az ilyen partíciók száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	13. feladat FÖ
	(a) Rajzoljuk meg a fát úgy, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            legyen a legfelső pontja és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t elhagyva lefelé megyünk, míg a
            többi végpont az „alapon” van. Világos, hogy minden
            bináris síkfa lényegében egyértelműen rajzolható meg
            ilyen módon. Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-tól különböző végpontoknak van egy
            természetes rendezésük, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]; végigmenve az „alapvonalon” ebben az
            irányban, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a bal oldalunkon van. Vegyük észre,
            hogy az 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            egyenlőségből azt kapjuk, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
A fa tekinthető úgy, mint az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szorzat kiszámítását meghatározó
            diagramm. A változókat az alapon lévő végpontokhoz
            rendeljük hozzá, és minden belső pont a közvetlenül
            alatta levő két pontnak megfelelő tényezők
            összeszorzását reprezentálja. Így a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontú bináris síkfák száma ugyanaz,
            mint az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tényezős szorzat zárójelezéseinek a
            száma, mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], az 1.38 feladat szerint.
(b) Tekintsük a gyökeres fákhoz rendelt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-sorozatokat, ahogyan az ötlettárban
            definiáltuk. Indukcióval azonnal következik, hogy az
            első 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elem összege egyenlő a gyökértől vett
            távolságunkkal, miután 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élen végighaladtunk. Ezért ez az
            összeg pozitív, kivéve 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén, amikor 0. Megfordítva, ha adva
            van egy sorozat, mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-esből és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-esből áll, és a részletösszegek
            pozitívak, akkor ehhez létezik egyetlen, gyökeres
            síkfa, melynek ez a kódja. Valóban, felépíthetjük a
            falakat, és a sétát körülöttük lépesről lépésre, ahogy
            következik; a gyökértől indulunk. Tegyük fel, hogy az
            első 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elemnek megfelelő falak már
            megépültek, és ott vagyunk, ahol lennünk kell 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lépés után a sétában. Ha a következő
            elem 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor hozzáillesztünk egy új falat,
            és építjük egy darabig, úgy, hogy mindig a bal
            oldalunkon van. Ha a következő lépés 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor nem építünk, hanem csak tovább
            sétálunk a gyökér felé (a bal oldalunkon tartva).
            Könnyű ellenőrizni, hogy ez egy jó „dekódolás”. Így a
            gyökeres síkfák száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton megegyezik az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-esből és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-esből álló olyan sorozatok számával,
            melyekben minden részletösszeg pozitív. Ez a szám 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

1.33b szerint. [G. Pólya, Acta Math. 68
            (1937) 145–254. Vegyük észre a hasonlóságot az (a) és
            (b) részek eredményei között; vö D. A. Klarner, J.
            Comb. Theory 9 (1970) 401–411.]

	14. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Rajzoljunk egy tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fát, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokkal. Tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdő, amelyben a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontok különböző komponensekben
            vannak, és amelynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponense van, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel együtt egy olyan fát ad, mely
            tartalmazza a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t; és ez megfordítva is igaz. Így az
            eredmény ugyanaz, mint azon fák száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton, melyek egy adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-pontú részfát tartalmaznak, és ez a
            szám 4.4 szerint, 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(11)





              Második megoldás. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            valamelyik erdő a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponense van úgy, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a különböző 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponensekben van. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és hagyjunk el egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ból induló élt, mely a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-úton van. Ekkor egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdőt kapunk, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponense van és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            különböző komponensekben van.
Nézzük meg, hogy egy adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdő hányszor fordul elő. Legyenek az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponensei a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fák, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ekkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t össze kell kötnünk a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy pontjával, amire 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lehetőségünk van.
Sajnos, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            függ az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            speciális választásától. De ezt
            összegezhetjük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden permutációjára. Ekkor egy adott
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            -szer fogunk beszámítani; másrészt, minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdőből, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            komponense van ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            különböző komponensekben) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            darab 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            erdőt kapunk. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            vagy, ami ezzel ekvivalens 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(12)





            Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            definíció szerint, ez azt adja, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Mivel 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ezzel a Cayley-formula egy új bizonyítását
            is kaptuk. [A. Cayley].

	15. feladat FÖ
	Válasszunk ki minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponthoz a pontba bemenő élet. Ekkor
            egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyőt kapunk, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a gyökere; mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt kapunk ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]), és minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-hez találhatunk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt, majd egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt, stb. Ugyanaz a pont nem fordulhat
            elő kétszer az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorozatban, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            aciklikus. Ezért létezik egyetlen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-út 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re, és következőleg 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fenyő, melynek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a gyökere.
Megfordítva, minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gyökerű fenyő így megkapható. Ezért az
            ilyen fenyők száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            befoka.

	16. feladat FÖ
	(a) Indukciót végzünk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szerint. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tartalmaz egy oszlopot, mely azonosan
            0. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Azt is feltehetjük, hogy nincs 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be bemenő él, mert egy ilyen él nem
            játszik szerepet.
Tegyük fel először, hogy van egy olyan pont,
            mondjuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], amely legalább két él végpontja.
            Osszuk szét a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be bemenő éleket két nemüres 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            osztályra. Mivel minden fenyő pontosan
            egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be menő élt tartalmaz, ezért a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összes (feszítő) fenyőinek a száma
            megegyezik a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyőinek a számának az összegével.
            Másrészt, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden sora, egyet kivéve, ugyanaz,
            mint a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorai; a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            első sorának az összege adja ki a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            első sorát. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Így az indukciós feltevés szerint, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-beli, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gyökerű feszítő fenyők száma.
A maradék esetben, pontosan egy él lép be minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontba, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyő, akkor meg kell mutatnunk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ahhoz, hogy ezt megmutassuk, átszámozhatjuk
            a pontokat úgy, hogy ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            össze van kötve 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ekkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            mátrixban 0-k vannak a diagonális
            felett, és 1-esek az átlóban, ebből 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            következik.
Másrészt, tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem fenyő. Mivel minden pont  
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            befoka 1 és így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem lehet összefüggő; legyen, mondjuk,
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy olyan komponense 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek, mely nem tartalmazza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et. Ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            első 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sora 0, így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ezzel a bizonyítást
            befejeztük.
(b) Helyettesítsük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élét 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            párhuzamos éllel. Ekkor az eredményül
            kapott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfban a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gyökerű fenyők száma 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol az összegezés kiterjed az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élek összes olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-esére, melyek egy feszítő fenyőt
            alkotnak. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Akkor 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            másrészt ez egyenlő a következő
            determinánssal 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Mivel az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-k tetszőleges választása esetén
            teljesül ez az egyenlőség, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egész, ezért azonosan egyenlőség
            teljesül.

	17. feladat FÖ
	I. Könnyű bebizonyítani, hogy ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek nincs fixpontja, akkor nincs
            olyan fa, amelyik invariáns maradna a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t alkalmazva rá. Itt a centrum
            fogalmát fogjuk használni (lásd 6.21), de az olvasó
            nyugodtan használhat más meggondolásokat, ha el akarja
            kerülni a későbbi fejezetekre való hivatkozást. Ha a
            fánknak van egy centruma, akkor ez fixpontja kell, hogy
            legyen a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek. Ha a centrum két pontból áll,
            akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek ezt a két pontot fel kell
            cserélnie. De ekkor fel kell cserélnie a fának azt a
            két ágát is, melyet a centrumbeli két pontot összekötő
            él választ el egymástól, ami persze csak akkor
            lehetséges, ha a fának páros sok pontja van.
II. Most tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fixpontja a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fenyő, amely úgy keletkezik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t úgy irányítjuk, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            legyen a gyökér. Szükségünk van a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ről további információkra is.
Legyenek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ciklusaiban szereplő elemek halmazai,
            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
(i) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nyilvánvalóan automorfizmusa 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek.
(ii) Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Valóban, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem osztója 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek, akkor létezik az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak egy olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            képe, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], de 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ez azt jelenti, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak két éle megy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ba, ami lehetetlen, hiszen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy fenyő.
(iii) Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Mert létezik egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            él, melyre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]; egy alkalmas 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            képre teljesül, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]; így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
(iv) Ha minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t összehúzunk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontra, és elhagyjuk az így keletkező
            élmultiplicitásokat 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ban, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy bizonyos 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re képződik le a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontokon. Valóban, ugyanaz az érvelés,
            mint (i)-ben vagy (ii)-ben, mutatja, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be menő éle, ugyanabból a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ből kell, hogy jöjjön. Így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek pontosan egy éle megy minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Mivel nyilvánvalóan minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elérhető 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ből egy úton a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben, következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyő, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a gyökere.
(v) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az irányított 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfnak egy részgráfja melyben 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]; (i) szerint.
Határozzuk meg, hogy hány 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fa vezet egy adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyőhöz. Minden ilyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            úgy keletkezik, hogy veszünk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-élt, és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            által keletkező képeit, minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re; megfordítva, ha kiválasztunk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-élt és a képeit minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re, egy olyan fát kapunk, mely
            invariáns a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re. Az összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-élek halmaza a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pályákból áll (ne felejtsük el, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]). Így azon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fák száma, melyek egy adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fenyőhöz tartoznak, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és így, azon fák száma a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n, melyek invariánsak a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az előző probléma szerint, ez az alábbi
            determinánssal egyenlő: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ez a determináns a következőképpen
            számítható ki. Blokkosított formája: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ebből következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egyenlő a vonalkázott aldeterminánsok
            szorzatával. Tekintsük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-hez tartozó blokkot. Ebben 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			az átlóban, így az értéke
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


              [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


           (ellenőriznünk kell, hogy ezek a formulák 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et adnak, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]) és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]). Mivel 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            az állítást bebizonyítottuk.

	18. feladat FÖ
	Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            számozott ponton a gyökeres fák száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a Cayley-formula szerint, és
            legfeljebb 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            izomorf ezek között, kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Minden gyökeres fa lerajzolható a síkba.
            Kössük össze a gyökerét egy elsőfokú ponttal, hogy egy
            gyökeres fát kapjunk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ponton úgy, hogy a gyökér egy végpont
            legyen. Ez a megfeleltetés mutatja, hogy a nemizomorf
            gyökeres fák száma nem nagyobb, mint a lényegesen
            különböző olyan gyökeres síkfák száma, ahol a gyökér
            végpont, ami 4.13b szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	19. feladat FÖ
	(a) Az ötlettárbeli elindulást követve, a jobb
            oldalt az alábbi formában írjuk fel: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az összes gyökeres fákon fut végig. Az
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatója ebben a szorzatban az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szám reprezentációinak a száma az
            alábbi formában 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(13)





            Ha adva van egy ilyen reprezentáció, akkor
            minden gyökeres 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fához vegyük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            példányban, és kössük össze a
            gyökerüket egy új gyökérrel. Ily módon egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontú gyökeres fához jutunk, és
            megfordítva, minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontú gyökeres fa (13) egy
            megoldásához vezet. Így az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatója a szorzatban 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], mely az azonosságot bizonyítja. (A
            konvergenciára vonatkozó kérdések könnyen elintézhetők
            4.18 alapján, és itt eltekintünk ezektől.)
(b) 3.7 szerint a két azonosság ekvivalens. ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén a jobb oldali sorozatok
            konvergensek, mert ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]). Az első könnyen következik (a)-ból:
            
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ami az azonosságot bizonyítja.
Ahhoz, hogy a második azonosságot közvetlenül a
            Pólya–Redfield módszerből kapjuk meg, legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
             a gyökeres fák izomorfizmus
            típusai  
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re, és legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a szimmetrikus csoport 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n. Egy gyökeres 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-pontú fa az „ágak” egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ese, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a gyökér foka. Az ágak maguk is
            gyökeres fák, melyeknek az összsúlya 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontú gyökeres fák 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            száma, ahol a gyökér foka 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], egyenlő az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összsúlyú, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be való lényegesen különböző
            leképezéseinek a számával. Ez pedig 3.29 szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re összegezve kapjuk az azonosságot
            [A. Cayley].

	20. feladat FÖ
	(a) Az a tény, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            konvergenciasugara kielégíti a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egyenlőtlenséget, triviális 4.18
            szerint. Következik, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            analitikus a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sugarú körben. Írjuk fel 4.19a első
            azonosságát a következő alakban 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(14)




4.7 szerint ez átalakítható 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(15)





            alakra. Tekintsük először a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            értékeket. Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatói pozitívak, ezért (14)-ből
            következik, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Újból (14) szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatóinak pozitivitása miatt
            kell, hogy teljesüljön, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kivéve, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Továbbá 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kell, hogy teljesüljön, különben (15)
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t egy nagyobb körben definiálná
            analitikusan. Így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            folytonos 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nál és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Továbbá, (15) analitikusan
            definiálja 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t a határon, kivéve a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            értéket.

              [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            környezetében vizsgálva a függvény
            viselkedését 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén, legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ekkor (14)-et az alábbi alakban
            írhatjuk fel 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ebből 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(16)





            (a négyzetgyököket pozitívnak vesszük, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kis pozitív számok). A bal oldal
            analitikus ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            megfelelően kicsi, és a deriváltja
            nullától különbözik 0-ban, ezért 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kifejezhető, mint a jobb oldal egy
            analitikus függvénye, a 0 egy elegendően kis
            környezetében. Következésképpen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy analitikus függvénye a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            elegendően kicsi. Így 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(17)





            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és (16) szerint, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
(b) Az előbbi (17) szerint, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esetén kapjuk, hogy 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(18)





            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy környezetében a következőképpen
            fejthető ki; 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(19)




(18)-ból következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            analitikus a nyílt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körön, továbbá a határ minden pontján,
            kivéve a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            értéket. (19)-ből következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            még itt is folytonos. Ezért, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t kifejtjük a 0 körül, kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Így (18) szerint, az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            együtthatója 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Itt is a második tag 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], míg az első tag aszimptotikus értéke
            
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ezt a Stirling formulából elemi átalakítások
            útján kapjuk. Ez a probléma állítását
            bizonyítja.

	21. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy kifejtési tagja. Vegyük észre,
            hogy azon 1-faktorok száma, melyek egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élből, egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élből, …, egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élből állnak, pontosan 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mert választhatunk egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt, egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt, stb. egymástól függetlenül. Ezt
            az összes 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            permutációra kell összegezni, azaz
            mindegyik kifejtési tagra. Ez az állítást
            bizonyítja.

	22. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a keresett számot. Tudjuk, hogy 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(20)





            Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-lépcsős létra akármelyik 1-faktora.
            Két lehetőségünk van. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a bal végen egy függőleges éllel
            indul, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-féleképpen folytatható. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy vízszintes éllel indul, akkor
            egyike 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktornak. Ebből 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(21)




(20) és (21) mutatja, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik Fibonacci szám (vö.
            1.27).

	23. feladat FÖ
	Az 1-faktorok száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben nyilvánvalóan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt elhagytunk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ből, akkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon 1-faktorait nem akarjuk
            beszámítani, amelyek tartalmaznak elhagyott élt. Azon
            1-faktorok száma, melyek adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt tartalmaznak, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így a szitaformulát használva, a
            tekintett szám 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az itt szereplő összeg az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            részletösszege, és a maradék kisebb,
            mint 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Így, a számunk az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-hez legközelebbi egész.

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], akkor 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(22)





            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            végigfut 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összes permutációján és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            előjele. Tegyük fel, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ciklikus felbontása tartalmaz egy
            páratlan ciklust, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az a permutáció, melyet úgy kapunk,
            hogy az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ciklust kicseréljük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ciklusra. Ekkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek megfelelő kifejtési tagok egymást
            kiejtik, mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            antiszimmetrikus. Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek van egy fix eleme, akkor a
            megfelelő kifejtési tag 0, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            átlójában 0-k vannak. Így elegendő
            csak azokat a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            permutációkat tekinteni (22)-ben,
            amelyek csupa páros hosszúságú ciklusra bomlanak fel
            (és ezek a ciklusok particionálják az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazt). Ez bizonyítja az állítást,
            ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            páratlan, hiszen ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
Nevezzünk két permutációt ekvivalensnek, ha a
            ciklusfelbontásuk csak a ciklusok irányításában
            különbözik. Ekkor az ekvivalens permutációknak
            megfelelő kifejtési tagok egyenlőek. Valóban, egy páros
            ciklusokból álló 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            permutációhoz, mely az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et particionálja, legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a ciklusok száma, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 2-ciklusok száma. Ekkor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel ekvivalens tagok összege 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            most az ekvivalenciaosztályok egy
            reprezentánsrendszerén fut végig.
Tekintsük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et. Ha ezt kifejtjük, minden tag a
            következő alakú lesz: 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(23)





            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            partíciók, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a megfelelő előjelek.
Tekintsük azt a gráfot az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-en, melynek élei 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]). Ez a gráf azon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élekből áll, melyek mindkét alakban
            előfordulnak, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körből, melyeknek élei alternálva az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élek. Feltehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy azonos, vagy egymást követő élek
            ezeken a körökön. Ekkor legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            által ekvivalencia erejéig van
            meghatározva. Továbbá, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            előjele 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ebből (23) egyenlő a következővel: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Továbbá, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tagot kapunk az ekvivalens
            permutációkból. Így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	25. feladat FÖ
	(a) Feltehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            páros, mert különben az állítás
            triviális. Vegyük észre, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-van minden nemnulla tag megfelel egy
            1-faktornak a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben és megfordítva. Továbbá, minden
            ilyen tag abszolút értéke 1. Így az 1-faktorok száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
(b) Egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben minden nemnulla tagnak ugyanaz az
            előjele. Hogy ezt kifejezzük a körök irányításának
            függvényében, legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben két nemnulla tag. Kell, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesüljön. Legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            két 1-faktora, mely a fenti kifejtési
            tagoknak felel meg. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            felbomlik az alternáló 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körökre és néhány élre, melyek
            mindkettőhöz hozzátartoznak. Irányítsuk tetszőlegesen
            mindegyik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t és jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azt a permutációt, mely megfelel az
            eredményül kapott köröknek. Mivel szabadon
            választhatjuk meg az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            párok rendezését, és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], párokon belül is a rendezést, és
            feltehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy azonosak, vagy egymást követik
            ugyanazon az irányított 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            cikluson.
Most a két kifejtési tag hányadosa (vagy
            szorzata) a pfaffiánban 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(24)





            Itt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            permutáció előjele, azaz 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Másrészt, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            szorzat tartalmaz egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-est az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden élére, melynek az irányítása 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben ellenkezik azon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ével, mely őt tartalmazza (mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élei, melyek két 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tényezőnek felelnek meg, kiejtik
            egymást). Jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-k számát, melyekben az adott
            irányítással megegyező élek száma páros, akkor (24)
            egyenlő lesz az alábbival 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Ezek után könnyű belátni a három feltétel
            ekvivalenciáját.
(i) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            (ii): Tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egyenlő az 1-faktorok számával. Legyen
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy olyan kör, mely alternáló egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktorra, és legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek megfelelő tagoknak ugyanaz kell,
            hogy legyen az előjele, így a fenti észrevételek azt
            mutatják, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek páratlan sok éle mutat mindegyik
            irányba.
(ii) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            (iii): Triviális.
(iii) 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            (i): Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körének, mely alternál egy adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktorra vonatkozólag, páratlan sok
            éle mutat mindegyik irányba, akkor a fenti
            eszmefuttatásból következik, hogy tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktorra, az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek megfelelő tagnak ugyanaz az
            előjele, mint az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak megfelelő tagé, és így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egyenlő az 1-faktorok számával 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben.
            [P. W. Kasteleyn]

	26. feladat FÖ
	A várható érték linearitása miatt 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Itt a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-k véletlen változók, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ha egy kifejtési tag tartalmaz egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem él, akkor ez a tag 0 lesz. Ha
            tartalmazza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, de 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t nem valamely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élre, akkor ez a tényező független a
            többi tényezőtől a kifejtési tagban, és így a kifejtési
            tag várható értéke 0. Végül, ha egy kifejtési tag
            mindig tartalmazza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, valahányszor tartalmazza 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t (és ez megfelel egy 1-faktornak),
            akkor az értéke mindig 1, és így 1-et ad 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-hez. [C. D. Godsil és
            I. Gutman]

	27. feladat FÖ
	Először az ötlettárbeli állítást bizonyítjuk
            indukcióval. Ha a gráf fa, akkor nincs korlátos lap, és
            az állítás triviális.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem egy fa. Hagyjuk el 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy élét, mely a végtelen lap határán
            van, és hozzátartozik egy körhöz is, és irányítsuk a
            maradékot úgy, ahogy szükséges. Tegyük ezt az élt
            vissza, akkor minden korlátos lap, kivéve az, amelyik
            ezt az élt tartalmazza, rendelkezik azzal a
            tulajdonsággal, hogy pozitív irányban végighaladva a
            határán, páratlan sok élt kapunk amely a sétánkkal
            megegyező irányba mutat. Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            él egy alkalmas irányítása garantálja
            ezt a hozzávett korlátos lapra is.
Belátjuk, hogy tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kör, mely alternáló az adott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktorra vonatkozólag, páratlan sok
            egyik (vagy másik) irányba mutató élt tartalmaz a kör
            mentén. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek páros sok, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], pontja van a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            körön belül, mert 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egymással párosítja ezeket a pontokat.
            Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és jelöljük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-fel a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            belsejében lévő lapokat; legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon élek száma, melyek a haladási
            iránnyal megegyező irányúak, amikor körüljárjuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t a pozitív irányban.
Tekintsük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            összeget. Vegyük észre, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            belsejében levő éleket pontosan
            egyszer számoltuk; a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n kívüli éleket akkor és csak akkor
            számítjuk be, ha ugyanolyanok, mint a pozitív
            irányítású 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Így bennünket a következő szám
            érdekel; 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n belüli élek száma.
Most tekintsük azt a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfot, melyet a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon élei és pontjai alkotnak, melyek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n belül vannak. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lapja van, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            éle és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontja. Az Euler-féle poliédertétel
            szerint (vö. 5.24), 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mint állítottuk [P. W. Kasteleyn].

	28. feladat FÖ
	Ha tekintjük a létrának egy irányítását, ahogy a
            13. ábrán látható, azt látjuk, hogy bármelyik korlátos
            lap határa páratlan sok (itt 3) élt tartalmaz a pozitív
            irányban. Így, az előző megoldás szerint, minden kör,
            mely alternáló egy 1-faktorra vonatkozólag, páratlan
            sok adott irányú élt tartalmaz.
A megfelelő 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            mátrix alakja, ahogy 4.24-ben
            definiáltuk, a következő: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]



			ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az 1-faktorok száma a létrában 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            mert 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Indukcióval könnyű igazolni, hogy ez az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik Fibonacci-szám.

	29. feladat FÖ
	(a) Amit le kell számolnunk, az az 1-faktorok
            száma a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es „rácsban”, vagyis a 26. ábra
            gráfjában. Ha tekintjük az ott adott irányítást, az
            kielégíti azt a feltételt, hogy minden korlátos lap
            határa egy élt tartalmaz, mely az egyik irányba megy és
            hármat a másik irányba. Így a 4.27 megoldása szerint,
            minden körnek, mely egy adott 1-faktorra nézve
            alternáló, páratlan sok adott irányú élttartalmaz. Így,
            ha felírjuk a megfelelő 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            mátrixot, mint 4.24-ben, az 1-faktorok
            száma 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel lesz egyenlő.
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                    26. ábra.
				



Most 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a következő alakban írható fel 
    
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(25)





		    ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Ha megszorozzuk a blokkosított (25) mátrixban az
            első oszlopot, aztán a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-adik, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik sort, akkor a 4-edik és ötödik
            oszlopot, aztán a hetedik és nyolcadik sort, stb, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-gyel, akkor azt kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			Legyen
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			ekkor
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

1.29 szerint, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sajátértékei 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Ebből 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ekkor 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sajátértékeit hasonlóképpen
            határozhatjuk meg, mint 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ét, és ezekre a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            értékeket kapjuk. Így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ebből, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

(b) Az a polinom, melynek gyökei 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], a következő 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            rezultánsa. A rezultáns Sylvester-féle
            alakja,

              
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            
Adjuk hozzá az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-adik sort a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-adikhoz ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]), aztán osszuk el az első 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sort 2-vel, és vonjuk le a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-adik sort az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-adikból. Az eredményül kapott
            determináns: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Tegyük fel, hogy például 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            páros. Akkor az utolsó oszlop így néz ki: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Így az első, majd az utolsó oszlop szerint
            kifejtve, kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Most ez a determináns a direktszorzata lesz
            két alábbi alakú determinánsnak: 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ez az állítást bizonyítja. A páratlan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            esete hasonlóan következik.
(c) Tudjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            A jobb oldal határértéke 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(26)





            Így, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [P. W. Kasteleyn, és E. W. Montroll: Applied
            Combinatorial Mathematics, (E. E. Beckenbach, ed.)
            Wiley, 1964; a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            sorfejtésére lásd az utolsó
            referenciát]

	30. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            négyzetrácsot; pontjai az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pontok ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]). Legyen egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pont fekete, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            mindkettő páros; zöld, ha egyikük
            páratlan; piros, ha mindkettő páratlan. A fekete pontok
            egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-es rácsot alkotnak, legyen ez a gráf 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy tetszőleges feszítőfája. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], egy fekete pont. Ekkor van egy jól
            meghatározott első él 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben azon az úton, mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-val összeköti és ez tartalmaz egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            zöld pontot.
Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy piros pont. A piros pontok
            rácsában létezik egy egyértelmű út, mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t nem keresztezi, mely összeköti 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            rács külső határával és ezen, létezik
            egy első él, mely tartalmaz egy zöld pontot. Legyen ez
            a zöld pont 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben].
Az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            alakú párok, mint könnyen belátható, a
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy 1-faktorát alkotják (27. ábra).
Megfordítva, legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy 1-faktora. Tekintsük a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon éleinek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazát, melyek tartalmazzák 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek egy élét. Ezek egy feszítőfát
            alkotnak. Valóban, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon éleinek a száma, melyek össze
            vannak kötve fekete pontokkal 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            éle van; elegendő belátni, hogy
            ezekben nincs kör. Tegyük fel indirekt módon, hogy van
            köztük egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            kör. 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-n belül lévő pontjainak a száma
            páratlan (ez könnyen következik például 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            hossza szerinti indukcióval) és így, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem párosíthatja őket, ami
            ellentmondás.
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                    27. ábra.
				



Így egy kölcsönösen egyértelmű leképezést
            létesítettünk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            feszítőfái és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktorai között.
(b) Tekintsük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t beágyazva a síkba, és legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a duálisa. Ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            úgy tekinthető, mint egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            csúcsponton és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élen. Rögzítsük az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            csúcspontokat, és tekintsük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy tetszőleges 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            feszítőfáját. Ez megfelel egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fának 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. Továbbá, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon élei, melyek nem keresztezik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy feszítőfáját alkotják, és ez 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ban megfelel egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fának. Világos, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            pont-diszjunktak, és együtt lefedik a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            csúcspontjait.
Vegyük észre, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden olyan pontja másodfokú, mely az
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-tól páros távolságra van; így 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nak van egy egyértelmű 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktora. Hasonlóan, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek van egy egyértelmű 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-faktora, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy 1-factor a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben. Könnyű látni (hasonlóan, mint az
            (a) részben), hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden 1-faktora a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy feszítőfájából származik ezzel a
            konstrukcióval. [H. N. V. Temperley: Combinatorics,
            London Math. Soc. Lecture Notes Series 13 (1974)
            202–204].

	31. feladat FÖ
	Irányítsuk az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            élt 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ból 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-be, és aztán azonosítsuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t ([image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]): gráfunk ezáltal leképződik a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            tranzitív tournamentre.
Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű párosítás 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            éleinek egy olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazára képződik le, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nek legfeljebb egy éle kezdődik és
            végződik minden adott pontban. Ebből következik, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            diszjunkt utakból áll; 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon pontjait, melyeket 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            nem érint, úgy tekintjük, mint
            egyelemű utakat. Észrevehetjük, hogy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            megfelel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            diszjunkt irányított út egy olyan
            rendszerének, mely lefedi 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden pontját. Megfordítva, minden
            olyan 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            diszjunkt irányított útból álló
            rendszer, mely lefedi 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t, megfelel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ben egy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű párosításnak.
Legyenek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            olyan diszjunkt utak, melyek lefedik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et. Ekkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy partíciója. A 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            minden partíciója, mely 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            osztályból áll, egyértelműen
            keletkezik ezen a módon; ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy partíciója, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            által indukált tranzitív tournament
            egyetlen Hamilton-útja, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            diszjunkt irányított utak, melyek
            lefedik 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t.
Ebből kapjuk, hogy a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű párosításai és a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            (nemüres) osztályú partíciói között
            van egy kölcsönösen egyértelmű leképezés. Így a
            kérdéses szám 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-val egyenlő.

	32. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az ilyen permutációk számát. A
            feltétel szerint 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            vagy 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. A kívánt tulajdonságú 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            permutációk száma, melyekre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            fixen marad, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lesz. Azoknak a száma, melyekre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben][image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], mert ekkor szükségképpen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            felcseréli 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et (hiszen semmi más nem képezhető 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re). Így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Mivel 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik Fibonacci-szám.
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                    28. ábra.
				



A következőképpen is megfogalmazhatjuk a
            problémát. Legyen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            két diszjunkt ponthalmaz. Összekötjük 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-vel, ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            teljesül (28. ábra). Ha 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            egy tetszőleges, megengedett
            permutáció, akkor az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            párok egy 1-faktort alkotnak az
            eredményül kapott 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráfban, és megfordítva. Így
            tulajdonképpen a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf 1-faktorainak a számát akarjuk
            megkapni. Mivel a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            gráf izomorf az 1. ábra gráfjával
            (4.22), következik, hogy ez a szám az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-edik Fibonacci-szám.

	33. feladat FÖ
	Könnyű látni, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Ezt az első sor szerint kifejtve, kapjuk, hogy 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(27)





			ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

  

            Hogy egy teljes rekurzív relációt kapjunk, kifejtünk a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            első oszlopa szerint is: 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(28)





			de [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-nél kapunk egy új permanenset is: 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(29)





			ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

  


            Fejtsük ki 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-et is: 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(30)





            ahol 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Triviális, hogy 
    
	[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]	(31)




(27)–(31) az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            közti rekurzív relációhoz vezet, és a
            kezdőértékek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-re: 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Legyen 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			akkor
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			ahol
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			konvenció szerint. Ebből,
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

Bennünket az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            első eleme érdekel, azaz az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            bal felső eleme. A Cramer-szabály
            szerint ez 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            [D. H. Lehmer, in: Comb. Theory Appl. Coll.
            Math. Soc. J. Bolyai 4, Bolyai–North-Holland (1970)
            755–770].

	34. feladat FÖ
	A permanenst az első sora szerint kifejtve
            kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


			Ebből
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	35. feladat FÖ
	Meg akarjuk határozni a következő
            permanenst:

              
	
                          [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
                        	(32)





            
ami nem más, mint azon kifejtési tagok száma a 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            permanensben, melyek nem tartalmaznak
            egyetlen elemet sem a két háromszögből, melyek (32)-ben
            0-kat tartalmaznak. A szitaformula szerint, 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ahol 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a bal alsó sarokbeli háromszögből vett
            elemek egy részhalmaza, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            a jobb felső sarokbeli háromszögbeli
            elemek egy halmaza, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            azon kifejtési tagok száma, melyek
            tartalmazzák 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-t. Nyilvánvaló, hogy elegendő azon 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazokat tekinteni, melyekben nincs
            két elem egy sorban vagy oszlopban. Innen kapjuk, hogy 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            Így a keresett számunk 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]

4.31 szerint, a tekintett 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazok száma, melyekre 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            éppen 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben], és, teljesen hasonlóan, 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lesz a 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            halmazok száma. Így az eredmény 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            és így 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


	36. feladat FÖ
	Ha a permanens egy kifejtési tagja 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est tartalmaz a bal felső blokkból, akkor 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est tartalmaz a jobb felső blokkból,
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est a bal alsó blokkból és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est a jobb alsó blokkból. Ha
            kiválasztjuk az 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est a jobb felső blokkból, és 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            1-est a bal alsó blokkból, akkor a
            maradék kiválasztására 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            lehetőségünk marad.
Vegyük észre, hogy az 1-esek 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-asai, ahol nincs kettő közülük egy
            sorban, vagy oszlopban, melyeket a felső jobb 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]
            blokkból választunk ki, megfelelnek az
            
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-elemű párosításoknak a 4.31-ben
            definiált gráfban; ezért a számuk 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]. Hasonlóan a bal alsó sarokra is ez
            igaz. Így a kiválasztások száma egy rögzített 
            [image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]-ra 
            
[image: 4. Két klasszikus leszámolási probléma a gráfelméletben]


            ami az állítást bizonyítja. [K.
            Vesztergombi, Studia Sci. Math. Hung. 9 (1974)
            181–185].




35. fejezet - 
        5. Paritás és dualitás




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	(a) A gráf fokszámait összeadva minden élt
            kétszer veszünk számításba (mindkét végpontjánál
            egyszer). Így a fokszámok összege az élek számának
            kétszerese.
Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páratlan (páratlan számú páratlan tag
            van az összegben), ez a sorozat nem lehet semmilyen
            gráf fokszámsorozata. Ez általánosan azt adja, hogy a
            páratlan fokszámok száma páros.
(b) Legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a „felső” pontok fokszámai, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az „alsó” pontok fokszámai egy páros
            gráfban. Ekkor mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás], mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az élek számát adja meg, így 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(1)





            Tegyük fel, hogy a fokszámok a feladatban
            megadottak. Legyen mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor (1) jobb oldala osztható
            3-mal, míg a bal oldala nem. Így a sorozat nem lehet
            páros gráf fokszám-sorozata (bár általános gráfé
            igen).
(c) Mivel a 9 fokú pont minden más ponttal
            szomszédos, ezért mindkét elsőfokú ponttal is
            szomszédosnak kell lennie. Így a 8 fokú pont nem lehet
            ezek egyikének sem szomszédja; de akkor csak 7 pont
            marad, tehát nem lehet 8 fokú pont [vö. 7.51.
            feladat].

	2. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy létezik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-reguláris egyszerű 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontú gráf. 5.1a megoldásából 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az élek számának kétszerese, így 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(2)





            az is triviális, hogy 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(3)





            Megmutatjuk, hogy ha (2) és (3) teljesül,
            akkor létezik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-reguláris egyszerű 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontú gráf.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    29. ábra.
				




              1. eset:
              [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros. Tekintsük egy reguláris 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szög pontjait és kössük össze
            mindegyiket az 1 szomszédaival, a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szomszédaival, stb., a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-adik szomszédaival. Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás], nem lesznek többszörös élek.
            (29. ábra).

              2. eset:
              [image: 5. Paritás és dualitás]
            páratlan. Ekkor (2) miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros. Tekintsük az 1. esetben
            konstruált 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontú, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fokszámú gráfot. (3) miatt a
            leghosszabb átló végpontjai nincsenek összekötve; így
            ha ezeket az éleket is behúzzuk, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-reguláris egyszerű gráfot
            kapunk.

	3. feladat FÖ
	Ha a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf páros és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy köre, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            részgráfjaként szintén páros gráf,
            tehát páros hosszúságú is. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek csak páros köre van, és legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-utak. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos paritású. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör, akkor amiatt, hogy ez a kör
            páros, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos paritású.
Így tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek van egy közös pontja, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ossza őket 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            részekre. A jelölés választható úgy,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-utak legyenek és így az indukciós
            feltétel miatt azonos paritásúak. Hasonlóan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            is azonos paritású, ami bizonyítja,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szintén.
A 2-színezhetőség bizonyításához feltehetjük,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő. Jelölje 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-utak közös paritását ([image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 1). Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            jó 2-színezés; hiszen legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy él és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            (mondjuk), és tekintsünk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utat, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út, így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            rajta van 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n és azt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], rendre a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darabokra osztja, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör, és így páros. Ez azt jelenti, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            hossza páratlan. Mármost 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ez mutatja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], azaz 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
Irányított gráfokra nem igaz az állítás, hiszen
            például a tranzitív irányítású háromszög nem páros és
            páratlan hosszúságú köre sincs (hiszen irányított kört
            nem tartalmaz).
Ellenben igaz marad az állítás erősen összefüggő
            irányított gráfokra. Ennek bizonyításához először azt
            mutatjuk meg, hogy ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben nincs páratlan hosszúságú
            irányított kör és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út, míg 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos paritású. Ez a fenti bizonyítás
            első feléhez teljesen hasonlóan látható be. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út, és válasszunk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-utat (itt használjuk a feltételt,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            erősen összefüggő), ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos paritású. De azonos paritású 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            is, emiatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            úgyszintén. Ez után a bizonyítás az
            irányítatlan esettel azonos módon fejezhető be.

	4. feladat FÖ
	Ha van egy megfelelő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            potenciál, akkor bármely sétán a
            szükséges munka a végpontok potenciálja közti változás.
            Ez speciálisan bármely zárt sétára 0, így bármely körön
            is az.
Tegyük fel, hogy bármely körön a szükséges
            összmunka 0. Azt állítjuk, hogy bármely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            zárt sétára is 0. Indukciót
            alkalmazunk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            hosszára. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör, akkor az állítás maga a feltétel.
            Így tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontot kétszer érint. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két kisebb zárt sétára osztja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mentén az összmunka az indukciós
            feltétel miatt 0, de ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mentén is 0.
Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tetszőleges 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            séták, akkor alkothatunk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            zárt sétát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-en 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ba haladva, majd 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n vissza. Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mentén az összmunka 0, így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos munkát igényel.
Rögzítsünk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontot és definiáljuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-tól 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ig szükséges munkával. A fentiek
            miatt ez független a választott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            úttól. Könnyű látni, hogy ez a
            potenciál-függvény eleget tesz a
            követelményeknek.
Megjegyezzük, hogy a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            értékei tetszőleges csoportból
            származhatnak. Továbbá ha ebben a csoportban minden
            elem rendje 2, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            irányításának nincsen szerepe.

	5. feladat FÖ
	Először legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros irányított kör. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            2-színezhető úgy, hogy minden pontja
            ellentétes színű ponthoz csatlakozik, egyszerűen a
            pontok váltakozó színezésével. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem feszíti 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, a következőképpen terjesztjük ki
            ezt a színezést. Van egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez kapcsolódó 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pont, mert 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            erősen összefüggő; hasonlóan válasszuk
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontokat úgy, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-hez van kapcsolva ([image: 5. Paritás és dualitás]). Végül 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden nem 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n lévő pontja az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-k közé fog tartozni. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            már ki van színezve 2 színnel, adjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek az azzal ellentétes színt, mint
            ami azé a ponté, melyen keresztül 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez kapcsolódik. Nyilvánvaló, hogy ez
            a színezés rendelkezik a kívánt tulajdonsággal.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek van a szóban forgó tulajdonságú
            2-színezése, melynek szín-osztályai 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Jelölje 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azt a gráfot, mely az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            közötti élekből áll. Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nak a feltétel szerint minden kifoka
            pozitív, tartalmaz egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            irányított kört. Tekintve, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros hosszúságú kör.

	6. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy maximális 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli zárt vonal. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem tartalmazza az összes élt, akkor
            van olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él, melynek van egy közös pontja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-lel; hiszen különben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy összefüggő komponense lenne, ami
            lehetetlen, mert 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gyengén összefüggő. Feltehetjük, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-en lévő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontban kezdődik.
Induljunk ezen az élen, és sétáljunk végig 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élein, minden élt csak egyszer
            használva, amíg ez lehetséges. Nem akadhatunk el
            egyetlen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontban sem; hiszen ugyanannyi él
            hagyja el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, mint amennyi érkezik bele, és
            akárhányszor egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t elhagyó élt használunk, előtte
            kellett használnunk egy ide érkezőt is.
Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben akadunk el; most térjünk át 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből indulva. Így végül is egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nél hosszabb vonalat kaptunk.

	7. feladat FÖ
	(a) Bármely pont kifoka és befoka egyaránt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nel egyenlő, és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            erősen összefüggő, mert 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], …, 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ból 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ba vezető irányított séta. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            Euler-gráf.
(b) A 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            eset triviális. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy éle, akkor definíció szerint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            valamely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re. Azonosítsuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]
            pontját az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éllel. Azonnal adódik, hogy ez egy
            izomorfizmust ad 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            között. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy Euler-vonala 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy Hamilton-körét adja.

	8. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy irányított Hamilton-köre. Ekkor a
            szomszédosság definíciója szerint 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], …, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Azonosítsuk az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            számokat az irányított kör pontjaival.
            Ekkor a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            hosszúságú ívek az 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-sorozatokat adják. Mivel egy
            Hamilton-kör minden pontot pontosan egyszer tartalmaz,
            az ívek minden 01-sorozatot pontosan egyszer
            adnak.

	9. feladat FÖ
	Ha az ötlettárban leírt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darabok adottak, bármely permutációjuk
            egy Euler-vonalat határoz meg, és ezen Euler-vonalak
            közül kettő akkor és csak akkor azonos, ha a két
            permutácó ciklikus permutációként azonos. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darab Euler-vonal adódik. Ez
            bizonyítja, hogy az Euler-vonalak teljes száma osztható
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]-sal, ami páros, hiszen 
            [image: 5. Paritás és dualitás].

	10. feladat FÖ
	Kizárólag 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ban akadhatunk el; ez ugyanúgy
            adódik, mint 5.6-ban. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek vannak olyan élei, melyek
            nincsenek rajta az általunk bejárt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vonalon. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz kapcsolódó élt tartalmaz; ez
            nyilvánvaló az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t elhagyó élekre és adódik a belépő
            élekre is 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            miatt. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            (egyetlen) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből induló éle sem 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli ([image: 5. Paritás és dualitás]) miatt. Így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek vannak nem 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli élei. Vegyünk egyet, melynek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            végpontja legközelebb van 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz ([image: 5. Paritás és dualitás]-n mérve a távolságot). Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem használja az összes 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-be befutó élt, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-be 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nél kevesebbszer tér vissza, így ([image: 5. Paritás és dualitás]) miatt nem használja az (egyetlen) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t elhagyó 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élt. Ellenben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            közelebb van 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz, mint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ([image: 5. Paritás és dualitás]-n mérve), ami ellentmondás.

	11. feladat FÖ
	Minden Euler-vonalat úgy tekintünk, hogy az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontból az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élen indul. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy Euler-vonal, és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ([image: 5. Paritás és dualitás]) élek halmaza, melyekre fennáll,
            hogy
([image: 5. Paritás és dualitás]) minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből induló élt korábban használunk,
            mint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t.
Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy feszítő fenyő. Hiszen azt látjuk,
            hogy pontosan egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli él indul minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontból. Továbbá 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            irányított körmentes; hiszen ha 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            egy irányított kör 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az utolsó 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-höz csatlakozó él 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-en, és így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            megelőzi 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. Hasonlóan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            megelőzi 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, …, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            megelőzi 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, ami ellentmondás. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            definíciója biztosítja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            előáll 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből az előző feladat konstrukciója
            szerint.
Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            adott, akkor bármely belőle származó
            Euler-vonalat karakterizálhatunk két rendezés
            meghatározásával, melyeket 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-ből, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            induló élein és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ból induló, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-tól különböző, élein értelmezünk; a
            rendezések mutatják, hogy az Euler-vonalnak milyen
            sorrendben kell használnia az éleket. Tehát pontosan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ilyen Euler-vonal van. Így az
            Euler-vonalak száma 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ([image: 5. Paritás és dualitás]
            gyökerű feszítő fenyők száma).
            [Aardenne–Ehrenfest, de Bruijn].

	12. feladat FÖ
	Nem akadhatunk el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ban; ez ugyanúgy adódik, mint
            5.6-ban. Állítjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „jó” pont. Ez azért igaz, mert ha van
            olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás], melyet nem használtunk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-tól 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ig, akkor nem akadtunk el; de ha
            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élt használtunk már ebben az irányban,
            akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szer hagytuk el, így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szor kellett, hogy ide érkezzünk,
            tehát minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ba vezető élt használtunk.
Tegyük fel, hogy találunk sétánk során egy
            „rossz” pontot, és legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az első ilyen. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-be egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élen érkezünk, és mivel most járunk
            először 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben, ez lesz a megjelölt él. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „rossz” volta azt jelenti, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-be 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nél kevesebbszer érkeztünk és így ([image: 5. Paritás és dualitás]) miatt nem használjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            elhagyására. Ez viszont
            ellentmondásban van azzal az állítással, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „jó”.
Emiatt minden pont, melyhez elérünk „jó” pont. A
            „jó”-ság definíciója miatt a „jó” pontok szomszédait
            elérjük a séta során, és így azok szintén „jó” pontok.
            Így a jó pontok 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy összefüggő komponensét alkotják.
            Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő, minden pont „jó”. Ezzel
            befejeztük a bizonyítást. [Tarry algoritmus].

	13. feladat FÖ
	Az ötlettárban szereplő állítás bizonyításához
            legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy köre ([image: 5. Paritás és dualitás]
            nem erdő, mivel a legalább egy élű
            erdőben van elsőfokú pont). Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli izolált pontok elhagyásával
            kapott gráf. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú (minden fokszámot 2-vel
            vagy 0-val csökkentettünk), tehát 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            az indukciós feltétel szerint, és így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú gráf. Ekkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            (izolált pontoktól eltekinthetünk). Minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t ciklikusan irányítva 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy kívánt irányítását kapjuk.

	14. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben van Euler-vonal, akkor
            természetesen összefüggő és páros fokszámú; és
            megfordítva: ha összefüggő és páros fokszámú, akkor
            5.13. szerint lehet úgy irányítani, hogy minden pont
            kifoka és befoka egyenlő. Az eredményül kapott gráfban
            5.6. miatt van Euler-vonal. Ez az Euler-vonal egyben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy Euler-vonala is.
(b) Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az a gráf, melyet úgy kapunk, hogy
            felveszünk egy új pontot és összekötjük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páratlan fokszámú pontjaival, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú és összefüggő, tehát
            van benne Euler-vonal. Az új pontot elhagyva ez a vonal
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él-diszjunkt élsorozatra esik szét,
            melyek lefedik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t.

	15. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden pontjának foka legalább
            4.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    30. ábra.
				



Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez csatlakozó élek rövid kezdő
            szakaszai, ebben ciklikus sorrendben. Azt is
            feltehetjük, hogy ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem összefüggő (ez például akkor
            lehetséges, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez hurokél illeszkedik), ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            különböző komponensbe kerülnek.
            Távolítsuk el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t de kössük össze az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-től különböző végpontjukat egy új 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ívvel (30. ábra). A kapott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkgráf összefüggő: ez adódik abból az
            észrevételből, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden komponense 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez legalább két 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n keresztül kapcsolódik amiatt, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            Euler-gráf. Azt is észrevehetjük, hogy
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek kevesebb éle van, mint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek. Így indukcióval 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben van megfelelő Euler-vonal. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            helyére ismét 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t helyettesítve 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy megfelelő Euler-vonalát
            kapjuk.

	16. feladat FÖ
	Az ötlettár állítása könnyen belátható. Rátérve a
            feladat állításának bizonyítására, ez fa esetében
            triviális ([image: 5. Paritás és dualitás], összhangban azzal a ténnyel, hogy
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fa egyetlen „jó” részgráfja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]).
Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „jó” részgráfja van. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon „jó” részgráfjai, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t nem tartalmazzák, azonosak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „jó” részgráfjaival, és így számuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Csak azt kell belátnunk, hogy az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazó „jó” részgráfok száma
            ugyanez. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy köre, mely tartalmazza 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t (ilyen van, mert 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő). Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            akkor és csak akkor lesz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazó „jó” részgráfja, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t nem tartalmazó „jó” részgráf. Ez a
            megfeleltetés kölcsönösen egyértelmű és bizonyítja az
            állítást.

	17. feladat FÖ
	(a) Szorítkozhatunk egyszerű gráfokra, hiszen két
            párhuzamos él elhagyása nem változtat az
            állításon.
Ha minden pont foka páros, legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páratlan fokszámú pont. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a szomszédai halmaza. Definiáljuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et a következőképpen: 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

[image: 5. Paritás és dualitás]-re vonatkozó indukcióval feltehetjük,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], ahol 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú részgráfjait feszítik.
            Mivel 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            feltehetjük, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páratlan. Legyen 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú részgráfjait feszítik.
            Először legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli foka nyilvánvalóan páros. Legyen
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            és itt minden tag páros. Hasonlóan adódik minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re, hogy a foka 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben páros.
(b) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy új pont, melyet 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden pontjával összekötöttünk, és
            legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az így kapott gráf. Az előző feladat
            szerint 
            [image: 5. Paritás és dualitás], ahol 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokszámú részgráfot feszítenek.
            Ha mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lesz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kívánt partíciója. [T. Gallai,
            W. K. Chen, SIAM J. Appl. Math.20
            (1971), 526–529; a fenti bizonyítás Pósa Lajostól
            származik].
(c) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            részhalmazát keressük, melyben minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros számú, minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pedig páratlan számú 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli ponttal van összekötve. Vegyünk
            fel egy új 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontot 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben és kössük össze minden páros fokú
            ponttal. Alkalmazzuk (a)-t az így kapott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráfra, hogy egy olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            partíciót kapjunk, melyre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokú. Feltehetjük, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]; ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            eleget tesz a fenti
            követelményeknek.

	18. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            feletti teljes gráf 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-elemű párosításainak halmaza.
            Legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élei és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon elemeinek halmaza, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazzák. Feladatunk 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            meghatározása. A szita-formula
            alkalmazásával (2.2 feladat) 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Itt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon elemeinek száma, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazzák. Ez csak akkor nem
            üres, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            függetlenek, és ekkor ez a szám 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

(b) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. (a)-ból 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


			tehát
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

(c) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            csúcsmátrixa és tekintsük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. Itt a kifejezés minden főátlóra
            szimmetrikus nem-zérus tagja megfelel egy 1-faktornak
            és megfordítva. A kifejezés többi tagja páronként
            megfeleltethető egymásnak a főátlóra való tükrözéssel.
            Így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktorainak száma és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azonos paritású, és akkor és csak
            akkor páros, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            eltűnik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölött. Ez akkor van, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorai 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölött lineárisan összefüggők, azaz
            léteznek olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli nem csupa nulla 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            elemek, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorait rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nel szorozva a sorok összege 0 lesz.
            Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon pontok halmaza, melyekhez tartozó
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1, ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            rendelkezik azon tulajdonsággal, hogy
            minden pont páros számú elemével szomszédos.
            Megfordítva: minden ilyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            halmaz megfelelő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            együtthatókat szolgáltat.
            [G. H. C. Little, Discrete Math.2
            (1972), 179–181.]

	19. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölötti teljes irányított gráf összes
            Hamilton-útjának halmaza és legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élei. Jelölje 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon elemeinek halmazát, melyek
            tartalmazzák 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, ekkor 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(4)





            (a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz tartozó tag 
            [image: 5. Paritás és dualitás]). Itt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazó teljes irányított gráf
            Hamilton-útjainak száma. Ez 0, hacsak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem alkotnak diszjunkt utakat; ez
            utóbbi esetben 
            [image: 5. Paritás és dualitás], hiszen a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráfnak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            komponense van és minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n átmenő Hamilton-út a komponensek
            egy rendezését határozza meg és viszont. Emiatt 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            irányítatlan gráf, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t hasonlóan definiálva 
            (4)-gyel azonos
            formulát kapunk, de most 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]
            megfelelő pont-diszjunkt utat
            alkotnak. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor ez páros is, kivéve, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            Hamilton-utat alkotnak. Tehát a
            fentihez hasonló következtetést vonhatunk le. [Szele
            T.].

	20. feladat FÖ
	Ha az ötlettár állítása igaz, a feladat állítása
            könnyen belátható: élek megfordításával olyan tranzitív
            turnamentet kapunk, melynek egy Hamilton-útja van.
            Mivel a paritás azonos maradt, az eredeti turnamentben
            páratlan számú Hamilton-út volt.
Így tehát elég azt megmutatni, hogy ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy turnament és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a belőle egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él irányításának megfordításával
            származtatott turnament, akkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az a két irányított gráf, melyet 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él eltávolításával, illetve a
            fordított irányú 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él hozzáadásával kapunk. Ekkor
            egyszerű számítással kapjuk, hogy 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Továbbá 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            előáll 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből egyszerűen minden él
            irányításának megfordításával, amiből 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Végül
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

5.19 miatt. Így                              
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ami bizonyítja az állítást [Rédei L.].

	21. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            diszjunkt 1-faktorai, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktor. Ha adott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy partíciója három 1-faktorra, akkor
            választhatjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazó 1-faktort, a másik kettő
            közül bármelyiket 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek. Így azon 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktor-párok 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            száma, melyekre 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kétszerese 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktorokra történő partíciói
            számának. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros. Tekintsük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t; ez 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t lefedő páros körökből áll.
            Megfordítva ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            diszjunkt páros körből álló 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t lefedő rendszer élhalmaza, mely
            tartalmazza 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontosan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            féle képpen bontható fel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re ([image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            1-faktorok, 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]). Így tehát ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            jelöli a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t lefedő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            diszjunkt páros körből álló és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazó rendszerek számát, akkor
            
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Vegyük észre, hogy itt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n átmenő Hamilton-körök száma, ami
            miatt 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            [C. A. B. Smith]

	22. feladat FÖ
	Az állítást 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re alkalmazott indukcióval
            bizonyítjuk. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor triviális. Azt is feltehetjük,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő.
Ha van kétszeres él 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben, akkor minden Hamilton-körnek a
            kettő közül egyiket kell használnia, így a
            Hamilton-körök párokban fordulnak elő és csak abban
            különböznek, hogy a két párhuzamos él közül melyiket
            használják. Tehát a Hamilton-körök teljes száma megint
            csak páros.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    31. ábra.
				



Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyszerű. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. (lásd 14. ábra). Hagyjuk el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t és kössük össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-gyel, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-vel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t kapjuk; hasonlóan kössük össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-vel és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-gyel hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t kapjuk.

              [image: 5. Paritás és dualitás]
            Hamilton-körei vagy tartalmazzák, vagy
            nem 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-on keresztül négyféle Hamilton-kör
            van, ezek rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazzák. (31. ábra). A számuk
            legyen rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t nem tartalmazó Hamilton-körök 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorrendben haladhatnak. Az ilyen
            Hamilton-körök száma legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
A fent definiált 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darab Hamilton-kör kölcsönösen
            egyértelműen megfeleltethető 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon Hamilton-köreinek, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et tartalmazzák, de 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t nem. Hasonlóan 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon Hamilton-köreinek számával
            egyeznek meg, melyek tartalmazzák 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, illetve 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, de a másik új élt nem. A 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darab Hamilton-köre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon Hamilton-köreinek felel meg,
            melyek mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazzák és rajtuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorrendben haladnak végig. Hasonlóan a
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            darab Hamilton-kör 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon Hamilton-köreinek feleltethető
            meg, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-en 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorrendben haladnak át.
A 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            eddig számításba nem vett
            Hamilton-körei azok, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-en és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            sorrendben haladnak át, valamint azok,
            melyek az új éleket nem tartalmazzák. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az ilyen Hamilton-körök száma.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    32. ábra.
				




              [image: 5. Paritás és dualitás]-ben nem vettük még számításba a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            formájú Hamilton-köröket, valamint
            azokat, melyek az új élek közül egyet sem tartalmaznak.
            Az ilyen Hamilton-körök száma könnyen látható, hogy
            megint csak rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            (32. ábra).
A 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            Hamilton-köreinek száma 
            [image: 5. Paritás és dualitás], mivel itt a zárójelben rendre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            Hamilton-köreinek száma szerepel.
            [J. Bosák]

	23. feladat FÖ
	Az ötlettár állításának bizonyításához legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-on értelmezett azon gráf, melyet a 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]
            élei által nem keresztezett élei
            alkotnak. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem tartalmaz irányított kört, hiszen
            akkor az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ezen körön belüli pontjai nem lennének
            körön kívüli ponttal összekötve. Továbbá 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő, mert ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon lapjainak uniója, melyek
            „fővárosa” 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem a teljes sík ([image: 5. Paritás és dualitás]
            egyetlen pontja sem tartozik bele) és
            emiatt a határa, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem üres. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            bizonyos éleiből áll, mindegyiknek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy lapja van az egyik oldalán, és nem
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli lap a másik oldalán. Így nincsen
            elsőfokú pont a határon, azaz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz kört. Ez
            ellentmondás.
Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            feszítőfái közötti kölcsönösen
            egyértelmű megfeleltetést ad. Ezzel bizonyítottuk a
            feladat állítását.

              Megjegyzés: 
            Érvelésünk során alkalmaztunk néhány
            sík-topológiai tényt, mint pl. a Jordan Tétel (minden
            egyszerű zárt görbe a síkot két részre osztja).
            Minthogy célunk a példák kombinatorikai tartalmának
            megvilágítása, ezen állításokat bizonyítás nélkül
            elfogadtuk.

	24. feladat FÖ
	Tekintsük a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 5.23. szerinti 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            feszítőfáját. Ekkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            és az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            definíciója szerint 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


	25. feladat FÖ
	Mivel minden lap határán legalább három [négy] él
            van és minden él pontosan két lapot határol, az
            Euler-formula szerint 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            vagy ezzel ekvivalens formában 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


	26. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy nincsenek hurokélek. Indukciót
            alkalmazunk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re.
Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élek által határolt lap. Azt állítjuk,
            hogy minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pont ezek közül páros sokkal
            érintkezik, hiszen ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            „sarok” tartozik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez, akkor ezen „sarkok” közül nem
            lehet kettőnek közös 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éle, mert ez az él elvágóél lenne
            (lásd 33. ábra), és emiatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy komponense pontosan egy páratlan
            fokú pontot tartalmazna. Így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            határának 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élével érintkezik.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    33. ábra.
				



Hagyjuk el az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éleket. A megmaradó 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkgráf páros fokú, tehát lapjai
            2-színezhetők az indukciós feltevés szerint. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyik lapja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek és szomszédainak az uniója, a
            többi lapja pedig azonos 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            többi lapjával. A színeket megcserélve
            
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-be eső lapjain, de megtartva mindenhol
            máshol a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lapjainak egy 2-színezését
            kapjuk.

	27. feladat FÖ
	(a) Először színezzük a lapokat 5.26-nak
            megfelelően 2 színnel, mondjuk pirossal és kékkel.
            Ezután irányítsunk minden élt úgy, hogy egy adott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éllel érintkező piros lap a bal
            oldalán legyen. Ez az irányítás eleget tesz a
            követelményeknek. (Ehhez a részhez nem szükséges, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyszerű legyen.)
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő; mivel Euler-gráf,
            kétszeresen él-összefüggő. „Sarok” alatt olyan
            rendezett élpárokat értünk, melyek egy lap határán
            egymást követik, ha a határon úgy mentünk végig, hogy a
            lap balra helyezkedett el.
Tekintsük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éleinek bármely 2-színezését. Egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-élű lap legfeljebb 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            piros-kék sarokkal érintkezik. Így ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            jelöli az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-élű lapok számát, akkor a piros-kék
            sarkok száma legfeljebb 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontja és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éle; ekkor az Euler-formulából 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            és nyilvánvalóan 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Tehát a piros-kék sarkok száma legfeljebb 
            [image: 5. Paritás és dualitás], és így kell, hogy legyen olyan pont,
            mely legfeljebb egy piros-kék sarokkal érintkezik.
            Ebből következik, hogy ennél a pontnál a piros élek (és
            a kék élek is) egymást követik az élek ciklikus
            sorrendjében. (Ebben a formában a feladat állítása
            kiterjeszthető minden síkbarajzolható gráfra.)

	28. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy létezik olyan páros fokú
            síkgráf, melynek egy lap kivételével minden lapja
            háromszög, a kimaradó lapja pedig ötszög. Színezzük a
            lapokat 2 színnel (5.26), pirossal és kékkel, legyen az
            ötszög mondjuk piros. Számoljuk meg az éleket. Minden
            kék lapnak 3 éle van a határán, és így minden élt
            pontosan egyszer vettünk számításba; tehát az élek
            száma osztható 3-mal. Másrészről a piros lapokat
            összesen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él határolja ([image: 5. Paritás és dualitás]
            a piros háromszög lapok száma), ennek
            ugyanazt kellene adni az élek számára, ez pedig
            ellentmondás.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    34. ábra.
				



(b) Az ötlettár szerint konstruált 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf minden pontja páros fokú, esetleg
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kivételével, de ekkor 5.1a miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szintén páros fokszámú. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-vel érintkező lapok mérete ciklikus
            sorrendben. Színezzük a lapokat 2 színnel (34. ábra).
            Az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            méretű lapot tartalmazó színnek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él van a határán, a másik színnek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él. Mindkét esetben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összes élének számát kapjuk. Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Továbbá azt is tudjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Könnyű belátni, hogy az egyenletek
            egyetlen megoldása 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            (vagy fordítva). Tehát az ötszögnek pontosan
            két szomszédos pontja páratlan fokszámú. [Gallai
            T.]

	29. feladat FÖ
	A három szín legyen piros, kék és zöld. Minden
            háromszögnek, melynek pontjai különböző színt kapnak, 1
            piros-kék éle van; minden más háromszögnek 0 vagy 2.
            Továbbá minden piros-kék élt kétszer számoltunk, a két
            szomszédos háromszögben. Így tehát az összeg páros,
            azaz a 3 különböző színt tartalmazó háromszögek száma
            páros.

              Megjegyzés: Az állítás speciális esete Sperner
            algebrai topológiai lemmájának, mely ekvivalens egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-dimenziós sokaság triangulációjára
            megfogalmazott hasonló állítással.

	30. feladat FÖ
	Vegyük az ötlettárban definiált színezést. Ha van
            olyan lap, melynek 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontjai rendre piros, kék és zöld
            színűek, és mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            úttal együtt egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utat ad, ami miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t pirosra kellett volna
            színeznünk.
Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben nincs 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben nincs 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            zöld színű. Így ha behúzzuk az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élt, akkor olyan hárömszögű síkgráfot
            kapunk, melyben csak az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lap érintkezik mindhárom színnel. Ez
            ellentmond az előző feladatnak.

	31. feladat FÖ
	(a) Igaz; sőt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            akkor és csak akkor reguláris, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], mely állítás bizonyítása bármely
            területen érvényes megfontolásokra épül.
(b) Igaz; mivel 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

(c) Hamis; mert találunk olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vektort, melyre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            (pl. ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a komplex tér és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]), és ekkor az 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            módon definiált 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            transzformáció eleget tesz annak, hogy
            
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            bármely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            esetén, tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
(d) Hamis; ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            (az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által generált altér); ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
(e) Hamis; ez előző 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re azt kapjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], mert pl. az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vektorok egyike biztosan nem
            ortogonális 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re.
(f) Igaz; legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az ötlettárnak megfelelő. Ekkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ami mutatja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
(g) Igaz; mert legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás], ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden elemére ortogonális, azaz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tehát 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


			Másfelől
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ami bizonyítja az állítást.

	32. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-re, mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ra ortogonális, vagyis 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ez azonban azt jelenti, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ban az 1-esek száma páros, ami
            ekvivalens azzal, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. [Gallai T.; W. K. Chen,
            SIAM J. Appl. Math.20 (1971),
            526–529.]
(b) Az ötlettárban szereplő azonosság
            nyilvánvaló, hiszen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mátrixnak a főátlón kívüli elemeiből
            származó tagok 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölött páronként kiejtik egymást, míg
            a nem-nulla főátlóbeli elemek adaléka 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nincs benne 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            oszlop-terében. Ekkor létezik egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            0-1 vektor, mely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden oszlopára ortogonális, de 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ra nem (5.31(g) miatt). Emiatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Az ötlettár azonossága miatt ebből 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            adódik, ami ellentmondás.

              [image: 5. Paritás és dualitás]-t egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf csúcsmátrixaként tekintve a
            következőt kapjuk: ha adott 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor létezik olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            halmaz, melyre minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            esetén 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t a páratlan fokszámú, páros
            fokszámú, majd az összes pontok halmazának választjuk,
            akkor rendre 5.17 (a)-t, (b)-t majd (c)-t kapjuk. [N.
            Alon]

	33. feladat FÖ
	(a) Megmutatjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a vágásokból tevődik össze. A vágások
            egy alteret alkotnak; hiszen az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            halmazok által meghatározott vágások
            összege az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által meghatározott vágás. Minden
            csillag vágás. Megfordítva, az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által meghatározott vágás az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontjai által meghatározott csillagok
            összege.

              [image: 5. Paritás és dualitás]
            csillaga egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            halmaz éleire akkor és csak akkor
            ortogonális, ha az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által meghatározott részgráf 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nél páros fokszámú. Így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a páros fokszámú részgráfok
            élhalmazaiból áll. 5.13 megoldása miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            körei generálják.
Ha minden kör páros hosszúságú, akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden körre ortogonális, tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ez (a) szerint azt mondja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros gráf. Ebből már következik
            5.3.

              5.16 bizonyításához meg kell határoznunk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. 5.21f szerint elég meghatároznunk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az összes csillag. Mivel 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            azt kapjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lineárisan függetlenek. Bármely köztük
            lévő lineáris összefüggés 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            formájú lenne, hiszen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölött dolgozunk. De 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy nem üres valódi részhalmaza által
            meghatározott vágás, ami nem üres, mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő.
Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], amit bizonyítani akartunk. 5.17
            azonnal adódik 5.32-ből.
(b) Az állítás nem összefüggő gráfokra triviális,
            úgyhogy tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            összefüggő. A felosztások száma, tehát
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            megoldásainak száma magától értetődően
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ez egyenlő az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden elemére ortogonális 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vektorok számával.
Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pont-él incidencia mátrixa és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a belőle egy sor kihúzásával adódó
            mátrix. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            rangja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Azt is tudjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kölcsönösen egyértelmű. Így minket az
            olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vektorok száma érdekel, melyekre 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            esetén. De ez akkor és csak akkor igaz
            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ra, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ezen egyenletnek akkor és csak akkor
            van egyértelmű megoldása, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. 4.9 szerint ez azt jelenti, hogy a
            feszítő fák száma páratlan.

	34. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a véges lapok, melyeket 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            köreinek, és így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            elemeinek tekintünk. Megmutatjuk, hogy
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden köre bizonyos 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-k összege. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy köre. Minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lap 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n vagy kívül, vagy belül helyezkedik
            el. Legyenek mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívül eső lapok. Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            sőt ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy éle, akkor az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-vel érintkező két lap közül pontosan
            egy esik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belülre, tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belül (kívül) helyezkedik el, akkor
            ezen két lap közül mindkettő (egyik sem) található 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belül, így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem fordul elő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben. Másrészről ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lineárisan összefüggők lennének,
            mondjuk 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            akkor a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy belső 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontjából rajzoljunk egy folytonos, a
            pontokat elkerülő vonalat a végtelenbe. Ez a vonal a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lapok unióját egy olyan pontnál hagyja
            el, mely a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            éléhez tartozik. Ekkor az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vel szomszédos két lap közül pontosan
            egy tartozik 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-be, tehát 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ami ellentmondás.

              Megjegyzés: Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            dimenziója az előző feladat szerint 
            [image: 5. Paritás és dualitás], azt kapjuk, hogy 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            azaz megkapjuk az Euler formulát, legalábbis
            kétszeresen összefüggő gráfokra. És megfordítva: az
            Euler formula használata a bizonyítás egyik felét
            feleslegessé tette volna.

	35. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás], és mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ez nyilván igaz, ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], ekkor mivel nincs más olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], mely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t tartalmazza, ezért 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ami miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás], vagyis 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy kör és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], azt kapjuk, hogy 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

Minthogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyértelműen felbontható a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-k összegére, így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]

(b) Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az összes kör, akkor könnyen látható,
            hogy ezek pontosan a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tagjai (az elvágóéleket nem
            számítva).
Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy kör, melynek a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-k általi reprezentációja minimális
            számú tagot tartalmaz. Legyen mondjuk 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            és pl. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            páros fokú, emiatt 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(5)





            ahol 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él-diszjunkt körök. Közülük legalább
            egy, mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás], lineárisan független 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-től, mert különben (5) azt mutatná,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lineárisan összefüggők. Legyen 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            (a)-ból 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és így 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minimalitását felhasználva kapjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és így 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(6)





            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Tegyük fel, hogy van olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli él, mely nincsen benne mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben. Ez az él egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz, 
            [image: 5. Paritás és dualitás], tartozik. (6) igaz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ra is, azaz 
    
	[image: 5. Paritás és dualitás]	(7)





            De (6) és 
            (7) azt adja, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy nem 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli élének 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hoz is tartoznia kell és így nem
            fordulhat elő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben, ami ellentmondás. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör.
(c) indukciót alkalmazunk az élek számára. Legyen
            mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör. Hagyjuk el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            közös éleit és az esetlegesen előálló
            izolált pontokat. Legyen az így kapott gráf 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
Tekintsük a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            rendszert. A konstrukcióból
            nyilvánvaló, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden élét közülük legalább kettő
            tartalmazza. Továbbá ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy páros fokszámú részgráfja, akkor 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ([image: 5. Paritás és dualitás]), és itt vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            is és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            is szerepel, vagy egyik sem. ami miatt
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lineáris kombinációja. Továbbá 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nyilvánvalóan lineárisan függetlenek.
            Így az indukciós feltétel miatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            beágyazható a síkba úgy, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lapok határai. Ahhoz, hogy megkapjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, vissza kell illesztenünk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, ami egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két pontját összekötő út, így ezt
            megtehetjük és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            új határok lesznek.
(d) Könnyen belátható, hogy egy gráf akkor és
            csak akkor síkbarajzolható, ha minden tagja
            síkbarajzolható. Egy hasonló állítás igaz arra a
            tulajdonságra, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben van olyan bázis, melynek minden
            él legfeljebb két eleméhez tartozik. Így ezen két
            tulajdonság ekvivalenciájának bizonyításához
            szorítkozhatunk kétszeresen összefüggő gráfokra.
Ezekre a MacLane síkbarajzolhatósági feltétel
            szükségessége 5.34-ből következik. Megjegyezzük, hogy
            megkövetelhetjük, hogy a bázis elemei körök legyenek.
            Hiszen tegyük fel, hogy létezik a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            bázisa, melyre minden él legfeljebb
            kettőhöz tartozik. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            él-diszjunkt körök uniója. Ezek
            valamelyike nyilvánvalóan lineárisan független kell 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-től. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et ezzel a körrel helyettesítve
            ugyanezzel a tulajdonsággal rendelkező bázist kapunk.
            Hasonlóan folytatva helyettesíthetjük 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et körökkel.
A MacLane feltétel elégségessége (c)-ből
            következik. [S. MacLane]

	36. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy síkgráf és legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a duális gráfja. Ekkor ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            őt keresztező élét rendeli, akkor 5.23
            miatt eleget tesz az állítás követelményeinek.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            létezik; megmutatjuk hogy ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkbarajzolható.
Először azt bizonyítjuk, hogy egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli csillag élei a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy elemének feleltethetők meg. Hiszen
            legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pont csillaga. Legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráf 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-hez illeszkedő ágai és legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élek halmaza. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            olyan nem szűkíthető halmaz, mely a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden feszítő fáját metszi. Emiatt 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            olyan nem szűkíthető halmaz, melyet 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyik feszítő fája sem tartalmaz, azaz
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör. Így 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            Legyenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon elemei, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli pontok csillagainak felelnek
            meg. Ekkor triviálisan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden élét a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-k közül pontosan kettő tartalmazza.
            Továbbá ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy bázisát alkotja. Vagyis 
            
[image: 5. Paritás és dualitás]


            ([image: 5. Paritás és dualitás]
            definíciója miatt), és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lineárisan függetlenek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            fölött, mert 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            megfelelő csillagai is azok.
Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a MacLane feltétel miatt
            síkbarajzolható. [H. Whitney]

	37. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            triviálisan kétszeresen összefüggő. Az
            indirekt feltevés legyen az, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mellett. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            út 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkbarajzolható; ágyazzuk a síkba 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t úgy, hogy a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a végtelen tartomány határán
            helyezkedjen el (ez elérhető a sík egy megfelelő körére
            vonatkozó invertálással). Ez után azonosítsuk az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontot és töröljük el a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utakat (35. ábra). Ezáltal 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy síkbaágyazásához jutunk, ami
            ellentmondás.
(b) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-beli leghosszabb út. 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            foka legalább 3, és nem szomszédos
            ezen úton kívüli ponttal a maximalitás miatt. Így van
            két szomszédja, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], melyekre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy kör húrral (vesd össze 6.35-tel
            is).
(c) Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kör egy húrja és válasszuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t úgy, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t a síkba ágyazva a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belüli lapok száma a lehető
            legnagyobb legyen. Először is vegyük észre, hogy
            nincsen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívüli pont. Legyen ugyanis 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy komponense; indirekte tegyük fel,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívülre esik. Mivel 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            3-szorosan összefüggő kell, hogy
            legyen, a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek van 3 olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-lal szomszédos pontja, melyek közül
            legalább kettő, mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nincsen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            által elválasztva. Ekkor az 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t nem tartalmazó 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ívet egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-on keresztülmenő 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-úttal helyettesítve egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            húrral és több belső lappal rendelkező
            
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kört kapunk.
Ugyanezen okfejtéssel az is adódik, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden kívül futó húrja a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ívének belső pontjait köti
            össze.
Vizsgáljuk meg 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            azon hídjait, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belüliek. Nevezzünk egy ilyen hidat
            billenthetőnek, ha végpontjai nem választják el 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyetlen külső húrjának végpontjait
            sem. Világos, hogy ezen hidakat mind „átbillenthetjük” 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívülre. A megmaradó hidak között
            kell lenni olyannak, mely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            mindkét 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ívéből tartalmaz belső pontot,
            különben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belül is összeköthetnénk és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkbarajzolható lenne. Így van olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            híd 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belül és olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-húr 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívül, hogy a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            végpontjai 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n elválasztják 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-től és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-tól, és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            szintén elválasztják egymást. Ez
            többféleképpen lehetséges (36. ábra):
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    35. ábra.
				



[image: 5. Paritás és dualitás]
                    36. ábra.
				



(a[image: 5. Paritás és dualitás]) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz belső pontokat az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ívből és az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ívből (vagy szimmetrikusan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ből és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ból);
(b[image: 5. Paritás és dualitás]) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmazza 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ív egy belső pontját és még az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            ív egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-tól különböző pontját (vagy hasonló
            elrendezés);
(c[image: 5. Paritás és dualitás]) 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmazza 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    37. ábra.
				



Vegyünk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            utat, mely összeköti 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            két említett végpontját. A (b[image: 5. Paritás és dualitás]) esetben vegyünk egy utat, mely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t összeköti egy harmadikkal. A (c[image: 5. Paritás és dualitás]) esetben vegyünk két utat, melyek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t a másik két végponttal kötik össze.
            Ha ez a két út találkozik, akkor legyen egy közös kezdő
            szakaszuk. Így a (c[image: 5. Paritás és dualitás]) esetből két alesetet kapunk attól
            függően, hogy az említett utak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            formájúak-e (37. ábra).
Az (a[image: 5. Paritás és dualitás]) esetben 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy felosztását látjuk; 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minimalitása miatt nem lehetnek más
            élek vagy osztópontok, azaz 
            [image: 5. Paritás és dualitás]. A (b[image: 5. Paritás és dualitás]) és a (c1[image: 5. Paritás és dualitás]) esetben a gráf valódi részként
            tartalmazza 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy felosztását; ez lehetetlen, mivel
            feltételünk szerint 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden valódi részgráfja
            síkbarajzolható. A (c2[image: 5. Paritás és dualitás]) esetben látjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy felosztását és így 
            [image: 5. Paritás és dualitás].
(d) Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            síkbarajzolható. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nyilvánvalóan nem tartalmazhatja 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy felosztását. Megfordítva: tegyük
            fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem síkbarajzolható. Ekkor 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tartalmaz egy minimális nem
            síkbarajzolható 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráfot. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ból kivesszük a másodfokú pontokat
            (elhagyva a pontot és a két szomszédját egymás után
            kötve), egy újabb minimális nem síkbarajzolható gráfot
            kapunk, ezúttal olyat, melyben minden pont foka
            legalább 3. Ez a gráf (c) szerint vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás], tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            vagy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy felosztása.
            [K. Kuratowski]

	38. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk a pontok számára. Ha ez
            legfeljebb 3, az állítás triviális.
Először azt mutatjuk meg, hogy ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            tetszőleges síkbarajzolható gráf,
            akkor újabb élek behúzásával minden lapot háromszöggé
            tehetünk anélkül, hogy párhuzamos éleket kapnánk.
            Hiszen húzzunk be új éleket egészen addig, amíg nem
            keletkeznek párhuzamos élek. A kapott 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            gráfban nincsen elvágópont; mert ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás], akkor vegyük a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontját annak a lapnak a határán, mely
            mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szel, mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szel érintkezik; 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy további éllel összeköthető
            lenne.
[image: 5. Paritás és dualitás]
                    38. ábra.
				



Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            kétszeresen összefüggő és emiatt
            minden lap kör. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy legalább 4 pontú lap határa, és
            legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás], 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            négy egymást követő pont 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n. Az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            élek valamelyikének hiányoznia kell;
            hiszen mindkettőnek 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n kívül kellene futnia és így
            keresztezniük kellene egymást. Tegyük fel, hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            nem szomszédosak; ekkor egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-n belül elhelyezkedő éllel
            összeköthetők. Tehát 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minden lapja háromszög.
Így elég az állítást háromszögelt síkgráfokra
            bizonyítani. Mármost találunk olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-élt, melyet csak két háromszög
            tartalmaz. Hiszen legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            valamely 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            háromszög belsejében lévő pont (minden
            pont rendelkezik ezzel a tulajdonsággal, amely nem a
            legkülső háromszögön van) és válasszuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t úgy, hogy a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            belsejében lévő lapok száma minimális
            legyen. Legyen 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            az 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            bármely szomszédja. Ha 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            három háromszögnek, mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nak is éle lenne, akkor ezen
            háromszögek mind 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            belsejének valódi részei lennének, és
            mondjuk 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            a belsejében tartalmazná 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-at, 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            minimalitásával ellentétben.
Így válasszunk egy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-élt, melyre 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-éle csak a vele szomszédos 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            háromszögeknek van. Húzzuk össze 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t a 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            pontba és hagyjunk el egy élt mindkét
            előálló párhuzamos élpárból. Így egy új 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egyszerű háromszögelt síkgráfot
            kapunk, és az indukciós feltétel miatt van olyan 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            háromszögelt síkgráf egyenes élekkel,
            hogy 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            lapjai egymásnak
            megfeleltethetők.
Tekintsük a 
            [image: 5. Paritás és dualitás][image: 5. Paritás és dualitás]-nek és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nek megfelelő éleit. A 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            körüli szöget két szögre osztják; ezek
            egyike tartalmazza azon éleket, melyek elő-képei 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-ben szomszédosak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-szel, a másik azokat, melyek
            elő-képei szomszédosak 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-nal. Így „[image: 5. Paritás és dualitás]-et és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]-t széthúzhatjuk” és 
            [image: 5. Paritás és dualitás]
            egy megfelelő egyenes élekkel
            rendelkező reprezentációját kapjuk (38. ábra). [K.
            Wagner–Fáry I.].




36. fejezet - 
        6. Összefüggőség




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            izolált pontokból áll és így 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]

mert 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két azonos komponensbeli pontját köti
            össze, mely esetben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggőségi osztályai azonosak,
            vagy két különböző komponensbeli pontot köt össze, mely
            esetben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            eggyel csökken. Indukcióval 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


	2. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ötlettárban leírt konstrukcióval
            kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf egy komponense. Definiáljuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t: 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (mondjuk). Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy komponense, 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mármost 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], így 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség].
Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy vagy több komponenséből áll, ami
            miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy vagy több komponenséből áll, így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Az előző feladat miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], és adjuk hozzá 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez izolált pontokként 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait. Legyen az így kapott gráf 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            (a) szerint 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Tehát 
            
[image: 6. Összefüggőség]


	3. feladat FÖ
	Indirekt feltevésünk legyen az, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem tartalmazó komponens. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjai ([image: 6. Összefüggőség]). Mivel az 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó komponensben legalább 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont van, azt kapjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Továbbá 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami ellentmondás. [A. Bondy]

	4. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páratlan kört és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggőek. A megadott ötlet
            követéséhez legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú 
            [image: 6. Összefüggőség]-séta 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, akkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú is (mivel mehetünk
            oda-vissza egy élen). Emiatt elég azt megmutatni, hogy
            van mind páros, mind páratlan 
            [image: 6. Összefüggőség]-séta. Van olyan séta, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-t metszi, mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő; ha ehhez a sétához
            hozzáadjuk a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körüli sétát, akkor ellentétes
            paritású sétát kapunk. Ezzel az ötlet állítását
            bebizonyítottuk. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontja. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy sétát ([image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]). Feltehetjük, hogy ez a séta nagyon
            hosszú. Ekkor a fentiek miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy azonos hosszúságú sétát 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel összekötő séta ([image: 6. Összefüggőség])-ben.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            triviálisan összefüggő. Tegyük fel,
            hogy mind 
            [image: 6. Összefüggőség], mind 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páros, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 2-színezésük. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen éle sem köti össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel, ami ellentmondás.

	5. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], másrészről 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]; 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két szín-osztályának pontjai. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ez pedig ellentmondás.

	6. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy maximális 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli út. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-t nem tartalmazó komponense. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, kell lennie egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-lal összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élnek. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél hosszabb út.
Egy irányított kör mutatja, hogy az állítás
            erősen összefüggő irányított gráfokra nem igaz.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli leghosszabb út. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, akkor készen vagyunk.
            Tegyük fel, hogy nem az, ekkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont, melyet 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválaszt 
            [image: 6. Összefüggőség]-től. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben metszi, de 
            [image: 6. Összefüggőség]
            maximalitása miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben kell metszenie. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út, melynek hossza legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            maximalitása miatt, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-nal összekötő élből áll. Más él nem
            hagyhatja el 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-n kívüli pontba nem mutathat ([image: 6. Összefüggőség]
            maximalitása miatt) és nem mehet 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjaiba sem, mert 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztják 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elsőfokú.
Figyeljük meg, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            maximális út, és emiatt ugyanezzel a
            gondolatmenettel egy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez kapcsolódó elsőfokú pontot
            kapunk. Ez ellentétben áll a tétel feltevésével.
(c) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely feszítő fája; ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely két végpontját eltörölve a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf összefüggő marad. Így ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek nincsenek nem szomszédos nem
            elvágó pontpárjai, akkor a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjainak teljes gráfot kell
            alkotniuk.
Válasszuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t úgy, hogy maximális számú végpontot
            tartalmazzon. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy kör; ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy csillag, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            teljes gráf. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            se nem út, se nem csillag, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a végpontjai halmaza. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fa két végpontja. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontja, van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédja 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban. Adjuk hozzá 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt ([image: 6. Összefüggőség]) a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            részfához, így a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fát kapjuk. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjainak megint csak teljes
            gráfot kell alkotniuk, így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédos minden ([image: 6. Összefüggőség])-beli ponttal. De ekkor ugyanezen
            gondolatmenettel (és felhasználva, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]) 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli ponttal szomszédosnak kell
            lennie. Minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség]) élt 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz hozzáadva olyan feszítő fát
            kapunk, melynek több végpontja van, mint 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek, ez ellentmondás.

	7. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két komponensből áll, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy ezeket összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan feszítő fa, melynek több közös
            éle van 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel, mint 
            [image: 6. Összefüggőség]-gyel. Ezt megismételve 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-be transzformálhatjuk.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legnagyobb közös részfája. Az állítást
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], az állítás triviális. Tegyük fel,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség].

              1. eset:
              [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy feszítő fája, mely ([image: 6. Összefüggőség])-t tartalmazza. Ekkor az indukciós
            feltevés miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            áttranszformálható 
            [image: 6. Összefüggőség]-ba és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            áttranszformálható 
            [image: 6. Összefüggőség]-be a megkívánt módon, ami bizonyítja
            az állítást.

              2. eset: 
              [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely olyan éle, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (itt fel kell használnunk azt a tényt,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            2-szeresen összefüggő). Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fái, melyek tartalmazzák
            rendre 
            [image: 6. Összefüggőség]-at és 
            [image: 6. Összefüggőség]-at.
Ekkor az indukciós feltevés miatt
            áttranszformálhatjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-ba és 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-be, amivel az állítást
            bebizonyítottuk.
Vegyük észre, hogy az eljárás további
            tulajdonsága, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek van közös 
            [image: 6. Összefüggőség]
            részfája, az a transzformációk
            folyamata során változatlan marad, és ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen pontból áll, ez sohasem lehet
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpont.

	8. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle és álljon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élből, valamint a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy feszítő fájából. Ekkor 6.7b
            szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]
            áttranszformálható 
            [image: 6. Összefüggőség]-be az adott módon közbülső fák egy
            sorozatán keresztül, és 6.7b megoldása után szereplő
            megjegyzés szerint feltehetjük, hogy ezen fák
            mindegyike tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. A fák 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez kapcsolódó, 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó ágának egy pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli és mérete legfeljebb eggyel
            változik minden lépésben. Így valamely közbülső 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fában pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontja lesz. A 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-hez kapcsolódó két ága adja a
            keresett partíciót.
(b) Az állítás nyilvánvalóan ekvivalens azzal,
            hogy 2-szeresen összefüggő nem páros 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfnak van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fája, mely feszítő fának az
            (egyértelmű) 2-színezése egyenlő szín-osztályokkal
            rendelkezik.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páratlan kör 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Tekintsük a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-t tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fáját és a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feszítő fáit, melyeket 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből rendre az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élek hozzáadásával nyerünk. 6.7b és a
            megoldása utáni megjegyzés szerint megkaphatjuk a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fát 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli feszítő fák sorozatán keresztül,
            melyek mindegyike az előzőből az alábbi operációval
            állítható elő: elhagyunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végponttal szomszédos élt, majd 
            [image: 6. Összefüggőség]-et a megmaradt részhez kötjük egy
            másik 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli éllel. Ezen fákat kiszínezzük
            pirossal és kékkel úgy, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            piros legyen. Ekkor ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            piros pontja van, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            piros pontja van, mert természetesen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kivételével minden pont különböző
            színt kap bennük. Továbbá a piros pontok száma
            legfeljebb eggyel változik minden lépésben. Így van egy
            pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            piros ponttal rendelkező közbülső fa.
            [A. Bondy–Lovász L.; vö. L. Lovász, 
            Acta Math. Acad. Sci. Hung.30 (1977),
            241–251.]

	9. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között erősen összefüggő, legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Egy (irányított) 
            [image: 6. Összefüggőség]-úton végigsétálva valamely pontnál el
            kell hagynunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et. Az 
            [image: 6. Összefüggőség]-út következő éle összeköti az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazt ([image: 6. Összefüggőség])-szel (ebben az irányban).
Megfordítva tegyük fel, hogy nincsen 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon pontok halmaza, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból irányított út mentén elérhetők.
            Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és nincsen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], mivel bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-út ezen éllel együtt egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat adna, ami viszont nem létezik,
            mert 
            [image: 6. Összefüggőség].

	10. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a piros élek összehúzásával és a zöld
            élek elhagyásával kapott irányított gráf.
Először tegyük fel, hogy nincsen irányított 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban. Ekkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és fekete él nem megy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból ([image: 6. Összefüggőség])-ba. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            képe a piros élek összehúzásával
            kapott gráfban; ekkor nem köti össze piros él 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, és nem megy fekete él 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből ([image: 6. Összefüggőség])-be, azaz (ii) fennáll.
Az triviálisan adódik, hogy ha van 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban, akkor (i) fennáll.
Végül (i) és (ii) nem állhat fenn egyszerre.
            Indirekte tegyük fel, hogy van egy (i)-nek megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és egy (ii)-nek megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et ([image: 6. Összefüggőség])-sel összekötő első 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éle. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem lehet zöld, mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben nincsenek zöld élek, és piros sem
            lehet, mert nincsen 
            [image: 6. Összefüggőség]-et ([image: 6. Összefüggőség])-sel összekötő piros él.
Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek feketének kell lennie. De 
            [image: 6. Összefüggőség]-et nem irányíthatjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből ([image: 6. Összefüggőség])-be (ii) miatt, és fordítva sem
            irányíthatjuk, hiszen 
            [image: 6. Összefüggőség]-n van. [G. J. Minty]

	11. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy olyan minimális élhalmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő. Ekkor 6.9 szerint
            van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élnek össze kell kötnie 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pontját 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pontjával; különben 
            [image: 6. Összefüggőség]-t kivehetnénk és még mindig azt
            kapnánk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleit fordítva tesszük vissza, akkor
            az így kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított gráfban 
            [image: 6. Összefüggőség], azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem erősen összefüggő.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy minimális élhalmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleinek megfordításával kapott gráf.
            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő.
Először nézzük az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetet. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitása miatt nem erősen
            összefüggő; tehát van egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő, 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal kell összekötnie. Fordítsuk
            meg 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és indirekt tegyük fel, hogy az
            eredményül kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf szintén nem erősen összefüggő.
            Tehát van egy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel ismét 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            de 
            [image: 6. Összefüggőség].
Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség], ami lehetetlen. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]. Hasonlóan kapjuk ezt, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. De ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azt adja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elvágóél, ez ellentmondás. Így az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esettel készen vagyunk.
Az általános eset most már könnyen adódik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és jelentse 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfordításával kapott irányított
            gráfot. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nyilvánvalóan nem tartalmaz elvágóélt,
            nem erősen összefüggő ([image: 6. Összefüggőség]
            minimalitása miatt) és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összehúzásával erősen összefüggő
            irányított gráfot kapunk belőle. Így ha megfordítjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, a kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf erősen összefüggő lesz. Továbbá 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális ilyen tulajdonsággal
            rendelkező halmaz. Hiszen ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő lenne valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élhalmazra, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is az lenne, ami ellentmondana 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitásának, minthogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tehát alkalmazhatjuk az indukciós
            feltételt és levonhatjuk a következtetést, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleinek megfordításával kapott gráf
            erősen összefüggő. De ez az irányított gráf éppen 
            [image: 6. Összefüggőség]. [Frank A.]
(c) Tegyük fel, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított gráfban nincsen irányított
            kör. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontja, melynek kifoka 0; különben
            bármely pontból indulva az élek irányítását követő séta
            során sohasem akadnánk el és így előbb-utóbb bejárnánk
            egy kört. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukciót alkalmazva
            feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait lehet úgy sorbarendezni, hogy
            minden él kisebb számból nagyobba mutasson. 
            [image: 6. Összefüggőség]-et legelső helyre rakva a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ilyen rendezését kapjuk.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan minimális élhalmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított körmentes. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-t lehet úgy rendezni, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden éle kisebb számból nagyobba
            mutat. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely élét visszatesszük, akkor a
            sorbarendezés elveszti ezen tulajdonságát, mert a gráf
            így már nem irányított körmentes. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden éle „lefelé” mutat. De ekkor
            megfordítva őket kisebb számból nagyobba fognak
            mutatni, azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleinek megfordításával nyert gráf
            irányított körmentes. [E.J. Grinberg,
            J.J. Dambit, Latv. Mat. E.2 (1966)
            65–70; T. Gallai, Theory of Graphs
            (P. Erdős–G. Katona, eds.) Akadémiai Kiadó
            (1968), 115–118.]

	12. feladat FÖ
	Ha a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            turnament tartalmaz irányított
            Hamilton-kört, akkor nyilvánvalóan erősen összefüggő.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy maximális irányított kör 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben (ilyen létezik, mivel az
            irányított körmentes turnament nem erősen összefüggő.)
            Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem irányított Hamilton-kör.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            már nem irányított kör. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]. Hasonlóan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok halmaza, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra fentiek szerint. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan él, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (ilyen létezik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            miatt). Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], és így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azt adja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél hosszabb irányított kör. [P.
            Camion]

	13. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a leghosszabb nem-Hamilton irányított
            kör; ez 
            [image: 6. Összefüggőség]
            miatt létezik. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor pontosan egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot hagy ki, így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő.
Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]. Az előbbi gondolatmenettel azt
            kapjuk, hogy minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra, vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra. Jelölje 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az előbbi tulajdonsággal rendelkező
            pontok halmazát. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et elhagyó él. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél hosszabb, de egy pontot (mégpedig
            
            [image: 6. Összefüggőség]-t) még mindig kihagyó irányított
            kör.
Annak bizonyításához, hogy legalább két ilyen
            pont van, legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ilyen tulajdonságú pont. 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazza valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél rövidebb kör, hiszen ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok halmaza, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et elhagyó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él, és így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 3 hosszúságú irányított
            kör.
Tekintsünk egy leghosszabb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított kört, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]; ugyanúgy, mint előbb, azt találjuk,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], és ez egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot szolgáltat, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő.

	14. feladat FÖ
	Fordítsuk meg 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden élét. Az így előálló 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfban nincsen kör, ennélfogva egy
            leghosszabb út kezdőpontja egyben minden vele
            szomszédos él kezdőpontja is. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleit ismét megfordítva azt kapjuk,
            hogy ez a pont eleget tesz a követelményeknek.

	15. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. A 
            [image: 6. Összefüggőség], 2 esetben az állítás triviális.
            Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség].
Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kölcsönösen egyértelmű, akkor
            automorfizmus. Jelöljük 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel a belső pontok alkotta részfát,
            így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-t saját magába képezi le. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem kölcsönösen egyértelmű, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valódi részfa, melyet 
            [image: 6. Összefüggőség]
            saját magába képez le.
Mindkét esetben indukcióval készen
            vagyunk.

              Megjegyzés: Az állítás a Lefschetz fix pont tétel
            elfajult esete (lásd pl. E. Spanier, Algebraic
            Topology, McGraw-Hill, 1966).

	16. feladat FÖ
	A metszet két pontját összekötő út egyértelmű,
            így az adott részfák mindegyike tartalmazza. Tehát
            benne van a metszetükben.

	17. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai, 
            [image: 6. Összefüggőség]. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            részekre osztja. Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legalább olyan hosszú, mint 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legalább olyan hosszú, mint 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            azaz a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út hosszabb 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél, ami ellentmondás.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két maximális út. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            metszetük út 6.15 miatt, így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a következő formájú: van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik végpontjából induló két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út, valamint a másik végpontjából
            induló két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út, melyekre 
            
[image: 6. Összefüggőség]

[image: 6. Összefüggőség], mert pl. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azt jelentené, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél hosszabb. Hasonlóan 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út, ezért 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és hasonlóan 
            [image: 6. Összefüggőség].
Ez azt mutatja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            középpontja(i) 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli(ek) és így 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli(ek) is. Tekintve, hogy ez
            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-re fennáll, ez(ek) a pont(ok) benne
            van(nak) az összes maximális út metszetében.
[image: 6. Összefüggőség]
                    39. ábra.
				




              Megjegyzés: H. J. Walther egy példája (39. ábra)
            mutatja, hogy ez nem minden összefüggő gráfra
            igaz.

	18. feladat FÖ
	
              Első megoldás. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetben az állítás nyilvánvaló.
            Indukciót alkalmazva 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Tekintsük a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élét ([image: 6. Összefüggőség]
            van 
            [image: 6. Összefüggőség]-höz közelebb). Ekkor azonnal látszik,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különböző komponenseiben vannak.
            Természetesen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó komponensben van. Mivel
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő részgráfja és metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, ezért szintén ugyanabban a
            komponensben van. De ez lehetetlen, mert 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak vannak a másik komponensben
            pontjai.

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz kapcsolódó elsőfokú pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Tegyük fel, hogy az állítás ([image: 6. Összefüggőség])-re fennáll.
Ha a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyike sem az 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből álló egypontú gráf, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kölcsönösen metszik egymást; mert ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], közös pontja, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is az. Így az indukciós feltétel
            szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek van közös pontja, így 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak is. Ha mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek egyetlen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontja van, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közös pontja.

	19. feladat FÖ
	Annak bizonyításához, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat és egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, aminek hossza triviálisan
            legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            [image: 6. Összefüggőség], az összes ilyen utak minimális
            hossza szintén legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség].
Annak bizonyítására, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat, melynek hossza 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út; legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú részekre osztja. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, így 
            
[image: 6. Összefüggőség]

  
			Hasonlóan
            
[image: 6. Összefüggőség]

  
			ami miatt
            
[image: 6. Összefüggőség]


	20. feladat FÖ
	Nézzük meg, hogy egy adott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt az ötlettárban szereplő típusok
            szerint hányszor veszünk számításba a két oldalon. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két komponensből áll; legyen az
            egyikben a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok közül 
            [image: 6. Összefüggőség], a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok közül 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazza 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            út. Elég belátni azt, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            vagy ami ezzel ekvivalens: 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami igaz, mert 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egészek. [J. B. Kelly,
            Comb. Structures and their Appl. Gordon and Breach
            (1969), 201–208; vö. 13.16.]

	21. feladat FÖ
	(a) Először bizonyítsuk be az ötlettár állítását.
            Mivel minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-től a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            távolságra lévő pont magától
            értetődően elsőfokú, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontnál csökken. Másrészről az 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben kezdődő leghosszabb útból csak
            egy pontot hagytunk el, így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            eggyel csökken.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon pontok halmaza, melyeknél 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmaz elsőfokú pontot, akkor
            hagyjunk el minden elsőfokú pontot 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből. Az ötlettár állítása szerint ez
            nem változtatja meg 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, ennélfogva az állítás indukcióval
            adódik. Ha egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elsőfokú pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-be tartozik, nézzük az 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédját. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szigorúan közelebb van bármely
            harmadik ponthoz, mint 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csak akkor lehet minimális, ha 
            [image: 6. Összefüggőség], azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a két pontú fa. Ebben az esetben az
            állítás triviális.
Vegyük észre, hogy a középpontot (kettős
            középpontot) minden maximális út tartalmazza (vö.
            6.16b).
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kezdőpontú út. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-et vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, akkor nyilvánvalóan 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és az állítás következik. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazza, akkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami bizonyítja az állítást.

	22. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-t, illetve 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó komponenseinek pontszáma
            (ezek természetesen különböző komponensek). 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-ba haladva 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont közeledik, de 
            [image: 6. Összefüggőség]
            távolodik, így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Hasonlóan 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Összeadva 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Indirekte tegyük fel, hogy van két nem
            szomszédos 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális. Legyen 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            (a) szerint 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és így végül is azt kapjuk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ez pedig ellentmondás.
(c) Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út pontjai és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez kapcsolódó más pontok. Ekkor ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páros, a fa középpontja 
            [image: 6. Összefüggőség]; másfelől a súlypont 
            [image: 6. Összefüggőség], ha 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tehát a középpont és a súlypont
            távolsága 
            [image: 6. Összefüggőség], ami valóban tetszőlegesen nagy
            lehet.

	23. feladat FÖ
	A 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            kifejezésben pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tag egyenlő 1-gyel; ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csillag, minden más tag 2; más esetben
            legalább 2, és legalább egyikük 3. Így az összeg a
            csillagra lesz minimális.
A feladat második felére adott ötlet állításának
            bizonyításához vegyük észre, hogy egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjára 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(1)





            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges fa, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy végpontja és 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor van legalább egy pontunk 1, 2,
            …, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            távolságra 
            [image: 6. Összefüggőség]-től, ami miatt az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et meghatározó összeg a
            következőképpen néz ki: 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(2)





            ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]. Nyilvánvaló, hogy 
			(2)[image: 6. Összefüggőség](1); 
			egyenlőség csak akkor van, ha 
            [image: 6. Összefüggőség], azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ennek végpontja.

              [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
            
[image: 6. Összefüggőség]


            maximális (ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az összes 
            [image: 6. Összefüggőség]-pontú fán végigfut), ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli elsőfokú pont. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így az első tag akkor maximális, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy út és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy végpontja. Szerencsére ebben az
            esetben a második tag is maximális az indukciós
            feltevés miatt.

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli út. Bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-n kívüli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponthoz hozzárendelünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utat a következő módon. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez kapcsoló út, melynek nincsen 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel más közös pontja. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszabb 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél, legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-ban kezdődő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú szegmense. Egyébként 
            [image: 6. Összefüggőség]
            álljon 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy rész-útjából. Ilyen választás
            lehetséges, mert 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza 
            [image: 6. Összefüggőség], így a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            végpontjával érintkező darabjai közül
            az egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hosszúságú. Továbbá legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez csatlakozó részútja 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetén.
Könnyen adódik, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ok különbözőek és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            van belőlük.

	25. feladat FÖ
	Az eredményül kapott gráf nyilvánvalóan feszítő
            fa. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy optimális feszítő fa, melynek 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel maximális számú közös éle van, és
            legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli éle, melyet az 
            [image: 6. Összefüggőség]-edik lépésben választottunk. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz kapcsoló 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli út; ekkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éle, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-t egy rajta kívül eső ponttal köti
            össze. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-t választottuk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyett, 
            [image: 6. Összefüggőség]. Másfelől viszont 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy feszítő fa, melynek költsége nem
            kisebb, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel közös éleinek száma nagyobb 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél, ami ellentmondás.

              Megjegyzés: Ha minden lépésben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy adott pontot tartalmazó komponens,
            ekkor az első 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lépésben választott élek által
            alkotott gráf mindig összefüggő.
            [J.B. Kruskal]

	26. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két optimális fa. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli éle. Tekintsük azt a 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli utat, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjait köti össze. Valamely éle,
            legyen ez 
            [image: 6. Összefüggőség], összeköti 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két komponensét. Vagy 
            [image: 6. Összefüggőség], vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            költsége kisebb lesz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            költségénél.

	27. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-et ugyanazok a körök tartalmazzák,
            akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen köre sem tartalmazza, mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő.
Megfordítva, ha van mondjuk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem tartalmazó körünk, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            rajta van a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy körén, ami miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő. Ezzel az ötlet állítását
            bebizonyítottuk.
Most már (a) és (b) azonnal adódik. (c)
            bizonyításához legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan él, melyet az elhagyott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ekvivalencia-osztály nem tartalmaz, és
            legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él nem elvágóél ([image: 6. Összefüggőség])-ben, így van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-et nem tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nyilvánvalóan nem tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            más élét, ami miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy köre. Természetesen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó összefüggő komponenséhez
            tartozik. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem elvágóéle ennek a
            komponensnek.
(d) belátásához megmutatjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponense 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két éléhez illeszkedik. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz kapcsolódó éle ([image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]). Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó kör. Sétáljunk végig 
            [image: 6. Összefüggőség]-n 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-on indulva. Ha újra 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli pontba jutunk, térjünk vissza 
            [image: 6. Összefüggőség]-be 
            [image: 6. Összefüggőség]-on belül. A bejárt kör pontosan két 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz illeszkedő élt tartalmaz;
            másrészről 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden élét tartalmazza; így pontosan
            két 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz illeszkedő él van.
Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponenseinek összehúzásával egy
            összefüggő 2-reguláris gráfot kapunk. Ez egy
            kör.

	28. feladat FÖ
	Kiválaszthatjuk a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körét. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t már kiválasztottuk úgy, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség]) vagy egy út, melynek végpontjai ([image: 6. Összefüggőség])-vel közösek, vagy egy kör, melynek (
            [image: 6. Összefüggőség])-vel egy közös pontja van. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor készen vagyunk. Ellenkező
            esetben létezik egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem ([image: 6. Összefüggőség])-beli, de vele egy közös ponttal
            rendelkező él. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó kör; 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből induljunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, majd sétáljunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-n addig, míg újra el nem érjük ([image: 6. Összefüggőség])-t; legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon pontokból és élekből álló
            részgráf, melyeket sétánk során érintettünk. Ekkor
            természetesen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy egy út, melynek két végpontja ([image: 6. Összefüggőség])-beli, vagy egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör, mely ([image: 6. Összefüggőség])-t csak az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontban metszi. Így találhatnánk egy
            megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]-et. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végessége miatt előbb-utóbb az egész 
            [image: 6. Összefüggőség]-t fel kell, hogy osszuk.

	29. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-t valahogy irányítjuk és az
            eredményül kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő, legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-ba mutató éle. 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-szel összekötő út; így 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazza a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy köre ([image: 6. Összefüggőség]
            egy köre szintén). Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            2-szeresen élösszefüggő. Indukciót
            alkalmazunk az élek számára. Hagyjunk el egy 6.27-ben
            definiált 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ekvivalencia-osztályt. A megmaradt
            gráf komponensei 2-szeresen összefüggőek, és így lehet
            őket úgy irányítani, hogy erősen összefüggőek legyenek.
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körön helyezkednek el; irányítsuk őket
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ciklikus irányításának
            megfelelően. Könnyű látni, hogy az így kapott
            irányított gráf erősen összefüggő.

              Második megoldás (a második részhez). Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]6.28-nak megfelelő felbontás, ekkor
            definiálhatunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-n egy olyan irányítást, mely minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből egy irányított kört vagy utat ad
            eredményül.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval könnyen adódik,
            hogy bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elérhető 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból irányított úton, és viszont: 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden más pontból elérhető. Az
            elérhetőség tranzitivitása miatt ez bizonyítja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            erősen összefüggő. [H. E.
            Robbins]

	30. feladat FÖ
	
              [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval találunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kört, melyhez 
            [image: 6. Összefüggőség]
            jól illeszkednek. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            jól illeszkedik 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz, készen vagyunk. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindkét végpontja rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-on, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és a végpontjai által határolt egyik
            ív a kívánt kört adja. Tehát feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik végpontja rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-on, míg a másik végpontja nincs
            rajta.
Húzzuk össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Az így kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf nyilvánvalóan 2-szeresen
            élösszefüggő; az indukciós feltétel szerint van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            köre, melyhez minden nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él jól illeszkedik. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon részgráfja, melyet az összehúzás 
            [image: 6. Összefüggőség]-be képez. Három lehetőség van.
[image: 6. Összefüggőség]
                    40. ábra.
				



(a) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-tól diszjunkt kör. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a kívánt tulajdonságú.
(b) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan kör, melynek egy közös pontja
            van 
            [image: 6. Összefüggőség]-lal. Ekkor tartalmaznia kell 
            [image: 6. Összefüggőség]-t (mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            jól illeszkedik 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez), így nem metszi a 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-ket, és így ismét rendelkezik a
            kívánt tulajdonsággal.
(c) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontját összekötő út. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megint rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai által határolt valamelyik
            íve adja a kívánt tulajdonsággal rendelkező kört. (40. ábra).

	31. feladat FÖ
	Az ötlettárban szereplő állítás az egyedüli nem
            triviális, melyet bizonyítanunk kell. Sétáljunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból indulva 
            [image: 6. Összefüggőség]-n mindkét irányba, míg el nem érjük 
            [image: 6. Összefüggőség]-et; legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a két elért pont (előfordulhat, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és/vagy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            végpontja). 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különbözőek, így a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két ívét határolják, melyek egyike
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-et; ezen ív és a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által határolt, 
            [image: 6. Összefüggőség]-at tartalmazó íve egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-at tartalmazó kört ad.

	32. feladat FÖ
	(i) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (iii): Először legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két azonos 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontból induló él. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], illetve 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a másik végpontjuk. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, van benne egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel összekötő út; ez 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel és 
            [image: 6. Összefüggőség]-fel együtt egy kört alkot.

              6.31 felhasználásával azt kapjuk, hogy bármely
            két él egy körön van; sőt az „egy körön lenni” reláció
            egy ekvivalencia-osztálya tartalmazza az éleivel
            szomszédos összes élt; ezért egy komponens éleiből áll.
            De 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, ezért ez az
            ekvivalencia-osztály maga a gráf.
(iii) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (ii): Adott két ponthoz tekintsünk
            egy-egy velük szomszédos élt és egy ezeken átmenő
            kört.
(ii) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (i): Tegyük fel, hogy egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont elhagyásával 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szétesik. Essen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két különböző komponensébe. Ekkor
            egyetlen kör sem tartalmazhatja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is.

	33. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan út, melynek pontosan a
            végpontjai közösek ([image: 6. Összefüggőség])-vel. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör és válasszuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t úgy, hogy kielégítsék a fenti
            követelményt. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], találunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt ([image: 6. Összefüggőség])-ben, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, találunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat ([image: 6. Összefüggőség])-ben. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            adja 
            [image: 6. Összefüggőség]-et. Így előbb-utóbb azt kapjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség].
Mármost 
            [image: 6. Összefüggőség]
            2-szeresen összefüggő, amit könnyen
            beláthatunk. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            eleget tesz a követelményeknek.

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            három 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t összekötő út ([image: 6. Összefüggőség]) és tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-at úgy választottuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza minimális legyen. Először azt
            mutatjuk meg, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csak másodfokú belső pontokkal
            rendelkezik. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan él, mely a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            belső pontjához illeszkedik, de nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, létezik egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            másik végpontja rajta lehet 
            [image: 6. Összefüggőség]-en vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-on; mindkét esetben három független
            úttal összekötött két pontot kapunk, mely utak egyike 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél rövidebb, de ez ellentmondásban
            van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            választásával. (41. ábra)
[image: 6. Összefüggőség]
                    41. ábra.
				



Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            belső pontjai másodfokúak. Vegyük ki 
            [image: 6. Összefüggőség]
            belső pontjait. A kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf 2-szeresen összefüggő. Valóban,
            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra tekintve a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontját, ([image: 6. Összefüggőség])-ben van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem halad át 
            [image: 6. Összefüggőség]-en, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-útja. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyike nem tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és „elkerülhetjük” 
            [image: 6. Összefüggőség]-et. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő.
Ezzel bebizonyítottuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfelel a követelményeinknek.
            [H. Whitney, Amer. J. Math.55 (1933),
            236–244; lásd még G.A. Dirac, J. Reine
            Angew. Math.228 (1967), 204–216.]

	34. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan út, melynek pontosan a
            végpontjai közösek ([image: 6. Összefüggőség])-vel. Ilyen felosztást találhatunk
            úgy, mint az előző feladat első megoldásában.
Rendezzük 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait a 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli helyzetük alapján; szúrjuk be
            közéjük a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjait úgy, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli helyzetükkel összhangban
            legyenek rendezve (és így a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két végpontja között helyezkedjenek
            el) stb. A végeredményül kapott rendezés rendelkezik
            azzal a tulajdonsággal, hogy minden pontja korábbi és
            későbbi ponttal is szomszédos.
Ezután minden élt irányítsunk úgy, hogy a vége
            megelőzze az elejét a rendezésben. Ekkor bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éltől indulva találunk a rendezés
            szerint 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], stb. éleket, melyek közül az
            utolsónak természetesen 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban kell végződnie. Hasonlóan vannak 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], stb. élek, melyek közül az utolsó 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből indul. Ezen élek egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat adnak. [Ádám A., A Schweitzer
            Miklós Emlékverseny egy feladata, Mat. Lapok, 
            22 (1971), 34.]

	35. feladat FÖ
	Az ötlet állítása a 6.33 feladat második
            megoldásából adódik, és azonnal bizonyítja, hogy
            (i)-ből következik (ii). Megfordítva, ha (ii) fennáll,
            legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan él, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            2-szeresen összefüggő. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy körén található, mely körben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            húr, ez ellentmondás.
            [M.D. Plummer,
            Trans. Amer. Math. Soc.134 (1968),
            85–94.]

	36. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], nincs mit bizonyítanunk. Ellenkező
            esetben 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Hiszen legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy legalább 3 fokú pontja, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli él, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út ([image: 6. Összefüggőség])-ban. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ötletnek megfelelően választott 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek 6.35 szerint legalább 2 éle van.
            Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy szomszédja az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            íven, és tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokszáma legalább 3. Ekkor ugyanúgy,
            mint fentebb, adódik, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út végpontja. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            másik végpontja.
Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            keresztezik egymást, vagy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-en kívül van, akkor találunk olyan
            kört, melynek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            húrja, ami ellentmondana 6.35-nek
            (lásd 42. ábra). Viszont ez azt jelenti, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t ([image: 6. Összefüggőség]-ben) összekötő ív az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valódi rész-íve, ami ellentmond 
            [image: 6. Összefüggőség]
            választásának. [M.D. Plummer,
            uo.]
[image: 6. Összefüggőség]
                    42. ábra.
				




	37. feladat FÖ
	
              [image: 6. Összefüggőség]
              6.36 szerint erdő. Az előző
            bizonyításban szereplő érvelés szerint van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, akkor tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utat, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjait köti össze. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan kör, melynek másodfokú pontjai
            egy ívét alkotják (ezek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            belső pontjai).
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út; a végpontjait összekötő egyik
            ívnek nincsenek másodfokú pontjai. Másfelől ez az ív
            tartalmaz egy minimális ilyen típusú ívet és ezen van
            másodfokú pont az előző feladat megoldása miatt,
            ellentmondás. [M.D. Plummer, uo.]

	38. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két izomorf fa, melyeknek minden
            végpontja legalább 1000 távolságra van a közepétől, és
            melyeknek nincsen másodfokú pontja. Azonosítsuk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfelelő végpontjait. A kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf 2-szeresen összefüggő; hiszen
            vegyük bármely két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontját. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a megfelelő pontok a másik fában.
            Megmutatjuk, hogy még 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is (melyek nem feltétlenül
            különbözőek) egy körön helyezkednek el. Feltehetjük,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az a 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli út, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-nal köti össze. Meghosszabbíthatjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            úttá, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két végpontját köti össze. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek megfelelő út; ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör, mely 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindegyikét tartalmazza.
Másrészről elhagyva mondjuk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt a kapott gráf még 2-szeresen
            élösszefüggő sem lesz, mert az 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él elvágóéle lesz.

	39. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út van, akkor nyilvánvalóan 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között. A másik rész bizonyításához
            hagyjunk el éleket egészen addig, míg további él
            elhagyása már elrontaná az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közötti 
            [image: 6. Összefüggőség]-szoros élösszefüggőséget. Ekkor
            természetesen már nem lesz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontú vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kezdőpontú él. Először tegyük fel,
            hogy van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él, mely sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz, sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez nem illeszkedik. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            már nem elégíti ki a feltételeket, van
            
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágása. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            választása miatt a 
            [image: 6. Összefüggőség]-t meghatározó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz eleget tesz a 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feltételeknek.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            rendre az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összehúzásával előálló gráf; legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], illetve 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            képe 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, illetve a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            képe 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben.
Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között, és így az indukciós feltevés
            miatt van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, ezek 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-t csak az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élek hagyják el, feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Hasonlóan van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-ben; 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat alkot 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben.
Mi van abban az esetben, ha minden él kezdőpontja
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy végpontja 
            [image: 6. Összefüggőség]?
Ha van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-él, elhagyhatjuk, és folytathatjuk a
            bizonyítást 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval, így feltehetjük,
            hogy nincsen ilyen él. Bármely 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-re legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-élek és 
            [image: 6. Összefüggőség]-élek számának minimuma. Ekkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Másrészről legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok halmaza, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez 
            [image: 6. Összefüggőség]-éllel kapcsolódnak. Így az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által meghatározott vágásnak pontosan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éle van. Ennélfogva 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami bizonyítja állításunkat.
(b) Az ötletet követve tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot, melynek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjai, és minden 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez van két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontja. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élhez 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él, továbbá minden 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él. Most
(i) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            akkor és csak akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között, ha 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között;
(ii) 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben akkor és csak akkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út.
(i) bizonyításához tekintsünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágást. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            álljon az összes olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontból, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden más éléből. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben; hiszen ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-beli éleknek és belső pontoknak
            megfelelő élei egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat alkotnak, és mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy élét, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy élét vagy pontját.
Megfordítva, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t elválasztó élek és pontok halmaza 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, akkor a fenti konstrukció a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élhalmazát rendeli hozzá, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás lesz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ezzel (i)-et bebizonyítottuk.
Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nyilvánvalóan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szintén rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunktak, és még ha össze is
            húzzuk az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleket 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyreállításának érdekében, akkor is 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapjuk.
Megfordítva, ha van 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, akkor a nekik természetes módon
            megfeleltetett 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak pontdiszjunktak, és így
            éldiszjunktak is. Ezzel (ii)-t bebizonyítottuk.
(i) és (ii) (a) miatt bizonyítja (b)
            állítását.
(c) Az ötletnek megfelelően előállított 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított gráf összefüggősége és
            élösszefüggősége bármely két pont között azonos a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráféval.
Továbbá az éldiszjunkt (pontdiszjunkt) 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak is azonosak 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben és 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, hiszen éldiszjunkt
            [pontdiszjunkt] 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak ilyen utakat eredményeznek 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Megfordítva, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben léteznek valamely éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak, feltehetjük, hogy ezek nem
            használnak egyszerre egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt és a párját, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is; mert ebben az esetben könnyen
            találunk egy azonos elemszámú, de kisebb összhosszú
            másik 
            [image: 6. Összefüggőség]-útrendszert, mely sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-et nem tartalmazza (a
            pontösszefüggőség esetében ez a probléma fel sem
            merül). Ezen utak éldiszjunkt (pontdiszjunkt) 
            [image: 6. Összefüggőség]-utakat eredményeznek 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. [K. Menger]

	40. feladat FÖ
	Az ötlet szerint konstruált 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között; mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem szomszédosak, elég azt megmutatni,
            hogy az 
            [image: 6. Összefüggőség]-utakat nem lehet 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal lefogni; de ez a feltevés. Így
            a Menger tétel szerint van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út; 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t elhagyva közülük a kívánt 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat kapjuk.

	41. feladat FÖ
	Az ötlettárban megfogalmazott állítás
            bizonyításához helyettesítsünk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különböző ponttal minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot, és kössünk össze két új
            pontot, ha az eredeti pontok össze voltak kötve. 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel jelölve az így kapott gráfot, 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel és 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel pedig rendre az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyettesítő pontjainak halmazát, ezen
            halmazok kielégítik 6.40 feltételeit. Hiszen legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan halmaz, mely minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat metsz. Válasszuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et minimálisnak. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyére helyettesített 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot, akkor tartalmaz minden más 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyére helyettesített 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot is; mivel ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem metszi valamelyik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utat, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és így ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel helyettesítve 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-től diszjunkt utat kapunk. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az összes olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont halmaza, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfelelő pontjait, ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            másrészről 
            [image: 6. Összefüggőség]
            metszi az összes 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, így 
            [image: 6. Összefüggőség].
Tehát van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, melyeknek nincsen közös pontja.
            Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyére helyettesített pontokat
            összehúzva ismét 
            [image: 6. Összefüggőség]-be minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra, a követelménynek megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat kapunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben.
A Menger tételt 
            [image: 6. Összefüggőség], más pontokon pedig 
            [image: 6. Összefüggőség]
            választással kapjuk; 6.40-et minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-re 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyettesítésével. Egy harmadik
            érdekes speciális eset, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra. Ekkor: ha minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem tartalmazó, de minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat metsző halmaz elemszáma legalább
            
            [image: 6. Összefüggőség], akkor van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, melyeknek 
            [image: 6. Összefüggőség]-n kívül nincsen közös pontja.
            [G.A. Dirac, J. London Math. Soc. 38 (1962)
            148–163.]

	42. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-t az ötletnek megfelelően választjuk,
            akkor állításunk a következő: ha 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            kezdő éle nem kezdő éle egyetlen 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek sem, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-től. Mert tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            metszi valamelyiket és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            első 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel közös pontja. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az az út, mely 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-részéből és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-részéből tevődik össze. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami ellentmondás.
Van a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ek között legalább 
            [image: 6. Összefüggőség], melynek kezdő éle nem kezdő éle 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak. [H. Perfect,
            J. Math. Anal. Appl.22 (1968),
            96–111.]

	43. feladat FÖ
	
              [image: 6. Összefüggőség]-ra 6.42 feltételei teljesülnek: van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, 
            [image: 6. Összefüggőség]; másrészről a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megfelelő kezdő szakaszai 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat adnak (függetlenül attól, hogy
            hol végződnek, azaz hol metszik 
            [image: 6. Összefüggőség]-t). Ennélfogva van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-ben végződik. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-edik 
            [image: 6. Összefüggőség]-tól független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. [G. Hajós, Theory of
            Graphs, Int. Symp. Rome, Dunod, Paris–Gordon
            and Breach, New York (1967), 147.]

	44. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nincsen sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-val, sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel összekötve. Egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-él felvétele 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat eredményez; elhagyva ezt az élt
            ismét 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapunk és egy tőlük független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. Ugyanígy kapunk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat és egy tőlük független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. 6.43 szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-út van 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, ami ellentmondás.
Hasonló érveléssel bizonyítjuk, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            össze van kötve 
            [image: 6. Összefüggőség]-val, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel nem, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            össze van kötve 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-val nem, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem szomszédos. Indirekte tegyük fel,
            hogy van egy őket összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él. Osszuk fel 
            [image: 6. Összefüggőség]-t egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal. Ekkor az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleket felvéve és 6.43-at alkalmazva
            ellentmondásra jutunk ugyanúgy, mint az előbb.
Ez az állítás azt jelenti, hogy a mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-val, mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel szomszédos pontok elválasztják
            őket. Így a számuk legalább 
            [image: 6. Összefüggőség]. Másrészről ezen pontok mindegyikén
            átmegy egy 2 hosszúságú 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, és ezek függetlenek. Ezzel
            bebizonyítottuk, hogy az ilyen pontok száma 
            [image: 6. Összefüggőség].
Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-et az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és szomszédai által feszített
            részgráf, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontját összekötve nem kaphatunk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között még mindig lefog minden utat 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            teljes gráf. Hasonlóan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédai is teljes gráfot
            feszítenek, így készen vagyunk.
A Menger tétel levezetéséhez tekintsünk egy
            irányítatlan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot és két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot. Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            függetlenek, mivel egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-él elhagyása mind a független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak maximális számát, mind az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közötti összefüggőséget eggyel
            csökkenti. Jelölje 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak maximális számát; azt kell
            megmutatnunk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztható 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal. Vegyünk fel éleket amíg 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem változik; a végeredményül kapott
            gráfot fent leírtuk, ennek van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű 
            [image: 6. Összefüggőség]-t elválasztó halmaza. Ugyanez a
            halmaz elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. [G. Hajós, uo.]

	45. feladat FÖ
	(i) cáfolásához tekintsük a 43. ábrán látható
            gráfot. Bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-en indul, ami miatt bármely kettőnek
            van közös éle; 
            [image: 6. Összefüggőség]-utakra hasonlóan. Egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út és egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út a szaggatott vonallal jelölt
            négyzet két-két ellentétes csúcsát kötik össze; így
            valahol keresztezik egymást. Minden kereszteződési pont
            a gráf egy pontja és 3 fokú, emiatt van közös
            élük.
[image: 6. Összefüggőség]
                    43. ábra.
				



Két pontdiszjunkt út köti össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel; így ha egy élt minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-út tartalmaz, az vagy 
            [image: 6. Összefüggőség], vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel hasonlóan az olyan él, melyet
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-út tartalmaz, vagy 
            [image: 6. Összefüggőség], vagy 
            [image: 6. Összefüggőség], egyetlen élt sem tartalmazhat minden
            
            [image: 6. Összefüggőség]-út és minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-út is.
Ez nem a legegyszerűbb példa. Azért adtuk, mert
            összehúzva 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindegyikét egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot kapunk, mely 2-szeresen
            összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak 
            [image: 6. Összefüggőség]
            képe és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            képe között, de minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-útnak minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-úttal van közös éle. Ezzel (iii)-at
            is cáfoltuk.
Végül (ii) nyilvánvalóan hamis egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-útból álló gráfra.

	46. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által meghatározott 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami Menger tétel szerint bizonyítja az
            állítást.

	47. feladat FÖ
	(i) Ha sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak, sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak nincsenek, nincs mit
            bizonyítanunk. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mondjuk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, akkor 6.46 miatt ([image: 6. Összefüggőség])-ben van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-től éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út; ez ellentmondás.
(ii), (iii). Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között. Ekkor 6.39 szerint van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Hagyjuk el ezen 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak éleit, ekkor a megmaradó gráfban
            van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 6.46 szerint. Ez mind (ii)-t, mind
            (iii)-at bizonyítja. [A. Kotzig,
            Wiss. Z. Martin-Luther
            Univ. Halle–Wittenberg10 (1961–62),
            118–125.]

	48. feladat FÖ
	(a) Minden olyan élt, mely ([image: 6. Összefüggőség])-t ([image: 6. Összefüggőség])-nal köti össze, mindkét oldalon
            kétszer számoltunk; az ([image: 6. Összefüggőség])-t ([image: 6. Összefüggőség])-szel összekötő éleket csak a jobb
            oldalon számoltuk; minden más élt mindkét oldalon
            pontosan egyszer számoltunk.
(b) Ez következik (a)-ból 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyére 
            [image: 6. Összefüggőség]-t helyettesítve és figyelembe véve
            azt a tényt, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(c) Az világos, hogy

              [image: 6. Összefüggőség]
            ha egy él 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül kettőt összeköt, akkor kétszer
            vesszük számításba a bal oldalon és kétszer a jobb
            oldalon,

              [image: 6. Összefüggőség]
            ha egy él 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyikét egy ezen halmazokon kívüli
            ponttal köti össze, akkor egyszer vesszük számításba a
            bal oldalon és legalább egyszer a jobb oldalon,

              [image: 6. Összefüggőség]
            a bal oldalon másmilyen élt nem
            számolunk.

	49. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális, 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez illeszkedő él ([image: 6. Összefüggőség])-be megy, akkor ezek száma legfeljebb
            
            [image: 6. Összefüggőség], így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            foka legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]. A 
            [image: 6. Összefüggőség]-szoros élösszefüggőség miatt itt
            egyenlőség áll.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédos 
            [image: 6. Összefüggőség]-szel. Az élösszefüggőség 
            [image: 6. Összefüggőség]-t elhagyva csökken, így van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség], melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ez csak akkor lehetséges, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], különben tekinthetnénk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyett. 6.48a szerint 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Itt 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így mindenhol egyenlőségnek kell
            lenni, tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ez ellentmond 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitásának. [W. Mader,
            Math. Ann.191 (1971), 21–28]

	50. feladat FÖ
	(a) Azt kell megmutatnunk, hogy ha összehúzzuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, akkor egy legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontú 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot kapunk. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontunk lett. Ezen pontok legalább 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokúak, így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Másrészről 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden éle az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vágások valamelyikéhez tartozik,
            különben össze kellett volna húznunk. Tehát 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            amint állítottuk.

	51. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két szomszédja. Vegyük el az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleket és vegyünk fel egy új 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt. Ha a kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf nem 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontja között, akkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            Euler-gráfok, minden vágásuk páros;
            így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páros és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szintén, ami miatt 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(3)





            Magától értetődik, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ezért 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Az utóbbi egyenlőség azt jelenti, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség].
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges szomszédja és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan maximális halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            azt kapjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmazhatja 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden szomszédját; legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik ilyen szomszédja. Ha az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pár nem tesz eleget a feladat
            követelményeinek, akkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. 6.48a miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és mivel 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ebből az következik, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]

[image: 6. Összefüggőség]
            maximalitása miatt ez csak akkor
            állhat fenn, ha 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Vegyük észre, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            mert 6.48a megoldásában a számolás során az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt csak a jobb oldalon számoltuk. Itt
            
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami ellentmondás.

	52. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-re; ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor az eredeti gráfot kapjuk.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Az előző eredmény szerint találunk
            két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédai, és ha elhagyjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, de összekötjük 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-gyel, akkor a kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf még mindig 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő bármely két ([image: 6. Összefüggőség])-beli pont között. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            még mindig nem izolált pont,
            találhatunk két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]-szel szomszédosak 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ismét 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely két pontja között, stb. Itt
            hurokél sohasem jöhet létre, mert egy hurokéllel
            rendelkező pontot elvághatunk a többi ponttól 
            [image: 6. Összefüggőség]-nál kevesebb éllel. Így egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő, 
            [image: 6. Összefüggőség]-reguláris 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot kapunk, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből az 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élek (és aztán az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            izolált pont) elhagyásával, majd 
            [image: 6. Összefüggőség]
            új él, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felvételével áll elő. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            előáll a 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből a II. konstrukció szerint.
            [A. Kotzig, Doktori disszertáció, Bratislava,
            1959; vö. G.J. Simmons, Infinite and Finite Sets,
            Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10,
            Bolyai-North-Holland (1974), 1277–1349.]

	53. feladat FÖ
	
              6.51 megoldását fogjuk követni amíg lehet. Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szomszédainak minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            párjához találunk olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazt, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            (mert itt nem nyerünk 1-et, mint 6.51
            megoldásában).
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy rögzített szomszédja és tekintsük
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra a fenti 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazok 
            [image: 6. Összefüggőség]
            családját. Ha nem igaz az állítás,
            akkor ezen halmazok lefedik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden szomszédját. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális számú olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli halmaz, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden szomszédját lefedi. Mivel 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            páros fokszámú, következik, hogy
            legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él köti 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez. Tekintve, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            össze van kötve 
            [image: 6. Összefüggőség]-nal, ami minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben benne van, azt kapjuk, hogy két 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmazhatja 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden szomszédját. Így 
            [image: 6. Összefüggőség].
Nézzük 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]-at. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-et nem hagyhatnánk ki 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból, van az 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek olyan szomszédja, amit 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lefed, de 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem. Hasonlóan azt találjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség].
Élesítsük egy kicsit és alkalmazzuk a 6.48c
            állítását. 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            (A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            abból az észrevételből adódik, hogy az
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt háromszor számoltuk a jobb
            oldalon, de csak egyszer a bal oldalon.) Itt a bal
            oldalon minden tag legalább 
            [image: 6. Összefüggőség], de a jobb oldalon minden tag
            legfeljebb 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami ellentmondás. (A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            példája mutatja, hogy az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokszámára tett kikötés nem hagyható
            el.)

	54. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(b) Az állítást 
            [image: 6. Összefüggőség]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], triviális. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kritikusan 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő; ekkor 6.49
            szerint van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ugyanúgy, mint 6.52 megoldásában,
            találunk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, melyekre ha felosztjuk ezen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él mindegyikét egy ponttal és ezen új
            pontokat egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ponttal azonosítjuk, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-t kapjuk (megjegyezzük, hogy itt már
            6.53-at kell alkalmazni, 6.51 nem elég). Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő irányítása. Ez 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányítását adja, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-t mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-be irányítjuk, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-be és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]-be irányítjuk. Könnyű látni, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan élösszefüggő.
            [C.St.J.A. Nash-Williams]
[image: 6. Összefüggőség]
                    44. ábra.
				




	55. feladat FÖ
	Az adott feltételek szükségessége nyilvánvaló.
            Tekintsük a 44. ábrán látható gráfot. Itt a feltételek
            teljesülnek, hiszen egy négyszög 2-szeresen
            élösszefüggő. Másrészről bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-útnak bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-úttal van közös éle.

	56. feladat FÖ
	(a) Vegyünk két új 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot. Kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-val és 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel rendre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éllel; hasonlóan kössük össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel és 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel rendre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éllel. A ([image: 6. Összefüggőség]) feltétel most azt jelenti, hogy a
            kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között. Így tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, melyek közül 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-ból indul és ugyanennyi 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben végződik, mint azt az ötlettárban
            állítottuk. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ezek az utak.
A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf páros fokú, úgyhogy 5.13 szerint
            létezik egyenlő ki- és befokokkal rendelkező
            irányítása. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utakat 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli végpontjuktól 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli végpontjuk felé irányítva a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy kívánt irányítását kapjuk.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy (a) szerinti irányítása. Először
            azt mutatjuk meg, hogy van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Hasonlóan érvelünk, ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], vagy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(4)





            Másrészről 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(5)




(4)-et és (5)-t összeadva azt kapjuk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami bizonyítja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út.
Tekintsük 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Ebben a gráfban 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így 6.46 miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség], …, 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], …, 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], …, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (pontosabban ezen irányított utaknak
            megfelelő 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli irányítatlan utak) a kívánt
            tulajdonsággal rendelkeznek. [T.C. Hu, Integer
            Programming and Network Flows, Addison-Wesley, 1969; ez
            a bizonyítás C.St.J.A. Nash-Williams-től
            származik.]

	57. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            5-szörösen összefüggő síkgráf, melynek
            van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            négyszögű lapja. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjai ebben a ciklikus sorrendben.
            Ekkor természetesen minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-út keresztez minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat.
[image: 6. Összefüggőség]
                    45. ábra.
				



Így elég, ha találunk olyan 5-szörösen összefüggő
            síkgráfot, melynek van négyszög lapja. Kis
            kísérletezgetéssel eljuthatunk például a 
            45. ábrához.

              Megjegyzés: Megmutatható
            [P. Mani–H.A. Jung, lásd Jung,
            Comb. Structures Appl., Gordon and Breach (1970),
            189–191], hogy minden példa síkbarajzolható.
            Következésképpen, nincsen 6-szorosan összefüggő példa.
            Általánosan létezik egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            függvény, melyre ha megadjuk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-szeresen összefüggő gráf tetszőleges 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontját, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, létezik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontdiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel köti össze.

	58. feladat FÖ
	
              Első megoldás.
              [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t; hiszen bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-út metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]-t (még 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is) és az első ([image: 6. Összefüggőség])-be tartozó pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pontja.
Hasonlóan az ötlettárban szereplő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is elvágó halmaz. Így 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Továbbá 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            mert ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-val összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, és egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan út, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]-t csak 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben metszi; mivel minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-útnak mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-t metszenie kell, 
            [image: 6. Összefüggőség]-et mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak, mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek tartalmaznia kell. Tehát 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami mutatja, hogy mindenhol egyenlőség áll,
            tehát 
            [image: 6. Összefüggőség].

              Második megoldás. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            független 
            [image: 6. Összefüggőség]-utak (ezek a Menger tétel miatt
            léteznek), ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség]) pontosan egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség]) pontot tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül a 
            [image: 6. Összefüggőség]-n 
            [image: 6. Összefüggőség]-hoz közelebbi pont.
Állítjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Másrészről ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]-re. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szakaszán. Definíció szerint van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem metsző 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, mely a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szakaszával együtt egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t nem metsző 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat ad, ez ellentmondás.
Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]. Az a tény, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, könnyen adódik a fentiekhez
            hasonlóan. [L. Lovász, Acta
            Math. Acad. Sci. Hung.2 (1970),
            365–368.]

	59. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ötletnek megfelelő halmaz. Elég azt
            bebizonyítani, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elvágja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, akkor elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t; hiszen akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nyilvánvalóan elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban, azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű elvágó halmaz.
Ha ezzel szemben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azonos komponensében vannak, akkor az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt hozzávéve azt látjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            még mindig nem összefüggő, ami
            lehetetlen.

	60. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség])-ben nincsenek élek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és a gráf többi (nem üres) része
            között. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elvágó halmaz, és mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valódi részgráfja (mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]), 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem lehet 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű elvágó halmaz.

              [image: 6. Összefüggőség]
            Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, azaz 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-nak ugyanabban a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensében van, mint 
            [image: 6. Összefüggőség].

              [image: 6. Összefüggőség]
            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 6.58 szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elemszáma 
            [image: 6. Összefüggőség].

              [image: 6. Összefüggőség]
              
[image: 6. Összefüggőség]


            Mivel 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            következik, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ez pedig ellentmond 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitásának (46. ábra).
[image: 6. Összefüggőség]
                    46. ábra.
				



A második állítás bizonyításához először tegyük
            fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség], ez azonnal azt adja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség].
Másodszor tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen pl. 
            [image: 6. Összefüggőség]. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor hasonló gondolatmenettel azt
            kapjuk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor hasonló érvelés eredménye 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            amiből megint következik az állítás.
            [W. Mader, Arch. Math.22 (1971), 333–336;
            M.E. Watkins, J. Comb. Th.8 (1970),
            23–29.]
[image: 6. Összefüggőség]
                    47. ábra.
				



(b) 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben nyilvánvalóan nincsenek
            többszörös élek. Feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem teljes 
            [image: 6. Összefüggőség]-szög. Ekkor az (a)-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            létezik. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legalább kétpontú, ekkor van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éle. ([image: 6. Összefüggőség])-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elvágó halmaz. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, de 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem az, ami miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfnak két komponensét köti össze.
            Tegyük fel, hogy az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó komponensben egynél
            több pont van, ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű elvágó halmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben, 
            [image: 6. Összefüggőség]-gyel közös pontja 
            [image: 6. Összefüggőség], de más 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontot nem tartalmaz. Ez (a) miatt
            lehetetlen. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség], és az adódik, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            foka 
            [image: 6. Összefüggőség]. [R. Halin,
            J. Comb. Theory7 (1969), 150–154.]

	61. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy elvágó halmaza. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különböző komponenseit köti össze, így
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t ([image: 6. Összefüggőség])-ben.
(b) Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy elvágó halmaza. Azt állítjuk, hogy
            
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül az egyik az a pont, melybe 
            [image: 6. Összefüggőség]-t összehúztuk. Mert különben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            előállna az összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráf egy élének összehúzásával és
            összefüggő lenne. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ez a pont, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elvágó halmaz. Annak bizonyításához,
            hogy elválaszt minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közötti utat, tekintsük a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensét. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő, ez a komponens 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindegyikével össze van kötve, így van
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli belső pontokkal. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valamelyikét, legyen ez mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]. A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy másik 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensét véve ugyanez az érvelés
            azt mutatja, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak 
            [image: 6. Összefüggőség]-belinek kell lennie.
(c) Tegyük fel, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-t tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            komponensében van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő, van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út ([image: 6. Összefüggőség])-ban. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem megy át 
            [image: 6. Összefüggőség]-n és 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, mert 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            (még 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            is); így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Hasonlóan van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út ([image: 6. Összefüggőség])-ben; viszont 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ekkor egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat ad, ami ellentmond (b)-nek( 47. ábra).
Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont fokszáma tehát 3, ami
            ellentmondás.

	62. feladat FÖ
	Először bebizonyítjuk az ötlet állítását. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmazza az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik végpontját sem (sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, sem 
            [image: 6. Összefüggőség]-t), akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő, ami azért
            ellentmondás, mert 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-t még a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-elemű képével is el lehet vágni. Így
            feltehetjük, hogy mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség].
A 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot ([image: 6. Összefüggőség])-ből 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elhagyásával kapjuk. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, míg 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem az, ami azt jelenti, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy komponense volt. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden szomszédját, ami lehetetlen,
            mert 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fokszáma legalább 
            [image: 6. Összefüggőség].
Most már az eredmény könnyen adódik. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő az előző feladat
            miatt. Tegyük fel, hogy nem minimális, ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            még mindig 3-szorosan összefüggő
            valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élre. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai legalább 3 fokúak ([image: 6. Összefüggőség])-ben, az következik a fentiekből,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő a feltevéssel
            ellentétben.

	63. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a szóban forgó kör. Nyilván 
            [image: 6. Összefüggőség], mert egy él-kritikusan 3-szorosan
            összefüggő gráfban nem lehetnek többszörös élek. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben legfeljebb egy 3 fokú pont van,
            van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éle, melynek végpontjai legalább 4
            fokúak. Ekkor 6.62 szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kritikusan 3-szorosan összefüggő gráf,
            és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kört 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összehúzása egy rövidebb 
            [image: 6. Összefüggőség]
            körbe képezi le, melynek még mindig
            legfeljebb egy 3 fokú pontja van. Ez
            ellentmondás.
Ez az eredmény – egy bonyolultabb bizonyítással –
            érvényes marad kritikusan 
            [image: 6. Összefüggőség]-szorosan összefüggő gráfokra. [Lásd
            W. Mader, Arch. Math.23 (1972),
            219–224.]

	64. feladat FÖ
	Az ötlet állítása ugyanúgy adódik, mint (b) a
            6.61 megoldásában. Vegyünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-en és 
            [image: 6. Összefüggőség]-n áthaladó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kört ([image: 6. Összefüggőség])-ban (ami 2-szeresen összefüggő, így
            ilyen kör 6.32 szerint létezik), ekkor a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]-íve tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-at, a másik ív pedig 
            [image: 6. Összefüggőség]-at. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-en és 
            [image: 6. Összefüggőség]-on áthaladó kör, és így a fenti
            okfejtéshez hasonlóan adódik, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is tartalmazza. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden olyan köre, mely 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül kettőt tartalmaz, tartalmazza a
            harmadikat is, hasonlóan 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, 
            [image: 6. Összefüggőség]-t és 
            [image: 6. Összefüggőség]-at is. Továbbá 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-et.
[image: 6. Összefüggőség]
                    48. ábra.
				



Ebből az következik, hogy minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-útnak tartalmaznia kell vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-at, vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-et is és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t is; különben helyettesíthetnénk
            vele 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ívét, és olyan kört kapnánk, amely
            megsérti a fenti állítást. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            elválasztja 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t ([image: 6. Összefüggőség])-ban, de 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben is, ami viszont ellentmondás 
            (48. ábra). [Vö. W.T. Tutte, 
            Connectivity in Graphs,
            Toronto University Press, Toronto, 1966.]

	65. feladat FÖ
	Konstruáljuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-t az ötlet alapján. I. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő. Hiszen hagyjuk
            el két pontját. Ha mindkettő a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            belső pontja, akkor mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontjainak foka legalább 3, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megmaradó részének minden komponense
            metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, és ez „összeköti” őket. Ugyanígy
            érvelhetünk, ha a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pontját és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy pontját hagytuk el. Végül ha a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontját hagytuk el, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megmaradó része összefüggő és metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]
            megmaradó részének minden darabját,
            így a kapott gráf ismét összefüggő lesz.
II. Először tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legfeljebb 2-szeresen összefüggő, mert
            benne az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontok foka 2. Másodszor tegyük
            fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek pontosan két komponense van, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ívét alkotják (ezen állítás precíz
            bizonyítását az olvasóra bízzuk). Tehát két él, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            köti össze 
            [image: 6. Összefüggőség]-et és 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő, mutatva, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            még csak nem is 3-szorosan
            élösszefüggő.
III. Válasszuk a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            fát olyannak, hogy valamely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont 1000 távolságra legyen minden
            végponttól, és minden belső pont fokszáma 1000
            legyen.

	66. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-en áthaladó kör. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], készen vagyunk; tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Két esetet kell
            megkülönböztetnünk.
(a) Tegyük fel, hogy van 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, melyeknek csak 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a közös pontja. Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontok 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ívre osztják, tehát ezen ívek egyike
            (a végpontjait beleértve) tartalmazza a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utak két végpontját. Hozzávéve ezt a
            két utat 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez, de elhagyva a végpontjuk közti
            ívet (mely nem tartalmaz egyetlen 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            sem), egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-n áthaladó kört kapunk.
(b) Ha nincsen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, melyeknek 
            [image: 6. Összefüggőség]-n kívül nincsen közös pontjuk, akkor
            6.41 szerint van egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmaz, 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], mely minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat metsz. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, minden pontját
            összeköthetjük 
            [image: 6. Összefüggőség]-val ([image: 6. Összefüggőség])-ben egy úttal. Ez ellentmondás,
            hacsak nem 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ez utóbbi esetben a fentihez hasonló
            érvelés megmutatja, hogy van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, melyeknek csak 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közös pontja. Ezen utak 
            [image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]-nel kötik össze. Felvéve közülük két
            olyat, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]-t szomszédos 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli pontokkal kötik össze, de
            elhagyva a végpontjaik közötti élt, ismét egy kívánt
            kört kapunk. [G.A. Dirac]

	67. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő gráf és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem egy körön lévő élei. Először
            megmutatjuk, hogy van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kör, mely közülük kettőt tartalmaz, de
            a harmadikat nem metszi.
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-en és 
            [image: 6. Összefüggőség]-n áthaladó kör. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-nak nincsen végpontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-en, megvan a keresett kör. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], de 
            [image: 6. Összefüggőség], tekintsünk egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat; végződjön ez a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]-íve adja a keresett kört. Végül ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]-íve adja 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            diszjunkt utak. Tekintsük az összes ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. Bármely kettő nem diszjunkt,
            mert az azt jelentené, hogy van 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindegyikét tartalmazó kör. Így van
            egy mindegyiküket lefogó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pont. Hasonlóan van egy minden ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat lefogó pont. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            metsz minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            3-szorosan összefüggő, ez csak akkor
            lehetséges, ha 
            [image: 6. Összefüggőség], mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tehát bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-en ([image: 6. Összefüggőség]-n) végződő 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ből ([image: 6. Összefüggőség]-ból) indul.
Ha megmutatjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, készen vagyunk. Indirekte
            tegyük fel, hogy van egy ilyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út.
Először tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem metszi 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, mely mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]-en végződik; ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy megfelelő darabja egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-ból induló 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat adna, ami lehetetlen. Hasonló
            következtetést vonhatunk le abban az esetben is, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csak 
            [image: 6. Összefüggőség]-et metszi. Így már csak azzal az
            esettel kell foglalkoznunk, amikor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-et, mind 
            [image: 6. Összefüggőség]-t metszi. Ekkor tartalmaz egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-től és 
            [image: 6. Összefüggőség]-től különböző 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, van benne egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai pl. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, ekkor nyilvánvaló, hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            végpontja rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            diszjunktak, mert különben egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-től diszjunkt ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapnánk.

              [image: 6. Összefüggőség]
            egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]-íve nem tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. Ez az ív 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]-mal együtt egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kört alkot, mely tartalmazza 
            [image: 6. Összefüggőség]-at és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül az egyiket, legyen ez mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség]. Van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út, mely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azonos végpontját köti össze 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mindkét komponensével, ami
            ellentmondás (49. ábra).
[image: 6. Összefüggőség]
                    49. ábra.
				




	68. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazva 
            [image: 6. Összefüggőség]-ra feltehetjük, hogy van egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, mely áthalad 
            [image: 6. Összefüggőség]-en, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Az összes 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat lehetetlen 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-tól különböző ponttal lefogni, hiszen
            ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az összes ilyet metsző 
            [image: 6. Összefüggőség]-elemű halmaz lenne 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különböző komponenséhez tartoznának.
            Így 6.41 szerint van 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, 
            [image: 6. Összefüggőség], melyeknek csak 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közös pontja. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-t 
            [image: 6. Összefüggőség]
            darabra osztják, egyikük két 
            [image: 6. Összefüggőség]-t metsz. Ekkor elhagyva ezt a két
            végpontot összekötő rész-utat, de hozzáadva a két 
            [image: 6. Összefüggőség]-t, egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-n áthaladó 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapunk. [M.D. Plummer,
            Proc. 2[image: 6. Összefüggőség]
            Louisiana Conf. on Comb.,
            Univ. of Manitoba Press, Winnipeg (1971),
            458–472]

	69. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lap határoló köre. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely hídja. Az ötletet követve
            megmutatjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontját tartalmazza. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]
            két pontja, melyek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            mellett vannak 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Ekkor a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            másik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ívének van belső pontja; ez
            triviális, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy húr és következik abból a tényből,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek legalább 3 pontja van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek van belső pontja. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő, van benne a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két 
            [image: 6. Összefüggőség]-ívét összekötő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            út. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben. Mind 
            [image: 6. Összefüggőség], mind 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-en kívül halad (mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy lap), és így a síkbarajzolhatóság
            miatt kereszteződnek. Ez azonban azt jelenti, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-be tartozik, ami ellentmond 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            definíciójának (50. ábra).
[image: 6. Összefüggőség]
                    50. ábra.
				



Az imént bizonyított állításból az következik,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            húrmentes. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két híd. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            külsejét két olyan tartományra osztja,
            melyeknek legfeljebb 2 határpontja van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ezek egyikének belsejében van (mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-et nem metszi). De 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek legalább 3 pontja van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, tehát ellentmondásra
            jutottunk.
Mivel ez az eredmény karakterizálja egy
            3-szorosan összefüggő síkbarajzolható gráf lapjainak
            határát a beágyazástól függetlenül, azt kapjuk, hogy
            két 3-szorosan összefüggő síkbarajzolható gráf közti
            bármely izomorfizmus laptartó. A síktopológiai
            Schönflies tétel szerint így az következik, hogy
            bármely két 3-szorosan összefüggő, a gömbre lerajzolt
            gráf közti izomorfizmus létrehozható a gömb saját
            magára való homeomorfizmusával. [H. Whitney,
            Trans. Amer. Math. Soc.34 (1932),
            339–362.]

	70. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ötletnek megfelelő kör;
            megmutatjuk, hogy nincsen hídja 
            [image: 6. Összefüggőség]-n kívül. Úgy, mint az előző
            megoldásban, először megmutatjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontja rajta van 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez legközelebbi pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Az előző megoldást követve
            keresünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utat, mely a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két 
            [image: 6. Összefüggőség]-ívét köti össze ([image: 6. Összefüggőség])-ben. Legyenek 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            végpontjai és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-íve. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan kör, melynek az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó hídjának 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valódi része, ez pedig
            ellentmondás.
Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy másik hídja. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            két pontja 
            [image: 6. Összefüggőség]-n. Ekkor a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            legalább egyik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ívének van belső pontja. Jelöljük 
            [image: 6. Összefüggőség]-rel a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            másik 
            [image: 6. Összefüggőség]-ívét, és jelölje 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-útját, ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-n és 
            [image: 6. Összefüggőség]-n áthaladó kör, és az 
            [image: 6. Összefüggőség]-et tartalmazó hídjának 
            [image: 6. Összefüggőség]
            valódi része. Ez ismét ellentmondás.
            [W.T. Tutte, Proc. London Math. Soc.13 (1963),
            743–767.]

	71. feladat FÖ
	Az ötletbeli jelölést használva legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei által alkotott 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem tartalmaz 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat, van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágás, mely az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            közül egyet sem tartalmaz. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]. Továbbá definíció szerint 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Másrészről legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás, ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], mondjuk 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és hasonlóan 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-útra, ami miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            [Általánosabb megfogalmazásban lásd
            J. Edmonds, D.R. Fulkerson,
            J. Comb. Theory8 (1970), 299.]

	72. feladat FÖ
	I. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy ([image: 6. Összefüggőség])-ot kielégítő függvény és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]

II. Tehát elég konstruálnunk egy olyan 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-utat és olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            függvényt, melyekre ([image: 6. Összefüggőség]) fennáll és 
            [image: 6. Összefüggőség]. 
            [image: 6. Összefüggőség]-t lépésenként fogjuk definiálni.
            Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]-t már definiáltuk egy 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            halmazra úgy, hogy minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pontra van 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-út. Tekintsük az összes 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élt, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], de 
            [image: 6. Összefüggőség], és válasszunk egyet, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ezzel kiterjesztettük 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értelmezési tartományát. Megmutatjunk,
            hogy a ([image: 6. Összefüggőség]) tulajdonság megmarad. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által kifeszített él, így azt kell
            megmutatnunk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], ez nyilvánvaló. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            választása miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így legyen 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ebben az esetben azt állítjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség], ami az állításunkat bizonyítani
            fogja. Először indukcióval azt mutatjuk meg, hogy
            később választott pont 
            [image: 6. Összefüggőség]-értéke nem kisebb korábban
            választotténál. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség], és így az indukciós feltétel szerint
            
            [image: 6. Összefüggőség]-et korábban választottuk, mint 
            [image: 6. Összefüggőség]-t. De ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyett 
            [image: 6. Összefüggőség]-t kellett volna választani. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kielégíti ([image: 6. Összefüggőség])-ot. Továbbá az indukciós feltétel
            szerint van egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékkel, és hozzávéve ezen úthoz 
            [image: 6. Összefüggőség]-t egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapunk.
Speciálisan egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat kapunk, ha 
            [image: 6. Összefüggőség]-t már teljesen definiáltuk. Ez
            bizonyítja az állítást. [E.W. Dijkstra]

	73. feladat FÖ
	Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam, az ötlettárban adott
            kifejezés egyetlen nem zérus tagja 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értéke. Másrészről minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által kifeszített 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él kétszer fordul elő ellentétes
            előjellel, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei pozitív előjellel fordulnak elő, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei pedig negatív előjellel. Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értéke 
            
[image: 6. Összefüggőség]


	74. feladat FÖ
	Követjük az adott ötletet. Tegyük fel, hogy van 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út. Legyen 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            esetén 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam, ez ellentmondás. Tehát 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között. Így 6.9 szerint van olyan 
            [image: 6. Összefüggőség], melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által meghatározott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vágása eleget tesz a következőknek: 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így 6.73 miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Tehát 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Másfelől ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás, akkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami bizonyítja az állítást.
            [C.R. Ford–D.R. Fulkerson]
[image: 6. Összefüggőség]
                    51. ábra.
				




	75. feladat FÖ
	(a) Tekintsük az 51. ábra hálózatát, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            pozitív gyöke, minden kapacitás 1 és
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            folyam értékeit tüntettük föl. Az 51. ábra folyamából indulunk ki, az 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utakat használjuk; ezt ismételjük
            ciklikusan. Az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            folyamértékek változtatását az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            négyszögön vizsgáljuk, mivel a többi
            él kapacitása elég nagy ahhoz, hogy ne okozhasson
            gondot.
[image: 6. Összefüggőség]
                    52. ábra.
				



Azt állítjuk, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lépés után az 52. ábra folyamát kapjuk
            és a következő 4 növekmény 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lesz. 
            [image: 6. Összefüggőség]-re indukciót alkalmazva elég négy
            egymás utáni lépést megvizsgálni; így az 53. ábra
            bizonyítja az állítást; az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            él folyam-értékei 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            rész-összegei lesznek, így szigorúan 0 és 1
            közé fognak esni; hasonlóan a többi 
            [image: 6. Összefüggőség]-nál és 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél lévő élre. Ezen folyamok értéke
            konvergál 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            -hez. Másrészről a maximális folyamérték
            természetesen 4.
[image: 6. Összefüggőség]
                    53. ábra.
				



(b) Rajzoljunk egy új irányított 
            [image: 6. Összefüggőség]
            gráfot a következők szerint: 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden élét 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felé irányítjuk és vesszük a kapott 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            irányított utak unióját; elhagyjuk
            azon 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élpárokat, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség], Viszont 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon éleit, melyeken azonos irányban
            haladunk, kétszer veszünk.

              [image: 6. Összefüggőség]
            kifoka és befoka 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            kivételével mindenhol egyenlő. Így
            6.46 szerint van két éldiszjunkt (irányított) 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út 
            [image: 6. Összefüggőség]-ban. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a két megfelelő irányítatlan 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-út.
Vegyük észre, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            rendelkezik azzal a tulajdonsággal,
            hogy a 
            [image: 6. Összefüggőség]-adik lépés után 
            [image: 6. Összefüggőség]-val együtt vettük figyelembe (azaz 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felé irányított 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éleikre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felé irányított éleikre 
            [image: 6. Összefüggőség]). Ez azonnal adódik abból az
            észrevételből, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely éle 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy éle és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azonos irányban halad át rajta.
Így 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitása miatt 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Mivel 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            azt kapjuk, hogy 
            
[image: 6. Összefüggőség]

(c) Tegyük fel, hogy az ötlet állításával
            ellentétben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ([image: 6. Összefüggőség]
            következik (b)-ből). Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimális. Ekkor (b)-ből 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            utak 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minimalitása miatt nem használják 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen élét sem ellentétben 
            [image: 6. Összefüggőség]-val vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-lel ellentétesen. Ebből az
            következik, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei, melyek nincsenek rajta 
            [image: 6. Összefüggőség]-n, már a 
            [image: 6. Összefüggőség]-adik lépésben kielégítik a
            követelményt: 
            [image: 6. Összefüggőség], ha 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-felé mutat ([image: 6. Összefüggőség]-en) és 
            [image: 6. Összefüggőség], ha 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-felé mutat.
A (b)-belihez hasonló gondolatmenettel azt
            kapjuk, hogy van két olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            nem használják azon éleket, melyeken 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ellentétesen halad; továbbá 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azonos irányban használ minden élt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-lel. A fentiek miatt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-jelöltek voltak, így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Továbbá mivel legalább egy élt 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            különböző irányban használ, 
            
[image: 6. Összefüggőség]


             Tehát                              
            
[image: 6. Összefüggőség]

Ez bizonyítja az ötlettár állítását. Ahhoz, hogy
            (c)-t kapjuk, vegyük észre, hogy ha 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség], …, 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen élt sem használ ellentétes
            irányban, akkor azon ([image: 6. Összefüggőség])-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élek száma, melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felé mutatnak (az őket tartalmazó 
            [image: 6. Összefüggőség]
            úton) vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            felé mutatnak minden lépésben nő. Így 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Tehát minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            lépésben 
            [image: 6. Összefüggőség]
            hossza legalább kettővel csökken.
            Mivel 
            [image: 6. Összefüggőség]-nél kisebb, a szükséges lépésszám nem
            nagyobb, mint 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            [J. Edmonds–R.M. Karp]

	76. feladat FÖ
	Ha van egy, a követelményeknek megfelelő
            függvény, akkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            és itt minden él kétszer szerepel ellentétes
            előjellel. Ez egy szükséges feltételt ad: 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(6)





            Továbbá legyen 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ekkor az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            feltételt kielégítő 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyamot kapunk, melynek értéke 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Mivel ilyen 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam létezik, ezért 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágásra fennáll. Most legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség], 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által meghatározva, és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-nek az 
            [image: 6. Összefüggőség]
            által meghatározott vágása, ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így 
    
	[image: 6. Összefüggőség]	(7)




Megfordítva, ha (6) és (7) fennáll, akkor 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben van 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]
            folyam 6.77 szerint. Ezen folyamra
            szükségszerűen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-lal vagy 
            [image: 6. Összefüggőség]-lal szomszédos éleken,
            következésképpen a keresett függvényt adja 
            [image: 6. Összefüggőség]-re szorítva. [D. Gale]

	77. feladat FÖ
	(a) Helyettesítsünk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            párhuzamos élt minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            helyére és legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az így előálló gráf. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            ugyanezen halmaz által meghatározott 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágása. Ekkor 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Így ha 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            akkor 
            [image: 6. Összefüggőség], és így a Menger tétel
            felhasználásával találunk 
            [image: 6. Összefüggőség]
            éldiszjunkt 
            [image: 6. Összefüggőség]-beli 
            [image: 6. Összefüggőség]-utat. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az 
            [image: 6. Összefüggőség]-vel párhuzamos azon élek száma,
            melyeket ezen utak használnak, ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékű 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam egész értékekkel.
Megjegyezzük, hogy 6.77(a) bizonyítása egész
            értékű folyamot konstruál minden olyan esetben, amikor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egész értékű.
(b) Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-re egész értékű, (a) megoldja a
            feladatot. Ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-re racionális, tekintsük ([image: 6. Összefüggőség])-t, ahol 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]-k nevezőinek legkisebb közös
            többszöröse, ezzel visszavezettük a problémát az egész
            értékű esetre. Végül ha 
            [image: 6. Összefüggőség]
            tetszőleges, vegyünk egy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            sorozatot, melyre a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            értékek racionálisak. Mivel csak véges
            sok 
            [image: 6. Összefüggőség]-vágás van, feltehetjük, hogy a
            minimum, 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ugyanazon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            vágásra éretik el. Minden 
            [image: 6. Összefüggőség]-hez van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyam, melyre 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Mivel a gráf véges, feltehetjük, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]
            bármely 
            [image: 6. Összefüggőség]-re konvergens. A határérték 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            egy 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam, melynek értéke 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            Ezzel bebizonyítottuk a Maximális
            Folyam–Minimális Vágás Tétel nem triviális
            irányát.

	78. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            az ötlet szerinti folyam. Megmutatjuk,
            hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 6. Összefüggőség]. Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            a 
            [image: 6. Összefüggőség]
            azon 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élei által meghatározott részgráf,
            melyekre 
            [image: 6. Összefüggőség]. 
            [image: 6. Összefüggőség]
            összefüggő 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            között; különben találnánk 
            [image: 6. Összefüggőség]-ben egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-vágást, amely 
            [image: 6. Összefüggőség]
            egyetlen élét sem tartalmazná, azaz
            melyben 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            lenne. Másfelől 6.74 megoldásának
            megfelelően 
            
[image: 6. Összefüggőség]


            ami ellentmondás. Tehát van egy 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-út, melyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            minden 
            [image: 6. Összefüggőség]
            élre. Vonjunk ki 1-et minden él
            folyamértékéből. Ekkor 
            [image: 6. Összefüggőség]
            csökken, de még mindig legalább 
            [image: 6. Összefüggőség], és 
            [image: 6. Összefüggőség]
            olyan 
            [image: 6. Összefüggőség]-folyam, melyre 
            [image: 6. Összefüggőség]. Így 
            [image: 6. Összefüggőség].
Legyen 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség]. Ekkor a fentiek szerint 
            [image: 6. Összefüggőség]
            és 
            [image: 6. Összefüggőség][image: 6. Összefüggőség]-folyamok és 
            
[image: 6. Összefüggőség]





37. fejezet - 
        7. Gráfok faktorai




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Először legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemű élrendszer, mely minden pontot
            lefed. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy éle lehagyásával lesz le nem
            fedett pont, minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élnek van olyan végpontja,
            melynek fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben 1. Ebből az következik, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt csillagokból áll.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            komponenseinek száma nyilvánvalóan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Válasszunk a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden komponenséből egy élt. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független élünk lesz, ami miatt 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(1)





            Másrészről legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemű független élrendszer. Válasszunk
            egy élt a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pontok
            mindegyikéről. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel együtt ezek az élek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összes pontját lefedik, és a számuk 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(2)




(1) és (2) a kívánt egyenlőséget adja. [T.
            Gallai, Ann. Univ. Sci. R. Eötvös, Sectio Math. 2
            (1959) 133–138.]

	2. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-színezése, azaz tegyük fel, hogy
            
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-belivel köt össze. Tekintsünk két új 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot. Kössük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjával és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjával. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az eredményül kapott gráf. Vegyük
            észre, hogy
(i) egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz akkor és csak akkor fogja le 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét,
(ii) a független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-utak maximális száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-utat ad, és megfordítva, bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-út tartalmaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élt.
Mivel a Menger-tétel szerint az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t lefogó halmazok minimális mérete
            egyenlő a független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-utak maximális számával, (i) és (ii)
            bizonyítja, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 7.1 szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és nyilvánvalóan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], a feladat másik egyenlőtlensége
            azonnal adódik.

              Második megoldás. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel az magától értetődő, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], elég azt belátni, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon minimális részgráfja, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Megmutatjuk, hogy ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt élekből áll. Ez azért lesz
            elég, mert az élek száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kell, hogy legyen, így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            következik.
Indirekte tegyük fel, hogy van egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont, mely a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleihez illeszkedik. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minimalitása miatt van egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és mely lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ([image: 7. Gráfok faktorai], 2) minden élét. Természetesen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], de 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és jelöljük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            által feszített részgráfját.
Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráfja, így páros. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-színezése, és mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            le 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek van végpontja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, akkor készen vagyunk.
            Megmutatjuk, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem fogja le, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be tartozik. Ez nyilvánvaló, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            le kell, hogy fogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, és így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kell összekötnie. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindkét végpontja ismét 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét, így lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t is.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ami ellentmond 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            definíciójának [D. Kőnig; lásd bármely
            gráfelméleti tankönyvben].

	3. feladat FÖ
	I. Tegyük fel, hogy az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontja össze van kötve egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ponttal. Ekkor természetesen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. ([image: 7. Gráfok faktorai]) szerint van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            út, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ponthoz köti. Ez az út 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élen indul. Tehát ([image: 7. Gráfok faktorai]) miatt a második éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. A harmadik éle ennélfogva nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli, míg ([image: 7. Gráfok faktorai]) miatt a negyedik éle ismét 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli, stb. Tehát ez egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re vonatkozó alternáló út, melynek
            utolsó éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Cseréljük fel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit, ekkor egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítást kapunk, melyhez 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            hozzávehető. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem maximális párosítás.
II. Másfelől tegyük fel, hogy egyetlen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pont sem szomszédos egyetlen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponttal sem. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefog minden élt.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai], hiszen tegyük fel, hogy ez nem így
            van. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor ([image: 7. Gráfok faktorai]) miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            erdő nagyobb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél, ellentmondva annak a
            feltételnek, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve.
Továbbá egyetlen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él sem fedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két pontját, mert ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximalitása miatt. Ennélfogva 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Másodszor legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett él és tegyük fel,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Továbbá a feltétel szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Itt 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mert különben ugyanúgy, mint az I.
            részben az következne, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-ben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez lenne kötve egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n induló úttal, ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ez pedig ellentmondás. De ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élek hozzávehetők 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez, ami ellentmond 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximalitásának.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel az nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], azonnal adódik, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az első egyenlőtlenség mutatja, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás. A második
            bizonyítja Kőnig tételét.
A kívánt algoritmus a következő lehet: Induljunk
            ki egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosításból. Hozzunk létre a ([image: 7. Gráfok faktorai]) és ([image: 7. Gráfok faktorai]) feltételeknek megfelelő erdőt. Ekkor
            vagy növelhetjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et, vagy levonhatjuk a
            következtetést, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás. Az utóbbi esetben
            egyben egy minimális fedőrendszert is kapunk.
Nem megyünk bele a részletekbe, de megjegyezzük,
            hogy az algoritmus időigénye a pontok számában
            polinomrendű.

	4. feladat FÖ
	(a) Első megoldás. Azt akarjuk bebizonyítani,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. A 7.2 feladat szerint elég azt
            belátni, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja az összes élt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát elég azt megmutatni, hogy
            bármely minden élt lefogó 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemű. Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét, akkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mert ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            össze van kötve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, akkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él lefogásához 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek tartalmaznia kell 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Tehát a tétel feltevése szerint 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


              Második megoldás. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra. Két esetet különböztetünk
            meg:

              1. eset: Van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            által feszített részgráfja és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt állítjuk, hogy mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kielégíti a feladat
            feltételeit.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Másrészről tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

Tehát az indukciós feltevés szerint létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás, mely mely párosítja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel, és egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás, mely párosítja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely pontjaival. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy keresett párosítás.

              2. eset:
              [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra. Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos pontok. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kielégíti a feladat feltételeit.
            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], így feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt is tudjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], így a feltétel szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így az indukciós feltevés szerint van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, mely lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját. Most 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy kívánt típusú párosítás.
(b) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, akkor nyilvánvaló, hogy 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(3)





            Megfordítva, ha (3) fennáll, akkor (a)-ból
            következik, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor. [P. Hall]

	5. feladat FÖ
	
              7.2 miatt elég azt belátni, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Először legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            olyan halmaz, melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét, és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minimális lefogó pont-rendszer és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor úgy, mint korábban, 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            [O. Ore]

	6. feladat FÖ
	(a) Az ötlettár észrevétele szerint 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Másrészről 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ([image: 7. Gráfok faktorai]) miatt és mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Mivel mindenhol egyenlőségnek kell lenni,
            így speciálisan 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

(b) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötlettár szerint definiált. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az összes olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz metszete, melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ekkor (a) ismételt alkalmazásával azt
            látjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            önmaga kielégíti ugyanezt a feltételt:
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(4)





            (Ha az állítás igaz, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], de ezt most még nem
            tudhatjuk.)
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel szomszédos pont. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem rendelkezik a (2) tulajdonsággal,
            találunk egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazt, melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            De mert másrészről 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            csak 1-gyel különbözhet 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-től, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            definíciója szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(5)





            mert 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Mivel (5) az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédjára fennáll, azt kapjuk, hogy
            
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Itt 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(6)





            és 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Következésképpen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ezt (1)-nal összevetve látjuk, hogy
            mindenhol egyenlőségnek kell állni, speciálisan (6)-ben
            is. [L. Lovász, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 21 (1970)
            443–446.]

	7. feladat FÖ
	(i) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (iii). 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Itt egyenlőségnek kell lenni, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor. Másrészt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legalább egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éllel kapcsolódik a gráf többi
            részéhez, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel köti össze. Ezt az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt egyetlen 1-faktor sem tartalmazza;
            hiszen ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            számú 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et elhagyó élt tartalmaz. De ezen
            élek lefedik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egészét, így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem tartozhat 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be.
(iii) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (ii). Azt kell megmutatnunk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], elég azt belátni, hogy van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et lefedő párosítás. De ez ekvivalens
            azzal, hogy minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ez nyilvánvaló, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Különben 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

(ii) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (i). Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem összefüggő. Ekkor találunk olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            komponenst, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nem lehet 1-faktor, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            csak a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontokkal szomszédos. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges éle. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, mely a
            kiterjeszthető 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó 1-faktorává. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét tartalmazza valamely
            1-faktor. [G. Hetyei, Pécsi Tan. Főisk. Közl. (1964)
            151–168.]

	8. feladat FÖ
	I. Először megmutatjuk, hogy az 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            alakú gráfok, ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a feladatban leírtak szerint
            választjuk, mind elemi gráfok. Természetesen párosak és
            összefüggőek.
Indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra. Tegyük fel, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            elemi és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két végpontja. Vegyük észre először,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 1-faktora kiterjeszthető 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorává, egyszerűen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden második élének hozzáadásával, a
            második éllel kezdve. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét ugyanúgy, mint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden második élét tartalmazza 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely 1-faktora.
Másfelől 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor. Vegyük hozzá 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden második élét az első éllel
            kezdve. Ekkor a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy olyan 1-faktorát kapjuk, mely
            tartalmazza 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eddig fel nem használt éleit.
Tehát bebizonyítottuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő és minden élét tartalmazza
            valamely 1-faktora. Ez az előző eredmény szerint
            bizonyítja, hogy elemi gráf.
II. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemi gráf. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktora és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy éle által alkotott gráf. Egyenként
            választjuk ki a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            utakat úgy, hogy rendelkezzenek a
            feladatban megkövetelt tulajdonságokkal, és ezen
            felül
([image: 7. Gráfok faktorai]) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternáló utak, melyek nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel kezdődnek (megengedjük,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyetlen nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élből álljon).
Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t már kiválasztottuk, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él, melynek legalább egyik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végpontja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő, ilyen él létezik. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó 1-faktora.
Vegyük észre, hogy a ([image: 7. Gráfok faktorai]) pótlólagos feltétel miatt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            rendelkezik azzal a tulajdonsággal,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktora, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyáltalán nem érinti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Tehát ha tekintjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, ennek egyik komponense egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel végződő út lesz. Ezen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            útnak mindkét végpontja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli lesz (egyikük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]) és nem lesz más 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontja. A végső élei 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beliek, és így paritás-megfontolások
            miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan hosszú, és a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            különböző osztályába tartozó pontokat
            köt össze. Definíciója szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve a megfelelő módon alternáló
            út. Így ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ezt az uniót kiterjeszthetjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. Előbb-utóbb kimerítjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, ami bizonyítja az állítást. [G.
            Hetyei, uo.]
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    54. ábra.
				




	9. feladat FÖ
	Reprezentáljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a következő alakban: 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


			az előző feladatnak megfelelően. Itt 
			[image: 7. Gráfok faktorai]
            nem lehet egyetlen él, mert
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            elemi gráf, így nem állhat elő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből egyetlen él eltávolításával.
            Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nak van belső pontja (valójában
            legalább kettő), és ezek fokszáma 2. [G. Hetyei,
            uo.].
Az az erősebb állítás, miszerint minden élnek van
            másodfokú végpontja, hamis. Az 54. ábrán látható gráf
            előáll a 7.8 konstrukcióval, így elemi gráf, és
            minimális is. Ennek bizonyításához megjegyezzük, hogy
            elemi gráf fokszáma 7.7 szerint legalább 2. Bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-től és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-től különböző él elhagyásával a
            kapott gráfban lesz elsőfokú pont, így már nem lehet
            elemi. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az elhagyott él, akkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            jelű három pont csak három ponttal
            lesz szomszédos, ami 7.7 szerint ismét azt mutatja,
            hogy a kapott gráf nem elemi. Viszont 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindkét végpontja harmadfokú. [J.
            Csima].

	10. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris. Megmutatjuk, hogy ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor. Nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Tehát elég azt belátni, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tartalmaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t lefedő párosítást, vagy 7.4 miatt
            azt, hogy minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és számoljuk meg az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et elhagyó éleket. A regularitás
            miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ilyen él van. Másrészről ezek
            mindegyike egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontba megy, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontja közülük legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et érint. Ennélfogva 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris páros gráf, és indukcióval 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            darab 1-faktor uniójára esik szét. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et ezekhez hozzávéve egy kívánt
            dekompozíciót kapunk.
Legyen most 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges gráf, melynek maximális
            fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Vegyünk fel új (izolált) pontokat,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két szín-osztálya egyenlő nagy legyen.
            Ezután vegyünk fel új éleket egészen addig, amíg a
            maximális fokszámot nem növeljük meg. Az ily módon
            kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris lesz; hiszen ha lenne egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámú 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont, akkor az ellentétes szín-osztály
            szintén tartalmazna egy ilyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot, és az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-élt még felvehetnénk (többszörös élek
            nincsenek kizárva!).
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó gráf lesz. Így
            feloszthatjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorra, ezzel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosításra való felbontását is
            előállítva.

	11. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötlet szerint előállított páros
            gráfot. Ekkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így az előző feladat miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítások uniója lesz.
Azonosítsuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon pontjait, melyek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ugyanazon pontjának felelnek meg,
            ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráfokra képezzük le. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás, legfeljebb egy-egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-él szomszédos a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek megfelelő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjával. Ennélfogva 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Másrészről 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            darab 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek megfelelő pontja fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ezek mindegyikéből kell, hogy
            induljon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él, ami miatt 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            [D. de Werra].

	12. feladat FÖ
	
              7.11 szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            felbontása, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont esetén. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            definíciója szerint, ebből az
            következik, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy él-fedés [R. P. Gupta, Theory of
            Gr. Int. Symp. Rome, Dunod, Paris–Gordon and Breach,
            New York, (1967) 135–138].

	13. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötlettárban definiált, 1-faktort
            nem tartalmazó gráf. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-színezése, természetesen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor, 7.4b-ből az
            következik, hogy létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(7)





            Megszámoljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-et elhagyó éleit két különböző
            módszerrel. Először ezen élek száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Másodszor legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él köti össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel (mivel ezek egyszerű élek) és
            legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él köti össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely pontjának fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy ezzel ekvivalensen 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(8)





            Minket nyilvánvalóan az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eset érdekel, különben még többszörös
            élek létezése sem következik. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és (7), (8) azt vonja maga után,
            hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy, ami ezzel ekvivalens: 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így megmutattuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktor létezését vonja maga
            után.
Megfordítva, legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Kössük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjához 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éllel, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjához 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éllel; és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjához egy éllel. A kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris. Bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetén 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tartalmaz egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            feszítő részgráfot (lásd 7.10). Vegyük
            észre, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            sem, és ebből következően 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            sem tartalmaz olyan 1-faktort, mellyel
            párhuzamos élek vannak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben. Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	14. feladat FÖ
	I. Megmutatjuk, hogy nem akadhatunk el más
            helyzetben, mint mikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            össze van kötve valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párhuzamos éllel.
Tegyük fel, hogy akkor akadunk el, amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Amiért nem tudjuk folytatni, az az,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből érkeztünk ([image: 7. Gráfok faktorai]), és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek nincsen szomszédja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n kívül. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai], amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            db. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-élnek kell lenni. Így az előző
            lépésben, amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            volt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            db. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-él volt. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-be 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből érkezett. Ekkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-él megduplázódott, azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszáma legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            volt, ami nincs megengedve.
Hasonlóan kapjuk azt, hogy ha akkor akadunk el,
            amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és a kívánt helyzetben
            vagyunk.
II. Így már csak azt kell megmutatni, hogy az
            eljárás nem futhat a végtelenségig. Indirekte tegyük
            fel, hogy végtelen. Megjegyezzük, hogy minden előálló
            gráf minden éle párhuzamos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleivel. Tekintsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon éleit, melyeken 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végtelen sokszor halad át. Ezen éleken
            mindkét irányban végtelen sokszor kell áthaladnia,
            különben a multiplicitásuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez tartana, de mindkét eset
            lehetetlen.
Tekintsünk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot, és tegyük fel, hogy 3 rá
            illeszkedő élt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t végtelen sokszor használunk ([image: 7. Gráfok faktorai]). Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n sohasem haladhatnánk át 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ba, mivel vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindig egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            választás. Ez viszont lehetetlen.
            Hasonlóan következik, hogy minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legfeljebb két végtelen sokszor
            használt éllel szomszédos.
Tekintsünk egy olyan fázist, amikor már minden
            véges sokszor használt élt elhasználtunk. Mivel minden
            pont legfeljebb két végtelen sokszor használt éllel
            szomszédos, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            csak egy kör mentén mozoghat. De akkor
            ezen kör élein mindig ugyanabban az irányban haladunk
            át, ami ellentmondás.
Az eljárás így egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris gráfot eredményez, melyet a
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy részgráfjából kapunk az élek
            többszörözésével, és melyben az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pár egy komponenst feszít ki.
            Megismételve végül is egy olyan gráfot kapunk, mely a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktorából úgy áll elő, hogy
            minden élét 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szer vesszük. Tehát a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktorát kapjuk. Vegyük észre,
            hogy elegendő az aktuális él-listát és még egy plusz
            pontot tárolni; az eljárást a táblán szivacs és kréta
            segítségével végigvezethetjük. [J. Csima; lásd
            J. Csima–L. Lovász, 
            Discrete Appl. Math.35,
            197–203.]

	15. feladat FÖ
	(a) Szimultán indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra.
Először tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemi. Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédosak. Ekkor a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó 1-faktorai megfelelnek a
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorainak. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazza valamely 1-faktor, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban is van 1-faktor. Továbbá 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjának fokszáma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai], így az indukciós feltevés szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor van. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élét legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor tartalmazza.
Rögzítsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel, és ezek mindegyikét legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor tartalmazza. Ezzel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktort kapunk, melyek nyilvánvalóan
            különbözők.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem elemi. Ekkor 7.7 szerint létezik
            olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 1-faktora és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ([image: 7. Gráfok faktorai])-ből induló éleinek halmaza. Ekkor
            nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            többi éle lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et, így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ([image: 7. Gráfok faktorai])-et ([image: 7. Gráfok faktorai])-szel párosítja.
Vegyük észre, hogy az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által feszített 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráf ugyanazokat a követelményeket
            elégíti ki, mint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]: 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjának fokszáma legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-ben, és van benne 1-faktor (pl. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]). Ennélfogva 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor van az indukciós feltevés
            miatt. Hozzávéve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et minden ilyen 1-faktorhoz, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktort kapunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben [M. Hall, Bull Amer. Math. Soc.
            54 (1948) 922–926].
(b) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Ha ez a szám 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyetlen körből áll és az állítás
            triviális. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ekkor 7.8 szerint 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elemi páros gráf és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan út, melynek csak az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végpontjai közösek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            különböző szín-osztályaiba tartoznak.
            Nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            így tehát az indukciós feltevés miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            darab 1-faktort tartalmaz. Ezek
            mindegyike kiterjeszthető egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktorrá. Továbbá 7.7 miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            is tartalmaz egy 1-faktort, mely
            szintén kiterjeszthető a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktorává 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden második élét használva. Tehát
            valóban találtunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktort 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben [vö. L. Lovász–M. D. Plummer,
            Infinite and Finite Sets, Coll. Math. Soc. J. Bolyai
            10, Bolyai–North-Holland (1975), 1051–1079].

	16. feladat FÖ
	I. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-faktor. Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mely (i)-t bizonyítja. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli él köti össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, és legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz. Mivel pontosan 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez, ebből (ii) már
            következik.
II. Tegyük fel, hogy (i) és (ii) teljesül.
            Irányítsunk minden élt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be. Vegyünk két pontot, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, és kössük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponthoz, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontját 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez irányított éllel. Definiáljuk a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kapacitást egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élen a kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            irányított gráfban a következők szerint: 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban akkor és csak akkor van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            értékű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-folyam, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor. Tehát 6.74 és 6.77 miatt azt
            kell belátnunk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vágásának kapacitása legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vágást meghatározó halmaz ([image: 7. Gráfok faktorai]), 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által meghatározott vágás kapacitása 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            (ii) szerint [O. Ore,
            D. Gale–H. J. Ryser].

	17. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris páros gráfba van ágyazva,
            melynek szín-osztályai 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek pontosan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éle köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-höz bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy ezzel ekvivalens alakban 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Hasonlóan 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Összeadva azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és minthogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros egész szám, 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

A következő lépés annak bizonyítása, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            beágyazható feszített részgráfként egy
            
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris páros 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontú gráfba. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-színezése. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ezért 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így konstruálhatunk két diszjunkt 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazt, melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Felveszünk még 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-éleket és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-éleket úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben minden fokszám egyenlő legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. Ez lehetséges, mert 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és hasonlóan 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            (és mert többszörös éleket megengedünk).
            Végül felveszünk még 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-éleket, hogy minden fokszám 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legyen.

	18. feladat FÖ
	Tekintve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek az ötlettárban leírt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            „páros komplementerét”, 7.16 szerint
            elég megmutatni, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy ezzel ekvivalens alakban 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Mivel az egyenlőtlenség szimmetrikus 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Továbbá 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így elég belátni azt, hogy 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(9)





            Itt 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így (9) következne abból, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], amiből 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor figyelembe véve azt is, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Végül ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], felhasználjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így elég azt megmutatni, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami magától értetődő, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	19. feladat FÖ
	A feladatnak az ötlettárban adott átfogalmazása
            könnyen igazolható (vö. 4.21).
Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor, akkor 7.4b
            miatt van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Most 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            duplán sztochasztikus, így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Másrészről 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami ellentmond annak, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	20. feladat FÖ
	(a) Egyértelmű az ötlettár észrevételéből.
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Alkosson mondjuk az első 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            oszlop minimális lineárisan összefüggő
            oszloprendszert. Mivel az ezen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            oszlop által alkotott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mátrix rangja 
            [image: 7. Gráfok faktorai], tartalmaznia kell egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem-szinguláris almátrixot.
            Feltehetjük, hogy ez első 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            sor és oszlop alkotja ezt az
            almátrixot.
Mivel az első 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            oszlop lineárisan összefüggő, léteznek
            olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            számok, melyekre 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(10)





            Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minimalitása miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai], tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel leoszthatunk, és meghatározhatjuk
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            számokat a Cramer szabály szerint az
            első 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            sorból. Tehát minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            hányados az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által generált testben van.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Megmutatjuk pl. azt, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. (10)-ből tudjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Itt a jobb oldal az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által generált altérben van. Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-k algebrai függetlensége miatt ez
            csak akkor lehetséges, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            választással azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            amivel bizonyítottuk 7.4b nem-triviális
            felét [J. Edmonds,
            J. Res. Natl. B. Standards 71B
            (1967), 241–245].

	21. feladat FÖ
	Ha az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra tett kikötések lineárisan
            függetlenek, a válasz természetesen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; ha közülük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lineárisan független, de az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-edik nem, a dimenzió 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt állítjuk, hogy az első eset
            következik be, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem páros, és a második, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros.
Ennek bizonyításához tekintsünk a ([image: 7. Gráfok faktorai]) kikötések bal oldalai között egy
            nem-triviális lineáris relációt. Azt akarjuk
            megmutatni, hogy ez csak akkor állhat fenn, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros, és hogy ebben az esetben ez a
            reláció szükségszerűen egyértelmű. Tehát legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            azonosan 0, azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élre. Felhasználva 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggőségét, arra a
            következtetésre jutunk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és olyan pontok, melyekre 
            [image: 7. Gráfok faktorai], csak olyan pontokkal vannak
            összekötve, melyekre 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és viszont. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros. Mivel egy összefüggő gráf
            2-színezése egyértelmű, azt is láthatjuk, hogy a ([image: 7. Gráfok faktorai]) kikötések bal oldalai közt fennálló
            lineáris reláció egy skaláris szorzó erejéig
            egyértelmű. Tehát páros gráf esetében van egy
            egyértelmű 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            reláció, ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-színezése [H. Saks,
            Wiss. Z. TH. Ilmenau12 (1966),
            7–12].

	22. feladat FÖ
	Az ötlettárnak megfelelően legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha legalább 3 él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez, akkor közülük kettő független,
            pl. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél nagyobb párosítás, ami
            ellentmondás. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez legfeljebb két éllel csatlakozik.
            Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nincsenek sem egymással, sem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett ponttal összekötve
            (különben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem lenne maximális), ebből az
            következik, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ez azonban ellentmondásban van azzal a
            feltevéssel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            is és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            is legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (vö. a 10.19 feladattal is).

	23. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által lefedett pontok halmaza. Az
            ötletet követve legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy olyan legnagyobb párosítása, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból a lehető legtöbb élt tartalmazza.
            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et. Indirekte tegyük fel, hogy
            létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon éle, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel szomszédos. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximalitása miatt, létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz illeszkedő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-fel azonos méretű párosítás, azaz
            szintén egy legnagyobb párosítás. Továbbá több éle
            közös 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-lal, mint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek, ami ellentmondás.

	24. feladat FÖ
	(a) A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetben egyetlen él eleget tesz a
            feltételeknek. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyetlen 1-faktort tartalmazó gráf,
            melyben minden fokszám legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy másik, tőle diszjunkt példány, és
            vegyünk még két új pontot, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Kössük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjával, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pedig 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjával, végül 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nal. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az így kapott gráf (55. ábra).
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    55. ábra.
				




              [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjának fokszáma nagyobb mint
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, így minden fokszáma legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ez nyilvánvalóan igaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetében is. Továbbá 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban egyetlenegy 1-faktor van. Hiszen
            legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 1-faktora.
            Paritás-megfontolások miatt ennek tartalmaznia kell az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elvágóélt. Ekkor viszont a maradék egy
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli és egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktort alkot. Mivel ezek
            egyértelműek, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            is egyértelműen meg van határozva.
            Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban legfeljebb egy 1-faktor van. De a
            leírt 1-faktor (mely a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktorokból és az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-élből áll) valóban a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban egyetlenegy 1-faktor van.
(b) Első megoldás. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy minimális ellenpélda. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az (egyetlen) 1-faktor, és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tekintsük a 6.27-ben meghatározott, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et tartalmazó ekvivalencia-osztályt.
            Ha ez csak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből áll, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen élösszefüggő, és
            ellentmondásba kerültünk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minimalitásával. Tegyük fel, hogy az
            ekvivalencia-osztály tartalmazza még az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleket is.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges komponense. 6.27 szerint
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élek közül pontosan kettővel
            szomszédos. Ha ez a két él nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli, akkor indukcióval azt kapjuk,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben két különböző 1-faktor van,
            melyek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel együtt két különböző 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktort adnak. Tehát az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élek közül legalább egy olyan, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez illeszkedik, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van. Mivel ez a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden komponensére igaz, az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleknek legalább a fele 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Minthogy ez tetszőleges
            ekvivalencia-osztályra igaz, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleinek legalább a fele 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen élösszefüggő, ez csak akkor
            lehetséges, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy kör. Viszont egy (páros) körben
            két 1-faktor van.

              Második megoldás. Tegyük fel, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen élösszefüggő. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            olyan kör, melyre tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re esik, vagy teljesen diszjunkt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-től. Ilyen kör 6.30 szerint létezik. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternálónak kell lennie
            (mivel az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktor). Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n alternálva (azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleivel helyettesítve) egy másik
            1-faktort kapunk [A. Kotzig, Mat. Fyz. Časopis 9 (1959)
            73–91; L. Beineke–M. D. Plummer, J. Comb. Th. 2 (1967)
            285–289].
(c) A bizonyítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szerinti indukcióval történik. (b)-nek
            az ötlettárban megfogalmazott élesítése (b)-ből
            triviálisan következik. Elég ezt összefüggő gráfokra
            bizonyítani, mivel ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben egyetlenegy 1-faktor van, akkor a
            komponenseiben is. Duplázzuk meg 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élét. Ezzel nem kaphatunk új
            1-faktort, tehát a kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfban (b) miatt van elvágóél. Ennek
            az élnek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be kell tartoznia, mivel nem
            dupláztuk meg.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    56. ábra.
				



Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy elvágó-éle, mely az (egyetlen) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorhoz tartozik, ekkor ([image: 7. Gráfok faktorai])-ban egyetlenegy 1-faktor van. Az
            indukciós feltevés szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Minthogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elvágóél, egyetlen pont sem lehet
            összekötve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel is és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nal is. Így legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyikével. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az eredmény éles, amint azt az 56. ábrához
            hasonló struktúrájú gráfok mutatják. [G. Hetyei, Pécsi
            Tan. Főisk. Közl. (1964) 151–168.]

	25. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy legnagyobb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás által le nem fedett pontok, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez illeszkedő él ([image: 7. Gráfok faktorai]). Ekkor minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-t egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által lefedett ponthoz köti. Továbbá
            nincs két olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyek ugyanazon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két végpontjához illeszkednek, mivel
            ezáltal 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            növelhető lenne. Ennélfogva
            kiválaszthatjuk az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végpontját ([image: 7. Gráfok faktorai]) úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja az összes 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ezért 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


	26. feladat FÖ
	Követve az ötletet észrevehetjük, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédosak, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bármely párosítása kiterjeszthető 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t felhasználva.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két pont, melyek távolsága 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy minimális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-út tetszőleges belső pontja.
            Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges legnagyobb párosítás ([image: 7. Gráfok faktorai])-ban. Tekintsünk még egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legnagyobb párosítást 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben; ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (a rövidség kedvért 
            [image: 7. Gráfok faktorai]). Vegyük észre, hogy
(a) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            le kell, hogy fedje 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, mert ellenkező esetben egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-elemű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli párosítás lenne, ami ellentmond
            az indukciós feltevésnek, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és
(b) hasonlóan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nak le kell fednie 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt alternáló utak, körök és
            közös 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-élek uniója. Létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből induló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            alternáló út és egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból induló alternáló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            út. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor helyettesítsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben; így egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-elemű párosítást kapunk (mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindkét végén lévő él 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ba tartozik), ami ellentmondás. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legalább egyike nem tartalmazza 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, legyen mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Helyettesítsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban. A kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosításra 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-ből egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élen indul, így ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            utolsó éle is 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ba tartozik, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], különben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]). Továbbá 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t még mindig nem fedi le 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]), tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            számosságú párosítás ([image: 7. Gráfok faktorai])-ben, ami megint ellentmondás.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges legnagyobb párosítása.
            Ekkor legfeljebb egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pont van, mert ha
            lenne két ilyen pont, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor azt kapnánk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ez pedig ellentmondás. Továbbá 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem lehet 1-faktor, mert ha az lenne,
            akkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami az egyik feltevésnek ellentmond. Így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami az állítást bizonyítja [T. Gallai,
            MTA Mat. Kut. Int. Közl.8 (1963)
            135–139].

	27. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy legnagyobb párosítása. Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan komponensei. Legyenek mondjuk
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azok, melyek tartalmaznak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pontot. Minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], kell, hogy legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be menő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él paritási okokból. Mivel ezen
            éleknek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            különböző pontjaiba kell menniük,
            ezért 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Másrészről 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindegyike tartalmaz le nem fedett
            pontot, így 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(11)




Most már csak azt kell megmutatni – és ez a
            bizonyítás nehéz pontja –, hogy létezik olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz, melyre (11) egyenlőséggel
            teljesül. Ezt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re alkalmazott indukcióval fogjuk
            belátni.
Először tegyük fel, hogy létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Tehát az indukciós feltevés miatt létezik
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

Másodszor tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            komponensei és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Az előző feladat miatt ebből az
            következik, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eleget tesz a követelménynek [C.
            Berge].
(b) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben akkor és csak akkor van 1-faktor,
            ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], azaz (a) miatt akkor és csak akkor,
            ha 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(12)





            Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], a maximum mindig  
            [image: 7. Gráfok faktorai], és így (12) ekvivalens azzal, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetén, mint azt állítottuk [W. T.
            Tutte].

	28. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon pontjainak halmaza, melyek minden
            más ponttal össze vannak kötve, és melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt akarjuk belátni, hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-val, mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel szomszédos, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédosak.
Tegyük fel, hogy ez nem áll fenn. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], létezik egy negyedik pont, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mely nem szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re vonatkozó maximalitás-feltevés
            miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Tekintsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Ez diszjunkt alternáló körökből és
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közös éleiből áll. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            rajta van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            alternáló körön és hasonlóan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            is rajta van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            alternáló körön.

              1. eset:
              [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor cseréljük ki 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, így egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 1-faktort kapunk, ami
            ellentmondás.

              2. eset:
              [image: 7. Gráfok faktorai]. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n indulva sétáljunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-en; előbb-utóbb el kell érnünk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Az általánosság megsértése nélkül
            feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            előtt érjük el.
Így van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-utunk, mely az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-élen indul és egy másik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-éllel végződik, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternáló kör. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit lecserélve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleire a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktorát kapjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből. Ez pedig ismét
            ellentmondás.
Tehát megmutattuk, hogy a szomszédosság egy
            ekvivalencia-reláció 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n, azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt teljes gráfokra esik
            szét.
(b) Csak 7.27b nem-triviális részét bizonyítjuk:
            ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem tartalmaz 1-faktort, akkor létezik
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            rendelkezik ezzel a tulajdonsággal.
            Így feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros. Adjunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez éleket addig, amíg nem hozunk
            létre 1-faktort. Amikor ez már nem lehetséges,
            ugyanazon a ponthalmazon lesz egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfunk, mely rendelkezik azzal a
            tulajdonsággal, hogy nem tartalmaz 1-faktort, de
            bármely két nem szomszédos pontját összekötve már
            1-faktort tartalmazó gráfot kapnánk.
(a) szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a következő alakú: ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon pontok halmaza, mely minden más
            ponttal össze van kötve, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt teljes részgráfokból
            áll.
Azt állítjuk, hogy legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan teljes gráf van a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfok között. Tegyük fel, hogy ez
            nincs így. Válasszuk ki minden páros 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy-egy 1-faktorát. Válasszunk egy-egy
            maximális párosítást minden páratlan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből, ezzel pontosan egy pontot
            hagytunk ki mindegyikből. Válasszunk független éleket,
            melyek ezeket a kimaradt pontokat 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontokkal párosítják össze.
            Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben páros számú le nem fedett pont
            marad. De ezeket tetszőlegesen összepárosíthatjuk
            egymással, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nyilvánvalóan a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy teljes részgráfját feszíti ki.
            Tehát egy 1-faktort kaptunk, és így
            ellentmondást.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan komponens van. Amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit eltávolítottuk, ezek a páratlan
            komponensek széteshetnek, de mindegyik legalább egy ([image: 7. Gráfok faktorai])-beli páratlan komponenst eredményez.
            Így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            megfelelő választás lesz.

              Megjegyzés: Az olvasó könnyen ellenőrizheti azt a
            tényt (amit itt nem használtunk fel), hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mind páratlan és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            [G. Hetyei, Pécsi Tanárképző
            Főiskola Közl. 1974; L. Lovász,
            J. Comb. Th.19 (1975) 269–271].

	29. feladat FÖ
	(a) Tutte tétele szerint azt kell belátnunk, hogy
            
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges páratlan komponense. Mivel
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen összefüggő, legalább 2 él
            köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez. Azonban nem lehet pontosan két
            ilyen él, mert ebből az következne, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámainak összege 
            [image: 7. Gráfok faktorai], páratlan szám, ami lehetetlen. Így
            legalább 3 él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez. Tehát legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él jön 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan komponenseiből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be. De 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontja ezek közül legfeljebb
            3-mal szomszédos, így a számuk legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mint azt megköveteltük.
(Vegyük észre, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek csak a 2-szeres élösszefüggőségét
            használtuk fel. Viszont triviálisan látszik, hogy ha
            egy 3-reguláris gráf 2-szeresen élösszefüggő, akkor
            2-szeresen összefüggő is.) [J. Petersen]
(b) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 3-reguláris gráf elvágóéle, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t minden 1-faktor tartalmazza (ha
            ilyen egyáltalán van), mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindkét komponense páratlan (pontosan
            egy páros fokszámú pontot tartalmaznak). Ennélfogva
            elég egy egyszerű 3-reguláris gráfot konstruálni három
            egy pontban találkozó elvágóéllel: egy ilyen gráf
            bármely 1-faktorának mindhármat tartalmaznia kell, ami
            lehetetlen. Az 57. ábra példa ilyen konstrukcióra (az
            olvasóra bízzuk annak ellenőrzését, hogy ez-e a
            legkisebb példa).
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    57. ábra.
				




	30. feladat FÖ
	Tutte tétele szerint (7.27b), csak azt kell
            megmutatnunk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Tegyük fel, hogy ez nem áll fenn
            valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros, és így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ezért 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(13)




Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a páratlan komponensek, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a páros komponensek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (ill. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]) azon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élek száma, melyek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez kötik (ill. más 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez), és jelölje 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élek számát, melyek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez kötik. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            összes 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t elhagyó éleinek száma, ami legalább
            
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Továbbá, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan komponens, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; hiszen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azt jelentené, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által feszített részgráfjában a
            fokszámok összege 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(14)





            Azon elhagyott élek száma, melyek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közül kötöttek össze kettőt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és ezért 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be érkező összes élek száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ami miatt 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az utolsó két egyenlőtlenséget összeadva
            kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Összevetve ezt a (14) egyenlőtlenséggel, azt
            látjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy, ami ezzel ekvivalens 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami ellentmond (13)-nek [J. Plesnik,
            Mat. Čas. Slov. Akad. Vied.22
            (1972), 310–318].

	31. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítás, mely egy
            adott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot kihagy. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel szomszédos pont és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt alternáló utakból, közös 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élekből és egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            alternáló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-útból áll. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            olyan páratlan kör, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            darab 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élt tartalmaz.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t úgy választottuk, hogy minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy páratlan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-út vagy egy páratlan kör, melynek
            pontosan egy közös pontja van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel és 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-re vonatkozóan alternál ([image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel kezdődve és végződve; ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan kör, akkor tekintsük kezdő és
            végpontjának a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel közös pontját). Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (ilyen él létezik, hiszen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő).
Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor vehetjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            diszjunkt alternáló körökből, közös 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élekből, valamint egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            alternáló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-útból áll. Haladjunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            első 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjába. Az utolsó él, melyen
            átmentünk, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be tartozik, mert minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t érintő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-él ebbe az unióba tartozik a
            konstrukció szerint. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            út 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közötti darabja, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eleget tesz a követelményeknek (58.
            ábra).
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    58. ábra.
				



Tehát ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor tudunk választani egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Előbb vagy utóbb kimerítjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, így megkapjuk a keresett
            felbontást. [L. Lovász, Studia
            Sci. Math. Hung.7 
            (1972), 279–280;
            vö. az Edmonds párosítási algoritmussal is,
            7.34].

	32. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], …; 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], … Elég azt belátni, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mivel ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel nem szomszédos pontok halmaza,
            tehát azonos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel.
Vegyük észre, hogy mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem tartalmazza 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyetlen maximális párosítását sem, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges maximális párosítása,
            akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítása. Mivel minden
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kihagyó maximális párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, és ez a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy ugyanilyen maximális párosításához
            vezet, következik, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], vagyis 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Megfordítva, legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor létezik olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli maximális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kihagyja. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy olyan maximális párosítása, mely
            kihagyja az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédját. Nézzük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai], de 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem, 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó komponense egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élen induló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            út. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem végződhet 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel, mert akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit kicserélve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleire a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kihagyó maximális párosítását
            kapnánk. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy élével végződik. Cseréljük ki 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleire. Ily módon egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél nagyobb párosítást kapunk.
            Ennélfogva ez az új párosítás nem lehet 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli. Ebből az következik, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-ben végződik. De most 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kihagyó maximális párosítás, ami
            megint csak ellentmondásra vezet.
(b) Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon komponensei, melyeket 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tartalmaz. Mivel egyetlen él sem köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez, ezek a komponensek
            particionálják 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által feszített részgráf.
Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjait egyenként elhagyjuk, (a)-ból
            következik, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazok nem változnak. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden maximális párosítása le fogja
            fedni 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összes pontját, de 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjához lesz olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-bel maximális párosítás, mely azt nem
            fedi le. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosításai egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorból és minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re egy-egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosításból állnak.
            Továbbá, mivel minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli pontot kihagy valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli maximális párosítás, minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            faktor-kritikus 7.26-szerint.
(c) Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges maximális párosítása,
            akkor a bizonyítás elején szereplő érvelés szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítása. A (b)
            részben már láttuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nak hogyan kell kinéznie.
(d) (b)-ből 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            A fenti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontjainak egyenkénti elhagyására
            vonatkozó megjegyzés szerint 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ebből az egyenlőség következik.
(e) Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re fennáll. Konkrétan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Másrészről 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így (d)-ből 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor. Ez bizonyítja Tutte
            tételének nem-triviális irányát. [T. Gallai, 
            MTA Mat. Kut. Int. Közl.8 (1963), 373–395;
            J. Edmonds, Canad. J. Math.17 (1965), 449–467.]
(f) Lásd 59. ábra.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    59. ábra.
				




	33. feladat FÖ
	I. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem maximális párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            olyan párosítása, mely legfeljebb egy
            pontot tartalmaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből hozzávehetünk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz úgy, hogy egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítást kapjunk, melyre 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ez pedig ellentmondás.
II. Most tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítása. Tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazokat 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re definiálva, mint 7.32-ben. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            képe 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kihagyja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tehát ha „felfújjuk” 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó komponense a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó komponensévé válik, mely
            szintén páratlan. Így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mutatva, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben.

	34. feladat FÖ
	(a) I. Egy ([image: 7. Gráfok faktorai])–([image: 7. Gráfok faktorai]) tulajdonságokkal rendelkező erdő
            mindenképpen létezik; pl. legyen az erdő ponthalmaza az
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            által le nem fedett pontok halmaza,
            élhalmaza pedig legyen üres. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális (nem bővíthető) ilyen
            erdő. Ekkor egyetlen külső pont sem lehet szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-fel, hiszen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tulajdonságai miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktora (mivel minden lefedetlen
            pontnak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli gyökérnek kell lenni) és így ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos a 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli külső ponttal és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t hozzávehetnénk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    60. ábra.
				



II. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két különböző komponensének egy-egy
            külső pontja, mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos, akkor tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli komponensük gyökerével összekötő
            utakat. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re nézve alternáló út, és ha
            kicseréljük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re, akkor egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél nagyobb párosítást kapunk (60.
            ábra).
III. Most tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azonos komponensének két külső pontja,
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos. Ezek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            bizonyos éleivel együtt egy páratlan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kört alkotnak. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon pontja, mely legközelebb van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ezen komponensének 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gyökeréhez ([image: 7. Gráfok faktorai]
            előfordulhat). A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez kötő alternáló úton „váltva” egy
            olyan új 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítást kapunk, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli élt tartalmaz, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            többi éle nem érinti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Az előző eredmény felhasználásával
            ha összehúzzuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            akkor és csak akkor lesz maximális
            párosítás a kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfban, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (vagy ekvivalensen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]) a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítása. Továbbá ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben találunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél nagyobb párosítást, akkor könnyen
            kiterjeszthetjük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél nagyobb párosításává.
IV. Végül tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            külső pontjai függetlenek. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a belső pontok halmaza. Ekkor a külső
            pontok ([image: 7. Gráfok faktorai])-ban izoláltak lesznek; a számuk 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], következik, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

7.27 miatt a jobb oldal felső korlát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás.
A keresett algoritmus most már könnyen adódik a
            fenti eredmények összegzésével. Minden lépésben van egy
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítás és egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            erdő, mely kielégíti ([image: 7. Gráfok faktorai])-ot és ([image: 7. Gráfok faktorai])-ot. Megvizsgáljuk az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            külső pontjaival szomszédos
            éleket.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    61. ábra.
				




              [image: 7. Gráfok faktorai]
            Ha van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli külső pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponthoz kötő él, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et megnöveljük az I. rész
            szerint.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            Ha van olyan él, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két különböző komponensének külső
            pontját köti össze, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et megnöveljük a II. rész
            szerint.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            Ha van olyan él, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két azonos komponensének külső pontját
            köti össze, akkor összehúzunk egy páratlan kört a III.
            rész szerint és megpróbáljuk növelni a kapott gráf
            kapott párosítását. Vagy levonhatjuk a következtetést,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális (nem bővíthető), vagy
            növelhetjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            Ha minden külső pontra illeszkedő él
            azt belső ponthoz köti, akkor levonhatjuk a
            következtetést, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális párosítás.

              Megjegyzések. 1. A fenti algoritmus hatékony
            abban az értelemben, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], vagyis polinomiális számú lépés
            alatt lefut. Valójában jelöljük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nel azt a legkisebb felső korlátot,
            ahány lépés alatt az algoritmus eldönti, hogy egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontú gráf egy adott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítása maximális-e és helyettesíti
            egy nagyobbal, ha nem az. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lépés alatt talál egy ([image: 7. Gráfok faktorai]) és ([image: 7. Gráfok faktorai]) tulajdonságoknak eleget tevő
            maximális (nem bővíthető) erdőt. (Bizonyos külső pontok
            listáját fenntartjuk. Minden lépésben megvizsgáljuk,
            hogy a lista első pontja szomszédos-e nem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli ponttal. Ha igen, megnöveljük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és az új külső pontot a lista
            végéra tesszük. Ha nem, kihúzzuk ezt a külső pontot a
            listáról. Egy ilyen lépéshez 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédosság-vizsgálat szükséges.
            Minden lépésben vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], vagy a kihúzott külső pontok száma
            nő, így a lépések száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai].) Ez után végre kell hajtani a 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lépések egyikét. Mivel ehhez a
            legrosszabb esetben, amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t kell végrehajtanunk, legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lépés szükséges, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel a párosítás méretét legfeljebb
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szer növeltük meg, a teljes
            algoritmus lefut nem több, mint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lépésben.
2. A következő megjegyzés nagyon fontos: ha a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lépést hajtjuk végre, az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            erdőt egy azonos típusú erdőre
            képezzük le, és ezt már nem kell újra számolni. Ennek
            felhasználásával 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra javíthatjuk az algoritmus hosszára
            adott felső korlátot. Ugyanezen észrevétel és az
            algoritmus gondosabb vizsgálata mellett elkerülhetnénk
            7.33 (és ezen keresztül a Gallai–Edmonds struktúra
            tétel) felhasználását. Azt is megjegyezzük, hogy az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazok meghatározhatók és számos
            korábbi eredmény is (pl. 7.26, 7.27, 7.31, 7.32)
            levezethető az algoritmusból. Az olvasó érdekesnek és
            tanulságosnak találhatja a részletek
            kidolgozását.
(b) Lásd 61. ábra (vö. 7.32f) [J. Edmonds,
            Canad. J. Math. 
            17 (1965), 449–467].

	35. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nincsen 1-faktor. Tekintsük az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazokat, mint 7.32-ben. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            komponensei, ekkor 7.32 szerint ezek
            faktor-kritikusak. 7.31-ből az következik (bár
            közvetlenül is könnyen belátható), hogy ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tartalmaz páratlan kört. Így a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legfeljebb egyikében van egynél több
            pont. Legyen mondjuk 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Pontosan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontja ezek közül legfeljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-val szomszédos, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            vagy ezzel ekvivalensen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ebből az következik, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 1-faktor, ez pedig
            ellentmondás. [D. R. Fulkerson,
            A. J. Hoffman, M. H. McAndrew,
            Canad. J. Math. 17 (1965) 166–177].

	36. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötletnek megfelelő pont, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez illeszkedő él. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t mindenképpen lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éle, különben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy nagyobb párosítás lenne. Most 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazó párosítás.
(b) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. 7.24b miatt tudjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben két különböző 1-faktor van, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli kör. Ha a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely pontja másodfokú, akkor
            készen vagyunk, mivel ekkor a rá illeszkedő két él
            rendre az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], illetve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktorba tartozik.
Így tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjának fokszáma legalább 3.
            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen összefüggő valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Ez el fogja dönteni a kérdést;
            hiszen ([image: 7. Gráfok faktorai])-ben van 1-faktor ([image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közül pontosan egybe tartozik) és így
            az indukciós hipotézis miatt van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel szomszédos éle 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely 1-faktorába tartozik. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t tartalmazza egy 1-faktor, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ugyanezen tulajdonsággal fog
            rendelkezni 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben.
Indirekte tegyük fel, hogy ([image: 7. Gráfok faktorai])-nek van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            elvágópontja minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Természetes, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-hez 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n a lehető legközelebb legyen.
            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem lehet 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végpontja.
[image: 7. Gráfok faktorai]
                    62. ábra.
				



Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon éle, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez csatlakozik a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kör rövidebbik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ívén (62. ábra). Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            választása miatt, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek a másik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-íven kell lennie. Ekkor az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közös pontja, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], szomszédos egy harmadik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éllel. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            úttal kapcsolódik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely pontjához. Most már látjuk,
            hogy akármelyik pontban éri is el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, ellentmondásba kerülünk azzal a
            ténnyel, hogy mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mind 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lefogja 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. [J. Zaks, Combin. Structures Appl.
            Gordon and Breach (1970) 481–488.]

	37. feladat FÖ
	I. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 2-párosítás és válasszunk
            egy független 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz. Legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be haladó élek összes 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-súlya 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            másrészről legföljebb 
            [image: 7. Gráfok faktorai], ami miatt 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ez bizonyítja, hogy a 2-párosítások
            maximális mérete legföljebb 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

II. Először megjegyezzük, hogy 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Valóban, tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re definiáljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            mutatva, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximuma valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független halmazon éretik el.
Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötlet szerint definiált páros gráf.
            Vegyük észre, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ennélfogva 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]

7.5 szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független élből álló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz. Minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re jelölje 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azt, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            hány élt tartalmaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közül; így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1 vagy 2. Továbbá bármely rögzített 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re legfeljebb egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli él hagyja el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és legfeljebb egy másik hagyja el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-párosítás. Továbbá 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            amiből 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            [vö. W. T. Tutte,
            Proc. Amer. Math. Soc.4 (1953),
            922–931].

	38. feladat FÖ
	I. Vegyük észre, hogy egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            méretű 2-párosítás szükségszerűen
            maximális. Ennélfogva ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktor, akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 2 súllyal véve egy olyan
            maximális 2-párosítást kapunk, mely az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális 1-párosítást
            tartalmazza.
II. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            faktor-kritikus és tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli maximális párosítás. 7.31
            megoldása mutatja, hogy létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan kör, mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt tartalmaz, és melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf 1-faktora. Legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            méretű, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et tartalmazó 2-párosítás.
III. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem faktor-kritikus és nincs benne
            1-faktor. Tekintsük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            Gallai–Edmonds felbontását (7.32).
            Legyenek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            komponensei; legyen mondjuk 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ugyanúgy, mint előbb, legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Mivel így 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra fennáll, 7.5-öt az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nal szomszédos élek alkotta páros
            gráfra alkalmazva azt kapjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független él köti 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz. Feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összepárosítható az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            darab pontjával.

              7.23 szerint létezik a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek egy maximális[image: 7. Gráfok faktorai]
            párosítása, mely lefedi 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Definiáljunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-et tartalmazó maximális 2-párosítást
            a következőképpen: legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összekötve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-val 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            valamely éleivel ([image: 7. Gráfok faktorai]). 7.32 miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy maximális párosítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben ([image: 7. Gráfok faktorai]), és így a bizonyítás II. részéhez
            hasonlóan definiálhatunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            méretű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-párosítást, mely tartalmazza 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et tartalmazó 2-párosítás. Azt kell
            megmutatnunk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális (nem bővíthető). Vegyük
            észre, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek pontosa két éle tartalmaz minden
            pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kivételével, mely pontokat 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egyetlen éle sem tartalmazza. Tehát 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Ez 7.37 szerint azt mutatja, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            maximális 2-párosítás.

	39. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy Euler-vonala. Tekintsük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden második élét. Mivel az élek
            teljes száma páros, ez lehetséges. Ekkor ezen élek egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktort alkotnak.

	40. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy pszeudoszimmetrikus irányítása
            (lásd 5.13), legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], és definiáljuk a következő 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros gráfot: 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-reguláris páros gráf és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            előáll 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ból minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azonosításával.
Színezzük a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            színnel úgy, hogy minden szín egy
            1-faktort alkosson (ez 7.10 miatt lehetséges). 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azonosításával ez a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleinek egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-színezését adja, melyben minden szín
            egy 2-faktort alkot. (Figyeljük meg a különbséget ez és
            a 7.37 bizonyításában szereplő konstrukció között; ott
            a páros gráf két élét 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ugyanazon élére képeztük le,
            ennélfogva csak azt a következtetést vonhattuk le, hogy
            a páros gráf egy párosítása a gráf egy 2-párosításához
            vezet; itt nincs két él, melyeket azonos élre képeztünk
            le, így a páros gráf egy 1-faktora a gráf egy
            2-faktorához vezet.)

	41. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy minden fokszám páros. Ha
            az élek száma páros, akkor ugyanazzal a bizonyítással,
            mint 7.39-ben, megkapjuk a keresett részgráfot (azaz
            tekintsünk egy Euler-vonalat és vegyük minden második
            élét). Másrészről ha létezik ilyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            részgráf, akkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros.
Tegyük fel, hogy vannak páratlan fokszámú pontok.
            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy új pont, és kössük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden páratlan fokszámú pontjával. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél még szükség esetén egy hurkot is
            felvéve, egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfot konstruáltunk, melyen már
            minden fokszám és az élek száma is páros. Így tehát
            ismét 7.39 szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            feszítő részgráf, melynek fokszámaira 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor bármely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re, 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így minden összefüggő gráf rendelkezik ezzel
            a tulajdonsággal, a páratlan élszámú Euler-gráfok
            kivételével.

	42. feladat FÖ
	(a) Ha egy gráfban minden pont foka páratlan,
            akkor a gráfnak páros sok pontja van. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben páros sok pontnak kell
            lenni.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros, mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez kapcsoló út ([image: 7. Gráfok faktorai]), és legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a kívánt tulajdonsággal rendelkező
            feszítő részgráf.
(b) Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Vegyünk a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élét, melyekre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő. (Ilyen két él létezik,
            hiszen legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            két különböző komponensében, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem összefüggő. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és akkor is, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem összefüggő, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden komponense legalább két éllel
            kapcsolódik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez.) Vegyünk egy új 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot és kössük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él összehúzásával visszakapjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t.
A fenti eljárás ismétlésével véges sok lépés után
            egy 3-reguláris 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfot kapunk, hiszen a 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            összeg minden lépésben csökken. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összehúzásával áll elő és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            2-szeresen élösszefüggő (és így a
            7.29a-ban szereplő megjegyzésnek megfelelően 2-szeresen
            összefüggő).
Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]7.29a szerint tartalmaz egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            1-faktort. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 2-faktor. Az új éleke
            összehúzásával megkapjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy pozitív fokszámú részgráfjára
            képeztük le.

	43. feladat FÖ
	(a) Helyettesítsünk minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független pontból álló 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            halmazzal. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontja össze van kötve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden pontjával, különben nem kötné
            egyetlen él sem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hoz. könnyen ellenőrizhető, hogy a
            kapott gráfban akkor és csak akkor van 1-faktor, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-párosítás.
(b) Osszunk fel minden élt két ponttal, és
            definiáljuk az új pontokon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek. Ekkor a kapott 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfban akkor és csak akkor van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden élének legalább egyik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            végpontjára 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; ennélfogva 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban akkor és csak akkor van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor, ha van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-párosítása. Ha kicserélünk minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            független pontra ugyanúgy, mint
            (a)-ban, akkor egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfot kapunk, melybe akkor és csak
            akkor van 1-faktor, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-factor [W. T. Tutte,
            Canad. J. Math.6 (1954), 347–352].

	44. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az ötlet szerint definiált irányított
            gráf; azaz legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az irányítás figyelmen kívül
            hagyásával előálló gráf. Definiáljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t a következőképpen: 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben akkor és csak akkor van a
            keresett faktor, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor. 7.16 szerint ez akkor és csak
            akkor van így, ha 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Más szóval akkor és csak akkor, ha 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            és minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            ahol 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben kezdődő és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben végződő élek számát
            jelöli.

	45. feladat FÖ
	Az ötletet követve legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleinek felosztásával kapott gráf és
            terjesszük ki 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re az előírás szerint. Vegyük észre,
            hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek akkor és csak akkor van a kívánt
            tulajdonságú irányítása, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor.

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            nyilvánvalóan páros a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szín-osztályokkal. Tehát 7.16 szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben akkor és csak akkor van 1 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-faktor, ha 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(15)





            és minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetén az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közötti illeszkedések száma nem
            kevesebb mint 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(16)





            Nyilvánvalóan elég ezt arra a speciális
            esetre megkövetelni, amikor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            között nincsen illeszkedés, de 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az összes 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez nem illeszkedő élt tartalmazza.
            Ekkor (16) azt mondja, hogy
([image: 7. Gráfok faktorai]) legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            él szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-szel minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re.

              (15) és ([image: 7. Gráfok faktorai]) szükséges és elégséges feltétele
            annak, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a kérdéses módon irányítható
            legyen.

	46. feladat FÖ
	(a) Indukciót alkalmazunk a pontok számára.
            Először tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy kör, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re, vehetjük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t. Így tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor tegyük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be. Az irányított kör mentén haladva
            tegyük 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-be, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ilyen módon döntve minden élről
            végül 1 vagy 2 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-él lesz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél, tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. A többi pont eleget tesz a
            követelménynek, mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et így konstruáltuk.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem egyetlen kör. Ekkor találunk olyan
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontot, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő és tartalmaz kört.
            Definiáljuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n a következőképpen: ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]; ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], kiválasztjuk az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédját és legyen 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Az indukciós feltevés szerint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            feszítő részgráfja, melynek fokszámai
            különböznek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámaitól. A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy keresett részgráfja. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            rendelkezik a kívánt
            tulajdonsággal.
(b) I. Tegyük fel, hogy mind (i), mind (ii)
            fennáll; legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy feszítő részgráf, melynek
            fokszámai  
            [image: 7. Gráfok faktorai], és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy irányítás 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            kifokokkal. Fordítsuk meg az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleinek irányítását. Mivel a kapott
            gráf irányított körmentes, van olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontja, melynek befoka 0. Ismét
            megfordítva 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleit 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            befoka 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            lesz, ami miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontosan 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel szomszédos, ez viszont
            ellentmondás.
II. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges fa, megmutatjuk, hogy
            ekkor vagy (i), vagy (ii) teljesül. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy elsőfokú pont. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor (ii) teljesül. Hiszen vegyünk
            fel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben egy hurkot, alkalmazzuk (a)-t,
            majd ezután hagyjuk el a hurkot. Olyan feszítő
            részgráfot kapunk, melyben minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont fokszáma  
            [image: 7. Gráfok faktorai], és természetesen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszáma különbözik 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-től.
Tehát feltehetjük, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            vagy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tegyük fel pl., hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            (a másik eset hasonlóan adódik). Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben van egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            feszítő részgráf minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nél 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal, ugyanezen részgráf ([image: 7. Gráfok faktorai]-et mint izolált pontot tartalmazva)
            eleget tesz a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re vonatkozó követelményeknek; tehát
            (b) megint igaz. Ennélfogva tegyük fel, hogy nem
            létezik ilyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor az indukciós feltevés miatt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nek van egy irányítása, melyben
            minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            befoka 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Irányítsuk az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez illeszkedő élt 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            felé. Ekkor a kapott irányítás
            mutatja, hogy (i) fennáll [L. Lovász, 
            Periodica Math. Hung.4 (1973), 121–123].

	47. feladat FÖ
	A szükségesség nyilvánvaló, minthogy minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontú fának 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éle van. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eset triviális, így tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azt jelentené, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Az is igaz, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mert 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            következne. Mivel 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fa 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal. Vegyünk fel egy új
            pontot és kössük össze 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámú pontjával; ekkor a kapott fa
            a megkövetelt fokszámokkal rendelkezik.

	48. feladat FÖ
	A szükségesség ismét nyilvánvaló. Az
            elégségességet 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re alkalmazott indukcióval
            bizonyítjuk. Két esetet különböztetünk meg.
I. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy legnagyobb elem 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, így azt kell belátnunk, hogy 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(17)





            és 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(18)





            mely állítások a feltételekből
            nyilvánvalóak.
II. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Nyilvánvaló, hogy (17) fennáll és 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(19)





            feltéve, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor (19) bal oldala (1) miatt
            páratlan, így triviálisan legalább 1.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re a feladat feltevése igaz, így
            indukcióval létezik egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontú hurokmentes gráf, mely
            megvalósítja ezt a sorozatot. A 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámú pontokat egy új éllel
            összekötve olyan gráfot kapunk, melynek fokszámai 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

	49. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az az egyszerű hurokmentes irányított
            gráf, melyet 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            definiál. A kívánt tulajdonságokkal
            rendelkező irányított gráf létezésének kérdése
            ekvivalens a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy adott ki- és befokokkal rendelkező
            részgráfja létezésének kérdésével. 7.44 miatt ez
            ekvivalens (1) és (2)-vel, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-hez kötő éleinek a száma 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. (Itt emlékezzünk arra, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban nincsen hurok!)
Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re, melyekre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
[image: 7. Gráfok faktorai]


            valamint 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így (2) helyettesíthető a következővel: 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(20)





            Mivel (20) természetesen a (2) egy speciális
            esete (melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]), így szükséges; továbbá mivel
            láttuk, hogy (20)-ből (2) következik az 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            feltétel mellett.

	50. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy létezik egy egyszerű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal és legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámú pont. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            választható úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindegyikével (de más ponttal nem).
            Válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t az összes olyan gráf közül, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            úgy, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]
            közül a lehető legtöbb ponttal legyen
            szomszédos. Tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-val valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-re. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            szomszédos kell, hogy legyen valamely 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-gyel, mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], van egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont, 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mely 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-val szomszédos, de 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel nem. Hagyjuk el a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleket, de vegyünk fel, egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            élt. Így egy azonos fokszámokkal
            rendelkező gráfot kapunk, melyben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            több ponttal szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            közül, mint 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben, ez pedig ellentmondás.
Tehát van egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráfunk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal, melyben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            mindegyike szomszédos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nel. 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t elhagyva egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal rendelkező gráfot
            kapunk.
Megfordítva tegyük fel, hogy a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            számok egy egyszerű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf fokszámai. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t triviálisan felvehetjük [V. Havel,
            Čas. Pest. Mat. 80 (1955) 477–480].

	51. feladat FÖ
	(a) Az ötletet követve válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t az adott ki- és befokokkal
            olyannak, a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli 2 hosszú irányított körök száma
            maximális legyen. Jelölje 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            azon 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élek által alkotott gráf
            részgráfot, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai].

              [image: 7. Gráfok faktorai]
            nem tartalmaz páros hosszú irányított
            kört. Hiszen tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy páros irányított köre. Ekkor
            hagyjuk el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et; de vegyük fel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et. Így olyan gráfot kapunk, melynek
            ki- és befokai azonosak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ki- és befokaival, de több 2 hosszú
            irányított kört tartalmaz.
Ugyanez az érvelés mutatja, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben nem lehet páros sok élt
            tartalmazó zárt irányított vonal. Minthogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ban a ki- és befokok egyenlőek, ezért
            él-diszjunkt irányított körök uniója (vö. 5.6). A
            fentiek miatt ezek páratlanok és bármely kettőt véve
            nem lehet közös pontjuk, mert akkor páros sok élt
            tartalmazó vonalat alkotnának.
Tegyük fel, hogy van két 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            irányított kör a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fenti irányított
            kör-dekompozíciójában, 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a fentiek miatt, és így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy páros számú élből álló vonal, ami
            miatt ugyanúgy, mint fent ellentmondásra jutunk. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Hagyjuk el 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et, de vegyük fel 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et. Megint egy azonos fokszámú
            egyszerű irányított gráfhoz jutunk, melyben több 2
            hosszú irányított kör van.
Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legfeljebb 1 irányított kört
            tartalmaz. Ha pontosan egyet tartalmaz, akkor ez
            páratlan és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páratlan, ami ellentmond a
            feltevésnek. Tehát 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-nak nincsen éle; azaz 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ellentétes élpárokból áll. Minden
            ilyen élpárt egyetlen irányítatlan éllel helyettesítve,
            egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámú egyszerű gráfot kapunk [vö.
            D. R. Fulkerson, A. J. Hoffman,
            M. H. McAndrew, Canad. J. Math.17 (1965), 166–177].
(b) (a) miatt egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal rendelkező egyszerű
            irányítatlan gráf létezése ekvivalens egy olyan
            egyszerű irányított 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf létezésével a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pontokon, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ([image: 7. Gráfok faktorai]) (a mellett a szükséges feltevés
            mellett, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            páros). 7.49 miatt ilyen irányított
            gráf akkor és csak akkor létezik, ha minden 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ra 
            [image: 7. Gráfok faktorai], 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(21)





            Elég ezt a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            esetre megkövetelni. Valóban, ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor (21) ekvivalens a
            következővel: 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(22)





            ami szintén levezethető (21)-ből 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            helyére rendre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t írva.
Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            
[image: 7. Gráfok faktorai]


            Így ha 
    
	[image: 7. Gráfok faktorai]	(23)





            akkor (21) teljesül. Másrészről (23)
            speciális esete (21)-nek, amennyiben 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t veszünk. Így (23) szükséges és
            elégséges feltétel [P. Erdős, T. Gallai].

	52. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy összefüggő gráf fokszámai. Ekkor
            7.51-ből (1) következik, míg (2) és (3)
            triviális.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            eleget tesz (1) (2)-nek és (3)-nak.
            (1) miatt van egyszerű 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            gráf a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámokkal. Válasszuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t úgy, hogy a lehető legkevesebb
            komponense legyen.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            összefüggő. Tegyük fel, hogy nem,
            ekkor (3) szerint komponenseinek egyike tartalmaz kört.
            Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            az a komponens és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy a körön lévő éle. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges másik komponens és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy éle ([image: 7. Gráfok faktorai]-ben van él, hiszen (2) miatt nem
            lehet izolált pont). Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy gráf azonos halmazon, azonos
            fokszámokkal és kevesebb komponenssel, ez viszont
            ellentmondás. [P. Erdős, T. Gallai].

	53. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy gráf, benne 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy 1-faktor és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            a pontjai, melyekre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszám-sorozata 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. A megfordítás bizonyításához legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            tetszőleges egyszerű gráf a 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ponthalmazon, és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            egy másik egyszerű gráf 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-n, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Válasszunk ki az összes ilyen
            gráf-pár közül egy olyat, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            minimális. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Tegyük fel, hogy nem, ekkor vannak
            az 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            éleihez illeszkedő pontok. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            ezek közül egy olyan, mely a legtöbb ([image: 7. Gráfok faktorai]) 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-beli élhez illeszkedik. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli él tartalmazza. Legyen 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            és 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Mivel 
            [image: 7. Gráfok faktorai], van egy olyan 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            pont, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Válasszunk egy 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-et, melyre 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Ekkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]. Mert ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t elhagyva 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből, de hozzávéve 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t, olyan gráfot kapunk, melynek
            fokszámai azonosak 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            fokszámaival, de több éle közös 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. Hasonlóan 
            [image: 7. Gráfok faktorai], mert ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], elhagyhatnánk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ből, de felvehetnénk 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t és 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-t 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-ben és így egy olyan gráfot kapnánk,
            melynek fokszáma azonos 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel, de több közös éle van 
            [image: 7. Gráfok faktorai]-vel. Így 
            [image: 7. Gráfok faktorai].
Ha 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor 
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel ([image: 7. Gráfok faktorai]) szomszédos, tehát így a feltevés
            miatt legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel szomszédos, ami ellentmond
            
            [image: 7. Gráfok faktorai]
            választásának. Ha mondjuk 
            [image: 7. Gráfok faktorai], akkor megint csak legalább 
            [image: 7. Gráfok faktorai][image: 7. Gráfok faktorai]-beli éllel szomszédos (ebben az
            esetben ezek 
            [image: 7. Gráfok faktorai]), és ugyanúgy, mint előbb,
            ellentmondásra jutunk. [S. Kundu, Discrete Math.6
            (1973), 367–376; L. Lovász, Periodica
            Math. Hung.5 
            (1974) 149–151].




38. fejezet - 
        8. Független ponthalmazok




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy maximális (nem bővíthető)
            ponthalmaz. Ekkor minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont össze van kötve egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli ponttal. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy pontja legfeljebb 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-beli ponttal lehet összekötve, így
            azt kapjuk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


			azaz
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


	2. feladat FÖ
	Definiáljuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t az ötletnek megfelelően. Ekkor 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ami miatt 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Így a 7.2 Kőnig tétel szerint 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben van 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            párosítás, mely nyilván 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy részhalmazával párosítja.
Az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            élhalmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt útból áll, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont kivételével lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden pontját. A kimaradt pontokat
            egypontú utaknak tekintve 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            utat kapunk, melyek lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t.

	3. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független pontokból áll, akkor az
            állítás nyilvánvaló. Így tegyük fel, hogy nem ezzel az
            esettel állunk szemben. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re.
Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli leghosszabb út és legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyik végpontja. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elsőfokú, hagyjuk el 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és a szomszédját, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t. Vegyük észre, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            bármely független halmaza
            kiegészíthető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lefedhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt körrel, éllel és ponttal, és
            hozzávéve az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            élt a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy keresett fedését kapjuk.
Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            fokszáma legalább 2. Minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel szomszédos pont rajta van 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-n, mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális (nem bővíthető). Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-n legtávolabb eső 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel szomszédos pont és legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-darabja és az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és által alkotott kör. Vegyük észre,
            hogy megint 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden szomszédját. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lefedhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt körrel, éllel és ponttal, és
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t hozzávéve ismét a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy keresett fedését kapjuk [L. Pósa,
            MTA Mat. Kut. Int. Közl. 8 (1963) 355–361].

	4. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor az állítás triviális.
Tekintsünk egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            halmazt, melyre a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt utak 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli pontból indulnak és lefednek
            minden pontot; továbbá tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minimális. Azt kell megmutatnunk, hogy
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Tegyük fel, hogy ez nem igaz, ekkor
            nyilvánvaló, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem független, azaz van olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], melyekre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből induló út. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem egyetlen pont, mert ekkor a 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            utak lefednének minden pontot, ami
            lehetetlen, mert diszjunktak és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontjaiból indulnak. Tehát 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nak van egy második 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontja. Tekintsük most 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t és a 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            utakat. Ezek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontjaiból indulnak, lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t és diszjunktak. Így az indukciós
            feltevés miatt létezik olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok], melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és léteznek diszjunkt utak, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontjaiból indulnak és lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et hozzávéve a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből induló utakhoz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt utat kapunk, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy valódi részhalmazából indulnak és
            lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t, ami ellentmondás. Hasonlóan
            érvelhetünk akkor, ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], de 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Végül tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok], így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et hozzávehetjük útként a
            rendszerhez, és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            diszjunkt utat kapunk, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy valódi részhalmazából indulnak és
            lefedik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden pontját. Ez ismét ellentmondás.
            [T. Gallai].

	5. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális (nem bővíthető) független
            halmaz, akkor minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            szomszédos kell, hogy legyen egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-sel. A szimmetria-feltevés miatt ez
            azt jelenti, hogy mind 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mind 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az irányított gráf élei.
(b) Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            0 befokú pont (ilyen pont létezése
            következik abból a tényből, hogy a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            irányított gráf irányított körmentes);
            legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            szomszédainak halmaza. Nyilvánvaló,
            hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            irányított körmentes, így a pontok
            számára alkalmazott indukcióval kapjuk, hogy van
            (egyértelmű) 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek. Független, mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyetlen szomszédját sem; továbbá
            bármely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            vagy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mely esetben elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ból, vagy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mely esetben elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli élen.
Most ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tetszőleges más magja, akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            (mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem érhető el semmilyen pontból) és
            így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            unicitása miatt 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Tehát 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]

(c) Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy olyan erősen összefüggő
            komponense, melyre a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyetlen éle sem lép be 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ba. 5.3 szerint 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            páros; legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az egyik szín-osztálya, és legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            összes 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli szomszédjának halmaza. Indukciót
            alkalmazva 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re feltehetjük, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nak van egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja. Legyen 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nyilvánvalóan független. Továbbá
            legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből elérhető egy élen, mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            definíciója miatt szomszédos 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-lal és az őket összekötő él 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            definíciója szerint 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ból 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-be mutat. Végül legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            erősen összefüggő és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ban van 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et elhagyó 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            él. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyik szín-osztélya volt, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            magja.

	6. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a legnagyobb kifokú pont 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Azt állítjuk, hogy bármely más 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből legfeljebb 2 hosszú úton.
Tegyük fel, hogy az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont nem elérhető. Ekkor
(a) az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t összekötő él kezdőpontja 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ban van,
(b) minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            élhez van 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            él (különben 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy legfeljebb 2 hosszú 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-út lenne).
Ezzel minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et elhagyó élhez van egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t elhagyó él is és (a) szolgáltat még
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t elhagyó élt. Ez azt jelenti, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kifoka nagyobb mint 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kifoka, ami ellentmondás.

	7. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            azon pontok halmaza, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből élen elérhetők. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], és tegyük fel indukciós
            hipotézisként, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmaz egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmazt, melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden pontja elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből legfeljebb 2 hosszú úton.
            Különböztessünk meg két esetet:

              1. eset:
              [image: 8. Független ponthalmazok]
            független. Ekkor legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], és vegyük észre, hogy egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből legfeljebb 2 hosszú úton, míg egy
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből még egyetlen élen is.

              2. eset:
              [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem független, azaz vagy egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel szomszédos 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Most legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elérhető 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből legfeljebb két lépésben 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            definíciója miatt. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], elérhető a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            úton. [V. Chvátal–L. Lovász,
            Hypergraph Seminar, Lecture Notes in Math. 411,
            Springer (1974) p. 175.]

	8. feladat FÖ
	(a) A pontosság kedvéért a nyerő lépést olyan
            pontként definiáljuk, melyre ha a játékos ezt
            elfoglalta, akkor nyerhet (függetlenül attól, hogy mit
            tesz az ellenfele). Pl. egy 0 kifokú pont nyerő lépés,
            mert egyáltalán nincsen rá válasz. Mármost a
            definícióból következik, hogy
(1)
				a nyerő lépések független halmazt alkotnak;
	            hiszen ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy nyerő lépés és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor definíció szerint ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az enyém, akkor nyerhetek; ez
            speciálisan akkor is így van, ha ellenfelem 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t foglalja el a következő lépésben,
            így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem nyerő lépés (itt használjuk ki azt
            a feltevést, hogy a gráf irányított körmentes, így ha
            már egyszer 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t elfoglaltam, nem számít, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            el volt-e foglalva korábban);
(2) minden olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont, mely nem nyerő lépés, össze van
            kötve nyerő lépéssel. Hiszen a definíció szerint ha az
            ellenfelem elfoglalja 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, még mindig nyerhetek, azaz van
            olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            válaszom, ami nyerő lépés (ismét
            felhasználjuk a tényt, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            irányított körmentes).
Tehát a nyerő lépések halmaza egy „duális mag”,
            vagyis az élek irányításának megfordításával kapott
            gráf magja. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nyerhet, ha minden lépésben a duális
            mag egy pontját választja.
(b) Tegyük fel, hogy az első játékos nem nyerhet,
            ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-lal kezd; ez azt jelenti, hogy a
            második játékosnak van egy olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            válasza, mely lépés után az első
            játékos nem nyerhet. Ebben az esetben képzelje azt az
            első játékos, hogy ő a második játékos, és az ellenfele
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]-lal kezdte a játékot; tehát
            válaszoljon 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-gyel és kövesse a második játékos
            előző stratégiáját. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            befoka 0, így nem fordulhat elő, hogy
            az ellenfele olyan lépést tesz, mely az előző játékban
            nem volt megengedve (az egyetlen ilyen lépés 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elfoglalása lenne). Így tehát
            nyer.
(c) Először tegyük fel, hogy a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok]) erős komponensére a második
            játékosnak van nyerő stratégiája. Ekkor követheti ezt a
            szabályt: bármikor, ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensben lép, ugyanazon 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensben válaszol az erre a
            komponensre vonatkozó a nyerő stratégiájának megfelelő
            lépéssel. Így előbb-utóbb 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nak nincsen több lépése ebben a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensben és vagy veszít, vagy egy
            másik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensbe kell átmennie.
            Természetesen korábban nem játszottak 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tekintheti 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lépését a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli játék kezdő lépésének és
            válaszolhat a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli nyerő stratégiájának
            megfelelően, stb..
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek vannak olyan erős komponensei,
            melyekben a kezdő játékosnak van nyerő stratégiája.
            Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy ilyen komponens azzal a
            tulajdonsággal, hogy ilyen komponens 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből úton nem érhető el (ha minden
            ilyen komponenshez van másik, mely belőle úton
            elérhető, akkor zárt sétát tehetnénk több komponensen
            keresztül, ellentmondva a komponens definíciójának).
            Kezdjen 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-ben az itteni nyerő stratégiának
            megfelelően. Ekkor arra kényszeríti az ellenfelét, hogy
            az első lépését 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-n kívül tegye. Viszont ez a lépés
            olyan komponensben van, ahol a második játékosnak nyerő
            stratégiája van, így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kényszerítheti 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t, hogy elsőnek hagyja el ezt a
            komponenst (vagy elveszítse a játékot) stb…

	9. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            1-faktor. Ekkor a második játékos, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nyerhet a következő szabály szerint
            lépve: ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            végpontját foglalja, akkor válaszul
            foglalja el ugyanezen él másik végpontját. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kénytelen lesz minden lépésben az
            1-faktor új éléről választani, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            válasza mindig érvényes.
Most tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben nincsen 1-faktor. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy maximális párosítása és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            által le nem fedett pont. Azt
            állítjuk, hogy ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-szel kezd és követi azt a stratégiát,
            hogy ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elfoglalja egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            végpontját, ő válaszul elfoglalja
            annak másik végpontját, akkor nyer.
Azt kell belátnunk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            sohasem tud úgy lépni, hogy olyan
            pontot foglaljon el, mely nem egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            él végpontja. Tegyük fel, hogy a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-edik lépésben van 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek először olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lépése, mely nem végpontja 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            valamelyikének. Legyenek 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            korábbi lépései, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            korábbi lépései. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális párosítás egy éle; legyen
            mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok]).
Most 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nagyobb párosítás, ami ellentmondás
            [W. N. Anderson, J. Comb. Theory B
            17 (1972), 234–239].

	10. feladat FÖ
	
              [image: 8. Független ponthalmazok]-re az állítás evidens. Tegyük fel,
            hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Azt bizonyítjuk be, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            vagy ekvivalens módon 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Legyen 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Másrészről 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független. Valóban, tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            függetlenek, így feltehetjük, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. De 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            is fennáll, ennélfogva 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem szomszédosak. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független, tehát 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            azaz 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [A. Hajnal.]

	11. feladat FÖ
	Elegendő a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            esettel foglalkozni, hiszen az
            általános eset indukcióval triviális. Vegyük észre,
            hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Így 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Itt 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nyilvánvalóan független, és emiatt
            legfeljebb 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontja van. Tehát 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ami állításunkat bizonyítja.

	12. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz ([image: 8. Független ponthalmazok])-ban. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem független 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, ezért 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mármost 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, mely tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pedig egy olyan, mely nem
            tartalmazza.
Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem alkot 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben komponenst, akkor találunk az
            egyikhez, mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-hez éllel kapcsolódó 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontot. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmaz egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ponthalmazt. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t, de 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et nem; ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, de 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t nem. Végül ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            szomszédosak, akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            sem 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, sem 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t nem tartalmazza.

	13. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az a gráf, melyet az ötletnek
            megfelelően 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből kapunk az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-vel való helyettesítése révén. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ezért 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Másrészről 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyetlen független halmaza sem
            tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t is, így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy azonos méretű független halmazát
            eredményezi. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok].
Most legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Először tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et tartalmazó maximális független
            halmaza. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok]). Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ban. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ban. Hasonlóan ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            vagy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]), azt kapjuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. [W. Wessel,
            Coll. Math. Soc. J. Bolyai4
            (1970), 1123–1139].

	14. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy van olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok], melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy feszített részgráfja és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            esetén. Hagyjunk el 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli éleket amíg ezzel nem növeljük 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t; ekkor nem hagyhatunk el 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ból egyetlen élt sem és így a kapott 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t feszített részgráfként.
Így elegendő egy ilyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t konstruálni. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egymástól és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-től diszjunkt 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű halmazok. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Továbbá kössünk össze minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t minden más ponttal, kivéve 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontjait és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            végpontjait. Így egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráfot kapunk.
Fennáll, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy végpontjával együtt egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmazt alkot.
            Másrészről ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy független halmaz, és tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy pontját, akkor legfeljebb 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyik végpontját tartalmazza; ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok].
Továbbá 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmazza az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok]) halmazt, igy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a kívánt tulajdonságú.

	15. feladat FÖ
	(a) Tekintsünk egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            hosszúságú irányított kört. Ez 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus lesz. Minden harmadik pontja
            helyébe helyettesítsünk egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et. Az így kapott gráf 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-reguláris, összefüggő és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus lesz 8.13 miatt.
(b) Triviális, hogy a tetraéder 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus, az oktaéder és a kocka
            viszont nem.
Felhasználva azt a tényt, hogy az ikozaéder
            automorfizmuscsoportja csúcs- és él-tranzitív, könnyen
            igazolható, hogy függetlenségi száma 3, de 4-re
            változik bármely él elhagyásával. Így tehát az
            ikozaéder 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus.
Megjegyezzük, hogy az ikozaéder két ellentétes
            csúcsa annak ellenére, hogy nem szomszédosak, sosem
            fordulnak elő ugyanabban a maximális független
            halmazban. Ez mutatja, hogy a 8.12 feladat állítása
            ebben az irányban nem lenne kiterjeszthető.
[image: 8. Független ponthalmazok]
                    63. ábra.
				



Végül annak bizonyításához, hogy a dodekaéder nem
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus, megjegyezzük, hogy 8
            független csúcsot tartalmaz (63. ábra). Hagyjunk el egy
            élt és tekintsük a megmaradó gráf egy független
            halmazát. Ez legfeljebb három csúcsát tartalmazza az
            elhagyott éllel szomszédos két lapnak, és legfeljebb
            két csúcsot bármely más lapról. A független halmaz
            minden eleme három laphoz tartozik. Ennélfogva ennek a
            független halmaznak az elemszáma nem nagyobb, mint 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            mutatva, hogy a függetlenségi szám még
            mindig 8.

	16. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az ötletnek megfelelő két részhalmaz.
            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            páros gráfot feszít, tartalmaz egy
            olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmazt, melyre 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            azaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Most vegyük észre, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független; hiszen legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]; megmutatjuk, hogy nem lehetnek
            szomszédosak. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], vagy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], készen vagyunk. Legyen mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ezért pl. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-beli és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], így nem szomszédosak. De 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ami ellentmondás.

	17. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráf egy pontja, mely szomszédos 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-gyel és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-vel. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz ([image: 8. Független ponthalmazok])-ben. Mint korábban, most is 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            páros, akkor pontosan úgy, mint az
            előbb, ellentmondásra jutunk. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmaz páratlan kört. Egy minimális
            páratlan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kör húrmentes. Mivel az nyilvánvaló,
            hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            páros gráf a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            2-színezéssel, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek át kell haladnia 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-en. Hasonlóan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            áthalad 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-n is [B. Andrásfai;
            L. Beineke, F. Harary,
            M. D. Plummer; C. Berge].

	18. feladat FÖ
	Az ötletet követve legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            két él és tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            különböző komponenseiben vannak. Ekkor
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmaz húrmentes (páratlan) 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-en és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-n áthaladó kört. Ennek van egy másik 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli pontja, mondjuk 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elválasztja 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t. Továbbá 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            össze van kötve 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel, hiszen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            teljes gráfot feszít ki. Tehát 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem húrmentes, ami
            ellentmondás.

	19. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            legfeljebb egyikét tartalmazza, akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmazok rendre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, ami miatt 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmazok rendre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, és ugyanarra a következtetésre
            jutunk.
Másrészről legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et tartalmazó maximális független
            halmaza, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaza (mely tehát
            tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t). Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok].
Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy maximális független halmaza, mely
            nem tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-t, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            mindkét esetben egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek.
Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok], legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            olyan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli maximális független halmaz, mely
            nem tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            (mondjuk), legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli szomszédja, legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            mindkét esetben 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek. Ezzel bizonyítottuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus.
(b) Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            összefüggő 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Az előző feladat szerint 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            2-szeresen összefüggő. Tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem 3-szorosan összefüggő, ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            úgy, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ismét az előző feladat miatt 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem szomszédosak.
Minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ra és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 2-re jelölje a 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmazok maximális méretét 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor látható, hogy 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(1)





            Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tartalmaz egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            halmazt. Természetesen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ebből azt kapjuk, hogy 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(2)





            Hasonlóan ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], a következőkhöz jutunk: 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(3)





            Tehát vagy (2), vagy (3) áll fenn. Hasonlóan
            azt kapjuk, hogy a következő egyenlőtlenségrendszerek
            közül az egyik fennáll: 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(4)





            és 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(5)





            Mármost (2) és (4) egyszerre nem állhat
            fenn, mert (1)-ből 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            következik. Hasonlóan (3) és (5) nem állhat
            fenn egyszerre. Tehát az indexeket megfelelően
            választva azt kapjuk, hogy (2) és (5) teljesül. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy vagy 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(6)





            vagy 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(7)





            teljesül. De (2), (5) és (7) nem állhat fenn
            egyszerre: az következne belőlük, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            de a bal oldal 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]

(1) miatt, ami ellentmondás. Tehát (2), (5)
            és (6) teljesül, de (3), (4) és (7) nem. Mivel (3),
            (4), és (7) első egyenlőtlenségei (2), (5), (6)-ban is
            szerepelnek, ez utóbbiakban a második egyenlőtlenség
            az, ami nem teljesül, azaz 
    
	[image: 8. Független ponthalmazok]	(8)





            Mivel (1) és (6) miatt 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            azt kapjuk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            De ekkor (6) és (8) miatt 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            amiből 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Hasonlóan jutunk arra a következtetésre,
            hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Jelölje 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            azt a gráfot, amit a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            összekötésével, ill 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            azonosításával kapunk. Állítjuk, hogy
            ez a két gráf 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ezekből előáll az (a)-ban szereplő
            operációval, ezzel bizonyítanánk is az állítást.
Tudjuk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]; ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            és így (1)-ből 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Mármost ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, melynek mérete 
            [image: 8. Független ponthalmazok]; ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lesz ilyen halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            mérettel. Ezzel bizonyítottuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            esetében hasonlóan járunk el.
            [T. Gallai, M. D. Plummer,
            W. Wessel; lásd W. Wessel, Manuscripta Math.2 (1970), 309–334.]

	20. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            összes maximális független halmaza.
            Ekkor 8.12-ből 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Így 8.10 szerint 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [P. Erdős, T. Gallai].

	21. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális független halmazai. Ekkor
            láttuk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            választással 8.11-ből azt kapjuk, hogy
            
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [A. Hajnal]

	22. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ahol 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            az ötletnek megfelelőek. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Tegyük fel, hogy van egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont, mely szomszédos 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-szel és egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ponttal. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaz 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben, ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Továbbá 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et tartalmazó maximális független
            halmaza, és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            valamely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re. De ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok], így 
            [image: 8. Független ponthalmazok], ez viszont ellentmondás.
Tehát 
            [image: 8. Független ponthalmazok]; 8.11 szerint 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ami miatt 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [L. Lovász, L. Surányi]

	23. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            méretű 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et tartalmazó független halmaz. Az
            előző feladat szerint 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [A. Hajnal]
(b) Az (a) rész miatt az élek száma, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            eleget tesz a következőnek: 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [Erdős, Hajnal és Moon]

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális független halmazok, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Másrészről ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], azt kapjuk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]

8.22-ből, így 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ahonnan 
            [image: 8. Független ponthalmazok].
Most legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            tetszőleges 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli pont, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            ([image: 8. Független ponthalmazok]) az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            szomszédai. Legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            elemű független halmaza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek és elgyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maximális független halmaza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            valamely 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re. Tehát 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem tartalmazza 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyetlen szomszédját sem. Ez a fent
            bizonyított állítás miatt azt jelenti, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Így 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens: 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            Most ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor teljes gráfunk van. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor a fokszám legfeljebb 2, így a
            gráf 
            [image: 8. Független ponthalmazok], vagy egy irányított kör. Az utóbbi
            esetben csak akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus, ha a kör páratlan.

	25. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], 8.22 miatt 
            [image: 8. Független ponthalmazok], és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok], akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontra, tehát 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            vagy kör, vagy út. Könnyen belátható,
            hogy ezek közül csak a páratlan körök 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikusak.
Most tekintsük azon gráfokat, melyek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikusak és eleget tesznek 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek. Ezekben 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontra. Vegyük észre, hogy ha
            felosztjuk egy élüket két ponttal, akkor ugyanezen
            osztály egy gráfját kapjuk; hiszen ez az operáció
            speciális esete a 8.19-ben szereplő operációnak, amikor
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy háromszög és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy adott gráf. Megfordítva, ha adott
            egy ilyen gráf és benne egy másodfokú 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pont (elsőfokú pont nem lehet, mert
            mert akkor a szomszédja egyetlen elemből álló
            vágás-halmaz lenne, ellentmondva ezzel pl. 8.19-nek),
            akkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            két szomszédja 2 elemű vágás-halmazt
            alkot, és 8.19 b részéből azt kapjuk, hogy az 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-hez illeszkedő két élt összehúzva 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráfot kapunk. Ezen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráf minden fokszáma szintén
            legfeljebb 3, hiszen egyszerű számítás mutatja, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Ennélfogva 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-beli szomszédainak másodfokúnak
            kellett lenni, és így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            előáll 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből egy él két ponttal való
            felosztásával. Ezért elég a 3 fokú gráfokkal
            foglalkoznunk.
Az előző feladat szerint egy 3-reguláris gráf,
            melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            mindig egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Így minden összefüggő, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus gráf, melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            előáll 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ből bizonyos élek páros számú ponttal
            való felosztásával [B. Andrásfai, megjelent: Theory of
            Gr. Int. Symp. Rome, Dunod, Paris–Gordon and Breach,
            New York, 1967, 9–19].

              Megjegyzés: Ismert [L. Lovász, Combinatorics,
            Coll. Math. Soc. Bolyai 15, Bolyai–North-Holland
            (1977)], hogy minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ra véges sok 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus, 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontú 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráf létezik, melyre minden más gráf
            előáll ezekből bizonyos élek páros számú ponttal való
            felosztásával.

	26. feladat FÖ
	Hagyjunk el éleket, míg végül egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            gráfot kapunk, melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem tartalmaz izolált pontot, mert
            ilyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            pontra 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            lenne. Hasonlóan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egyetlen komponense sem állhat két
            pontból; hiszen ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            és 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            egy komponensét alkotná, akkor azt
            kapnánk, hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]

Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensére 
            [image: 8. Független ponthalmazok]8.25 miatt. Mivel 
            [image: 8. Független ponthalmazok], csak egyetlen komponensünk van, és
            így 8.25-ből az következik, hogy ez egy páratlan
            kör.
Így 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            páratlan kör. Megmutatjuk hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nek van egy nem 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-beli éle. Ez az él 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy ívével együtt egy páratlan 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            kört alkot, és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            maradék részében, egy páratlan hosszú
            íven van egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            1-faktor. Mármost 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-re 
            [image: 8. Független ponthalmazok], így ellentmondásra jutottunk a
            fentiekkel. [V. G. Vizing,
            L. S. Melinkov, Diskret. Analiz 19 (1971)
            11–14.]

	27. feladat FÖ
	Mint korábban is, legyen 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            a 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-kritikus feszítő részgráfja, melyre 
            [image: 8. Független ponthalmazok]. Mint korábban is, látjuk, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-ben nincsen olyan komponens, mely
            izolált pont vagy egyetlen él. Továbbá 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            minden pontjának foka nagyobb 2-nél.
            Hiszen tegyük fel, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]-ben csak 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-nal és 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-val szomszédos. Ekkor 
            [image: 8. Független ponthalmazok], mert 
            [image: 8. Független ponthalmazok]-et 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            bármely független halmazához hozzávéve
            
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            egy független halmazához jutnánk. Így 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ami ellentmondás.

              8.23 szerint 
            [image: 8. Független ponthalmazok][image: 8. Független ponthalmazok]
            minden 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            komponensére. Ebből az következik,
            hogy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            ha 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            nem összefüggő; így feltehetjük, hogy 
            [image: 8. Független ponthalmazok]
            összefüggő. 8.25-ből 
            [image: 8. Független ponthalmazok], vagy 
            
[image: 8. Független ponthalmazok]


            [E. Szemerédi, Comb. Theory Appl. Coll.
            Math. Soc. J. Bolyai 4. Bolyai– North-Holland (1970)
            1051–1053].




39. fejezet - 
        9. Kromatikus szám




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontjának foka legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám], az indukciós feltevés szerint
            kiszínezhetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ponttal szomszédos, emiatt van olyan
            szín, mely nem szerepel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédai között. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek ezt a színt adva 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó színezését kapjuk.

	2. feladat FÖ
	Az első állítás triviális: Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges (jó) színezését 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín-osztály uniója és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a maradék. A kiinduló 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezés 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését adja: tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Másrészről 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem színezhető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál kevesebb színnel, mivel egy ilyen
            színezés 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            már meglévő színezésével együtt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezését adná 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél kevesebb színnel. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és hasonlóan 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem teljes gráf, ekkor tartalmaz egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximális teljes részgráfot. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azt állítjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teljes részgráf, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (mondjuk). Azt kell megmutatnunk, hogy
            
            [image: 9. Kromatikus szám].
Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kiszínezhető a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel. Használjuk a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színeket 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez. Azt fogjuk megmutatni,
            hogy ezen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín egyikét elhagyhatjuk, mondjuk a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt. Ehhez tekintsük azon 1 színű
            pontok 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazát, melyek a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontok szomszédai. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximális teljes részgráf, minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ponthoz van olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám], mellyel nem szomszédos. Színezzük
            újra a gráfot minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontnak a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színét adva. Ez egy újabb érvényes
            színezés, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe sehol máshol nem fordul elő, és
            az újonnan ilyen színű pontok függetlenek. Vegyük
            észre, hogy ebben az új színezésben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az egyetlen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű pont, és nincsen 1 színű pontja.
            Így ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színét az 1 színre cseréljük, akkor
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű színezést kapunk. Ez
            ellentmondás.

	3. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám], 2) egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], mivel ez mindig elérhető a két
            gráfban izolált pontok felvételével. Ekkor 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            meghatározza 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezését 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, melynek érvényessége könnyen
            ellenőrizhető.

	4. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az ötlet szerint definiálva.
            Megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden színt legalább kétszer használ.
            Tegyük fel, hogy pl. az 1-es szín csak egyszer
            szerepel. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szerint 1 színű pont, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            szerinti szín-osztálya. A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ’-t a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból úgy kapjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját átszínezzük 1 színűre.
            Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            „régi” közös szín-osztályai
            érintetlenek maradnak, de egy új közös szín-osztályt
            kapunk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, ami ellentmondás. [T. Gallai, 
            Mat. Kut. Int. Közl.8 (1964) 373–385.]

	5. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szerinti indukciót használva
            feltehetjük, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel és terjesszük ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezésévé 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjait az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel színezve. Újra akarjuk
            színezni a gráfot úgy, hogy ezen színek egyike
            elhagyható legyen.
A feltétel szerint minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) tartalmaz egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontot, mely nem szomszédos 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy bizonyos 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédjával. Kell lenni olyan
            színnek, mely csak a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazban fordul elő, mivel az ezen
            halmazon kívüli pontok száma csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen ez a szín mondjuk 1.
            Színezzük újra 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színével azon 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontokat, melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Nyilvánvaló, hogy az így kapott
            színezés jó, és csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt használ. [R. P. Gupta,
            Theory of Graphs, Proc. Int. Coll. Rome,
            Gordon and Breach, 1969.]
(b) Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) szín-osztályokkal. Ekkor bármely két
            
            [image: 9. Kromatikus szám]-t él köti össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben, hiszen különben összevonhatók
            lennének. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            eleget tesz (a) feltételeinek, emiatt 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Ezzel az első egyenlőtlenséget beláttuk. A
            második 9.3-ból triviális: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            [E. A. Nordhaus–J. W. Gaddum,
            Amer. Math. Monthly63 (1956),
            175–177.]

	6. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy független halmaza. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) legfeljebb egy pontját tartalmazza,
            mivel ez teljes gráf. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ha egyenlőség áll fenn, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből pontosan egy tartozik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-be. Ekkor definiáljuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe 
            [image: 9. Kromatikus szám], ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ez érvényes színezés lesz, mivel ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe is 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], és így ezek nem szomszédosak, de
            akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            sem szomszédos. Megfordítva tegyük
            fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető és tekintsük egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezését az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel. Ekkor az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            méretű független részhalmaza.
            [V. G. Vizing]

	7. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Definiáljuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezését a következőképpen: 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]). Ez érvényes színezés, hiszen ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            össze van kötve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            össze van kötve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel (és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            össze van kötve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel), így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám].
(b) Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjai ([image: 9. Kromatikus szám])-nek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel izomorf részgráfját feszítik, 
            [image: 9. Kromatikus szám], és (a) miatt egyenlőség áll
            fenn.
(c) Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], megmutatjuk, hogy ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám], a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazban minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re van ismételt szín; legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy ilyen egynél többször előforduló
            szín. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            jó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek. Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Létezik olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám], melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám], 2). Feltesszük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben, így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

(d) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Ha minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re van olyan szín, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben kétszer szerepel, akkor a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapjuk úgy, mint az előző
            megoldásban, és ez ellentmond 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek. Így van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám], melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) színek különbözőek. Azt állítjuk,
            hogy ugyanez igaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédjára, sőt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Ez abból következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-ra és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kivételével minden szín előfordul 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő, ez minden 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            párra igaz. Tehát az 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezés az, amit a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (egyértelmű) 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése indukál.
(e) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], egy páros 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfnak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-színezése van, mivel minden
            komponensnek egyértelmű 2-színezése van (a színek
            felcserélésének erejéig), és ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            módon kombinálhatók.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek pontosan 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése van (azok, amelyeket a
            faktorok 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései indukálnak). Indukciót
            alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése.
Először tegyük fel, hogy van egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pont, hogy minden 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pont színe azonos. Ekkor az előző
            megoldáshoz hasonlóan adódik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től (mert 6.4 szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra), azaz az utolsó faktor egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése indukálja.
Így tegyük fel, hogy van két olyan pont, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez, melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezése határozza meg, és
            indukcióval készen vagyunk. Tehát együk fel, hogy van
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Definiáljuk a következő
            színezéseket: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Ekkor könnyen ellenőrizhető, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ’ 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            érvényes 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései és csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál különböznek. De az indukciós
            feltevésből ismerjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését, és nincs köztük olyan,
            mint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ez az ellentmondás bizonyítja
            állításunkat. [I. Tomescu; D. Greenwell–Lovász L.,
            Acta Math. Acad. Sci. Hung.25 (1974) 335–340.]

	8. feladat FÖ
	Az alábbi válaszok triviálisak: (a) az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en értelmezett teljes gráf; (b)
            vegyünk fel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            új pontot és kössük össze őket 
            [image: 9. Kromatikus szám]-sel és egymással; (c) vegyünk fel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            új pontot és kössük össze őket 
            [image: 9. Kromatikus szám]-sel és egymással.
(d) Vegyünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú páratlan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kört; kössük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontjával úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontja szerepeljen. Vegyünk még
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            további pontot, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-at és kössük őket egymáshoz, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjaihoz és egy adott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ponthoz.
Az eredményül kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf egyetlen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése sem indukálja a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciót. Hiszen ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontjának színe azonos, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            másik színnel van színezve (tekintve,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-lal szomszédosak), és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezésére csak két színt
            használhatunk, ami lehetetlen. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését, melyben legalább két szín
            előfordul. Színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-at 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színétől különböző színnel. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontjánál legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt hagytunk ki (az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontok színeit és az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli szomszédjának színét), így még
            mindig van két érvényes szín. Továbbá ez a két szín nem
            ugyanaz minden pontnál. Megmutatjuk, hogy ebből az
            következik, hogy a színezés kiterjeszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (ezen érvelés során nincs szükségünk
            arra a tényre, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páratlan). Azt is feltehetjük, hogy az
            
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél megengedett két szín nem azonos,
            azaz létezik egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél megengedett, de 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél nem megengedett 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél megengedett, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től különböző szín (mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél két szín megengedett, van ilyen
            szín), és hasonlóan ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definiálva vannak, akkor legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél megengedett, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től különböző szín. Ekkor 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kör egy jó színezését határozza meg.
            Valóban, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe definíció szerint különböző és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe úgyszintén, mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél megengedett színek egyike, míg 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe nem az.
(e) Első megoldás. Először legyen adott egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíció. Konstruálunk egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezései 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kivételével minden partícióját
            indukálják. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Rendeljünk minden olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részhalmazhoz, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]), egy új pontot, és ezt kössük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]-gyel. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ezen új pontok halmaza. Vegyük észre a
            kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf következő két
            tulajdonságát:
(1) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t úgy színezzük ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, hogy a színezés a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciót indukálja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szükségképpen monokromatikus.
(2) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et úgy színezzük ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, hogy a megfelelő partíció 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től különbözik, akkor a színezés
            kiterjeszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem lesz monokromatikus.
Illesszünk egy olyan gráfot 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése akkor és csak akkor legyen
            kiterjeszthető erre a gráfra, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem monokromatikus (lásd (d) rész).
            Ekkor a kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf rendelkezik a kívánt
            tulajdonsággal.
Ha adott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partícióinak bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaza, konstruáljuk minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partícióhoz a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot. Feltehetjük, hogy a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfokban csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjai közösek. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a kívánt tulajdonságokkal rendelkező
            gráf.
Vegyük észre még azt a további tulajdonságot is,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független ponthalmaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben.

              Második megoldás. A konstrukciót részletezés
            nélkül ismertetjük. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. 9.7 szerint ennek a gráfnak
            pontosan 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése van, 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) partíciót indukálja, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (ez 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése). Vegyük hozzá a gráfhoz az
            összes olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            közti élt, melyek mellett az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezések érvényesek maradnak.
            Könnyen igazolható, hogy a kapott gráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései pontosan az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezések, így ez eleget tesz a
            követelményeinknek.

	9. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben nincsen irányított kör. Jelölje 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből induló utak maximális hosszát.
            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezés a 0, 1, …, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színekkel. Hiszen tegyük fel, hogy
            vannak azonos 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű pontok, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]; legyen mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból induló út; ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem halad át 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben nincsen irányított kör. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből induló kör, tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami ellentmondás. Jegyezzük meg,
            hogy ebben a színezésben egyetlen irányított út sem köt
            össze azonos színű pontokat.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyan minimális élhalmaz, melynek
            elhagyásával nem marad irányított kör. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            irányított körmentes és rendelkezik a
            fent konstruált 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezéssel. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            most már nem irányított körmentes, van
            benne egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n áthaladó irányított kör. A fenti
            megjegyzésünk alapján ebből az következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjai különböző színűek. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek is jó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. [T. Gallai, B. Roy]

	10. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy van egy színezésünk az említett
            tulajdonsággal. Ekkor minden kör egyforma gyakran kell,
            hogy „fel” és „le” menjen, azaz ugyanannyi éle mutat
            mindkét irányba.
Megfordítva, tegyük fel, hogy a körök
            rendelkeznek ezzel a tulajdonsággal. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges zárt séta, állításunk
            szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is rendelkezik ugyanezzel a
            tulajdonsággal. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy kör, akkor ez triviálisan igaz;
            egyébként legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pont, mely kétszer fordul elő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két rövidebb zárt sétára osztja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, így indukcióval készen
            vagyunk.
Definiáljuk a séták „költségét” úgy, hogy a jó
            irányban használt élek számából kivonjuk a visszafelé
            használt élek számát. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pont. Tetszőleges 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontra minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séta költsége azonos, mert különben 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba sétálva, majd egy másik sétán
            visszatérve ezen séta költsége nem-nulla lenne.
            Színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séta költségével, ekkor a színezés
            rendelkezik a kívánt tulajdonsággal.

	11. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető az 
            [image: 9. Kromatikus szám], színekkel, akkor irányítsuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból 
            [image: 9. Kromatikus szám]-be, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe nagyobb szám 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színénél. Könnyen igazolható, hogy ez
            az irányítás rendelkezik a kérdéses tulajdonsággal. A
            megfordításhoz tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy megfelelő irányítása. Bizonyítsuk
            be először az ötlettárban szereplő állításokat.
(a) Vegyük észre, hogy az irányításra vonatkozó
            feltevés miatt ha körbejárom 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy tetszőleges körét, nem nyerhetek.
            Tehát ha elhagyok egy „hurkot” egy tetszőleges 
            [image: 9. Kromatikus szám]-sétából, olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-sétát kapok, melynek költsége nem
            több. Tekintve, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-utak száma véges, van olyan, melynek
            költsége minimális.
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak, és mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            optimális 
            [image: 9. Kromatikus szám]- illetve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séták rendre 
            [image: 9. Kromatikus szám], illetve 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            költségekkel. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séta 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            költséggel, tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Megfordítva, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séta 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            költséggel, így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
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            az állításnak megfelelően.
Rögzítsünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontot és definiáljuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színét, mint az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séták minimális költségét, modulo 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát az 0, 1, …, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színeket használjuk. Ez egy érvényes
            színezés, mert ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos pontok, akkor a fenti (b)
            rész miatt az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-, illetve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-séták minimális költségei különböző
            maradékosztályokba tartoznak modulo 
            [image: 9. Kromatikus szám]. [G. J. Minty,
            Am. Math. Monthly69 (1962), 623–624.]

	12. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pont, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]; tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) definiálva vannak, ekkor legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyikükkel szomszédos pont (ilyen
            létezik, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő). Így kapjuk az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            sorozatot.
Színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színeinek egyikével; tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            már színezve vannak, ekkor válasszunk
            egy olyan színt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből, mely különbözik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            korábban színezett szomszédainak
            színétől. Ez lehetséges, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], hiszen ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél kevesebb már színezett szomszédja
            van, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. De lehetséges 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            esetén is, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédja van, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így egy kívánt színezést
            kapunk.
(b) Találhatunk két szomszédos pontot, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, melyekre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő, elrendezhetjük pontjait
            egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            sorozatban, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel ([image: 9. Kromatikus szám]) bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], ez szintén rendelkezik ezzel a
            tulajdonsággal.
Adjunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli színt (ilyen szín van, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]). Visszafelé haladva ugyanúgy, mint
            az előző megoldásban, színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et. Viszont 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak is találunk megfelelő színt;
            mivel ennek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédja van, de ezek egyikének, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek a színe 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami nem jöhet számításba, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ennélfogva találunk egy olyan színt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ban, ami különbözik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédainak színétől.

	13. feladat FÖ
	(a) Létezik az ötlettárban leírt tulajdonsággal
            rendelkező 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ponthármas, mivel ellenkező esetben a
            „szomszédosnak lenni” reláció ekvivalencia-reláció
            lenne, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teljes lenne.
Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-szorosan összefüggő, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő és pontjai elrendezhetők
            olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            sorrendbe, hogy minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            össze van kötve egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]).
Színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t az 1 színnel. Ismét visszafelé
            dolgozva minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek ([image: 9. Kromatikus szám]) az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színek egyikét adjuk, hiszen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál kevesebb már színezett szomszédja
            van. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba érve ennek is maradt még szín,
            mert bár 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédját színeztük már korábban, de
            ezek közül kettőnek, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek azonos a színe.
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő; hiszen különben
            ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhetjük a tagjait, magától
            értetődő módon (ha szükséges, a színek permutálásával,
            hogy az elvágópontok színe azonos legyen)
            összerakhatjuk azok színezéséből 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy színezését. Azt is feltehetjük,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-reguláris, egyébként 9.12a
            alkalmazható.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 3-szorosan összefüggő, azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek háromnál több pontja van. Még azt
            is feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], különben kicserélhetnénk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli szomszédjával. Hasonlóan
            feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjai legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            fokúak, és így ezek a gráfok 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhetők (indukcióval, vagy
            9.12a-val, ízlés szerint). Ezekben a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésekben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe különböző, hiszen szomszédosak.
            Emiatt a színek permutálásával elérhetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe mindkét gráfban azonos legyen,
            ugyanez vonatkozik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. A két 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezés összeilleszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésévé.
            [R. L. Brooks]

	14. feladat FÖ
	(a) Az ötletnek megfelelően azt kell belátnunk,
            hogy a „nem szomszédosság” egy ekvivalenvcia reláció 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n. Ebből majd az következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciója, hogy két pont akkor és
            csak akkor szomszédos, ha különböző osztályba
            tartoznak. Az osztályok száma nem lesz több 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál, hiszen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem tartalmazhat teljes 
            [image: 9. Kromatikus szám]-szöget; az a tény, hogy nem lehet 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál kevesebb osztály, következik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximalitásából.
A „nem szomszédosság” reláció szimmetriája és
            reflexivitása triviális. Így azt kell belátnunk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            következik. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximalitása miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            véges részgráfja, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Hasonlóan létezik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy véges 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részgráfja azzal a tulajdonsággal,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t; azt állítjuk, hogy ez a gráf nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Indirekte tegyük fel,
            hogy van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], különben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése lenne. Hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám], és ez lehetetlen, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, tehát nem lehet 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részgráfja. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem szomszédosak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben.
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű. Tekintsük az összes olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám], és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden véges részgráfja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Mivel ez a tulajdonság
            csak a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            véges részgráfjaitól függ (azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            akkor és csak akkor rendelkezik ezzel
            a tulajdonsággal, ha minden véges részgráfja is), van
            egy maximális egyszerű ilyen tulajdonságú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát (a) miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciója, hogy két pont akkor és
            csak akkor szomszédos 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben, ha különböző osztályba
            tartoznak. Természetesen ez a partíció 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy jó színezése.
            [P. Erdős–N. G. De Bruijn,
			Indag. Math.13 (1961), 371–373; ez a bizonyítás
            Pósa Lajostól származik.]
(c) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezéseinek 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            halmaza zárt, hiszen a komplementere az 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            nyílt halmazok uniója. Az érvényes
            színezések halmaza 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ami így szintén zárt.
Az Erdős–de Bruijn tétel bizonyításához vegyük
            észre, hogy Tyihonov lemmája miatt a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szorzattér kompakt. Az az állítás,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden véges részgráfja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, megfogalmazható úgy is,
            hogy tetszőleges véges számú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz metszete nem-üres. Az a
            kijelentés, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, ekvivalens azzal az
            állítással, hogy az összesnek a metszete nem-üres. Ez
            viszont következik a Riesz metszet-tételből.

	15. feladat FÖ
	I. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz bizonyos teljes gráfokat.
            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a legkisebb teljes gráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ban. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontosan a nem- 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfok osztálya. Először
            legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és indirekt tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése annak egy homomorfizmusát
            definiálja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba, tehát (i) miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami ellentmondás.
II. Megmutatjuk, hogy minden nem- 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba tartozik. Tételezzük fel, hogy
            erre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy ellenpélda. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyan, hogy bármely két nem-szomszédos
            pontját egy új éllel összekötve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli gráfot kapunk. Azt állítjuk,
            hogy a „nem szomszédosság” egy ekvivalencia-reláció 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], de 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (az ekvivalencia-reláció többi
            kritériuma triviálisan teljesül). 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximalitása miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így (ii) miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami ellentmondás.
Így a „nem-szomszédosság” ekvivalencia-reláció,
            és emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciója, hogy két pont akkor és
            csak akkor szomszédos, ha különböző osztályba
            tartoznak. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, 
            [image: 9. Kromatikus szám]. De ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et, ami ellentmondás, mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám], de 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	16. feladat FÖ
	Egyszerűen belátható, hogy az ([image: 9. Kromatikus szám]), ([image: 9. Kromatikus szám]), ([image: 9. Kromatikus szám]) operációk nem- 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfokat eredményeznek, ha
            a kiinduló gráfok nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhetők.
Jelölje 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az olyan gráfok osztályát, melyek
            előállnak a teljes 
            [image: 9. Kromatikus szám]-szögből ([image: 9. Kromatikus szám]), ([image: 9. Kromatikus szám]) és ([image: 9. Kromatikus szám]) ismételt alkalmazásával. Azt
            állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            eleget tesz 9.15 feltételeinek. (i)
            triviális. Legyen a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf és 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyanok, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-val izomorf gráf, és jelölje 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak megfelelő pontot. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azonosítsuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és kössük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel; ezután azonosítsuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel ([image: 9. Kromatikus szám]) és hagyjuk el a többszörös éleket,
            hogy egyszerű gráfot kapjunk. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből a ([image: 9. Kromatikus szám]) és ([image: 9. Kromatikus szám]) operációkkal így megkapjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám].
Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra az összes nem- 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető gráfból áll. Nyilvánvaló,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. [Hajós G.]

	17. feladat FÖ
	(a) 5.3 miatt egy gráf akkor és csak akkor
            2-színezhető, ha nem tartalmaz páratlan kört. Így a
            kritikusan 3-kromatikus gráfok pontosan a páratlan
            körök.
(b) Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páratlan; a páros eset hasonlóan
            kezelhető. Tekintsünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teljes páros gráfot az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színosztályokkal. Vegyünk két 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú diszjunkt páratlan kört, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, és kössük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontjával, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontjával független élekkel.
            Jelölje a kapott gráfot 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (64. ábra).
[image: 9. Kromatikus szám]
                    64. ábra.
				



A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf nem 3-színezhető. Valóban, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 3-színezése az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazok egyikét monokromatikusan
            színezi. De akkor ez a színezés nem terjed ki a
            megfelelő páratlan körre.
Másrészről 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus. Hiszen legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy él. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t pirosra, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját kékre, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját zöldre. Ebben a
            színezésben sem 
            [image: 9. Kromatikus szám], sem 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem monokromatikus, így kiterjeszthető
            a teljes 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf egy 3-színezésévé. Hasonló
            okfejtéssel kapjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-színezhető minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élre.
Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek több, mint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éle van, megtaláltuk a keresett
            gráfot. [B. Toft, 
            Studia Sci. Math. Hung.5 (1970), 461–470.]
(c) Ismét az egyszerűség kedvéért tegyük fel,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páratlan. Vegyünk két diszjunkt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontú kört, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, és kössük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontjával. A kapott gráf nem
            5-színezhető, hiszen 3 színre van szükségünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez és 3 másik színre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez. Könnyen találhatunk
            azonban 5-színezést a 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfokhoz, tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus. A fokszám-követelményeknek
            triviálisan eleget tesz. [G. A. Dirac, 
            J. London Math. Soc.27 (1952) 85–92.]

	18. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Először megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]; definiáljuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezését a következőképpen: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy érvényes színezése. Valóban, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor egyikükre, mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re 
            [image: 9. Kromatikus szám], így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mármost függetlenül attól, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            különbözni fog 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től, hiszen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is szomszédja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek. De 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt használ, ami
            ellentmondás.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor vegyük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését, színezzük az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) pontokat a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t az 1 színnel. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], vegyük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését. Definiáljuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (z)-t a következőképpen: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Végül ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése és 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Minden esetben találtunk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezést 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus és 
            [image: 9. Kromatikus szám], ahogy azt állítottuk. [J.
            Mycielsky]

	19. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 4-kromatikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf egy részgráfja. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-színezhető. Tekintsük bármely
            3-színezését. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe különböző; emiatt mind 
            [image: 9. Kromatikus szám], mind 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a harmadik színt kapja, tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe különböző. De ebből az
            következik, hogy színezésünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek is egy jó színezése, ami
            ellentmondás.
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], ahol 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor ([image: 9. Kromatikus szám])-nek van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Mivel ez nem jó színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjainak színe azonos. Ez viszont
            azt jelenti, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését adja.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            beágyazható egy kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráfba még feszített
            részgráfként is. A feltevés azt jelenti, hogy minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re létezik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely ugyanazt a színt
            rendeli 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjaihoz, de különböző színt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden élének végpontjaihoz. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            által indukált partíciója. 9.8 szerint
            találunk egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezései csak a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) partíciókat indukálják 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám].
Mármost 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Hiszen ha létezne 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, az egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciót indukálna 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en, ami lehetetlen, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két olyan pontot köt össze, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            azonos osztályába tartozik. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot. Most már csak azt kell
            megmutatnunk, hogy ahhoz, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t kapjuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak egyetlen élét sem kell
            elhagynunk. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], de 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t indukálja. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definíciója szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfnak egy jó színezése. Ez
            ellentmond annak, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. [D. Greenwell–Lovász L., 
            Acta Math. Acad. Sci. Hung.25 (1974) 335–340.]

	20. feladat FÖ
	Az első állítás triviális: 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élére 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető és ez a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését adja. Emiatt vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maga is 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, vagy kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus.
Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor a kritikusan 3-kromatikus
            gráfok a páratlan körök. Ezek bármely pontjának
            felhasításával 2-kromatikus gráfot kapunk (egy
            utat).
[image: 9. Kromatikus szám]
                    65. ábra.
				



Egy példán mutatjuk be, hogy a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            esetben a második lehetőség valóban
            előállhat. Tegyük össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3 példányát a 65. ábrán látható Hajós
            konstrukció szerint. Ekkor 9.16 miatt (vagy
            triviálisan) a kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Másrészről még ha
            azonosítjuk is az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontokat, a kapott gráf kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus lesz. Hiszen hagyjuk el
            bármelyik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élt, például az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et tartalmazó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből. Ekkor ezen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjait kiszínezhetjük oly módon,
            hogy csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjai kapnak azonos színt; vagyis
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe különböző. Színezzük a másik ([image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjait úgy, hogy csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe azonos. Színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t ugyanazzal a színnel, mint 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. A megmaradó 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pont színezhető a 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színétől különböző 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel. Hasonló gondolatmenettel
            kapjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését, amikor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges másik él.

	21. feladat FÖ
	Indirekte tegyük fel, hogy valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            darab él (legyenek ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]) elválasztja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részekre. Feltehetjük, hogy ez egy
            minimális elvágóhalmaz, tehát minden 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t köti össze. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín-osztályokkal, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín-osztályokkal (ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kritikussága miatt léteznek).
Mindegyik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez hozzá akarjuk rendelni valamelyik
            
            [image: 9. Kromatikus szám]-t úgy, hogy egyetlen él sem köti
            össze 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. Mivel csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élt kell figyelembe vennünk, így
            biztosan van olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám], amit nem köt él 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez. Nyilvánvalóan választhatjuk ezt
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t úgy, hogy vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám], vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos legyen az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élek egyikével. Legyen ennek indexe 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor a maradék 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-osztályt kell hozzárendelnünk a
            maradék 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-osztályhoz, és az osztályok közötti 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élek száma most legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így a fenti módon folytathatjuk az
            eljárást. (Valójában azt mutattuk meg, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élt elhagyva a kapott páros gráfban
            van 1-faktor. Ez a Kőnig–Hall tételből is azonnal
            adódna.)
A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíció a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, ami ellentmondás.
            [G. A. Dirac]

	22. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 2-szeresen összefüggő, azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus, 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését. A színek permutálásával
            elérhető, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t összerakva a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapjuk, ez pedig
            ellentmondás. Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése ([image: 9. Kromatikus szám], 2). Lehetetlen, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teljesüljön; mivel ekkor a színek
            permutálásával elérhetnénk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            legyen és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t összerakva 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapnánk. Hasonló
            ellentmondásra jutunk, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így azt kapjuk, hogy az indexeket
            megfelelően választva 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t azonos színnel színezi, de 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése különböző színnel. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, és az a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf sem, melyet 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            azonosításával kapunk.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető; a fentiek szerint ez a
            színezés különböző színt rendel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hoz (ezt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teszi szükségessé) és emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését adja. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus. Hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus.
Jegyezzük meg, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhetősége nem következik abból a
            tényből, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus (vö. 9.20). Emiatt az
            eredményt a következőképpen foglalhatjuk össze:
Minden olyan kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf, mely nem 3-szorosan összefüggő,
            előáll a következő konstrukcióval. Vegyünk két
            kritikusan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráfot, ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Elhagyjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élét. Felhasítjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontját két pontra, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re úgy, hogy a kapott gráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető legyen. Végül azonosítjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel. Könnyen igazolható, hogy a
            megfordítás is igaz: minden így előálló gráf kritikusan
            
            [image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus. [G. A. Dirac,
            J. Reine Angew. Math.214/215 (1964),
            43–52.]

	23. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            osztályú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partícióját indukálja. Azt állítjuk,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Hiszen ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor a színek permutálásával
            elérhetnénk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-et ugyanúgy színezze. Használjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n (ahol értelmezve van, minthogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]), hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapjuk. Ez ellentmond
            annak, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-k különbözőek, és így 
            [image: 9. Kromatikus szám].
Egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf konstruálásához, melyben van egy
            őt pontosan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            komponensre szétvágó 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz, legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz egy legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            osztályú partíciója. Minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re 9.8 ad egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et tartalmazó 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot, melynek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kivételével 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            osztályú partícióját indukálják.
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám].
A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf általában nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus. De biztosan nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partícióját indukálná, és ez
            ellentmondana 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definíciójának. Így tekinthetjük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-kritikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részgráfját, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            rendelkezik a kívánt tulajdonsággal:
            elég belátni, hogy
(1)
            [image: 9. Kromatikus szám];
(2) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            metsz minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot.
Az (1) állítás bizonyításához tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], de 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            partíciót indukálja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et indukálja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            megegyezik ([image: 9. Kromatikus szám])-n, feltehetjük, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-k összerakhatók 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésévé; emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, ami ellentmondás.
(2) bizonyításához tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem metszi ([image: 9. Kromatikus szám])-t. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t indukálja ([image: 9. Kromatikus szám]). Ekkor az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-k összerakhatók 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésévé. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ennek egy részgráfja, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, ami ellentmondás.

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kritikus, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezése. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maga nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (mondjuk). Vegyünk egy másik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt és azt a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot, melyet az 1 és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színű pontok feszítenek. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-et tartalmazó komponense. Ekkor azt
            állítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]; hiszen ellenkező esetben
            felcserélhetnénk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben az 1 és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színeket; az így előálló 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezés érvényes, és 
            [image: 9. Kromatikus szám], azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó színezése, ami lehetetlen. Így
            vannak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben 
            [image: 9. Kromatikus szám]-utak; legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ezek közül a legrövidebb. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjain az 1 és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színek váltakoznak, páros hosszúságú;
            minimalitása miatt nincsen húrja. Tekintve, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden éle 1 színű pontot 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színűvel köt össze, a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            utak él-diszjunktak kell, hogy
            legyenek. Ez bizonyítja állításunkat. Megjegyezzük,
            hogy ebből 9.21 könnyen levezethető.

	25. feladat FÖ
	(a) Meg kell találnunk azt a minimális
            színszámot, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleinek olyan színezéséhez szükséges,
            melyben azonos végponttal rendelkező élek színe
            különböző. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz egy teljes ([image: 9. Kromatikus szám])-szöget, kromatikus száma legalább 
            [image: 9. Kromatikus szám]. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et egy szabályos 
            [image: 9. Kromatikus szám]-szög oldalaival és átlóival
            lerajzolva a párhuzamos szakaszokat azonos színnel
            színezhetjük, és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapjuk. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Megmutatjuk, hogy az alsó korlát páros 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re, a felső korlát páratlan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re egyenlőséggel teljesül.
Először legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páratlan. Ekkor a piros színnek
            legalább egy csúcsot ki kell hagynia, és ezzel a
            csúccsal szomszédos 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élhez további 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín szükséges; Így összesen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színre van szükség.
Másodszor legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páros. Töröljük el 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsát, és tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            fent leírt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését. Ebben a színezésben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden csúcsa 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontosan egy színnel nem érintkezik,
            és minden szín 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek pontosan egy csúcsán nem
            szerepel. Tehát színezhetünk minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élt az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nál nem szereplő színnel.
(b) Úgy kell színeznünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleit, hogy az azonos színű éleknek
            kell, hogy legyen közös végpontja. Sorbarendezhetjük a
            csúcsokat és „színezhetjük” az éleket a kisebb
            végpontjuk szerint. Ez a színezés pontosan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt használ; egyet nyerhetünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            esetén, ha észrevesszük, hogy az
            utolsó három él színe lehet azonos. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Megmutatjuk, hogy itt egyenlőség áll fenn.
            Minden érvényes színezésben az azonos színű élek
            háromszöget vagy csillagot alkotnak. Legyenek mondjuk
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsok a felhasznált csillagok
            középpontjai. Ekkor az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsok által feszített éleket úgy
            kell színezni, hogy a színek háromszögeket alkotnak.
            Így a felhasznált színek száma legalább 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

(c) A problémát átfogalmazva 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleit minimális számú színnel kell
            színeznünk úgy, hogy a 2 hosszúságú utat vagy
            irányított kört alkotó élpárok színe különböző. Először
            tegyük fel, hogy van egy ilyen színezésünk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel. Rendeljük minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcshoz a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t elhagyó élek színeinek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazát. Ekkor bármely két 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsra 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]
            színe szerepel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ban, de 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben nem). Így a Sperner tétel (13.21)
            miatt 
    
	[image: 9. Kromatikus szám]	(1)




Megmutatjuk, hogy megfordítva, ha (1) fennáll,
            akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            t-színezhető. Címkézzük meg 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsait az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]-elemű részhalmazaival; legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcs címkéje. Rendeljük minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élhez színként 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy elemét. Ez triviálisan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó színezését határozza
            meg.
Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kromatikus száma az a legkisebb 
            [image: 9. Kromatikus szám], melyre (1) fennáll.

	26. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleinek olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleknek nem lehet azonos színe. Minden
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontra legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t elhagyó élek színeinek halmaza.
            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élre, mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színét 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmazza, de 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem. Így definiáltunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy jó színezését 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel.
Annak bizonyításához, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy megfelelő átirányítására
            egyenlőség teljesül, legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], és színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsait 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részhalmazaival. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe. Minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élre válasszunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elemet, használjuk ezt az él
            színezésére, és fordítsuk meg az él irányát, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            jelöli a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből az átirányítások után kapott
            gráfot, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek egy jó színezését kaptuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel.
(b) Először tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsait kiszínezhetjük az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elemű részhalmazaival, és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését kapjuk ugyanúgy, mint
            9.25(c) megoldásában.
Másodszor tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ez azt jelenti, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élei kiszínezhetők 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel úgy, hogy bármely 2 hosszúságú
            utat vagy 2 hosszúságú irányított kört alkotó két él
            színe különböző. Ugyanúgy, mint 9.25(c) megoldásában,
            tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            csúcsát elhagyó élek színeinek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazát. Itt is igaz, hogy ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy éle, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem részhalmaza 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek (és viszont); de most 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmazhatja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem szomszédosak. Itt viszont
            alkalmazhatjuk 13.20-at a Sperner tétel helyett: 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részhalmazait be lehet osztani 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            láncba. Az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó lánc lesz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe. Ekkor ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak, nem tartoznak azonos
            lánchoz, és így különböző színt kapnak. [A.
            Hajnal]

	27. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 5 hosszúságú kör és ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            már meg van határozva, legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 9.18 feladat konstrukciójával kapott
            gráf. Ekkor ezen feladat állítása szerint következik,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-kromatikus gráf ([image: 9. Kromatikus szám]-kritikus is), és könnyen
            ellenőrizhető, hogy nem tartalmaz háromszöget.
(b) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 7 hosszúságú kör. Tegyük fel, hogy
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám]) úgy van meghatározva, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Vegyünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontból álló 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            halmazt. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-elemű 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részhalmazához rendeljük hozzá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            példányát (a példányok legyenek
            diszjunktak), és kössük egy párosítással 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjaihoz. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az így kapott gráf, ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezhető, ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valamely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontja ugyanazt a színt kapja, mondjuk
            az 1-et; legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ezen pontok halmaza. Mint azt az
            ötlettárban megjegyeztük, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjai nem kaphatják az 1 színt, így
            valójában ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel vannak kiszínezve; ez azonban
            ellentmond 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definíciójának.
Azonnal adódik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem tartalmazhat 3, 4, vagy 5
            hosszúságú köröket. [W. T. Tutte (Blanche
            Descartes)]
(c) Első megoldás. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-szeresen iterált élgráfja, a
            tranzitív turnament. Az előző feladat szerint 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az irányítás nélküli 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem tartalmaz legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú páratlan kört. Indukciót
            alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú zárt séta. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            irányított körmentes, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            felbontható olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], …, 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ívekre, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-n azonos irányban haladó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli irányított utak és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az ellenkező irányban haladó
            irányított utak; továbbá a sétán a fenti sorrendben
            követik egymást.
Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            irányított körmentes, azonnal látszik,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]) pontjai megfeleltethetők egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]) 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli út éleinek. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            utolsó éle kapcsolódik 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            utolsó éléhez ([image: 9. Kromatikus szám]
            irányítására való tekintettel), stb.
            Tehát ha ezen utolsó éleket elhagyjuk, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            megmaradt része egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú sétát alkot. Ez
            nyilvánvalóan tartalmaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú páratlan kört. Az indukciós
            feltevés szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám], mint ezt állítottuk.

              Második megoldás. Vegyük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-dimenziós egységgömb felületét.
            Kössük össze két pontját, ha távolságuk a felületen
            mérve legalább 
            [image: 9. Kromatikus szám]. A kapott gráf nem 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhető. Valóban, Borsuk tételének
            állítása szerint egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-dimenziós egységgömb felszínének
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésében az egyik szín-osztály
            átmérője 2; ez az osztály így tartalmaz szomszédos
            pontokat.
Másrészről legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges páratlan kör a gráfban. Ha
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            jelöli a gömbi távolságot, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], ami miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám], és így az indukciós feltevés miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azt is tudjuk, hogy ez a távolság
            legalább 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így gráfunk nem tartalmaz rövid
            páratlan kört.
Ez a gráf végtelen, de az Erdős–de Bruijn tétel
            (9.14) miatt van hasonló tulajdonságokkal rendelkező
            véges részgráfja. [P. Erdős–A. Hajnal,
            Ann. New York Acad. Sci.157 (1970),
            115–124.]

	28. feladat FÖ
	(a) Legyen mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az az intervallum, melynek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontja balról az első. Az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            rendszer meghatározza a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot. Indukcióval 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Vegyük észre továbbá, hogy ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédos 
            [image: 9. Kromatikus szám]-gyel, azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            metszi 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (mert különben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            jobb oldali végpontja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-tól balra esne). Mivel legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            intervallum tartalmazza 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t ([image: 9. Kromatikus szám]-gyel együtt), 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            foka legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]. emiatt kiterjeszthetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel az nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], készen vagyunk.
(b) Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó intervallumok. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független halmazt alkotnak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            teljes részgráfot alkot 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-t nem tartalmazó diszjunkt
            intervallumok. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definíciója szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-tól balra esnek, emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ezektől diszjunkt. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy teljes részgráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Így bizonyítottuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kiszínezhető 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, és használhatjuk ugyanazt az
            új színt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ez az egyenlőség, mint korábban is,
            nyilvánvaló.
(c) Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédai a körön. Ekkor, mint már
            korábban is láttuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is tartalmazza 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, és így metszik egymást. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a kör egy húrja (kivéve, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]). [Hajós G., Intern. Math. Nachr.11 (1957) Sondernummer 65.]

	29. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy komponense, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden pontjával szomszédos, mert
            különben egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nél kisebb halmaz ([image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédainak halmaza elválasztaná 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két komponense. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy minimális út, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n keresztül összeköti 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek a minimalitás miatt nincsen húrja
            esetleg 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kivételével. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-nél hosszabb, és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van húrja. Ez nem kötheti 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy belső pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy belső pontját, mivel ezek a pontok
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            különböző komponenseiben vannak.
            Emiatt ugyanazon 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két pontját köti össze. Ez csak akkor
            lehetséges, ha ez 
            [image: 9. Kromatikus szám], tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak.
            [G. A. Dirac]
(b) Először legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a leírt részfák által definiálva, és
            tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            körét. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            Hamilton-kör.
Hagyjunk el 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből elsőfokú pontokat addig, amíg az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből megmaradt részeknek van legalább
            egy pontja. A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot nem változtathatjuk meg, azaz
            ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy elsőfokú pont, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]; mivel ha 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-nek és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek közös pontja, akkor a szomszédja
            is mindenképpen az. Amikor elakadunk, van egy egyetlen
            pontból álló 
            [image: 9. Kromatikus szám]; legyen ez mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két szomszédja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n, ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is tartalmazza az (egyértelmű) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontot, és így van közös részük. Tehát
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy köre.
Megfordítva, tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyan gráf, melyben nincsen legalább 4
            hosszúságú húrmentes kör; indukcióval 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n megmutatjuk, hogy reprezentálható a
            leírt módon. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy minimális elvágóhalmaza, ekkor az
            előző eredmény szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy teljes 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot feszít. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Az indukciós feltevés szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            reprezentálható a megadott formában,
            rendre bizonyos 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részfákon keresztül. Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]; 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            rendre a 
            [image: 9. Kromatikus szám], illetve a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            reprezentációjában az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjainak megfelelő részfák. 6.18
            szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy közös 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontja, és hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy közös 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontja. Legyen 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Ekkor az 
            [image: 9. Kromatikus szám], és a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjainak megfelelő részfák a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy reprezentációját adják.
(c) Itt a (b)-ben leírt reprezentációt
            felhasználó bizonyításokat adunk. Mint a bizonyítás
            első részében láttuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből elhagyhatunk elsőfokú pontokat
            úgy, hogy még mindig marad egy ugyanazon 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t reprezentáló fa-rendszerünk, amíg
            végül nem lesz egy egyetlen pontot tartalmazó fa.
            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az ennek megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli pont. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Továbbá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédai teljes gráfot alkotnak, és
            így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            foka legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel színezve 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek is találunk színt.
Annak bizonyításához, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], hagyjuk el 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli szomszédját, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et. Bármely olyan halmaz, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben teljes részgráfot alkot, vagyis
            mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben független, kiegészíthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-gyel. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Indukcióval színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel; ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezéséhez egy további szín
            felhasználásával 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy keresett színezését kapjuk.
            [A. Hajnal–J. Surányi; C. Berge]

	30. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            izolált pont, 
            [image: 9. Kromatikus szám]. 7.2 szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lefedhető 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            éllel. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lefedhető 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-beli éllel és ponttal. Feltehetjük,
            hogy ezen élek diszjunktak, hiszen ha lenne köztük
            kettő azonos végponttal, akkor egyiküket
            kicserélhetnénk a másik végpontjával. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ezen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            számú éle és pontja 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független, a pontokat lefedő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli részhalmazt ad, azaz a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Mivel a megfordítás is igaz, itt
            egyenlőség áll.

	31. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ([image: 9. Kromatikus szám], 2) egy maximális független
            részgráfja, ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            méretű teljes részgráfját feszíti. Így
            
            [image: 9. Kromatikus szám].
Másrészről legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése ([image: 9. Kromatikus szám], 2). Definiáljunk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színezést a következőképpen: 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ekkor könnyen ellenőrizhető, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt használ. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és minthogy a fordított egyenlőtlenség
            triviális, egyenlőség teljesül, mint azt
            állítottuk.

	32. feladat FÖ
	(a) Az ötlet pontos megfogalmazása a következő:
            Jelölje 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy maximális 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lánc hosszát. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy teljesen rendezett részhalmaz,
            azaz egy lánc maximális mérete. Továbbá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy érvényes színezés. Hiszen tegyük
            fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédosak, mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor egy maximális, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lánc kiterjeszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra, ami mutatja, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám].
(b) Állítsuk elő a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            irányított gráfot úgy, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ből 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba irányítjuk, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. 8.4 szerint lefedhetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjait 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            diszjunkt úttal. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy útja megfelel egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli láncnak. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy teljes részgráfját feszíti; azaz
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli független halmazt. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            particionálható 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független halmazra, vagyis 
            [image: 9. Kromatikus szám]. A megfordítás most is, mint sokszor,
            triviális. [Ez Dilworth tételének egy ekvivalens
            formája.]

	33. feladat FÖ
	A 9.28-, 
            29-, 
            30-, 
            32-ben szereplő gráfok
            olyanok, hogy minden feszített részgráfjuk ugyanabba az
            osztályba tartozik, tehát eleget tesznek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak is. De 9.31 általában nem perfekt
            gráfot ad. Ennek bizonyításához legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két 3 hosszúságú út, ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tartalmaz egy 7 hosszúságú húrmentes
            irányított kört a 66. ábra szerint.
[image: 9. Kromatikus szám]
                    66. ábra.
				




	34. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            perfekt. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges feszített részgráfja.
            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésének egyik szín-osztálya.
            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden maximális teljes részgráfját
            metszi.
Tegyük fel, hogy megfordítva, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden feszített részgráfjában van egy
            független halmaz, mely minden maximális teljes
            részgráfot metsz. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re alkalmazott indukcióval
            bebizonyítjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a feszített részgráfokra. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy független halmaz, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden maximális teljes részgráfját
            metszi. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független, 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            definíciója szerint 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            A két jobb oldal az indukciós feltevés miatt
            egyenlő, tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]. A megfordítás hasonlóan
            triviális.

	35. feladat FÖ
	
              [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjait egyenként helyettesíthetjük a
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfokkal, és elég azt bizonyítani,
            hogy a perfektség minden lépésben megőrződik. Így
            feltehetjük, hogy egy nem-triviális 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráffal helyettesítettünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontot, míg a többi ponthoz nem
            nyúltunk (vagy azt is mondhatjuk, hogy ezeket egypontú
            gráfokkal helyettesítettük).
Elég bizonyítani azt is, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            maximális teljes részgráfjai egy
            független halmazzal lefedhetők; mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            feszített részgráfjai előállnak
            ugyanúgy, mint 
            [image: 9. Kromatikus szám], és így így az előző feladat szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            perfekt. Színezzük ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel, és vegyük az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-at tartalmazó 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín-osztályt. Vegyük még a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független részhalmazát, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden maximális teljes részgráfját
            metszi.
Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            független 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Megmutatjuk, hogy lefedi 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden maximális teljes részgráfját.
            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy maximális teljes részgráfja. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem metszi 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, akkor maximális teljes részgráf 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lefedi. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            metszi 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, akkor nyilvánvalóan tartalmazza 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy maximális teljes részgráfját, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lefedi. [L. Lovász, 
            Discrete Math.2 (1972), 253–267.]

	36. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy partíciója független halmazokra,
            akkor nyilvánvalóan előáll 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            módon mint a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezései által indukált partíció;
            ez persze akkor is igaz, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így 
    
	[image: 9. Kromatikus szám]	(2)





            ahol az összegzés a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden független halmazokba való
            partícióján végigfut. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valóban polinom.
Nyilvánvaló, hogy (2)-ben minden tag fokszáma
            legfeljebb 
            [image: 9. Kromatikus szám], és az egyetlen ilyen fokszámú tag az
            egy elemű halmazokba való partícióhoz tartozik. Tehát
            ha az egy elemű halmazok függetlenek, vagyis 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem tartalmaz hurokélt, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            foka 
            [image: 9. Kromatikus szám], és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            együtthatója 1.
Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben van hurokél, akkor egyáltalán
            nincs jó színezése, így 
            [image: 9. Kromatikus szám]. [Kromatikus polinomokkal
            kapcsolatban lásd R. C. Read,
            J. Comb. Theory4 (1968), 52–71;
            W. T. Tutte, Comb. Structures and their
            Appl. Gordon and Breach, 1970, 439–453.]

	37. feladat FÖ
	A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összes 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésének előállításához tekintsük
            
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ba való leképezését. Ki kell zárnunk
            azokat, melyek egy él két végpontját azonos pontba
            képezik. A (2.2) szita formulával 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ahol 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            azon leképezések száma, melyek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden élének végpontjait azonosítják.
            Egy leképezés akkor és csak akkor teszi ezt, ha a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf minden komponensét egyetlen
            számra képezi le; így 
            [image: 9. Kromatikus szám], és a formulát
            bebizonyítottuk.

	38. feladat FÖ
	Ha a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjaihoz különböző színt rendel,
            akkor ez 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek is egy jó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése, és viszont. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráf azon 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezéseinek száma, melyek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            végpontjait különböző színnel
            színezik. Vegyük észre, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy ilyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését adja, és viszont. Emiatt 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            természetes számra. Mivel mindkét
            oldalon polinom van, az minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            érvényes kell, hogy legyen.

	39. feladat FÖ
	Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek csak egy partíciója van független
            halmazokba, a 9.36 megoldásában szereplő formulából az
            következik, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy fa és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy elsőfokú pontja. 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            bármely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezése kiterjeszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            módon; hiszen 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Mivel az egypontú fa kromatikus polinomja 
            [image: 9. Kromatikus szám], azt kapjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú kör, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy éle. Ekkor 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontú út, míg 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hosszúságú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kör. Tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és ezt a redukciót megismételve 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ezt a mértani sort összeadva 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Végül legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontú kerék. Színezzük a középpontot
            tetszőlegesen, ekkor a peremet a megmaradó 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színnel kell színeznünk. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	40. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            komponensei. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezéseiket tetszőlegesen
            kombinálhatjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezésévé, tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő és legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a tagjai. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyan tag, melynek egyetlen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontja közös a maradékkal, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám].
Vegyük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-színezését. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek azok és csak azok a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezései adják 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését, melyek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-lal színezik. Mivel ez csak a színek
            permutációját jelenti, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ilyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezéseinek a száma 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és indukcióval azt kapjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	41. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            intervallum-rendszerből kapott gráf.
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli pont. Ekkor, mint azt már
            korábban megjegyeztük és használtuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédai teljes gráfot alkotnak.
            Emiatt ha nézzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy tetszőleges 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezését, ez 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re pontosan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színt zár ki (feltesszük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elég nagy). Tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó intervallumok száma,
            ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Hasonló módon folytatva azt kapjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            (meg kell jegyeznünk, hogy az első 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            intervallum definíció szerint nem
            tartalmazza 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et, így ha ezeket elhagyjuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et még ugyanannyi 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            számú intervallum fogja
            tartalmazni).
Vegyük észre, hogy 9.28 ennek azonnal
            következménye; ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], úgyhogy létezik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezés.

	42. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontú élmentes gráfra 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű, mert a többszörös élek
            egyszeressel való helyettesítése nem befolyásolja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben nincsen hurokél. 9.38-ból 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

[image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élére. Az indukciós feltevés miatt 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ahol 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. A rekurzióból azt kapjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ami bizonyítja az állítást. Látható, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], tehát indukcióval következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleinek száma (abban az esetben, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű).
Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et akarjuk interpretálni, nézzük a
            9.37-ben adott formulát. Az elsőfokú tagok azon
            részgráfoknak felelnek meg, melyek összefüggő feszítő
            részgráfok; tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a páros és páratlan élszámú összefüggő
            feszítő részgráfok számának különbsége.
            Figyelemreméltó, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ból ezen két szám között egy
            egyenlőtlenség következik. Az olvasó érdekesnek
            találhatja ennek közvetlen bizonyítását.

	43. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra. Ha a gráf egy fa, akkor az
            állítás 9.40 (és a binomiális tétel) miatt igaz. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű összefüggő gráf, mely nem fa,
            ekkor van olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éle, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő. Nyilvánvalóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is összefüggő, és nincsen bennük
            hurokél. Az előző megoldásból (és annak jelöléseivel) 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Továbbá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az indukciós feltevésből, és így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	44. feladat FÖ
	
              9.36 miatt 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ahol 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden független halmazokra való
            partícióján végigfut. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], minden tag pozitív.

	45. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Az állítás igaz fákra. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy olyan éle, melyre 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő. Ekkor 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            az indukciós feltevés miatt, így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	46. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő, akkor 9.43-ból az
            következik, hogy a 0 egyszerű gyöke 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek. Tehát 9.40 miatt a 0 gyök
            multiplicitása egyenlő a komponensek számával. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szerinti indukcióval megmutatjuk, hogy
            az 1 egyszerű gyök; valójában azt mutatjuk meg, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Először is megjegyezzük, hogy ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van éle, akkor az 1 szám
            definíció szerint gyöke; így ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            összefüggő, de nem 2-szeresen
            összefüggő, és 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor az 1 többszörös gyök, ami
            9.40-ből azonnal adódik. Tehát ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges éle, akkor 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            mert ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és/vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő, akkor ez az
            indukciós feltevésből következik, különben pedig a bal
            oldal nulla.
Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra az állítás triviálisan igaz,
            feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azt fogjuk megmutatni, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyike 2-szeresen összefüggő. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 2-szeresen összefüggő;
            természetesen csak 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            képe lehet elvágópontja, ami miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két végpontja, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elvágó halmazt alkot 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben. Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két komponensén keresztül haladó 
            [image: 9. Kromatikus szám]-utak. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy kör és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            ennek egy húrja. De mint 6.35-ben,
            ebből az következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is 2-szeresen összefüggő.
(b) Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            irányított kört nem tartalmazó
            irányításainak száma. Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy körmentes irányítását. Ez attól
            függően, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek körmentes irányítása-e, egy- vagy
            kétféleképpen terjeszthető ki 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy körmentes irányításává. Tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Így az eredmény indukcióval következik
            9.38-ból. [R. Stanley, 
            Discrete Math.5 (1973),
            171–178.]

	47. feladat FÖ
	(a) 9.38-ból 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

[image: 9. Kromatikus szám]


            és hasonlóan 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            tehát 
            
[image: 9. Kromatikus szám]

[image: 9. Kromatikus szám]
                    67. ábra.
				



(b) Tekintsük a 67. ábra három 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfját, ha van lineáris reláció,
            akkor ezek kielégítik. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Ha ennek az egyenlőtlenség-rendszernek van
            nem-triviális megoldása, akkor a determinánsa 0. De ez
            a determináns 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Így ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], 1, 2, 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor nincsen lineáris reláció
            (speciálisan olyan sincs, mely minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ra érvényes lenne). 
            [image: 9. Kromatikus szám], 1, 2-re csak triviális relációk
            vannak, mint pl.  
            [image: 9. Kromatikus szám].
(c) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], csak három gráfot kell
            megvizsgálnunk, mégpedig a 67. ábrán szereplőket (mivel
            a többszörös élek figyelmen kívül hagyhatók és ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben nincsen hurokél, akkor mindkét
            oldal 0). Szerencsére csak négy számot kell
            kiszámítani, ezek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            választással 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            (mindvégig felhasználtuk a tényt, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]). Ezekkel az értékekkel és az előző
            megoldásban meghatározott kromatikus polinomokkal
            könnyen ellenőrizhető, hogy a reláció az állítás
            szerint teljesül.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjai mellett csak izolált pontok
            vannak, ezek csak annyit jelentenek, hogy a már igazolt
            egyenletek meg vannak szorozva egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy hatványával. Így tegyük fel, hogy
            van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            él, melynek legfeljebb egyik végpontja
            van 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]; hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor az indukciós feltevésből 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Kivonással 9.38 szerint a keresett
            egyenlőséget kapjuk.

	48. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]; 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gyökei 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám], mert 9.45 miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem gyöke egyetlen kromatikus
            polinomnak sem. Mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a racionálisak felett irreducibilis,
            ebből az következik, hogy nincsen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel közös gyöke, azaz 
            [image: 9. Kromatikus szám].

	49. feladat FÖ
	(a) 9.47 jelöléseit használjuk. 9.38-ból és
            9.47c-ből 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            ami miatt 
    
	[image: 9. Kromatikus szám]	(3)




9.47a-ból pedig 
    
	[image: 9. Kromatikus szám]	(4)





            és (3)-et és (4)-t összeszorozva azt kapjuk,
            hogy 
    
	[image: 9. Kromatikus szám]	(5)





            Tegyük fel, hogy a 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            síkgráfok eleget tesznek a feladatban
            megadott azonosságnak. Ekkor (5)[image: 9. Kromatikus szám]-mal megszorozva azt eredményezi, hogy
            
            
[image: 9. Kromatikus szám]

9.47a szerint ebből az következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is kielégíti az azonosságot.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            olyan minimális háromszögelt síkgráf,
            mely nem elégíti ki az azonosságot, és tegyük fel, hogy
            
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van egy lehető legnagyobb fokú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontja. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez illeszkedő háromszög, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a második háromszög, melynek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            oldala. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Sőt, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            választással 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re vonatkozó minimalitási és a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re vonatkozó maximalitási feltevés
            miatt eleget fog tenni az azonosságnak. Így a fentiek
            miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is eleget tesz az azonosságnak, ami
            ellentmondás.
A fenti érvelés azt mutatja, hogy ha egy lap
            illeszkedik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez, akkor minden szomszédos lap is.
            Így minden lap illeszkedik 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez. Ebből az következik, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden más ponttal szomszédos és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            körmentes. Mivel egy háromszögelt
            síkgráf mindig 2-szeresen összefüggő (ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elvágó pont lenne, akkor nézzünk egy
            lapot, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két komponensét metszi; abból a
            tényből, hogy ez a lap egy háromszög az következik,
            hogy van egy él, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két komponensét köti össze, ami
            ellentmondás), így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy fa.
Mármost ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezni akarjuk, 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szín közül bármelyiket adhatjuk és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-színezhetjük a maradék pontokat. Így 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            és 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Azt is tudjuk, hogy 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Tehát 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kielégíti az azonosságot, ami
            ellentmondás.
(b) Indukciót alkalmazunk a pontok számára és
            „visszafelé” indukciót az élek számára; feltehetjük,
            hogy nincsenek kétszögű lapok. Ha háromszögelt
            síkgráffal van dolgunk, (a)-ból következik az állítás.
            Egyébként van olyan lap, melynek háromnál több pontja
            van. Tegyünk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            átlót erre a lapra. Ekkor az indukciós
            feltevés szerint 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Így 9.38-ból 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


	50. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű. 5.25a szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleinek a száma legfeljebb 3 
            [image: 9. Kromatikus szám], emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben van egy legfeljebb 5 fokú 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pont. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            foka legfeljebb 4, akkor elhagyhatjuk,
            5-színezhetjük a maradékot és kiterjeszthetjük azt a
            színezést 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Így tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van két nem szomszédos pontja,
            hiszen különben lenne egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a gráfban. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két ilyen szomszédja. Húzzuk össze az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éleket és tekintsük az így kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfot. Ebben nincsen hurokél, így az
            indukciós feltevés miatt 5-színezhető. Nézzük az ennek
            megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-bel 5-színezést. Ez nem érvényes,
            mert 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe ugyanaz; de csak az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élek monokromatikusak. Vegyük észre,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek csak 3 másik szomszédja van, így
            találunk olyan színt, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden szomszédjának színétől
            különbözik, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et színezhetjük ezzel a
            színnel.

	51. feladat FÖ
	Először tegyük fel, hogy a lapok 4-színezhetők;
            ekkor könnyen ellenőrizhető, hogy az éleknek az
            ötlettárban megadott 3-színezése jó színezés.
Másodszor tekintsük az élek egy 3-színezését.
            Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a piros és kék, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pedig a piros és zöld élek által
            alkotott síkgráf. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            diszjunkt körökből áll, és így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapjait 2-színezhetjük pirossal és
            zölddel; hasonlóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapjait 2-színezhetjük „világossal” és
            „sötéttel”. Használjuk a „világos piros”, „világos
            zöld”, „sötét piros” és „sötét zöld” színeket 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapjainak színezéséhez: 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapját tartalmazza 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapja és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapja, tehát színezzük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et „világos pirosra”, ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            piros és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            világos, stb. Ezzel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó színezését határoztuk
            meg.

              Megjegyzés: 
            A második részt bizonyíthatnánk 5.4
            felhasználásával is. [P. G. Tait]

	52. feladat FÖ
	Ha a lapok 4-színezhetők, akkor 9.15 szerint az
            élek 3-színezhetők; a három szín legyen 1, 2 és 3.
            Tekintsük az ötlettárban leírt hozzárendelést. Menjünk
            végig az óramutató járásával ellentétesen egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lap határoló körén, és nézzük a 68.
            ábra „óráját”. Ha elhagyunk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            értékű pontot, a következő él színe az
            óramutató szerinti következő jelzés lesz; has 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            értékű pontot hagyunk el, a következő
            él színe az óramutató járásával ellentétesen következő
            jel lesz. Mivel sz egész körön végighaladva visszaérünk
            a kiindulási színhez, a ([image: 9. Kromatikus szám])-ek és ([image: 9. Kromatikus szám])-ek összege osztható 3-mal.
[image: 9. Kromatikus szám]
                    68. ábra.
				



[image: 9. Kromatikus szám]
                    69. ábra.
				



Megfordítva tegyük fel, hogy létezik a
            követelményeknek megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            hozzárendelés. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám], ez szintén síkbarajzolható és
            kétféle lapja van: Minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et körülvevő háromszög 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapja, és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapjához van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapja, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]-en helyezkedik el és ugyanannyi éle
            van (69. ábra).
Irányítsuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t úgy, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            háromszögeket az óramutató járásának
            megfelelően irányítjuk, és definiáljuk egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élen a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            munkát a megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli ponthoz rendelt
            értékként.
Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli pontnak megfelelő háromszög
            lapjának három éléhez azonos munkát rendeltünk. Tehát
            bármely lap körül az éleken szükséges összmunka 
            [image: 9. Kromatikus szám]. De ekkor ez minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            körre is igaz. Hiszen menjünk végig
            minden e körön belüli lapon az óramutató járásának
            megfelelően, és írjuk le az összmunka értékét. Ez 0.
            Másrészről ezen összmunkák összege pontosan a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            körül szükséges munka (óramutató
            szerinti), mert a belső éleket kétszer számoltuk, pont
            ellenkező irányban. Így a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            körül szükséges munka is 0. De 5.4
            szerint található olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            potenciál 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n, hogy minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élre 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Nyilvánvalóan feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            csak a 0, 1, 2 értékeket veszi fel.
            Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy jó 3-színezése 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek. [P. J. Heawood]

	53. feladat FÖ
	A 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            Hamilton körön belüli lapok
            2-színezhetők. Ennek bizonyításához vegyük észre, hogy
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            duális gráf megfelelő része nem
            tartalmaz kört, hiszen egy ilyen kör izolálná 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy pontját 
            [image: 9. Kromatikus szám]-től, ami természetesen lehetetlen.
            Így 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-n belüli része erdő, ami persze
            2-színezhető.
Hasonlóan 2 további szín elegendő a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n kívüli lapok színezéséhez.

	54. feladat FÖ
	(a) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Ha ez a szám legfeljebb 4, akkor
            az állítás nyilvánvaló.
Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Az indukciós feltevés szerint ([image: 9. Kromatikus szám])-nek van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            4-színezése. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], ez a 4-színezés természetesen
            kiterjeszthető 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re. Így tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            szomszédai. 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t a síkba ágyazva tekintjük és
            feltesszük, hogy az 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            élek 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et ebben a ciklikus sorrendben
            hagyják el.
Ha az egyik szín nem fordul elő 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            között, színezhetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et ezzel a színnel. Így tegyük fel,
            hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám].
[image: 9. Kromatikus szám]
                    70. ábra.
				



Nézzük az 1 és 3 színek által feszített
            részgráfot, és annak az 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t tartalmazó 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            komponensét. Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor kicserélhetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            pontjainak a színét úgy, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy olyan 4-színezését kapjuk, melyben
            1 nem szerepel 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám], 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színei között. Ekkor, mint korábban, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            színe lehet 1. Tehát feltehetjük, hogy
            
            [image: 9. Kromatikus szám], azaz van egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-út, 
            [image: 9. Kromatikus szám], melynek pontjai csak 1 és 3
            színűek.
Hasonlóan feltehetjük, hogy van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]-út, melynek pontjai csak 2 és 4
            színűek. De mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            síkbarajzolható, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            keresztezi egymást, és a közös pont
            színe az 1, 2, 3, 4 színek egyike sem lehet, ami
            ellentmondás. (70. ábra) [G. Dirac. Ezt a módszert
            Kempe láncolásnak hívják].
(b) Tegyük fel, hogy minden lap háromszög. Ekkor
            könnyű látni, hogy csak az ikozaéder gráfjáról lehet
            szó, annak pedig van 4-színezése. (71. ábra).
[image: 9. Kromatikus szám]
                    71. ábra.
				



Feltehetjük, hogy a gráf 3-szorosan összefüggő,
            ez a 9.13b megoldásához hasonló érveléssel adódik. 
            [12]
            Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem háromszöglap, akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek van két pontja, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám], melyek az 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            határán 2 távolságra vannak egymástól;
            de ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem szomszédosak 
            [image: 9. Kromatikus szám]-ben, hiszen különben elválasztanák 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két őket összekötő ívét.
Azonosítsuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t, és töröljük az így keletkező
            él-többszöröződéseket. Az kapott 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            gráfban van legalább egy legfeljebb 4
            fokú pont: ez 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            közös szomszédja. Minden fokszám
            legfeljebb 5, kivéve 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            (és 
            [image: 9. Kromatikus szám]) 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            képét, ennek lehet nagyobb
            foka.
Ha 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            4-színezhető, akkor nyilvánvalóan 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            is az. Így tegyük fel, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem 4-színezhető és tekintsük egy
            kritikusan 5-kromatikus 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            részgráfját. Az (a) rész indoklása
            mutatja, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek nem lehet legfeljebb 4 fokú
            pontja. Így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            valódi részgráfja 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek, továbbá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel szomszédos éle szomszédos kell,
            hogy legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-vel; különben 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli végpontjuk foka legfeljebb 4
            lenne. De ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            elvágó pont, ami lehetetlen, mert 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-szorosan összefüggő, így 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő.
            [J. M. Aarts–J. de Groot].

	55. feladat FÖ
	Természetesen feltehetjük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen összefüggő; különben
            vegyünk fel egy új élt, mely 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            két tagját köti össze, és nem
            párhuzamos a meglévő élekkel.
Tekintsük a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapját, mely nem háromszög, és legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a határoló köre. Ekkor vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám], vagy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            nem éle 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek, hiszen különben 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n kívül kellene keresztezniük
            egymást. Legyen mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ekkor vegyük hozzá 
            [image: 9. Kromatikus szám]-at 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez; 
            [image: 9. Kromatikus szám]-et így két kisebb lapra vágtuk.
            Ugyanígy folytatva kiterjeszthetjük 
            [image: 9. Kromatikus szám]-t egyszerű háromszögelt síkgráffá. Ha
            ez a háromszögelt síkgráf színezhető a kívánt módon,
            azaz úgy, hogy ne legyen benne monokromatikus lap,
            akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyetlen lapja sem
            monokromatikus.
Tehát feltesszük, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            háromszögelt síkgráf. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            3-reguláris és mivel 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egyszerű, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            2-szeresen élösszefüggő.
A Petersen tétel (7.29) szerint 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nak van egy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            1-faktora. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            az ennek megfelelő 
            [image: 9. Kromatikus szám]-beli élek halmaza. Ekkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            minden lapjának pontosan egy élét
            tartalmazza. Emiatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            lapjai négyoldalúak, azaz 5.26 duálisa
            miatt 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            páros. Tekintsük 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            egy 2-színezését; ez a 2-színezés
            eleget tesz a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-re vonatkozó követelményeknek is. [M.
            Schäuble, Beiträge zur Graphentheorie, 
            Teubner, Leipzig (1968) 137–142.]

	56. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy minden pont foka páros.
            Színezzük a lapokat kékkel és pirossal (5.26), és
            irányítsuk az éleket úgy, hogy a jobb oldalukon legyen
            a piros lap. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            tetszőleges kör. Számoljuk meg a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n lévő, és a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n belüli éleket két különböző
            módszerrel. Legyen 
            [image: 9. Kromatikus szám]-nek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éle belülről szomszédos pirossal, 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            éle pedig kívülről. Legyen továbbá 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            piros és 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            kék lap 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n belül. Ekkor a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n lévő és 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n belüli élek száma 
            [image: 9. Kromatikus szám], míg a másik módszerrel 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Így a 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n óramutatóval ellentétesen való
            végighaladáshoz szükséges munka 
            
[image: 9. Kromatikus szám]


            Ebből 5.4 miatt az következik, hogy létezik
            egy olyan 
            [image: 9. Kromatikus szám]-n értelmezett 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            potenciál, melyre ha 
            [image: 9. Kromatikus szám], akkor 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Ez a 
            [image: 9. Kromatikus szám][image: 9. Kromatikus szám]
            egy 3-színezését adja.
            [H. Whitney]

	57. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            a metszéspontok. Feltehetjük, hogy a
            tengely irányát úgy választottuk, hogy 
            [image: 9. Kromatikus szám]
            különbözőek, mondjuk 
            [image: 9. Kromatikus szám]. Színezzük 3 színnel a pontokat a
            fenti sorrendben. Amikor 
            [image: 9. Kromatikus szám]-hez érünk, legfeljebb két szomszédját
            színeztük már korábban, és így találunk neki megfelelő
            színt. Így 3-színezhetjük a gráfot.
            [H. Sachs]





[12] Figyeljük meg a 9.13a–b és e probléma közti
	            analógiát.



40. fejezet - 
        10. Gráfok extremális problémái




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő. Hiszen ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyike eleget tesz a 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            egyenlőtlenségnek, és alkalmazhatunk
            indukciót 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re.
Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő. Nyilvánvaló,
            hogy nem egyetlen kör, így 6.33 szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái]), ahol 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy kör és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            út 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gráf.
Az eredmény élességét mutatja minden olyan gráf,
            melynek tagjai háromszögek.

	2. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli leghosszabb út. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két ponttal szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en kívül; mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális, ennek a két pontnak rajta
            kell lenni 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n; legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel szomszédos, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy olyan kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, melynek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            húrja. [Czipszer J.]
(b) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra. Az állítás 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re nyilvánvaló. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben minden pont foka legalább 3,
            akkor (a) miatt tartalmaz kört húrral.
Tehát feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek van legfeljebb 2 fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt, és így indukciós feltevés szerint
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz kört húral. De ekkor ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re is igaz.

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            mutatja, hogy a (b)-beli eredmény
            éles. [Pósa L.]

	3. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk az
            ötlettár állítását.
I. Először tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van egy legfeljebb 2 fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka 1, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben legfeljebb egy legfeljebb 2 fokú
            pont van, így az indukcióval készen vagyunk. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka 2, azaz két ponttal, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel szomszédos és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és kössük össze 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel. A kapott gráfban minden fokszám
            legalább 3, így tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását is. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédosak, akkor feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (egyébként 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            eleget tesz a feltételnek). Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            harmadik szomszédja ugyanaz a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            eleget tesz a feltételnek; ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-val, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pedig 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, ([image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            különbözőek) akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t egyetlen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontba összehúzva olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfot kapunk, melyben csak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka legfeljebb 2. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élét felosztva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy részgráfját kapjuk, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szintén tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását (lásd 72.
            ábra).
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    72. ábra.
				



II. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjának foka legalább 3.
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van egy harmadfokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, különben elhagyhatnánk éleket.
            Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel szomszédos pontok. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            páronként szomszédosak, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-et feszítenek. Tehát feltehetjük,
            hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és kössük össze 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel. A kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfban minden pont foka legalább 3
            esetleg 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kivételével, mely lehet másodfokú. Így
            indukcióval 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását. Mivel az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élet 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel felosztva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy részgráfját kapjuk, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szintén tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását.
(b) Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjának foka legalább 3,
            akkor (a) szerint készen vagyunk. Ha van egy másodfokú
            pont, akkor azt elhagyva indukciót alkalmazunk.
A 73. ábrán látható gráfban pontosan két
            másodfokú pont és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él van, és nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását (bizonyítsuk!). Tehát (a)
            is és (b) is éles. [G. Dirac, Math. Nachr. 22 (1960)
            61–85]
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    73. ábra.
				




	4. feladat FÖ
	Először az ötletet követve azt bizonyítjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását és egy attól diszjunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt. Tegyük fel, hogy tartalmaz ilyet.
            Nézzük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t tartalmazó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            komponensét. Ez triviálisan egy fa.
            Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két végpontja. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek (illetve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak) van két szomszédja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (illetve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]). 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fő pontjai „felosztott csillagainak”
            sem középpontja, sem a „sugarainak” belső pontja nem
            lehet 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közül kettő, hiszen az ilyen helyzet
            két diszjunkt kört eredményezne (74.a ábra). De ekkor
            könnyen ellenőrizhető, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kell, hogy legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fő pontjai, ami megint két diszjunk
            kört eredményez a 74.b ábra szerint.
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    74. ábra.
				



Ezek után meg kell különböztetnünk 5
            esetet:

              1. eset. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztása és egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n kívüli legalább 4 fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont. A fentihez hasonló érvelés
            mutatja, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka pontosan 4, és szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            négy fő pontjával, ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerepét felcserélve felhasználhatjuk
            az ötlettár állítását és láthatjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek szomszédosnak kell lenni 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, de semmilyen más ponttal sem.
            Emiatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

              2. eset. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását és egy harmadfokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot, mely nem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli, de szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            három fő pontjával. Legyenek ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Felcserélve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és a negyedik fő pont, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerepét, azt kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            éle tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyikét. Tegyük fel, hogy ez nem így
            van. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. De 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a felosztott élek, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármelyikével együtt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását alkotja. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek ezen felosztott élek mindegyikét
            belső pontban kell érintenie, ami lehetetlen. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            valóban lefog minden pontot. De ez
            természetesen azt jelenti, hogy egy (iii)-nak megfelelő
            gráfunk van.

              3. eset. Van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztása és egy azon kívüli
            harmadfokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak legfeljebb két fő pontjával van
            összekötve. az ötlettár állítása szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédainak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban kell lenni, és könnyen látható,
            hogy közülük legalább kettőnek, mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fő pontnak kell lenni. Mivel a
            harmadik szomszédja nem fő pont, annak a felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            belső pontjának kell lenni. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerepét felcserélve azt kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és hasonlóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden élt lefog; ekkor az előbbiekhez
            hasonló következtetésre jutunk. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását, minden élnek
            érintenie kell ezen pontok egyikét. De azok, melyek az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot érintik, illeszkednek még az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponthoz is. Ezzel ezt az esetet is
            elintéztük.

              4. eset. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden felosztása feszítő részgráf.
            10.3.a szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását. Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ennek fő pontjai. Tegyük fel, hogy ez
            a felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            választható úgy, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka legalább 4. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel szomszédos nem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli él. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy feszítő részgráf, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy pontja; 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak triviálisan a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            körén kell lenni. A felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái], 3, 4) élt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-val helyettesítve feszítő felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-eket kell kapnunk. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-mal és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármely pontja triviálisan csak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel lehet szomszédos (kivéve a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n lévő szomszédait). Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy kerék.

              5. eset. Már csak az az eset van hátra, amikor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben minden felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy feszítő részgráf, és fő pontjainak
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli foka 3. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor egy kerék. Így tegyük fel,
            hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            húrja, melynek ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két felosztott élének belső pontját
            kell összekötni. Nyilvánvaló, hogy ezen felosztott élek
            diszjunktak, pl. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz további pontokat, hiszen
            egy ilyen pontot elhagyva 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            megmaradó része még mindig tartalmazná
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását, ami ellentmond a
            feltételnek. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek hat pontja van, ez triviális
            eset.

              Megjegyzés: Hasonló érveléssel minden olyan (nem
            feltétlenül egyszerű) gráfot meghatározhatnánk, mely
            nem tartalmaz két diszjunkt kört. Ha adva van egy ilyen
            gráf, elhagyhatunk elsőfokú, és „kisimíthatunk”
            másodfokú pontokat, így elegendő a legalább harmadfokú
            ilyen gráfokat meghatároznunk. Az eredmény a következő:
            a feladatban leírt három fajta gráf azzal a
            módosítással, hogy a kerék küllői és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3 elemű osztályának élei lehetnek
            többszörösek; és van egy új osztály: vegyünk egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            erdőt és egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot, melyhez illeszkedhetnek
            hurokélek, és tetszőlegesen kössük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez. [G. A. Dirac,
            Canad. Math. Bull. 8 (1965) 459–463; 
            Lovász L., Mat. Lapok 16 (1965) 289–299]

	5. feladat FÖ
	(a) 10.3b szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. Ha ez a felosztás
            valódi, azaz a felosztott élek legalább egyikének van
            belső pontja, akkor könnyen megtaláljuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. Így feltehetjük, hogy
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            négy páronként szomszédos élt
            tartalmaz, ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], van még legalább egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont. Tekintve, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, van két
            független út, melyek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közül különbözőekkel kötik össze. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztásának fő pontjai (75.
            ábra).
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    75. ábra.
				



(b) Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 4.26-ből az következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem síkbarajzolható, és így Kuratowski
            tétele (5.37d) szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. Az első esetben
            készen vagyunk, így tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fő pontokkal. Ugyanúgy, mint az (a)
            részben, különbséget kell tennünk a két eset között
            aszerint, hogy ez a felosztás valódi-e,
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    76. ábra.
				




              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Tegyük fel, hogy a felosztott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él, legyen ez mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], tartalmaz belső pontokat. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő, ezért van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            út, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy belső 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontját egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n kívüli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal köti össze. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek három lényegesen különböző
            helyzete lehet, de minden esetben könnyen megtaláljuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását (lásd 76.
            ábra).

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kölcsönösen szomszédosak. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], kell lennie egy további 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontnak. Tudjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3-szorosan összefüggő, ezért van három
            független 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t (mondjuk) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-mal összekötő út. Ekkor ismét
            nyilvánvalóan megtaláltuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. (77. ábra).
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    77. ábra.
				



(c) Azt állítjuk, hogy ha egy gráfban legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él van, és nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását, akkor összefüggő, és
            tagjai 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ek. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re.
Először tegyük fel, hogy egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf nem összefüggő, azaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái], 2). Ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami miatt pl. 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát indukcióval azt kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő és minden tagja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. De ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ami ellentmondás. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő.
Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, akkor az
            állítás (a)-ból következik. Így tegyük fel, hogy van
            egy elvágópontja, ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Mint az előbb, itt is ellentmondást kapunk,
            ha 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            bármely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. Ebből tehát az következik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és az indukciós feltevés miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő gráfok, melyeknek tagjai 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ek. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is ilyen.
Hasonló érveléssel adódik, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élű gráf, mely nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, és 5 pontú
            teljes gráfokból építhető fel a következő rekurzív
            szabály szerint: Veszünk egy (már megkonstruált) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfot és egy 5 pontú teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfot, és azonosítjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy élét 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy élével (lásd 79.a ábra).
Tehát a (c)-re adott válasz a következő: Minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú és 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            gráf tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását; minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú és 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            gráf tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását. Ezek a korlátok a
            lehető legjobbak, mint azt a 78. és 
            79. ábrán látható
            gráfok mutatják. [Pósa L.]
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    78. ábra.
				



[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    79. ábra.
				




	6. feladat FÖ
	Megmutatjuk, hogy (a') ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjának foka legfeljebb 3,
            akkor bármely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra összehúzható gráf tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását; (b') ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak van legalább 4 fokú pontja, akkor
            ez már nem igaz.
(a') 
				Elég megmutatni, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja, amely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            képe, nem fő pontja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak, akkor ez nyilvánvaló; tegyük
            fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fő pont. A feltevés szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben legfeljebb 3 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből kiinduló felosztott él van. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t ismét széthúzzuk, ezek közül
            némelyik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ból indul, némelyik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből. Feltehetjük, hogy legfeljebb egy
            indul 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből; ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t hozzávéve ehhez a felosztott élhez
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t fő pontként tekintve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását találjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben.
(b') Megmutatjuk, hogy van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ba összehúzható 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf, melyben minden pont foka
            legfeljebb 3. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy legalább 4 fokú pontja. Osszuk fel
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elsőfokú ponttá, ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és kössük össze ezeket egy körrel.
            Tegyünk így minden legalább 4 fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal; az így kapott gráfot jelölje 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjának foka legfeljebb 3, és
            összehúzható 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ba. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban van legalább 4 fokú pont, akkor
            nyilvánvaló, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy felosztását.
Egy 4-szeresen összefüggő ellenpélda 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            esetében 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

	7. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ismételten húzzunk össze éleket és
            töröljük el az így adódó multiplicitásokat úgy,
            hogy
([image: 10. Gráfok extremális problémái]) minden összehúzott él illeszkedjen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            képére,
([image: 10. Gráfok extremális problémái]) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            álljon fenn a kapott gráfokra.
Tegyük fel, hogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfnál akadunk el. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            képe 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban. A fenti ([image: 10. Gráfok extremális problémái])-ból következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek az a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            részgráfja, melyet 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra összehúztunk, összefüggő, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal szomszédos pont (azaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben). Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel szomszédos pontok száma 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban (ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            foka 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédai által feszített
            részgráfjában). Próbáljuk meg összehúzni 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és hagyjunk el egy élt az így
            előálló 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párhuzamos pár mindegyikéből. Ekkor ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) már nem állhat fenn a kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfra. Mivel 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Következik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            vagy ekvivalens alakban 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Mivel 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ezért 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami bizonyítja az állítást. [W.
            Mader]

	8. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra az állítás nyilvánvaló. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő.
Az előző feladat szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy összefüggő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            részgráfot, melynek szomszédai által
            feszített 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            részgráfban minden pont foka nagyobb,
            mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], így legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és így az indukciós feltevés miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összehúzható 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-be. Ugyanezt az összehúzást 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re végrehajtva, majd 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et is összehúzva olyan gráfot kapunk,
            mely tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et. [uo.]

	9. feladat FÖ
	Indukció 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra: 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re az állítás triviális.
Megint legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan összefüggő részgráf, mint
            10.7-ben, azaz legyen a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédai által feszített 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            részgráfban minden pont foka legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            felosztását minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-ban az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontjainak megfelelő fő pontok.
            Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ezért 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos valamely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal ([image: 10. Gráfok extremális problémái], 2). Tekintve, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő, tudjuk, hogy tartalmaz egy
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utat. Ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf egy felosztása 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. [ibid.]

	10. feladat FÖ
	I. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 3-reguláris, 4 kerületű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf egy pontja és legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a szomszédai. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            függetlenek kell, hogy legyenek, mert 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz háromszöget. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két további szomszédja. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]; egyenlőség csak akkor áll, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szintén 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-tel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-tal szomszédosak, azaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
II. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a legkisebb kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            harmadik szomszédja. A vizsgált kör
            minimalitása miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nincsen rajta a körön és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            esetén. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha egyenlőség áll fenn, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-től legalább 4 távolságra csak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            van, így ezek kell, hogy legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-en kívüli további szomszédai.
            Hasonlóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-tel, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-tel, azaz Petersen gráfot kapunk (80. ábra).
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    80. ábra.
				




	11. feladat FÖ
	I. Először tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            páratlan. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és jelöljük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-tól 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolságra lévő pontok halmazát. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjából pontosan egy él megy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-be, hiszen két ilyen él két 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ba menő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú utat eredményezne, és ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél rövidebb kört eredményeznének.
            Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái], és így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

II. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            páros és tekintsünk két szomszédos
            pontot, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Jelöljük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmaztól 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolságra lévő pontok halmazát. Az
            eredmény a fentihez hasonló számolással adódik.
            [W. T. Tutte, P. Erdős–H. Sachs]

	12. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy már megkonstruáltuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, ahol 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Osszuk fel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontját 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elsőfokú ponttá, és azonosítsuk ezt az
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy példányának pontjaival. A kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf nyilvánvalóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris. Azt állítjuk, hogy a
            kerülete 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha vesszük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy példányának egy minimális körét,
            annak hossza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]; emiatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármely példányának bármely más köre
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            példányaiban nem szereplő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú kör. Húzzuk össze 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden példányát, ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t leképeztük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-be. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy nem üres, páros fokú részgráfba
            képződik le, így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            képe tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört. Tudjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább egy példányának legalább egy
            élét tartalmazza[13], és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél kevesebb éle van. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is triviálisan létezik (rendre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párhuzamos él vagy egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög), azt kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], …, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], …, ; …, ; 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], … szintén léteznek.
            [P. Erdős–H. Sachs].

	13. feladat FÖ
	(a) Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolsága nagyobb, mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, majd vegyünk fel új éleket, melyek
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédjait 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédjaival párosítják. A kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf nyilvánvalóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris.
Megmutatjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli kör. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz egyet sem az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            új élből, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy köre is, és így hossza legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz valahány új élt.
Tekintsünk egy ([image: 10. Gráfok extremális problémái])-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utat, mely az új élek közül két
            végpontot köt össze. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy szomszédját 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy szomszédjával köti össze, akkor
            mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolsága legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hossza legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (vagy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]) két szomszédját köti össze, akkor a
            további élekkel együtt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n (vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n) áthaladó körét alkotja, így hossza
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Mármost ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            csak egy új élt tartalmaz, akkor akkor
            tartalmaz egy utat, mely ezen él két végpontját köti
            össze. A fenti érveléssel ez az út legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élből áll, így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú.
Másrészről ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább két új élt tartalmaz, akkor
            tartalmaz legalább két utat is, melyek ezek végpontjait
            kötik össze. Így a hossza legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, és kerülete legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ez ellentmondás.
(b) I. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és párosítsuk a szomszédjait 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab új független éllel. Az így adódó
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf nyilván 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete kisebb kell, hogy legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél, azaz tartalmaznia kell egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél rövidebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört. Természetesen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz valahány (legalább egy) új
            élt; legyenek ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és osszák 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ívekre. Azt tapasztaljuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört alkot 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, ha hozzávesszük azt a két új
            élt, melyek a végpontjait 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel kötik össze, tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], vagyis 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            új élből és egy olyan, az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontjait összekötő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            útból áll, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Az is következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            éle van, azaz végpontjait 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez kötve egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli kört kapunk.
II. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            vagy 3, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            rendre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párhuzamos élből áll, vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből és párosítsuk mind 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], mind 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            megmaradó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédját. Az így adódó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf ismét 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél rövidebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört. Megint legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az új élek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n, és osszák ezek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ívekre. Jegyezzük meg, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], minthogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Levonhatjuk a korábbihoz hasonló
            következtetést, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú köre, ami áthalad 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-on.
(c) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. (a) szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontja elérhető 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből egy legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú úton. De legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből induló út van (lehet köztük
            azonos végpontú; lehet köztük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-be visszatérő), és így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [uo.]

	14. feladat FÖ
	Vegyünk egy maximális 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerületű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfot, mely előáll 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből független élek hozzávételével.
            Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont. Ekkor paritás-megfontolások
            miatt van egy másik ilyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja is.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azon pontjainak halmaza, melyek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-től 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            távolságra vannak. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en kívüli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjának foka 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kell, hogy, legyen, különben az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt hozzávehetnénk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-höz. Mivel a 10.11 megoldásában
            szereplőhöz hasonló számítással azt kapjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            az adódik, hogy van két 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en kívüli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, melyeket 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy éle köt össze. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerületű gráf, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből független élek felvételével áll
            elő, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél nagyobb, ami ellentmondás.

	15. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            feletti projektív tér pontjainak, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pedig az egyeneseinek halmaza. Kössük
            össze 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Az így adódó páros gráf könnyen
            láthatóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja van. Annak bizonyításához, hogy
            kerülete 6, vegyük észre, hogy nem tartalmaz
            négyszöget; valóban, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy kör lenne, akkor a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyeneseknek két közös 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja lenne. Nem tartalmaz 3 és 5
            hosszúságú kört sem, mert páros. (A tér minden
            háromszöge a gráfban hatszöget ad.)
(b) Tekintsük az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hiperfelületet a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            feletti 4-dimenziós projektív térben.
            Először 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            néhány geometriai tulajdonságát
            bizonyítjuk be.
(i) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz síkot. Indirekte tegyük
            fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy sík 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (hiszen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjait reprezentáló vektorok). Ebből
            az következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Így ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjainak homogén koordináta-ötösei
            által alkotott lineáris alteret jelöli az 5-dimenziós
            vektortérben, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. De ez azt jelentené, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ami ellentmond 5.31-nek.
(ii) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek pontosan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenese halad át 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontján. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az „érintő hipersík” 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n áthaladó egyenest tartalmaz; mert
            ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy ilyen egyenes egy pontja, akkor
            ugyanúgy, mint (i)-ben az következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Megfordítva, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            által feszített egyenes minden pontját
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t nem tartalmazó sík. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy kúpszelet, ami nem degenerált,
            hiszen ha tartalmazna egy egyenest, akkor ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel együtt egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            által tartalmazott teret adná,
            ellentmondva (i)-nek. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja van. Mármost az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n áthaladó egyenesek pontosan azok,
            melyek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjaival kötik össze, tehát ezekből 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            van.
Ezekből a megfontolások (i)-gyel együtt az is
            következik, hogy nincsen három olyan egyenes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, melyek háromszöget
            alkotnak.
(iii) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Vegyük észre, hogy ha adva van egy
            tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenes és egy tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra eső 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben egyetlenegy olyan egyenes van,
            mely tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és metszi 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Valóban, a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            érintő hipersík nem tartalmazhatja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t egyetlen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontban metszi, és így az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenes egyértelmű. Így ha bármelyik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenest tekintjük, ezen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont van, ezek mindegyikére 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            további egyenes illeszkedik, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontja ezen egyenesek közül
            pontosan egyre illeszkedik. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ami bizonyítja az állítást.
Mivel minden egyenes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot tartalmaz és minden pont 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyenesére illeszkedik, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyeneseinek száma ugyanez. Jelöljük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyeneseinek halmazát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel.
Alkossunk páros gráfot 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en úgy, hogy akkor és csak akkor
            kötjük össze 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. A kapott páros gráf (ii) szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, és (iii) szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja van. Nem tartalmaz sem 4, sem 6
            hosszúságú kört, mivel egy 4 hosszúságú kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két olyan egyenesének felelne meg,
            melyek két pontban metszik egymást, egy 6 hosszúságú
            kör pedig 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            három háromszöget alkotó egyenesének;
            mindkettő lehetetlen.

	16. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az összes kört lefogja, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            erdőt feszít, és így legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt feszít. Mivel minden pont foka
            legalább 3, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjait 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él hagyja el. Ezen halmaz által
            feszített éleket itt kétszer számoltuk, de így is
            legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            él köti 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez. Másrészről 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy pontja nem több mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élhez illeszkedik, így a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élek száma legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            vagy ezzel ekvivalens formában 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], minthogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 2 eset triviális.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli maximális fokszám. Ugyanolyan
            leszámlálással, mint 10.11-ben, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Mármost (a) szerint bármely minden kört
            lefogó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmaz eleget tesz a következőnek: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [H.–J. Voß, M. Simonovits]

	17. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az ötlettár szerint definiálva; 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Feltehetjük, hogy minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerülete legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], különben tekinthetnénk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            helyett 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Másrészről könnyen ellenőrizhető, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf minden körét lefogja. Tehát az
            előző fejezet (b) része azt adja, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            mint azt állítottuk. [uo.]

	18. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azt jelenti, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármely két körének van közös pontja.
            Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem egyszerű, azaz tartalmaz hurokélt
            vagy két párhuzamos élt, akkor minden kört lefog rendre
            1 vagy 2 pont. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyszerű. Ekkor 10.4 szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 8. ábrán látható gráfok egyike. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            köreit bármely 3 pontja lefogja; egy
            kerék pontjait lefogja a középpont és a perem bármely
            pontja; a harmadik példát ([image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 3 elemű osztályhoz néhány él
            hozzávételével) lefogja a 3 elemű osztály bármely két
            pontja. [Bollobás B., Pósa L.]
(b) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek nincsen sem első-, sem másodfokú
            pontja, mert ezeket rendre elhagyhatnánk, illetve
            „kisimíthatnánk”. Hagyjuk el egy legrövidebb kör
            pontjait. 10.16b szerint ennek hosszára fennáll 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Jelölük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel a megmaradó gráf összes körének
            lefogásához szükséges pontok minimális számát.
            Nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Így felhasználva az indukciós feltevést, 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(c) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3-reguláris, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kerületű gráf minimális 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontszámmal. 10.13c-ból 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

10.16a szerint legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont kell minden kör lefogásához, azaz
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Továbbá 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [Erdős P.–Pósa L.; l. még H.–J. Voß,
            Theory of Graphs (Akadémiai Kiadó, Budapest 1968) és
            M. Simonovits, Acta Math. Acad. Sci. Hung.18
            (1967), 191–206.]

	19. feladat FÖ
	
              [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et tekintjük. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            összefüggő.

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, akkor legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel szomszédos pont. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra (valójában minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra), van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-út. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et hozzávéve egy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-utat kapunk.

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem 2-szeresen összefüggő és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. A jelöléseket válasszuk úgy, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minimális. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nyilvánvalóan 2-szeresen összefüggő.
            Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tekintve, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek szomszédosnak kell lenni egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal.
Mármost 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjának foka legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utat 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            között. Legyen továbbá 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-út; ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            egy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-út 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben.

	20. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az ötlettár szerint definiálva.
            Nyilvánvaló, hogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ismételt deformációjával előálló utak
            pontjai azonosak, tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái]). Azt állítjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            (ami miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]).
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            definíció szerint végpontja egy olyan
            maximális útnak, melynek pontjai 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjai, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak rajta kell lenni 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
A 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont definíciója szerint vannak olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utak, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            előáll 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            deformációjával ([image: 10. Gráfok extremális problémái]), és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek. Ha mind az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], mind az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él végpontja egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből deformációval előálló útnak,
            akkor legyen mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-ívének első éle. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontja egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből deformációval előálló útnak, azaz
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és készen vagyunk.
Így tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            index ([image: 10. Gráfok extremális problémái]), melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], de 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            előáll 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből deformációval, ez csak akkor
            lehetséges, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyike végpontja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ezért 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kell, hogy legyen, és ismét készen
            vagyunk.
Tehát tudjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami miatt a feltevésből azt kapjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor a feltevés szerint 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és mivel 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            az adódik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Az állítás minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra éles, amint azt bármely olyan gráf
            mutatja, mely diszjunkt teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szögekből áll. [L. Pósa,
            Discrete Math. 14 (1976) 359–364].

	21. feladat FÖ
	(a) Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben nincsen Hamilton kör. Vegyünk fel
            éleket 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben addig, amíg ezzel nem hozunk
            létre Hamilton kört. Mivel az (a) feltétel érvényes
            marad (egyébként (b), (c) és (d) is), feltehetjük, hogy
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            már telített, azaz tetszőleges új él
            felvételével Hamilton kör keletkezne. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Hamilton-köre. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel összekötő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Hamilton-utat.
Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédai 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem lehet szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel ([image: 10. Gráfok extremális problémái]); különben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Hamilton kör lenne. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellentmondás.
Most azt tegyük fel, hogy (d) áll fenn. Ismét
            feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz Hamilton kört, de
            bármely két nem szomszédos pontját egy éllel összekötve
            már igen. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy nem szomszédos pár, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális ([image: 10. Gráfok extremális problémái]).
Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel, így 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(1)





            azt is tudjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel, azaz 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(2)





            Az (a)-hoz hasonló érvelés azt adja, hogy 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(3)




(2)-ből és (3)-ból 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(4)




Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor (4) szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ezen kívül (3)-ból az következik,
            hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát a feltevés szerint 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Innen az adódik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            vagy, ami ezzel ekvivalens 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellenmond (1)-nek.
Ha (b) fennáll, akkor nyilvánvaló, hogy (d) is
            fennáll. Tegyük fel, hogy (c) fennáll, és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor (c) szerint vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ami miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát (d) ismét fennáll, és így egy
            Hamilton kör létezése következik.

	22. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan egyszerű gráf, amely nem
            tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élein áthaladó Hamilton kört.
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez bármely élt hozzávéve már van
            ilyen Hamilton kör (mert a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n értelmezett teljes gráfban van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó Hamilton kör, minthogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            diszjunkt utakból áll). Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó Hamilton kör, azaz van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal összekötő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Hamilton út. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-val ([image: 10. Gráfok extremális problémái]). Mint korábban is, itt is
            következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) csak akkor lehet szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Ez nyilvánvalóan lehetetlen.

              Megjegyzés: Hasonló általánosítást fogalmazhatunk
            meg, mint az előző feladatban.

	23. feladat FÖ
	Vegyünk fel egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot és kössük össze minden más
            ponttal. A kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráfban minden pont foka
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és Dirac tétele (10.21a) szerint van
            benne Hamilton kör. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t elhagyva még mindig van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Hamilton út 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben nincs Hamilton kör, ekkor a
            következő szabály fogalmazható meg:

              ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel.
            
Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokszáma is 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], fenn kell állni annak, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]nem szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel.
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    81. ábra.
				



Először tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel. Van olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel; ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel valamely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re, mert 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kör Hamilton kör (81. ábra).
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal, de 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem. A fenti érvelés szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kört.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az utolsó pont. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem lehet szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két egymás melletti pontjával; így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden második pontjával kell, hogy
            szomszédos legyen, mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-val helyettesítve egy másik maximális
            kört kapunk, és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is szomszédos kell, hogy legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nel, azaz 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellentmondás.
            [C. St. J. A. Nash-Williams, 
            Proc. Amer. Math. Soc.17 (1966), 466–467.]

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], bebizonyítjuk, hogy összeköthetők
            Hamilton úttal. Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], mivel ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t egy új éllel összekötjük, az sem a
            feltételt, sem a következményt nem befolyásolja.
Osszuk fel az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt egy új 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal. Ekkor könnyen igazolható,
            hogy a kapott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfban akkor és csak akkor van
            Hamilton kör, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal összekötő Hamilton utat.
Mármost 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokszámaira 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ahol 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokszámai; így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a feltétel szerint. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], a Pósa feltétel (10.21b) ki van
            elégítve, és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben van Hamilton kör. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal összekötő Hamilton utat.

	25. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy leghosszabb irányított kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Valóban, legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy leghosszabb (irányított) út és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azon pontjai, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (ezek nyilvánvalóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n helyezkednek el). Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és így a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            irányított kör hossza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem irányított Hamilton kör és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy leghosszabb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli út. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontra. Ezen pontok mindegyike 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n van; jelöljük őket 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hasonlóan vannak olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontok, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            íve legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszú kell, hogy legyen, hiszen
            különben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ezen ívét 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel helyettesíthetnénk. Tehát ha
            vesszük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) induló 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ívét, akkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            De könnyen látszik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            De 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja van, tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellentmondás. [C. St. J. A.
            Nash-Williams]

	26. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem Hamilton kör. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem üres; legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy komponense. Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kör 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel szomszédos pontjai. Vegyük
            észre, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximalitása miatt az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-k között nincsen két olyan, melyek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n szomszédosak. Ebből az következik,
            hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elválasztja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n egy adott irányban végighaladva
            legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et következő pontok.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            függetlenek. Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédosak, ekkor hagyjuk el 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből és vegyük hozzá 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t és egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            utat; az így előálló kör hosszabb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél, ami ellentmondás.
Az is belátható, hogy nincsen olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], mely szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel, és így egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et választva az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmaz független lesz. De 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellentmondás.
            [P. Erdős–V. Chvátal]

	27. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy leghosszabb út. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden szomszédja rajta van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n; mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ezen szomszédok egyike olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú kör.
(b) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            úgy, mint fent, egy leghosszabb út.
            Először tegyük fel, hogy léteznek olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontok, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-mel, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pedig 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal. Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minimális az ilyen indexpárok között.
            Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hossza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és Hamilton kör kell, hogy legyen,
            mivel különben lenne 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n kívül olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel szomszédos pont, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél hosszabb utat eredményezne. Így
            feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem szomszédosak sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal, sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-mel, így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden szomszédját és minden olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal, kivéve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et. Ezen pontok különbözőek, emiatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hossza legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Tehát tegyük fel, hogy az utolsó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-lal szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont előbb van az első 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-mel szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontnál (esetleg 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]). Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő, két független
            út, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            köti össze a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            köröket. Feltehetjük, hogy egyikük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből indul; hiszen különben addig
            sétálhatnánk az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            úton, amíg vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t elérjük, és helyettesíthetnénk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy megfelelő darabját ezzel az úttal.
            Hasonlóan azt is feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyike 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben végződik. Lehetséges, hogy
            ugyanaz a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben végződik, és az is, hogy nem; de
            mindkét esetben olyan kört kapunk, mely tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et, és ezek minden szomszédját, mint
            azt a 82. ábra mutatja. E kör hossza nagyobb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nál. [G. A. Dirac, Proc. London Math.
            Soc. 2 (1952) 69–81]
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    82. ábra.
				




	28. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek van egy legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél több él van, és így az indukciós
            feltevés szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nál hosszabb kört. Tehát feltehetjük,
            hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjának foka legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Azt is megállapítjuk, hogy ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem 2-szeresen összefüggő, mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            miatt az következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            vagy 2-re 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és az indukció ismét alkalmazható. Tehát
            feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő. Ekkor 10.27-ből
            az adódik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú kört.
Az állítás éles minden olyan gráfra, melynek
            tagjai teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szögek. [P. Erdős
            P.–T. Gallai, Acta
            Math. Acad. Sci. Hung.10 (1959),
            337–356]

	29. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tetszőleges 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli út. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-út olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontokkal, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális. Tegyük fel, hogy az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-utakat már kiválasztottuk, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontjaira 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal összekötő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-út (ilyen út létezik, mert 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            2-szeresen összefüggő), és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek az utóbbi halmazbeli 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            végpontja a lehető legnagyobb. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], megállunk; legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ezen értéke.
A definícióból következik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Az is igaz, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            hiszen ellenkező esetben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t választhattuk volna 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            helyett. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Hasonló érveléssel belátható, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            független utak. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az ötlettárban leírt
            struktúrájú.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            páratlan (a páros eset hasonlóan
            kezelhető, így az olvasóra bízzuk). Ekkor az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közti ív nem hosszabb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél, hiszen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-gyel kört alkot. Hasonlóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-íve és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-íve kört alkot 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-ívével (ez utóbbi degenerálódhat; 83.
            ábra), és így összhosszuk legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Hasonlóan kapjuk azt, hogy az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ív és a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ív hosszának összege legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami bizonyítja az állítást. [H.-J. Voß,
            G. Dirac]
[image: 10. Gráfok extremális problémái]
                    83. ábra.
				




	30. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Bármely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            közül legfeljebb az egyikkel
            szomszédos. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Adjuk össze ezt minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élre, ekkor minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontosan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szer szerepel a bal oldalon, azaz 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Itt 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [W. Mantel, Wiskundige Opgaven 10
            (1906) 60–61. Más egyszerű bizonyításokat kapunk a
            Turán tétel megoldásainak (10.34 és 10.35)
            specializációjával.]

	31. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tetszőleges pontja. Ekkor nincsen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek két olyan szomszédja, melyek
            szomszédosak lehetnének, így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            be a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy minimális pont-lefogása. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden élét reprezentálja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy pontja, tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Mivel 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            az előző feladat eredménye ebből is
            következik.

	32. feladat FÖ
	Nevezzünk egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hármast rossznak, ha nem feszít
            háromszöget sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, sem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Ekkor az olyan rossz hármasok
            száma, melyek által feszített élek közül pontosan egy
            tartalmazza az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            a rossz hármasok számának kétszerese. Emiatt
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            háromszögeinek száma együtt 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(a) Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-reguláris, ez a formula a következő
            egyszerűbb alakot ölti: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            mint azt állítottuk.
(b) Tudjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            háromszögeinek száma legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


              Megjegyzés: Ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re pozitív, ami Ramsey tételének (14.
            fejezet) egy nagyon speciális esete.
            [A. W. Goodman, Amer. Math. Monthly66 (1959), 778–783.]

	33. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal is, azaz legalább ennyi háromszög
            tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            a háromszögek számát alulról becsli. Mivel
            ebben a szummában 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontosan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szer fordul elő, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            háromszögeinek a száma legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            A Cauchy–Schwartz egyenlőtlenség szerint ez
            legalább 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [uo.]

	34. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], az állítás nyilvánvaló.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben (ilyen részgráf 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukció miatt létezik, vagy
            „telíthetjük” 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t új élek felvételével addig, amíg
            nem keletkezik teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög, és tekinthetjük 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            helyett a telített gráfot). Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget, akkor minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfnak nem több mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjával szomszédos. Így a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfban több mint 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            él van. Az indukciós feltevés szerint ebből
            az következik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget, gráfot, és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is.
Az egyenlőséget akkor érjük el, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és két pont akkor és csak akkor
            szomszédos, ha különböző 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazba tartoznak.
Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor azt állítjuk, hogy egy
            háromszögmentes egyszerű gráfban akkor van a legtöbb
            él, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és két pont megint akkor és csak
            akkor szomszédos, ha különböző osztályba tartoznak.
            Ezen élszám 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Ez az állítás 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra triviálisan igaz és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval a fentivel azonos
            módon bizonyítható. [Turán P.]

	35. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            maximális fokú pont és jelölje 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédai által feszített részgráfot.
            Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-on van egy olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            részgráf, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus és eleget tesz a
            következőknek: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval adódik, mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t definiáljuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n úgy, hogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élein kívül 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontját 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjával összekötjük.

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nyilvánvalóan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus. Azt is tudjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

Vegyük észre, hogy Turán tétele közvetlen
            következmény. Hiszen legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szín-osztályai, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            A jobb oldal akkor maximális, ha az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-k annyira közel vannak egymáshoz,
            amennyire ez lehetséges; azaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ez Turán korlátját adja. [Erdős Pál,
            Mat. Lapok21 (1970), 249–251]

	36. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyszerű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráf, mely nem tartalmaz 4
            hosszúságú kört. Számoljuk meg azokat az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontpárokat, melyekből mindkét pont
            szomszédos ugyanazzal a harmadik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal.
Egy rögzített 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ilyen párt számolunk. Másrészről
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párt legfeljebb egyszer számoltunk,
            hiszen ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nél is számbavettük volna, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            négyszöget alkotna. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Itt a Jensen-egyenlőtlenség miatt 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami miatt 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(b) Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjai a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fölött értelmezett projektív tér
            pontjai, és az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontokat akkor és csak akkor kössük
            össze, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (ez azt jelenti, hogy akkor kötjük
            őket össze, ha a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kúpszeletre nézve konjugáltak; homogén
            koordinátákat használunk).
Bármely adott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponttal szomszédos pontok a geometria
            egy egyenesét alkotják ([image: 10. Gráfok extremális problémái]
            polárisát), mely akkor és csak akkor
            halad át 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-n, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            rajta van a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kúpszeleten. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontja 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            fokú, és a maradék 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont foka 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Másrészről 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz 4 hosszúságú kört.
            Valóban, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            két pont, akkor polárisaik egyetlen
            pontban találkoznak (mivel triviálisan különböző
            egyenesek), így bármely két pontnak legfeljebb egy
            közös szomszédja van. [I. Reiman, Acta
            Math. Acad. Sci. Hung.9 (1959),
            269–279.]

	37. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármely adott 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-esét legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont szomszédsága tartalmazza. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédsága 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-est tartalmaz. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            A bal oldalt a Jensen-egyenlőtlenséggel
            próbáljuk alulról becsülni. Sajnos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            csak az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            esetben konvex. De legyen 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            konvex, és mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egész, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Mármost ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor nincs mit bizonyítanunk.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], ekkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            [K. Zarankiewicz problémája;
            T. Kővári–V. T. Sós–P. Turán,
            Colloqu. Math.3 (1954), 50–57.]

	38. feladat FÖ
	(a) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], akkor az állítás igaz. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elég nagy, akkor az indukciós feltétel
            szerint találunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            diszjunkt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elemű halmazt, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, melyekre bármely két különböző 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazba tartozó pont
            szomszédos.
Jelölje 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            azon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli pontok halmazát, melyek minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjával szomszédosak. Ekkor legalább
            
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            él hiányzik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            között. Másrészről legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él hiányzik egy adott pontból, és így
            legfeljebb 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            él hiányzik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            között. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami miatt 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nagy, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is nagy lesz.
Válasszunk minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ből 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel szomszédos pontot. Ha 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            akkor szükségszerűen ugyanazt a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-est választjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            különböző 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli ponthoz. De ezen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont a hozzájuk tartozó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-essel együtt egy keresett teljes
            páros részgráfot alkot.
(b) Hagyjunk el egy pontot, melynek foka kisebb
            mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            (ha van ilyen); az így kapott
            részgráffal tegyük ugyanezt, stb. Tegyük fel, hogy
            elakadunk, azaz olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfot kapunk, melyben minden pont
            foka legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elég nagy, az előző feladatból
            következik az állítás. Tehát elég azt megmutatni, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem lehet túl kicsi (és hogy
            egyáltalán elakadunk, azaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]). 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            konstruálása során összesen legfeljebb
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            élt hagytunk el. A maradéknak legfeljebb 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            éle van, tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            vagy ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nagy, akkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is, és az állítás következik.
(c) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Tekintsük a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            Turán-gráfot, mint 10.34 megoldásában.
            Ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus és emiatt nem tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            vagyis 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Indirekte tegyük fel, hogy tetszőlegesen
            nagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráfok vannak, melyek nem tartalmazzák
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy példányát, és melyekre 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Ekkor (b) szerint egy megfelelően nagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmazna 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan diszjunkt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            méretű halmazt, melyekre bármely két
            különböző ilyen halmazba tartozó pont szomszédos. De
            ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            már eleve részgráfja ezen
            részgráfoknak, ami ellentmondás.
            [P. Erdős–A. H. Stone,
            Bull. Amer. Math. Soc.52 (1946),
            1089–1091. Ez a bizonyítás P. Erdős
            –M. Simonovits, Studia Sci. Math. Hung.1 (1966) 51–57. egy specializációja.]

	39. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Először az ötlettárban
            megfogalmazott állítást bizonyítjuk,
            pontosabban:
([image: 10. Gráfok extremális problémái]) Ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élű egyszerű gráf és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, akkor tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            feszített részgráfot, melyre 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

Valójában 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t úgy választjuk, hogy egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élű gráf tartalmazzon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            diszjunkt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan halmazt, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és bármely két különböző 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazba tartozó pont szomszédos.
            Ilyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]10.38b szerint létezik, mivel 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

Mármost minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra kell, hogy legyen legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli pont, mely nem szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel. Ellenkező esetben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden halmaz legalább egy pontjával,
            és egy kivételével minden halmaz legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontjával szomszédos lenne. Így
            választhatnánk egy olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            halmazt, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos mondjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjával, és legalább egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli ponttal. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus, a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            által feszített részgráf tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, ami ellentmondás.
Vegyük észre azt is, hogy egyenlőség csak akkor
            állhat fenn, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy kivételével minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjával, de ezen egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyetlen pontjával sem szomszédos.
            Tegyük fel, hogy az egyenlőség minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re fennáll. Ekkor az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-eket besorolhatjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            osztályba, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ba úgy, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden pontjával, de 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egyetlen pontjával sem. Két azonos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-be tartozó pont nem lehet szomszédos,
            hiszen ekkor a fenti módon találnánk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus. A 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-kromatikus gráfok közül természetesen
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak van a legtöbb éle, ami ellentmond
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak.
Tehát valamely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-nak 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nál kevesebb pontjával szomszédos.
            Így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elhagyásával kevesebb mint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él szűnik meg. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            minden osztályából 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont elhagyása pontosan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élt szüntet meg, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t eredményezi. Tehát 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Ezzel ([image: 10. Gráfok extremális problémái])-ot bizonyítottuk.
Indirekte tegyük fel, hogy van egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú, legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            élű egyszerű 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            gráf, mely nem tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Válasszunk olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            feszített részgráfokat, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(5)





            Nézzük meg, hogy a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            sorozatnak mikor van vége. Tegyük fel,
            hogy ez a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ik lépésben következik be. ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) szerint találunk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, kivéve, ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], vagy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. (5) azonnal kizárja az első két
            lehetőséget. Viszont ha 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            akkor 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            és így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami ellentmondás. [M. Simonovits,
            Theory of Graphs (P. Erdős–G. Katona, szerk.)
            Akadémiai Kiadó, Budapest, 1968, 270–319.]

	40. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szögek és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            a teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szögek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben. Tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög, és tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szög.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            olyan nem 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-beli pont, mely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel együtt nem alkot teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szöget. Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem szomszédos valamely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-vel. Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            az 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-t tartalmazó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            elemű részhalmazai. Ekkor bármely 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pár egy teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráfból és egy nem teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráfból áll, és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Így 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            egy alsó korlát azon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párok számára, melyekben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráf, 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy nem teljes 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú gráf és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].
Másrészről az ilyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            párok száma nyilvánvalóan 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Tehát azt kapjuk, hogy 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(6)





            Tudjuk, hogy 
    
	[image: 10. Gráfok extremális problémái]	(7)




(6) bal oldala egyenlő a 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            kifejezéssel, míg a jobb oldal becsülhető a
            Jensen-egyenlőtlenséggel: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Innen (a) adódik.
            [J. W. Moon–L. Moser,
            Mat. Kut. Int. Közl.7 (1962),
            283–286.]
(b) Az ötlettárban kimondott ([image: 10. Gráfok extremális problémái]) becslés (a)-ból egyszerű indukcióval
            adódik. Ezután ([image: 10. Gráfok extremális problémái])-ból következik, hogy 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	41. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            bármely ponthármasa vagy 3 hosszúságú
            irányított kört, vagy tranzitív háromszöget alkot. Ha
            két élnek közös kezdőpontja van, akkor pontjaik
            tranzitív háromszöget alkotnak és minden tranzitív
            háromszög tartalmaz ilyen élpárt. Így a tranzitív
            háromszögek száma 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            (A Jensen-egyenlőtlenség miatt, mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]). Tehát a 3 hosszúságú irányított
            körök száma legföljebb 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]

(b) Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és jelölje 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            rendre azon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontok halmazát, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], illetve 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Kell, hogy legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nal összekötő él, különben 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            nem lenne erősen összefüggő. Ez az él 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel együtt 3 hosszúságú irányított
            kört alkot.

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval bebizonyítjuk,
            hogy a 3 hosszúságú körök száma legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra ez nyilvánvaló.

              6.13 szerint találunk olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontot, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            erősen összefüggő; így az indukciós
            feltétel miatt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3 hosszúságú irányított kört
            tartalmaz. Mint azt fent megjegyeztük, legalább egy 3
            hosszúságú irányított kör szomszédos 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel; így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3 hosszúságú irányított kört
            tartalmaz.

              Megjegyzés: Mindkét állítás alapvetően éles: ha 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            páratlan, akkor 5.13 szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-nek van olyan irányítása, hogy minden
            pont kifoka 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és ezen turnement pontosan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 3 hosszúságú irányított kört
            tartalmaz. Másrészről tekintsünk egy tranzitív
            turnamentet és fordítsuk meg az „első” és „utolsó”
            pontját összekötő 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            él irányítását. Ekkor olyan erősen
            összefüggő turnamentet kapunk, melyben minden 3
            hosszúságú irányított kör tartalmazza 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t, tehát ezek száma 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

	42. feladat FÖ
	Először 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval megmutatjuk, hogy
            minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-hez minden 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ponton keresztül létezik 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú irányított kör. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra az állítás igaz, mert 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]6.11 miatt tartalmaz Hamilton-kört.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái].

              6.13 szerint van olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            erősen összefüggő. Tehát 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú irányított kört, és így 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            is.
Most már úgy, mint az előző megoldás (b)
            részében, könnyű indukcióval adódik, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            hosszúságú irányított kört tartalmaz.
            Így az irányított körök teljes száma 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Az állítás éles arra a turnamentre, melyet a
            tranzitívból a Hamilton út éleinek megfordításával
            kapunk.

	43. feladat FÖ
	Azt már tudjuk, hogy Hamilton út létezik (lásd
            5.20). Legyenek 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            független élek. Az a Hamilton út,
            melynek a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ik éle 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái], egyértelműen meg van határozva. Így
            a Hamilton utak száma nem nagyobb annál,
            ahányféleképpen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            független élt ki tudunk választani (és
            rendezni).

              [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kiválasztására 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            lehetőségünk van; 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], stb. Így ahányféleképpen
            kiválaszthatjuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t kiválaszthatjuk, az 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


	44. feladat FÖ
	(a) Feltehetjük, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tartalmaz 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív részturnamentet. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re az állítás triviális.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], és válasszunk egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-t. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            rendre azon 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontok halmaza, melyekre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Mivel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái], feltehetjük, hogy pl. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Ekkor az indukciós feltétel szerint 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            tranzitív részturnamentet feszít. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-szel együtt 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív részturnamentet
            ad.
(b) Az állítást 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re az állítás ismét triviális. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Definiáljuk 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-et a következőképpen: 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Ekkor 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            konvex függvény.
Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            és legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            kifoka 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. Az indukciós feltétel szerint
            legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            darab 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív turnamentet feszít az a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            számú pont, melyekkel 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            össze van kötve; ez 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            forrású tranzitív turnamentet ad.
            Tehát a 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív turnamentek száma 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            (és mivel [image: 10. Gráfok extremális problémái]),
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            ami bizonyítja az állítást.
(c) Ez alkalommal 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-re alkalmazunk indukciót az ötlettár
            állításának bizonyításához. 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ra az állítás igaz. Legyen 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]. 6.13 szerint van olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pont, melyre 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            erősen összefüggő. Tehát legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            3 olyan 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-as van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-ben, mely tartalmaz 3 hosszúságú
            irányított kört. 10.40 megoldásából azt kapjuk, hogy
            van 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-en áthaladó 3 hosszúságú irányított
            kör és van további 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái][image: 10. Gráfok extremális problémái]-as, mely ezt a háromszöget
            tartalmazza. Ebből 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            3 hosszúságú irányított kört tartalmazó 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]-as adódik, mint azt
            állítottuk.
Mivel egy 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            pontú tranzitív turnament nem
            tartalmaz irányított háromszöget, ezek száma 
            
[image: 10. Gráfok extremális problémái]


            Figyeljük meg, a 10.41 megoldásában szereplő
            turnamentre egyenlőség áll.





[13] Valójában legalább 
            [image: 10. Gráfok extremális problémái]
            ilyen élt tartalmaz; de ezt az
            észrevételt nem használjuk fel.



41. fejezet - 
        11. Gráfok spektruma és véletlen séták




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	
              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora hozzárendeli az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            számokat az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontokhoz olyan módon, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szomszédaihoz rendelt értékek összege 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. A tekintett gráfoknak olyan egyszerű
            a szerkezetük, hogy találgatással megsejthetünk egy
            ilyen hozzárendelést.
A teljes gráf esetén az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektor az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et adja sajátértékül; továbbá,
            vehetjük az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakú vektorokat, melyek lineárisan
            függetlenek, és a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátérték tartozik hozzájuk, melynek
            multiplicitása így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lesz. Mivel összesen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértéket kaptunk így, ezzel meg is
            határoztuk az összeset.
A csillag esetén olyan sajátvektorokat keresünk,
            melyek a középponthoz az 1 értéket rendelik hozzá. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a megfelelő sajátérték, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értéket kell hozzárendelnünk az összes
            többi ponthoz, így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ez két sajátvektort és két sajátértéket ad.
            Ahhoz, hogy a többieket megkapjuk, tekintsünk olyan
            sajátvektorokat, melyek a középponthoz a 0 értéket
            rendelik hozzá. Az ehhez tartozó sajátérték csak a 0
            lehet. Következésképpen a sajátvektorokban a többi
            helyeken tetszőleges számok lehetnek, azzal a
            megkötéssel, hogy az összegük 0 kell, hogy legyen
            [mivel az értéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (a középpontbeli szám) kell, hogy
            legyen]. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lineárisan független ilyen vektor van,
            így ismét megkaptuk az összes sajátértéket.
Általánosabban, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor két sajátvektort kapunk, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et írunk az egyik 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            méretű színosztályra, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et a másikra. Ez a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékeket adja. A többi
            sajátérték 0, mivel az adjacencia mátrixnak csak két
            különböző sora van.
Végül, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú kör, és a csúcsok a
            természetes sorrendben vannak számozva, akkor legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik egységgyök. Ekkor azt kapjuk,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátérték, és tekintve az összes 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egységgyököt, mindet megkapjuk. Így a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kör sajátértékei a következők 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	2. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora, melynek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a sajátértéke, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            foka. Ez rögtön következik, mert 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            reguláris. Hasonlóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektora 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek is, és a hozzá tartozó sajátérték
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós tér egy bázisa, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek ortogonális sajátvektoraiból áll.
            Azt állítjuk, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorok, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek is sajátvektorai. Valóban, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mely, ha kiírjuk, pontosan azt jelenti, hogy
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            gráf 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris. 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valóban sajátvektor, és így, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], …, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei lesznek.
(b) Az ötlettárbeli két egyenlőtlenséget könnyen
            beláthatjuk. Használjuk fel azt a jólismert tényt, hogy
            ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrix és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrix, akkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éle és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontja. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértéke, akkor további 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-k fordulnak elő az első típusúak
            között.) Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek nincs éle, így minden sajátértéke
            0. [H. Sachs].
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
                    84. ábra.
				



(c) A 84. ábra mutatja, hogyan rendeljük a teljes
            ötszög éleihez a Petersen-gráf pontjait olyan módon,
            hogy közös végponttal rendelkező élek nem összekötött
            pontoknak felelnek meg, és vice versa. Így a
            Petersen-gráf megegyezik a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-rel, és 11.1 és (a), (b) szerint, a
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 1, 1, 1, 1, 1, 3.

	3. feladat FÖ
	
              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sora szerint kifejtve, csak két
            nemnulla tagot kapunk: Az egyik, ahol az első, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik oszlopot vesszük az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sorral, a másik, ahol az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ső, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik oszlopok szerepelnek (az összes
            többi kombináció egy csupa nullából álló oszlopot ad
            egyik, vagy másik aldeterminánsban). Az első tagból
            kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; a második tag két determináns, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szorzata, melyek nem felelnek meg a
            karakterisztikus polinomoknak direkt módon. De ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et kifejtjük (ez az aldetermináns 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ső, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik sorokból, és az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ső, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik oszlopból áll) az utolsó oszlopa
            szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t kapjuk; hasonlóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így az előjelet figyelembe véve a
            második tag 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            lesz. [A. Mowshowitz, J. Comb. Th. B 12
            (1972) 177–193; L. Lovász–J. Pelikán, 
            Periodica Math. Hung.3 
            (1973) 175–182.]

	4. feladat FÖ
	Indukciót végzünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re vonatkozóan.
Az állítás igaz erdőkre, melyeknek nincs egy élük
            sem. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Az előző gyakorlat szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és az indukciós feltevés szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]) a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben ill. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A formula bizonyításához elegendő
            megmutatni, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éleinek a száma, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éleinek a száma, nyilvánvalóan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Továbbá, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, azaz, az olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, melyek nem tartalmazzák 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Másrészt a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosításoknak egy természetes
            kölcsönösen egyértelmű leképezésük van a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosításokra, melyek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t tartalmazzák. Így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások teljes száma, ahogy
            állítottuk [ibid.].

	5. feladat FÖ
	(a) 11.4 szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elemű párosítások száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben; ez jelenti azt, hogy
            hányféleképpen választhatunk ki 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nemszomszédos élt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből, ami 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-val egyenlő 1.31 szerint.
(b) 1.29-ben levezettük az alábbi rekurzív
            relációt: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és a (b) formulát ennek segítségével
            bizonyítottuk (vegyük észre, hogy ez a rekurzív
            összefüggés 11.3 egy következménye is egyben). Ez (a)
            egy egyszerű induktív bizonyításához vezet, melynek
            részleteit az olvasóra hagyjuk. (c) 1.29-ből megkapjuk
            az út sajátértékeit, melyre a következő értékek
            adódnak: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [ibid.]
(d) Az ötlettárban megadott rekurzió azt jelenti,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektor; ha vesszük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlőséget, akkor a rekurzió
            teljesül 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén is. Ebből, úgy mint 1.29-ben,
            kifejezhetjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakban, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            egyenlet gyökei. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból azt kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így (megfelelően normálva)
            feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik egységgyök; 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ezt az egyenletet 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra megoldva, kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik egységgyök. Ebből azt kapjuk,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
                    85. ábra.
				




	6. feladat FÖ
	Az olyan fák, melyekben nincs 3 független él, a
            85. ábrán látható alakúak. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy gráf az első osztályból, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a másodikból. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-elem párosítások számát 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, ill. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ha találunk olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értékeket, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor készen vagyunk, hiszen
            világos, hogy ebből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek ugyanannyi pontja van ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Egy kis kísérletezgetéssel, például
            a következő megoldást kapjuk: 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (Bizonyítható, hogy majdnem minden
            fának van egy „párja”, melynek ugyanaz a spektruma;
            lásd A. Schwenk, New Directions in the Theory of
            Graphs, Acad. Press, 1973, 275–307.)

	7. feladat FÖ
	(a) A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            adjacenciamátrixa a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            adjacenciamátrixából keletkezik, ha az
            1-eseket 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel helyettesítjük ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós egységmátrix), és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t teszünk a diagonálisba. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            úgy keletkezik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ket írunk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-esek helyére 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-k helyébe: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kommutálnak, ez azt adja, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ebből a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]).
(b) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ezzel a jelöléssel, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami azt jelenti, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a Kronecker-szorzata az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrixoknak.

              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ill. a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Hasonló okoskodás mutatja, hogy a gyenge
            szorzat sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. [D. Cvetković, Univ. Beograd, Publ.
            Elektrotehn. Fak. Ser. Mat. Fiz. 354–356 (1971)
            1–50.]

	8. feladat FÖ
	Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik koordinátája 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Vegyünk itt egy tagot és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (azaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Azt állítjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor és csak akkor teljesül, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Valóban, tekintsük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül definíció szerint. Másrészt, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kommutatív) és így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re képezi le 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így mindketten vagy élek, vagy
            nemélek.
Így, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            végigfut az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes szomszédján, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pont végigfut az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes szomszédján (ez különböző 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontokra különböző, mert 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            reguláris). Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik koordinátájára adott formula így
            írható át: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mely mutatja, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektor, és sajátértéke 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Megjegyezzük, hogy mivel egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kommutatív csoportnak pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            különböző karaktere van (és
            mindegyikre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így nem adnak párhuzamos
            vektorokat), a fentiekben talált sajátértékek kiadják a
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes sajátértékét. (A nem-kommutatív
            csoportok esetére lásd L. Lovász, Periodica Math. Hung.6 (1975) 191–195.)

	9. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Reprezentáljuk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontjait 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú 01-vektorokkal, melyek
            közül kettő akkor és csak akkor van összekötve, ha
            pontosan egy helyen különböznek. Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            01-vektorra az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            leképezés automorfizmusa a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek (ahol az összeadás modulo 2
            értendő). Geometriailag, ezek azok az automorfizmusai a
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, melyek megőrzik az élek
            irányítását; ezek bizonyos affin alterekre vonatkozó
            tükrözések. Ezek egy kommutatív, reguláris 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csoportot alkotnak, amely (mint egy
            absztrakt csoport) izomorf 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nel.
A karaktereket a következőképpen kaphatjuk meg:
            legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Könnyű belátni, hogy ezek karakterek, és
            mivel a számuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ezek alkotják az összes karaktert.
            Így egy sajátértéket a következőképpen kapunk: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            definíciója szerint, az itt tekintett 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sorozatok pontosan azok, melyeknek
            egyetlen nemnulla elemük van. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Tehát 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


              Második megoldás.
              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a Descartes összege a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            példányának. Így 11.7a szerint, a
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakúak, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei. A befejezés ugyanúgy
            történik, mint az előző megoldásban.

	10. feladat FÖ
	A 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            leképezések a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek automorfizmusai, melyek egy
            ciklikus, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edrendű 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csoportot alkotnak, mely tranzitívan
            hat 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            karakterei a következőképpen adhatók
            meg: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 11.8 szerint, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            alakúak, ahol 1 össze van kötve 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-val. Hasonlóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 1 szomszédai. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektruma megegyezik, kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mod 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vett maradékát, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a következő polinom gyöke 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a minimálpolinomja 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ezért következik, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], kapjuk; 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], azaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. De ez azt jelenti, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden tagja 0 lesz, azaz 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami az állítást bizonyítja. [D. Z. Djoković,
            Acta Math. Acad. Sci. Hung.21 (1970) 267–277; B.
            Elspas–J. Turner, J. Comb. Th.9 (1970)
            297–307.]

	11. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak van nemnulla kifejtési tagja;
            mondjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy permutációja. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Ha mondjuk, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]) a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            két színosztályának egyike, akkor az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            élek függetlenek, és mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 1-faktorát alkotják.

	12. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            olyan pontidegen részgráfok, mint azt
            a 10. ábra mutatja, melyek lefedik az összes pontot
            (így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            végpontjainak a halmaza és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor minden pont 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            két pontjával 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek pedig egy pontjával van
            összekötve. Így legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ami azt mutatja, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátérték. [H. Sachs. Wiss. Z.
            Tech. Hochschule Ilmenau, 19 (1973) 83–99.]

	13. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek egy feszítő részgráfja; különben,
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maradék pontjait hozzávehetjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-höz, mint izolált pontokat, és ez
            csak 0-kat ad a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektrumához, így nem változtatja meg
            a maximális sajátértékét.
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékkel, és nem-negatív
            elemekkel. Feltehetjük még azt is, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elemei nem-negatívak, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Másrészt, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	14. feladat FÖ
	(a) I. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú vektor, melynek minden elem
            1. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy vektor, melynek az elemei a fokok,
            és így, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

II. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy maximális fokú pont csillagát.
            Ekkor, 11.1 szerint, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maximális sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. 11.13 szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

III. Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlőtlenséget a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            definíciójából kapjuk.
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tartozó sajátérték; feltehetjük,
            hogy a maximális koordinátája, mondjuk az első, egyenlő
            1-gyel. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            így az első koordinátákat tekintve, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

IV. Tegyük fel, hogy itt egyenlőséget kapunk.
            Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            első koordinátája ugyanaz a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], azaz, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ez csak akkor teljesülhet, ha minden
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, mely az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szomszédja, teljesül 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor a fenti érvelés alkalmazható
            ezekre a pontokra, és innen ezek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szomszédaira szintén kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így tovább: mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő, azt kapjuk végül is, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül minden pontra. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            kiadja, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris.
(b) Az ötlettárbeli két azonosság könnyen
            látható: Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből a felső korlát következik. Az alsó
            korlát az I. beli érvelésből következik.
(c) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            részgráfja a teljes 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-adikus, gyökerezett 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            fának. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 11.5(d) szerint. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	15. feladat FÖ
	Az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            formula könnyen következik.
Mivel minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pozitív szemidefinit, az összes
            sajátértéke nem-negatív. Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Továbbá, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrix rangja). Így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek van legalább egy 0 sajátértéke,
            azaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek legalább egy sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. [A. J. Hoffman, in Beiträge zur
            Graphentheorie, Teubner (1968) 75–80.]

	16. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy automorfizmusa; definiáljuk a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrixot a következőképpen: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy permutációs mátrix, azaz minden
            sora és oszlopa pontosan egy 1-est tartalmaz. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Az a tény, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy automorfizmus ekvivalens az alábbi
            relációval: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mert ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik eleme 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlőségek határozzák meg. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            párt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            párra képezi le, és ez akkor és csak
            akkor automorfizmus, ha 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mint állítottuk.

              [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szimmetrikus, így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ortogonális mátrix. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            vagy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Egy mátrixot 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-lel balról (jobbról) szorozni azt
            jelenti, hogy megszorozzuk az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik sorát ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik oszlopát) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel, minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értékre. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a feltétel szerint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, ebből az következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy diagonális mátrix, mondjuk 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt azonban, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ortogonális mátrixok, így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            is az. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. De ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Könnyű látni, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez hozzárendelt permutációs mátrix,
            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. [A. Mowshowitz, in Proof Techn. in
            Graph Th. Academic Press, 1969, 109–110; M.
            Petersdorf–H. Sachs, in Combin. Th. Appl. Coll. Math.
            Soc. J. Bolyai 4, 
            Bolyai–North-Holland, (1970) 891–907.
            Irányított gráfokra lásd C. Y. Chao, J. Comb. Th.3
            (1971) 301–302.]

	17. feladat FÖ
	Mivel 11.16 szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden eleme másodrendű, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kommutatív (ugyanis 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tranzitív a pontokon, akkor ebből
            következik, hogy reguláris[14]. 
            Így 11.8 alkalmazható, és kapjuk, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sajátértéke 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            alakú, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            karaktere. Továbbá, mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra, az összeadandók itt mind 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-esek és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ez pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értéket hagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékünk van, mindegyik
            különböző, kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyszerű gráf, ezért teljes gráf kell,
            hogy legyen, de ez lehetetlen újra, kivéve, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlő sajátértéke van (lásd 11.1).
            [ibid.].

	18. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            olyan részgráfok, melyeket egy
            legnagyobb teljes részgráf ill. egy legnagyobb
            független halmaz feszít ki. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szimmetrikus almátrixai az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            azt kapjuk az ötlettárbeli tétel szerint,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Hasonlóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 0,…,0 és ezért 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	19. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel először, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátérték. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tartozó sajátérték, és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(1)





    másrészt 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(2)





            (mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a maximuma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak).

              (1)-t és (2)-t összehasonlítva, kapjuk,hogy
            mindenütt egyenlőség kell, hogy álljon (2)-ben. Így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tartozó sajátérték, és mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyik eleme sem 0. Továbbá, az alábbi
            összegben 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            minden nemnulla tagnak ugyanaz kell, hogy
            legyen az előjele, és mivel az összeg negatív, minden
            összeadandó negatív. Így, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-knek különböző előjelük van. Így, ha 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 2-színezését adja a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek.
Megfordítva, legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy páros gráf, és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékhez tartozó sajátvektor.
            Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 2-színezése és legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik koordinátája 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (mivel itt minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]) teljesül, és hasonlóan, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektor, és a hozzátartozó
            sajátérték 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Hasonló gondolat bizonyítja a (b)
            „csak akkor” részét is.
(b) Tegyük fel, hogy a spektrum szimmetrikus az
            origóra vonatkozólag. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő, akkor (a) bizonyítja a
            tételt. Az általános esetet erre vezetjük vissza,
            indukciót végezve a komponensek száma szerint.
Vegyük észre, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektruma az uniója a komponensek
            spektrumának (ugyanabban az értelemben, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a komponensek spektrumában 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            multiplicitással fordul elő, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lesz a multiplicitása a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektrumában 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a legnagyobb sajátérték, és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy olyan komponens, melynek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátértéke. Ekkor a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és mivel nagyobb nem lehet, ezért csak
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lehet. Így (a)-t alkalmazva 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros. Így a spektruma szimmetrikus az
            origóra. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektrumát úgy kapjuk, hogy elhagyjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektrumát a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektrumából. Mivel mindkét spektrum
            szimmetrikus, így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektruma is. Indukcióval következik,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros. Mint már láttuk, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            is páros, ezért 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            is az.

	20. feladat FÖ
	Indukciót végzünk a pontok száma szerint.
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-fokú pont, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a minimális fokszámot jelöli. 11.14
            szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke. 11.13 szerint,
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így az indukciós feltevés szerint 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Színezzük ki 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            színnel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ez a színezés kiterjeszthető 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re is, és így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            [H. S. Wilf].

	21. feladat FÖ
	(a) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy az indexek
            alkalmas választása mellett, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a következő formában írhatjuk fel 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-es mátrix, és persze, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], itt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            színű pontok száma.
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tartozó sajátvektor. Vágjuk szét 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            darabokra, melyeknek a hossza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tetszőleges ortogonális mátrix, melyre
            teljesül, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora. Továbbá, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakja 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Válasszuk ki az összes 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            almátrix bal felső sarkában lévő
            elemét ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]), ezek egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-as 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            almátrixot alkotnak. Vegyük észre,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora; mert 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora, és az elemei 0-k
            azokon a helyeken, melyek a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azon sorainak és oszlopainak felelnek
            meg, amelyeket elhagyunk,hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t kapjuk. Továbbá, az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hoz tartozó sajátérték 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei. Mivel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            főátlójában 0-k vannak, ezért 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Másrészt, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátértéke, és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            míg a 11.18 bizonyításában idézett, a
            sajátértékekre vonatkozó tétel szerint 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [A. J. Hoffman, Graph Th. Appl. Academic
            Press (1970) 79–91.]
(b) Legyen a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-színezésében 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontnak az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik színe 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sor az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrixban, melyek az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik színnek felelnek meg, egyenlő
            lesz, ebből következik, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            rangja legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            0 lesz a a sajátértékek között;
            továbbá, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel jelöljük a a vektort, melyre 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ekkor az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            0-hoz tartozó sajátvektor ortogonális
            mindegyik 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re. Az olyan sajátvektorokat keressük
            most, melyek 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(3)





            alakúak; ezek különbözni fognak a fent
            említettektől és ha találunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t közülük (azaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hozzájuk tartozót), akkor mindet
            megkaptuk. (3) sajátvektor, a hozzátartozó sajátérték
            akkor és csak akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ha 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(4)





            azaz, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátérték és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a hozzá tartozó sajátvektora az 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mátrixnak. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sajátértéke nem-pozitív, kivéve
            a legnagyobbat. Hogy ezt megmutassuk, írjuk fel (4)-t,
            mint 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(5)





            Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valamely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, akkor nincs mit megmutatnunk.
            Különben 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és ezért, feltehetjük, hogy 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(6)





            Ekkor (5)-ból következik, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ebből (6) szerint 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(7)





            Könnyű belátni, hogy (7)-nek pontosan egy
            pozitív gyöke van. Így az az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes sajátértéke, kivéve egyet, mind
            nem-pozitív.
Így, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legkisebb sajátértéke, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a legnagyobb, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontosan az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átlójában 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-k vannak, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami az állítást bizonyítja.

	22. feladat FÖ
	Az ötlettárbeli azonosság könnyen igazolható a
            két oldalon lévő együtthatók összehasonlításával. Az
            egyenlőtlenség abból az észrevételből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            definiálja a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alteret, mely ortogonális az
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, mely az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek sajátvektora, és így invariáns 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re. Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kvadratikus forma sajátértékei, erre
            az altérre megszorítva, a következők 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	23. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a pontoknak egy maximális független
            halmaza. Definiáljunk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektort a következőképpen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mivel minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            közötti él 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-tel járul hozzá az összeghez,
            miközben a többi él adaléka 0. 11.22 szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből az állítás következik. [vö. L.
            Lovász, IEEE Trans. Inf. Theory25 (1979), 1–8.]

	24. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy teljes páros gráf. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden pontját, mint izolált pontot
            adjuk hozzá 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Jelöljük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            2-színezését. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pozitív és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            negatív négyzet összege. Így, mint az
            jól ismert, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mindkettő következik, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azon 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorok alterét, melyekre 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a negatív sajátértékű sajátvektorok
            által kifeszített alteret. Ekkor világos, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [R. L. Graham–H. O. Pollak, Graph
            Th. Appl. (Lecture Notes in Math. 303, Springer 1972)
            99–110.]

	25. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            különböző sajátértékeinek a száma, és
            tegyük fel indirekt módon, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átmérője legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes különböző sajátértéke. Mint az
            jól ismert, 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(8)





            Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            két pont, melyeknek a távolsága 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (ilyenek léteznek, hiszen a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átmérője legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Vegyük észre, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik elem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, azon 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-séták száma, melyek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságúak; mert ez 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és egy tag 1 ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy séta, és 0 különben.
Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban pozitív, de 0 az összes többi
            tagban (8)-ben, ami ellentmondás.

	26. feladat FÖ
	Tekintsük a következő három állítást:
(i) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris.
(ii) Létezik olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            polinom, melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták];
(iii) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sajátvektora a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek is sajátvektora, azaz párhuzamos,
            vagy ortogonális [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re.
(ii) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (iii). Legyen [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy tetszőleges sajátvektora; így
            sajátvektora az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tetszőleges polinomjának, speciálisan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek.
(iii) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (i). Mivel az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektorai kifeszítik az egész
            teret, valamelyikük [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel kell legyen egyenlő. Jelölje
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez tartozó sajátértéket, ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            pontosan azt a tényt fejezi ki, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nemösszefüggő, mondjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Definiáljuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t a következőképpen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor az [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek egy sajátvektora, de 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek nem, ami ellentmondás.
(i) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (ii). Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris, [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] egy sajátvektor, melynek
            sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektorokból álló bázisa az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, az ennek megfelelő sajátértékek
            pedig 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Világos, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Tekintsünk egy olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            polinomot, melyre teljeül, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy egyszeres sajátérték, és ez a
            definíció értelmes. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és ezért az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hatása egy bázison, ugyanaz lesz, mint
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hatása; és így, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. [A. J. Hoffman, Amer. Math. Monthly70 (1963) 30–36.]

	27. feladat FÖ
	A projektív síkok alapvető tulajdonságaiból
            kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a sík rendje. Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei: 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (kétszer) és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-szor). Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            spektruma szimmetrikus az origóra
            (lásd 11.19), így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [A. J. Hoffman, Proc. Amer. Math. Soc.16
            (1965) 297–302.]

	28. feladat FÖ
	(a) (i) azt a tényt fejezi ki, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átlójában minden elem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel egyenlő; (ii) azt a tényt fejezi
            ki, hogy az átlón kívüli elemek mindegyike 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Vegyük észre, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (ii) szerint összefüggő, és nem páros,
            mivel újból csak (ii) szerint, tartalmaz háromszögeket.
            Így 11.19-ből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem sajátértéke a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            különböző sajátértékei. Így (i)
            szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke, kell, hogy
            teljesüljön 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(9)





            Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértéke egyenlő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátérték egyenlő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel. Mivel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékeinek összege 0, kapjuk,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            racionális, következésképpen egész;
            mondjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(10)





            és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ebből 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(11)





            Továbbá (9) szerint az is teljesül, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            így 
    
	[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]	(12)




(b) Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor (11)-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és ebből (10) szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így (9)-ből kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], azaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Vegyük észre, hogy (11), (10) és (9)-ből
            következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így csak véges sok ilyen gráf van
            egy fix 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re; (4) azt mutatja, hogy még csak
            nem is kell a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes osztóját tekinteni (11)-ban [S.
            S. Shrikhande]
(c) Legyenek a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontjai a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            feletti affin sík nem-függőleges
            egyenesei, és kössünk össze kettőt közülük, ha metszik
            egymást, és a metszéspont rajta van a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előírt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vertikális egyenes egyikén. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ha két nemvertikális 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenes nem metszi 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, akkor van 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            másik, nemvertikális vonal, mely
            metszi mind 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            metszik egymást egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontban, akkor van 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            másik nemvertikális vonal, mely átmegy
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nemvertikális egyenes, mely elkerüli 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, és mind 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, mind 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben metszi. Ez újból 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            közös szomszédját adja az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek megvan a kívánt
            tulajdonsága.

	29. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy sajátvektora, melyhez a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátérték tartozik, továbbá legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy olyan sajátérték, mely a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékhez tartozik, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ortogonális az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektorra, mely a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hez, tartozik, ami azt jelenti, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a legkisebb eleme 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a legnagyobb eleme 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy legrövidebb út pontjainak felelnek
            meg, melyek az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-val kötik össze ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Választhatjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előjelezését úgy, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesüljön. Ekkor (11.22 megoldását
            használva), 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrix tekinthető úgy, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            reguláris 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edfokú gráf adjacency mátrixa.
            Megmutatjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő és az átmérője legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Tekintsünk két csúcspontot, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Világos, hogy létezik egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], páros hosszúságú séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, mely összeköti őket (mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nempáros). Tekintsük a legrövidebb
            ilyen sétát. Elegendő megmutatni, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], mivel ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban, mely összeköti 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Tegyük fel (indirekt módon), hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy legrövidebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-út és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy legrövidebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-út 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, legyen továbbá 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ill. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hossza. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            séta első részét 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel helyettesítve egy rövidebb, páros
            hosszúságú utat nyerünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták] kell, hogy teljesüljön. Hasonlóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. De ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, és rövidebb, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ami ellentmondás.
A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], melynek a multiplicitása 1 kell,
            hogy legyen, mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő (ez 11.19(a)-ból is
            következik). A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            többi sajátértéke 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így a második legnagyobb vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mindkét esetben (a)-ból következik,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből következik az állítás, hiszen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	30. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Az ötlettárbeli elindulást követve,
            kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            definíciója szerint, ebből következik,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	31. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            olyan, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a vektort, melynek elemeire
            teljesül, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-en, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 11.22 szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-höz tartozó egységhosszúságú
            sajátvektor, melyre teljesül, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy tetszőleges mediánsa. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előjelezését megfelelően választva,
            feltehetjük, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

11.30 szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Másrészt, a Cauchy–Schwartz egyenlőtlenséget
            használva 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt a második tényező megbecsülhető a
            következőképpen: 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ezeket az egyenlőtlenségeket összevetve,
            nyerjük, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            innen a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlet szerint fejezhetjük be az
            indoklást. [A. Sinclair–M. Jerrum, Proc. 20th ACM
            STOC (1988), 235–244; lásd még N. Alon, Combinatorica6 (1986) 83–96.]

	32. feladat FÖ
	(a) 11.8 szerint, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 0 pont szomszédai, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. A legnagyobb sajátérték 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Megmutatjuk, hogy van egy ettől
            különböző, de hozzá közeli. Dirichlet Tétele, mely a
            szimultán diofantikus approximációkról szól, létezik
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egész, és olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egészek, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ebből következik, hogy az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            argumentuma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között van, és így a reális része
            legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

11.31(b) szerint ebből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontpárra, válasszuk ki a legrövidebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            utat, mely összeköti őket. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az ilyen utak családját, és az összes
            képüket a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            automorfizmusai által. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli utak totális száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            automorfizmusainak a száma. Továbbá, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            utat tartalmaz, melyek egy adott
            pontpárt összekötnek.
Azt állítjuk, hogy minden él legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli útban van benne. Valóban, ha egy
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            él 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            útban fordul elő, ekkor ez 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden automorfizmusok által vett
            képére is teljesül, és legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            különböző kép van a pont-tranzitivitás
            miatt. Ez 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élt ad, de a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli utak éleinek a totális száma
            legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ami az állítást bizonyítja.
Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-beli olyan utak száma, melyek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-sel kötik össze, pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Másrészt, ez a szám legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [cf. L. Babai, Proc. 23. Ann. ACM Symp. on
            Theory of Computing, 164–174.]

	33. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            három véletlen 1-faktor az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontokon. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy egyszerű 3-reguláris gráf, ami
            pontosan azt jelenti, hogy ezek az 1-faktorok
            kölcsönösen diszjunktak. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et kifejezzük a szitaformulával
            (2.2(a)). Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élre, az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak háromféle rossz választását
            tekintjük: azok, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül. tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            halmazokra, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűségét, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor a szita-formula szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            kivéve, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy párosítás; ebben az esetben 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (Azt az egyszerű tényt használtuk, hogy az
            1-faktorok száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ponton 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].) Ha rögzítjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elemszámokat és hasonlóan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elemszámokat, és vesszük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-at, akkor a választási lehetőségek
            száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A fenti összeget 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben egyenletesen majorálja a
            konvergens 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            sor (melynek összege 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így vehetjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t tagonként. De 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ebből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elég nagy.
(b) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy partíciója; legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Egyszerűség kedvéért tegyük fel,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (mod 2). Annak a valószínűsége,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tartalmaz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            olyan élt, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-sal köti össze, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Használva az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlőtlenséget (lásd 1.42(c)),
            kapjuk a 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            felső korlátot. Mivel a jobb oldal monoton
            nő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ilyen élt tartalmaz, legfeljebb 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Annak a valószínűsége, hogy sem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], sem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], sem 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem tartalmaz több, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ilyen élt, ennek a köbe, és így annak
            a valószínűsége, hogy létezik egy ilyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            partíció, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], melyre ez teljesül, legfeljebb 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Felhasználva, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (lásd újra 1.42(c)-t), kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így annak a valószínűsége, hogy a
            konduktancia kisebb, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], legfeljebb

              
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            nagyságrendű. Meg lehet mutatni, hogy ez
            0-hoz tart, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, felhasználva a
            Stirling-formulát; megadunk még egy kevesebb számolást
            igénylő okoskodást is. Mindegyik tag monoton csökken 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nel, és 0-hoz tart 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén. Így ezt az összeget majorálja
            a 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            végtelen összeg, mely konvergens sor. Így
            vehetjük a határértéket tagonként, és látjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Így, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elég nagy, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            3-reguláris és a konduktanciája
            legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel. [M. Pinsker; egy
            explicit konstrukciót adott meg G. A. Margulis;
            expanderek egy különlegesen érdekes konstrukcióját
            lásd: A. Lubotzky–R. Phillips–P. Sarnak,
            Combinatorica8 (1988), 261–277.]

	34. feladat FÖ
	Az ötlettárbeli egyenlet triviális. Jelöljük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-val a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-mel, a mátrixot,melyet a
            következőképpen definiálunk 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor az ötlettárbeli egyenlet felírható 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakban, és ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a diagonális mátrixot, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            alakú, ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	35. feladat FÖ
	(a) Mivel 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            látjuk, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            eloszlás stacionárius.
(b) 11.34 szerint, egy eloszlás a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n stacionárius akkor és csak akkor,
            ha ez az eloszlás egyben 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek bal oldali sajátvektora, 1
            sajátértékkel. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy pozitív sajátvektorát határozza
            meg, következik a Frobenius–Perron elméletből, hogy 1
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legnagyobb sajátértéke. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy irreducibilis mátrix, a
            Frobenius–Perron elméletből következik, hogy a
            legnagyobb sajátérték, eltekintve egy konstans
            szorzótól, egyértelmű; mivel azonban itt valószínűségi
            eloszlásokat tekintünk, ez a konstans szorzó is
            egyértelműen meghatározott.
(c) A Frobenius–Perron elmélet szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sajátértéke a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            intervallumban van; ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem páros, akkor a 11.19 megoldásához
            hasonló okoskodással következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem sajátérték. Így következik, hogy
            (tekintve például az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            Jordan normál formára hozott alakját) 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]), ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek az 1-hez tartozó bal és jobb
            oldali sajátvektorai, úgy normalizálva, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesüljön. Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éppen a stacionárius eloszlás. Így,
            tetszőleges induló 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            eloszlásra kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t az egyik színosztályból választjuk,
            akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mindig ugyanabban a színosztályban
            lesz páros 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra, és az ellentétesben lesz, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páratlan. Így a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            eloszlása nem tart a stacionárius
            eloszláshoz.

	36. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A véletlen sétának 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            utáni része tekinthető úgy, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló séta. Így kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűsége, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban lesz 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után. 11.35(c) szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén), ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a stacionárius eloszlás. Így van egy
            olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], hogy ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (választhatjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t úgy is, hogy ez minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra teljesül). Ekkor kapjuk azt is 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	37. feladat FÖ
	(a) Ahhoz, hogy az ötlettárbeli egyenlőséget
            belássuk, legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így, 11.35(c) szerint kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Az ötlettárbeli egyenlőség hasonlóan látható
            be, mint (a)-ban. Ezt használva, kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Tekintsünk egy tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, és válasszuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t úgy, mint 11.36-ban. Akkor
            következik, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            teljesül, amint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül.

	38. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a lépések számának várható értékét,
            mielőtt visszatérünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Tegyük fel, hogy a véletlen séta
            visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-adszor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Továbbá, tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egészre, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor és csak akkor teljesül, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így tetszőleges valós 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

11.37(a) és (b)-ből tudjuk, hogy ezen
            esemény valószínűsége 0-hoz tart, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és tart 1-hez, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépésből álló véletlen séta körülbelül
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-szer halad át 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, és minden alkalommal 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel lép 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, így a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-szer fog végigmenni várhatóan. Hogy
            ezt az érvelést pontosítsuk, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a számot, ahányszor a véletlen
            séta áthalad a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés során, és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen még 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ekkor triviális, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Továbbá, tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sétára kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (más szavakkal, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy martingál). Így, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Továbbá kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A második tag pontosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és 11.37(b) szerint, 0-hoz tart, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel osztva. Az első tag becsléséhez
            írjuk fel, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A martingálok tulajdonsága miatt, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ebből következik, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ebből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén. Innen már az állítás ugyanígy
            következik, mint az (a) részben.

	39. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az elérési időt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsból a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsba a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indulva, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel lépünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be rögtön; 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel, az eredetivel
            megegyező helyzetbe kerülünk vissza. Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

Tekintve az utat, vegyük észre, hogy az elérési
            idő az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú út 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik csúcsából az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ik csúcsába 1-gyel kevesebb, mint a
            visszatérési ideje a végpontban induló véletlen
            sétának. 11.37(a) szerint, ez a szám 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontból álló útra az elérési időt az
            első pontból az utolsóba. Ha az első pontban indulunk,
            ahhoz, hogy elérjünk az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edikbe, el kell jussunk az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edikbe; ez, átlagosan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépést jelent. Innen, el kell jutnunk
            az utolsóba, ami átlagosan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépést jelent. Ez az alábbi
            rekurzióhoz vezet 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	40. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy végpontja, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a középső pontja egy 2 hosszúságú
            útnak, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], míg 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel, 1-nél több lépésre
            van szükségünk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba érjünk.
Tekintsünk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráfot, melynek van egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elvágó pontja; legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-tól különböző pontja. Ekkor az
            elérési idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba ugyanaz, mint az elérési idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, ami 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-től független. Másrészt, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be haladva, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel léphetünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, és ekkor addig kell sétálnunk,
            míg visszaérünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba; annak a várható értéke, mielőtt
            ez megtörténik, 11.34 szerint, legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], amit választhatunk nagyobbra, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Továbbá, annak a valószínűsége,
            hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló séta végigmegy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            lesz, ami annak a valószínűsége, hogy egy
            véletlen séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indul, és végigmegy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Annak a valószínűsége, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, anélkül, hogy visszatérne 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, azon 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            séták 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűségének az összege 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, melyek nem mennek át 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek akkor és csak akkor van meg ez a
            tulajdonsága, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek megvan, az állítás következik.
            Ugyanez az érvelés mutatja, hogy általában is az adott
            valószínűségek aránya 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].

	41. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az első időpont, amikor egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló séta visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az első időpont, amikor visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, miután meglátogatta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. 11.34 szerint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és definíció szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Világos, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontosan az a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűség, hogy a véletlen séta
            eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, mielőtt visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Továbbá, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után, el kell sétálnunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból addig, míg elérünk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, és aztán visszatérni 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Ebből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            amiből következik, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	42. feladat FÖ
	(a) Egy véletlen sétát indítunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nál, sétálunk addig, amíg elértük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t; aztán sétálunk, amíg elértük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t; akkor sétálunk addig, míg elértük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Nevezzük ezt a véletlen sorozatot
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túrának. A lépések várható száma egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túrában 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Másrészt, kifejezhetjük ezt a számot
            a következőképpen. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy véletlen séta. Annak a
            valószínűsége, hogy pontosan ezen a módon sétáltunk, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami független a kiindulási ponttól, és
            ugyanaz marad, ha megfordítjuk a sorrendet.
Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a számot, ahányféleképpen ez a
            zárt séta, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra felléphet, azaz, az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordulásainak a számát 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, ahol elindíthatjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t ahhoz, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túrát kapjunk (vegyük észre, hogy
            ugyanezt az az értéket nyernénk, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t tekintenénk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            helyett). Megmutatjuk, hogy az a szám,
            ahányféleképpen az ellenkező irányú, zárt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            séta előjön, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra, szintén 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mivel egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra várható hossza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ez bizonyítani fogja a problémabeli
            azonosságot. (Az is következni fog, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            1, vagy 2.)
Nevezzük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy előfordulását a zárt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sétában „előrefelé jónak,” ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból indulva, és folytatva a sétát,
            amíg 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordul, akkor folytatva, amíg 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordul, aztán folytatva, amíg 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordul, végighaladunk a sétán
            pontosan egyszer. Nevezzük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy ilyen előfordulását „visszafelé
            jónak,” ha ugyanaz teljesül, mint az előbb, csak 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            orientációját, hasonlóképpen a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szerepét megfordított sorrendben véve.
            Világos, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            „előrefelé jó” előfordulásainak a
            száma, így elegendő belátni, hogy minden zárt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sétára, az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            „előrefelé jó” előfordulásainak a
            száma ugyanaz a szám, mint a „visszafelé jó”
            előfordulások száma. (Vegyük észre, hogy egy „előrefelé
            jó” előfordulás nem szükségképpen lesz „visszafelé
            jó”.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordul legalább egyszer, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra; mondjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]), ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Tegyük fel először, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sem tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az egyetlen „előrefelé jó”
            előfordulása az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak, és az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            utolsó előfordulása 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben az egyetlen „visszafelé jó”
            előfordulás.
Másodszor, tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Hasonlóan, feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tartalmazza 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            utolsó előfordulása 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. Könnyű ellenőrizni, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            „visszafelé jó”. Így látjuk, hogy ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordul, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra, akkor úgy is előjön, mint egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-túra.
Tegyük most fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Akkor kell, hogy legyen egy második
            „előrefelé jó” elem, és könnyű ellenőrizni, hogy ez
            csak az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előfordulása lehet az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n; az szintén következik, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden előfordulása a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előtt kell, hogy jöjjön, és hasonlóan,
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden előfordulása a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-on, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták][image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n való előfordulása előtt kell, hogy
            legyen, és az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes előfordulása a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-en, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            első előfordulása előtt kell, hogy
            legyen a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-en. De ebben az esetben pontosan két
            „előrefelé jó” és pontosan két „visszafelé jó”
            előfordulása van 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            megelőzi 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az ötlettárban javasolt rendezés
            szerint. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és ebből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. (a) szerint, ez ekvivalens azzal a
            kijelentéssel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. [Tetali és Winkler]

	43. feladat FÖ
	Először megmutatjuk, hogy ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], akkor a menettérti idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között, azaz, a lépések várható száma,
            mielőtt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta meglátogatja
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t és visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba, legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ez következik, ha megmutatjuk, hogy
            a lépések várható száma, mielőtt egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élen áthaladunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ez következik 11.38(b)-ből.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy legrövidebb út 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között. A menettérti idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között, nyilvánvalóan legfeljebb 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éppen a menettérti idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között, és ez így legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így az állítás következik.

	44. feladat FÖ
	(a) Az ötlettárbeli azonosság nyilvánvaló.
            Kifejezve ezt mátrixos jelölésmódban, kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy diagonális mátrix. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a stacionárius eloszlást, akkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ebből 11.35(a) szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahogy állítottuk.
(b) Nyilvánvalóan, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éppen a várható idő, ami ahhoz kell,
            hogy míg visszatérjünk az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsba.
(c) Első megoldás. Az ötlettárbeli azonosság
            könnyen belátható, ha tekintjük az első lépést, amikor
            a séta meglátogatja 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Ebből a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            generátorfüggvényekre kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mármost 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; ebből a probléma beli formula már
            direkt számolással következik.

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorok egy ortonormált bázist
            alkotnak, kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden oszlopa az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nullterében van. De ezt a nullteret az
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektor feszíti ki, és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden oszlopában mindenhol ugyanaz az
            elem van. Mivel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átlójában az elemek 0-val egyenlőek,
            tudjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből úgy keletkezik, hogy minden
            főátlóbeli elemet kivonunk minden elemből a
            hozzátartozó oszlopban.

	45. feladat FÖ
	(a) Tudjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ez az érték nyilvánvalóan független az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sorrendjétől.
(b) Reprezentáljon 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            két antipodális csúcsot a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-dimenziós kockában. 11.9-ből, kapunk
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektort, minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            0–1-vektorhoz, melyet a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenlőség definiál. A megfelelő
            sajátérték 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Normalizálva 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t és behelyettesítve 11.44(c)-be,
            kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Hogy megtaláljuk ezen kifejezés
            aszimptotikus értékét, vegyük a következő
            helyettesítést 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (Könnyű látni, hogy a pontos érték mindig 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            között van.)

	46. feladat FÖ
	(a) Definíció és 11.44(c) szerint, a menettérti
            idő 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Használva (a) eredményét, tudjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és hasonlóan, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
A 11.40-beli példa mutatja, hogy az elérési idő
            egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris gráf két pontja között
            maradhat korlátos tetszőlegesen nagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén.

	47. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az első időpontot, amikor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsot meglátogattunk. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mármost 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azon lépések száma, miközben arra
            várunk, hogy egy új csúcs előforduljon – egy esemény,
            melynek a valószínűsége 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], függetlenül az előző lépésektől.
            Ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így a fedési idő 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy olyan sétája 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek, mely bejárja; az összes csúcsot;
            világos, hogy egy ilyen sétára teljesül, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. A fedési idő ekkor legfeljebb 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	48. feladat FÖ
	(a) Két 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsra, jelöljük az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel azt az eseményt, hogy a véletlen
            sétánk eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et, mielőtt elérné 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t (az indulási pont 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            rögzített). Világos, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Tudjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            esetén, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Ez bizonyítja az ötlettárbeli állítást, és
            ezáltal a probléma állítását.
(b) Egyszerűség kedvéért, tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páratlan. Ekkor, az ötlettárbelieket
            követve, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            idő, amíg a csúcsoknak több, mint a
            felét elérjük, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-edik legnagyobb érték az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-k között. Ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	49. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azon lépések száma, mielőtt a
            pontoknak több, mint a felét látjuk; legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a lépések száma ezután, mielőtt a
            maradéknak több, mint a felét láttuk, stb. 11.48(b)
            szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; ugyanez az okoskodás alkalmazható,
            hogy megmutassuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után nincs csúcs, amit még nem
            látogattunk meg, így a fedési idő legfeljebb 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            [P.Mathews, tech. report TR 234, Dept. of
            Stat., Stanford, 1985]

	50. feladat FÖ
	Éppen úgy, mint 11.44(c) megoldásában, tudjuk,
            hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek megfelelő tag éppen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt az utolsó összeg kisebb, mint 1, mivel a
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektorok egységvektorok.

	51. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros, tekintjük a „négyzetét”, azaz,
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            gráfot, melynek adjacencia mátrixa 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nak két izomorf, összefüggő
            komponense van, és tekintsük azt a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            komponenst, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t tartalmazza. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sorozat egy véletlen séta 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n. A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátértékei 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (mind nemnegatívak), és így 11.44(a)
            szerint, kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            (Ennél pontosabb számolás mutatja, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés elég lenne; lásd P. Diaconis és
            D. Strook, The Annals of Appl. Prob. 1 (1991),
            36–61.)

              Második megoldás. Tekintsünk egy másik, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            véletlen sétát a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyenletes eloszlású a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            színosztályon. Kupacolhatjuk ezeket a
            véletlen sétákat a kővetkezőképpen. Mint előbb,
            tekintsük a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsait, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú 0–1 vektorokat; ekkor egy
            lépés a véletlen sétában abból áll, hogy véletlenül
            választunk egy koordinátát. Egy adott 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépésnél, legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azok a koordináták, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            különböznek. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ugyanabban a színosztályban vannak, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            páros. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy olyan koordináta
            megváltoztatásával keletkezik, amelyben 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            megegyeznek, akkor ugyanezt a
            koordinátát átváltoztatjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben is. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            úgy keletkezik 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            koordinátát változtatunk át, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            koordinátát változtatunk át (index
            modulo 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            értve).
A fontos tény az, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t magában tekintve, ez egy legális
            véletlen séta. Mivel az egyenletes eloszlásból indul
            egy reguláris gráfon, minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és még inkább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], egyenletes eloszlású.
Másrészt, ebből a fenti „kupacolási eljárásból”
            következik, hogy ha egyszer egy koordinátát 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            átállítottunk, egyenlővé válik a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            megfelelő koordinátájával, és ez
            végleg így marad. Speciálisan, ha minden koordinátát
            már átváltoztattunk legalább egyszer 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Annak az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            eseménynek a valószínűsége, hogy nem
            minden koordináta van átváltoztatva, legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Így tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcsra, a megfelelő színosztályban, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


	52. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és tekintsünk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen sétát. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt az eseményt, hogy elérjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et, mielőtt 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt az eseményt, hogy egy véletlen
            séta első lépése 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba ér. Ekkor 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

(b) Minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élre, a áram 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ból 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az Ohm törvény szerint. A Kirchhoff
            törvény szerint a teljes áram, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be lép 0, azaz, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Átrendezve és osztva 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-vel, a harmonikus függvények
            definíciójában levő egyenlethez jutunk.
(c) Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            csúcs pozícióját az egyensúlyi
            helyzetben. Ekkor tetszőleges 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            él az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            végpontját 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            erővel húzza. Ez az erő akkor és csak
            akkor mutat a pozitív irányba, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], írhatjuk ezt úgy, mint az előjeles 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szám. Így az a tény, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ekvilibriumban van, megfelel annak az
            egyenletnek, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami az állítást bizonyítja.
(d) Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            harmonikus függvények az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pólusokkal, úgy hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy harmonikus függvény az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pólusokkal és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy csúcs, melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maximális. Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            számok átlaga, következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összefüggő, ezen érvelés ismétlése 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-hoz vezet, ami ellentmondás.

	53. feladat FÖ
	(a) 11.52(b) szerint, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            feszültsége, ha áramot vezetünk
            keresztül 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            feszültsége 0 és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            feszültsége 1. A teljes áram a
            hálózaton keresztül 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így az ellenállás 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

Másrészt, 11.52(a) azt állítja, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűsége, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban induló véletlen séta meglátogatja
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előtt, és ebből kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűsége, hogy egy
            véletlen séta, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indul eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et, mielőtt visszatér 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be. 11.40 szerint, ez a valószínűség 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
            [A. K. Chandra–P. Raghavan–W. L. Ruzzo–R. Smolensky–P. Tiwari,
            Proc. 21st ACM STOC (1989), 574–586. Lásd még
            C.St.J.A.Nash-Williams, Proc. Cambridge Phil. Soc. 55
            (1959) 181–194.]
(b) Világos, hogy az erő, amivel a gráf a 0-nál
            és az 1-nél húzza a szögeket 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságúra kinyújtott rugó energiája
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], így az energia az egyensúlyi
            helyzetben 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Megjegyezhetjük, hogy az energia a pozíciók
            függvényében egy pozitív definit kvadratikus alak lesz,
            és ezért létezik egy egyértelmű minimalizáló pozíció,
            mely egyensúlyi helyzet egyben.
(c) Feltehetjük, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a mátrixot, melyet így definiálunk 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]

11.52(a) és az Ohm törvény szerint az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élen keresztül haladó áram 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így a Kirchhoff törvény
            kifejezhető, mint 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Továbbá, a hálózaton keresztül folyó teljes
            áram 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Dobjuk ki az utolsó elemet 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből (ami 0) és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden sorából és oszlopából is,
            kapunk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vektort és egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            mátrixot. Ekkor kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ezt az egyenletrendszert a Cramer
            szabály segítségével megoldva, kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t úgy kapjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből, hogy elhagyjuk az első sorát és
            oszlopát. Mivel tudjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            De 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]4.9(a) és (b) szerint. (Könnyű
            kiterjeszteni ezen problémabeli formulákat arra az
            estre, amikor az élek ellenállásai, vagy ami ezzel
            ekvivalens, a Hooke törvénybeli konstansok nem mind
            egységnyiek.)

	54. feladat FÖ
	Elegendő megmutatni, hogy a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből egy él elhagyása nem növelheti az
            egyensúlyi helyzet energiáját 11.53(b)-ben. Világos,
            hogy egy él elhagyása, miközben a csúcsok pozícióját
            rögzítetten tartjuk, nem növelheti az energiát. Ha
            hagyjuk, hogy az új gráf megtalálja az egyensúlyi
            helyzetét, akkor az energia csak tovább
            csökkenhet.

	55. feladat FÖ
	(a) Az 11.54-nek egy átírása.
(b) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy út 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ponton, ahol a végpontok 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egyetlen szomszédja. Ekkor az elérési
            idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be 1. Másrészt, ha hozzáadjuk az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élt, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűséggel, egynél több lépést
            kell megtennünk, így az elérési idő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be nagyobb lesz, mint 1 (valójában 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; vö. 11.56 (a)).
(c) Tekintsünk egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            véletlen sétát a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indul, és maradjunk ezen a sétán,
            amíg elérjük 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t. Rendeljünk hozzá egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            véletlen sétát 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n a következőképpen: mindaddig, amíg
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élt a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem használja, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n maradunk. Az első alkalommal,
            amikor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            használja 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t, „szétválasztjuk” a véletlen
            sétákat és hagyjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tegye meg a véletlen választásait, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-től függetlenül. 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t követjük mindaddig, míg eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t.
Ekkor mindenesetre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            legalább olyan hosszú, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ez világos, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t még a „szétválasztás” előtt érjük
            el. Ha nem ez a helyzet, akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            eléri 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t pontosan a „szétválasztás” után egy
            lépéssel (mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]), miközben 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek kell legalább egy lépést
            megtennie.
Így a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            várható hossza nem nagyobb, mint a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            várható hossza.

	56. feladat FÖ
	(a) A 11.38(a)-nak csak egy átírása.
(b) 11.44(c) szerint, tudjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt a második tag 0, mivel a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektor ortogonális az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            sajátvektorra. Azt is tudjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Kapjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            A számtani és harmonikus közepek közti
            egyenlőtlenség szerint, 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és ebből 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ez bizonyítja az állítást.
(c) Újra 11.44(c) szerint, tudjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Az aritmetikai és a harmonikus közepek
            közötti egyenlőtlenség miatt (úgy tekintve a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-eket, mint súlyokat), kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Itt 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            és 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami az állítást bizonyítja.

	57. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            megadva ebben a ciklikus sorrendben.
            Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            annak a valószínűségét, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indulva, elérjük a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-at mielőtt elérnénk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t (vegyük észre, hogy ez ekvivalens
            azzal, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indulva minden csúcsot látunk,
            mielőtt látnánk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t). Tegyük fel most, hogy 1-ben
            indulunk, és meg akarjuk határozni annak a
            valószínűségét, hogy minden csúcsot látunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előtt. Kövessük a sétát mindaddig, míg
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy szomszédja figyelembe vétetik;
            mondjuk, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor és csak akkor az utolsó
            megnézett csúcs, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            előtt látjuk. A szimmetria miatt,
            ennek a valószínűsége 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Így minden, az 1-től különböző csúcsnak ugyanaz a
            
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az esélye, hogy utolsóként érjük el.
            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ami az állítást bizonyítja.
Triviális, hogy minden teljes gráfnak is megvan
            ez a tulajdonsága.
(b) Az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szomszédjára legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az az esemény, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben induló véletlen sétának az
            utoljára meglátogatott csúcsa 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]; továbbá, legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az az esemény, hogy az utolsó előtti
            meglátogatott csúcs 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és az utolsó 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ha a véletlen sétánkat 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ban kezdjük, és az első lépés 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be visz, így akkor és csak akkor lesz
            az utoljára meglátogatott csúcs 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ha vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            vagy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            bekövetkezik. Mivel ezek az események
            diszjunktak, ez azt adja, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Azon feltevés miatt, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem egy elvágó halmaz, látjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek pozitív a valószínűsége:
            lehetséges, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben indulunk, meglátogatjuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            összes pontját, azután elsétálunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-n belül, és aztán sétálunk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba. Ebből 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és így 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesül legalább egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re.
(c) Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy összefüggő gráf és nem kör, vagy
            teljes gráf. 6.6(c) szerint, létezik egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], nem összekötött pontpár, melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            is még összefüggő. Így (b)-ből
            következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem lehet minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra ugyanaz. [L.Lovász és P.
            Winkler]

	58. feladat FÖ
	Ahhoz, hogy az ötlettárbeli azonosságot
            bebizonyítsuk, jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azt a fát, amit a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            véletlen séta generál, és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Rögzítsünk egy tetszőleges feszítő
            fát, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et. Legyenek 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szomszédai 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben, és jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            azon összefüggő komponensét, mely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t tartalmazza.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor és csak akkor teljesül, ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valamely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valamely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
Tegyük fel először, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ekkor világos, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valamely 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re. Továbbá, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-nek legalább 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éle közös 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-sel: az egyetlen él, ami nem léphet
            fel, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], és ez azzal az első 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            éllel van helyettesítve, melyen át 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ba beléptünk. Kell, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            teljesüljön; valóban, tekintsük az
            első olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            élt, melyen át a véletlen séta
            elhagyja 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]). Nem lehetséges, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ([image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]), mivel ebből következne, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            definíciója szerint. Így 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], amiből következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. ez bizonyítja az állítás „csak
            akkor, ha” részét. A megfordítást hasonlóképpen
            definiálhatjuk.
Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            ami az ötlettárbeli azonosságot adja.
Válasszuk 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-et és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t úgy, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maximális. Ekkor következik az
            azonosságból, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            szintén maximális minden 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ra. Elegendő megmutatni, hogy ez az
            operáció az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-t áttranszformálhatja tetszőleges,
            másik 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            párba, ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy feszítő fa és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy csúcspont.
Megjegyezzük, hogy ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-be transzformálódik át. Így a kérdés,
            hogy vajon 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            elérhető-e ilyen transzformációk
            által, független 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-től.
Jelölje 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az összes olyan 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            feszítő fák halmazát, amelyekbe 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            áttranszformálható. Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy tetszőleges feszítő fa, és legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            továbbá legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            egy közös részfája, és tegyük fel,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            úgy vannak választva, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maximális. Ha 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            akkor készen vagyunk, így tegyük fel,
            hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Akkor létezik egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            él, melyre 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Alkalmazva a transzformációt az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            „gyökérrel”, látjuk, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], ahol 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            az első pont 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            után az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-úton 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-ben. De 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            közös része az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            részfa, ami ellentmond az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            maximalitásának. (lásd D. J. Aldous,
            SIAM J. Disc. Math. 3 (1990), 450–465.)

	59. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            és 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            véletlenül választva a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            halmazból. Egy rögzített 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-re, a kiinduló pont és a számozás, a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            által definiált séta i csak egy
            véletlen séta; így az a 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            valószínűség, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem egy bejárási sorozat, ugyanaz,
            mint annak a valószínűsége, hogy egy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú véletlen séta nem látogat
            meg minden csúcspontot.

              11.47(b) szerint, annak a várható ideje, ami
            ahhoz kell, hogy meglátogassunk mindenpontot,
            legfeljebb 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Ebből (a Markov egyenlőtlenség
            szerint) annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után még nem láttunk minden
            pontot, kisebb, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]. Mivel tekinthetjük a következő 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépést, mint egy másik véletlen sétát,
            stb, annak a valószínűsége, hogy nem láttunk minden
            pontot 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            lépés után, kisebb lesz, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].
A 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]-reguláris 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            gráfok teljes száma 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            ponton, ahol az élek végpontjai vannak
            megszámozva, kisebb mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            (kisebb, mint 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            választási lehetőség minden pontban),
            és így annak a valószínűsége, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            nem egy bejárási sorozat, ezen gráfok
            egyikére, valamelyik kiinduló ponttal, kevesebb, mint 
            
[image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]


            Így legalább az egyik 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            hosszúságú sorozat univerzális
            bejárási sorozat.
            [R. Aleliunas–R. M. Karp–R. J. Lipton–L. Lovász–C. W. Rackoff,
            Proc. 20th Ann. Symp. on Foundations of Computer Science, 
            218–223.]





[14] Tegyük fel, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            fixen hagyja az 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontot. Ekkor 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            miatt, következik, hogy 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták], 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            pontot fixen hagy. Mivel 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták]
            tranzitív, 
            [image: 11. Gráfok spektruma és véletlen séták].



42. fejezet - 
        12. Gráfok automorfizmusai




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	A 84. ábra a 11.2 
            megoldásában mutatja, hogyan rendelhetjük hozzá a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éleit a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            Petersen gráf pontjaihoz úgy, hogy
            összekötött pontokhoz közös pont nélküli éleket
            rendeljünk. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus csoportja ugyanaz, mint
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-é. Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            izomorf a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmuscsoportjával. Ugyanis a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden automorfizmusa indukálja az
            élgráfjának egy automorfizmusát. Megfordítva, legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek. Vegyük észre, hogy tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            4-elemű teljes részgráfja megfelel egy
            csillagnak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben, és megfordítva, így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek pontosan öt 4-elemű teljes
            részgráfja van, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tetszőleges pontja egyértelműen meg
            van határozva, mint valamely kettőnek a metszete. Így, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy permutációját indukálja az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            öt 4-elemű teljes részgráfjának és ez
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusát indukálja.
Így a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmuscsoportja izomorf a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmuscsoportjával, ami 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. [R. Frucht, Comment. Math. Helv.9
            (1936–37) 217–223.]

	2. feladat FÖ
	(a) Ezen gráf minden automorfizmusa a dodekaéder
            egy egybevágósága. Ez következik abból az
            észrevételből, hogy egy pont csillagának tetszőleges,
            másik pont csillagára történő leképezéséhez létezik egy
            egyértelmű automorfizmus, mely ezt kiterjeszti; létezik
            egy egyértelmű egybevágósága a dodekaédernek is, így az
            automorfizmus ugyanaz kell, hogy legyen, mint amit az
            egybevágóság indukál.
Ez az észrevétel azt is mutatja, hogy a
            dodekaédernek 120 egybevágósága van.
Tekintsük az ötlettárbeli 16. ábrán mutatott
            kockákat. Vegyük észre, mindegyik lapátló pontosan egy
            kockának az éle, és minden kocka pontosan egy átlóját
            tartalmazza mindegyik lapnak. Így, az ilyen kockák
            száma pontosan 5. Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ezek a kockák. A dodekaéder minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egybevágósága a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kockák egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            permutációját indukálja. Tegyük fel,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra. Tekintsük a dodekaédernek egy
            tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontját. Ezt pontosan két kocka, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], tartalmazza. Ennek a két kockának
            egyetlen további közös pontja van, nevezetesen az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            átlós ellenpárja. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Továbbá, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, akkor az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédjára 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy szomszédjának kell lennie, így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy az identitás, vagy a dodekaéder 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tükrözése a középpontra
            vonatkozólag.
A dodekaéder egybevágóságainak a száma 120. A
            fentiek miatt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egybevágósági csoport egy
            homomorfizmusa az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be, és a képnek 60 eleme van. Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyetlen 60-elemű részcsoportja az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alternáló csoport, így ez a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            képe. A fenti meggondolások mutatják,
            hogy a leképezés monomorf (injektív) az irányítást
            megőrző egybevágóságok 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            részcsoportján, így ez a részcsoport
            (melynek világos, hogy az indexe 2), izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-tel. Az is következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy normálosztó, és így ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden elemével kommutál. Így 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]

(b) Ugyanígy, mint a dodekaéder esetén
            következik, hogy a kocka minden automorfizmusát egy
            egybevágóság indukálja, és maga az egész csoport a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és a kocka irányítástartó
            egybevágóságai csoportjának a direktszorzata. A kocka
            minden irányítástartó egybevágósága a 4 főátló egy
            permutációját indukálja. Azt is könnyű látni, hogy ha
            egy irányítástartó egybevágóság minden főátlót önmagára
            képez, akkor ez identitás. Ezért, a kocka
            irányítástartó egybevágóságainak a csoportja az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek részcsoportja. Egyszerű számolás
            mutatja, hogy a kockának 24 irányítástartó
            egybevágósága van (minden élt pontosan két ilyen
            egybevágóság visz tetszőleges másik élbe), és így az
            irányítástartó egybevágóságok csoportja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Világos, hogy a tetraéder automorfizmuscsoportja
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Az oktaéder a kocka duálisa; mivel
            az automorfizmusait ugyanúgy az egybevágóságok
            indukálják, mint az előző esetben, az
            automorfizmuscsoportja ugyanaz, mint a kockáé, azaz, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csoport. Hasonlóan, az ikozaéder
            automorfizmus csoportja izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-tel.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    86. ábra.
				




	3. feladat FÖ
	Egy olyan gráfnak, mint ami a 86. ábrán
            láthatóhoz hasonló, csak a forgatások az
            automorfizmusai. [R. Frucht, Compositio Math.6 (1938)
            239–250.]

	4. feladat FÖ
	Tetszőleges, rögzített 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csoportelemmel való szorzás jobbról,
            azaz a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            leképezés automorfizmus: ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel (azaz 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]), akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és így, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel.
Megfordítva, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa ezen a módon
            keletkezik. Mert legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tetszőleges automorfizmusa, és legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel van összekötve, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az egyetlen ilyen tulajdonságú pont.
            Másrészt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 1-gyel, definíció szerint egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel van összekötve, és mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmus, ebből következik,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel van összekötve. Így, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Mivel könnyű látni, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemeinek a szorzata ugyanaz, mint a
            szorzás a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            megfelelő automorfizmusai között,
            ahhoz az eredményhez jutunk, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmuscsoportja izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val. [R. Frucht, ibid.].

	5. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Az előző probléma egy színezett,
            irányított 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfhoz vezet, melynek az
            automorfizmuscsoportja izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val.
Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel vannak összekötve, akkor
            kössük őket össze egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú úttal. Ezeknek az utaknak
            minden belső pontjából egy 1 hosszúságú utat indítunk,
            kivéve a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel szomszédos belső pontot, ahol egy
            2 hosszúságú utat indítunk (87. ábra). Ezt minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            párra végrehajtjuk, és ezután
            elhagyjuk az irányított éleket. Ezt a gráfot 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel jelöljük.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    87. ábra.
				



Vegyük először is észre, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden automorfizmusa indukálja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy egyértelműen meghatározott
            automorfizmusát. Elegendő megmutatni, hogy megfordítva,
            ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely automorfizmusából keletkezik.
            
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjai éppen azok a pontjai 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, melyek se nem elvágó pontok, se
            nem végpontok. Ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re vonatkozólag.
Az új utak, a hozzájuk ragasztott új utakkal, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponensei, így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egymásra képezi le őket. Egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú út egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú útra kell, hogy
            leképződjön, és az út vége, melyhez a hosszabb út van
            ragasztva, a megfelelő végre kell, hogy leképeződjön.
            Így, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is ugyanígy van összekötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusát szolgáltatja,
            ahogy állítottuk [R. Frucht, uo.].

	6. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Tekintsük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, mely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n hat, az alábbiak szerint; 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy minimális generáló halmaza. Tegyük
            fel először, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gyel. Kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel … 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Vegyük ezen élek összes képét,
            mely a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által keletkezik, és jelöljük ezt 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel.
Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden eleme 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy automorfizmusa lesz. Nézzük
            meg, hogy van-e más is.
Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy automorfizmusa, és tegyük fel
            először, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            változatlan marad. A 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy megfelelő elemével szorozva,
            elérhetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            változatlanul kell, hogy hagyja ezt a
            halmazt.
Azt állítjuk, hogy ezek a pontok az alábbi gráfot
            feszítik ki: 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            izolált, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            utat alkotnak. Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élei 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben vannak, de meg kell mutatnunk,
            hogy nincs másik él ezek között a pontok között.
            Pontosabban, megmutatjuk, hogy: 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            párt sem képezi le 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, kivéve, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és soha sem képezi 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Mert tegyük fel, hogy 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyike különbözik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-től is, akkor kifejezhető ebből a
            relációból, ami ellentmond a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            generáló halmaz minimalitásának. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. A másik állítás hasonlóan
            következik.
Ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen kell, hogy hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, és hogy két lehetősége van 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak, ahova leképezi 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et: vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az identitás ezen a halmazon, vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. A második lehetőséget a
            következőképpen zárhatjuk ki. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gyel, mely az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédja. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nincs összekötve az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyik szomszédjával sem 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. Valóban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van két (nem szükségképpen
            különböző) szomszédja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze lenne kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesülne valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. De ebből következne, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesülne, de ezek mindegyike
            lehetetlen a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            generáló halmaz minimalitása
            miatt.
Ezzel beláttuk, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, akkor fixen hagyja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli szomszédait is. Most
            megmutatjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-en és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n ugyanúgy hat, azaz, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Valóban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et fixen tartja, és ebből, ugyanúgy,
            mint fentebb, következik, hogy fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t is. De ez azt jelenti, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et. Ekkor következik, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, akkor fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et is minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            generálja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden elemét. Amint láttuk, ebből
            következik, hogy fixen hagyja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden elemét is, azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ez bizonyítja, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            azon automorfizmusai, melyek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t invariánsan hagyják, csak a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemei lehetnek.
Ahhoz, hogy kizárjuk a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            azon automorfizmusait, melyek nem
            hagynák 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t invariánsan, úgy akarjuk elrendezni
            a fokokat ezekben a halmazokban, hogy különbözők
            legyenek. Ha már ez teljesül magára 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, akkor készen vagyunk. Különben,
            komplementáljuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által kifeszített részgráf fokai
            legfeljebb 2 nagyságúak, a komplementerben legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nagyságúak lesznek. Így minden fokszám
            növekszik, ezért a komplementálás után nem lesznek
            egyenlőek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli fokokkal. Mivel a komplementálás
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben nem befolyásolja azon
            automorfizmusokat, melyek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et invariánsan hagyják, a kívánt
            tulajdonságú gráfot kapjuk.
Abban az esetben, amikor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], azaz 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ciklikus, vegyük a 88. ábrán látható
            gráfot. A külső körön lévő pontok foka 5, a belső
            pontok foka 3, így minden automorfizmus a külső kört
            önmagára képezi le. A belső pontok megakadályozzák a
            tükrözéseket. [L. Babai, Can. Math. Bull.17 (1974)
            467–470.]
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    88. ábra.
				




	7. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel indirekt módon, hogy egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            turnamentnek páros sok automorfizmusa
            van. A Cauchy tétel miatt ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van egy másodrendű 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusa. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 2 hosszúságú ciklusa 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy turnament, vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éle 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, de nem mindkettő. Mondjuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le, ami
            ellentmondás.
(b) Vegyük észre először a következő tényt.
            Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy olyan halmaz, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], páratlan rendű csoport regulárisan
            hat 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. Tekintsük a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pályáit a rendezett párok 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            halmazán. Nincs a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak olyan eleme, mely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezné le; mert egy ilyen
            permutáció tartalmazna egy páros ciklust, és így páros
            rendű lenne.
Így a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pályái az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, beoszthatók 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            párokba, melyekre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül. Kiválasztva minden ilyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            párból egy pályát, ezen pályák uniója
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            turnamentet fog alkotni, mely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden elemét automorfizmusként fogja
            tartalmazni. Vegyünk két 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            halmazt, és definiáljuk az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hatását a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n a következőképpen: 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy minimális generáló halmaza.
Kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gyel különben. Vegyünk egy
            tetszőleges turnamentet 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, mely invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re . Ahhoz, hogy definiáljuk a
            turnamentet 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, vegyük észre, hogy nincs olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pár, mely egy ilyen párra lenne
            leképezve, egy tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elem által; mert például 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            azt eredményezné, hogy 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            amiből következik a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimalitása miatt, hogy vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (amit kizártunk, mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan rendű) vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így vehetjük az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éleket 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és az összes képüket 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által, és ahogy megjegyeztük az
            elején, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n levő pályáinak minden maradék
            párjának egyikét is véve, olyan turnamentet kapunk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, mely invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra. Így definiáltunk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            turnamentet 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, mely invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra.
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], meg akarjuk mutatni, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Először vegyük észre, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjainak a kifoka 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            míg a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjainak a kifoka 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            ami különböző, mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan. Ezért, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t invariánsan kell, hogy
            hagyja.
Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor azon 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli pontok halmaza, melyek
            elérhetőek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ből egy élen, szintén invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra. Ez a halmaz 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ből áll, ami egy tranzitív turnament.
            Ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak mindezeket a pontokat fixen kell
            hagynia. Ezért, ugyanúgy, mint az előző megoldásban,
            következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontot fixen hagy, azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. [J. W. Moon, Canad. J. Math.16
            (1964) 485–489; ez a konstrukció Babai Lászlótól
            származik.]

	8. feladat FÖ
	A 87. ábrán mutatott utak helyett használjuk a
            89. ábrán látható utakat ahhoz, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel összekössük, ha össze vannak
            kötve egy irányított, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel; ahol a 6-pontú
            konfigurációt megismételjük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szor. Ily módon kapunk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot, melynek automorfizmus
            csoportja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (ez pontosan úgy következik, mint
            előbb). Azonban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem 3-reguláris, mivel a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjainak a foka 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    89. ábra.
				



Vegyünk egy tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t. Jegyezzük meg, hogy pontosan
            kettő, a 89. ábrabeli 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú füzért illesztünk hozzá,
            egyet, mindegyik típusú végződéssel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Vágjuk szét 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 1-fokú pontra; jelölhetjük őket a
            következőképpen: 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy a 89. ábrabeli 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú füzér, egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-pontú konfigurációval az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            mellett. Kössük össze az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ket egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            körrel a fenti sorrendben. Tegyük ezt
            meg minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            értékre. Világos, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden automorfizmusa indukál egy
            automorfizmust az eredményül kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfban. Megfordítva, legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben háromszögek csak a 89. ábrabeli
            „füzérekben” szerepelhetnek, így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egymásra képezi le őket; továbbá
            azoknak a háromszögeknek, melyek a 6 pontú
            konfigurációkban szerepelnek, különbözik a
            szomszédságuk a 8 pontú konfigurációkban szereplőkétől,
            és így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 6 pontú konfigurációkat 6 pontú
            konfigurációkra kell, hogy leképezze, és a 8 pontú
            konfigurációkat 8 pontú konfigurációkra. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a maradékot, azaz a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            körökön lévő pontokat egymásra képezi
            le. Mivel a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-k a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által kifeszített részgráf
            komponensei, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le. Így, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy (egyértelmű) automorfizmusát
            indukálja annak a gráfnak, melyet a mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kontrakciójával kapunk. De ez a gráf
            éppen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Így a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusai kölcsönösen
            egyértelműen vannak egymásnak megfeleltetve, ami
            nyilvánvalóan egy izomorfizmus. Így a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmuscsoportja izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            3-reguláris, készen is vagyunk. [R.
            Frucht, Canad. J. Math.1 (1949) 365–378. Ez a
            bizonyítás Babai Lászlótól származik. Reguláris
            gráfokra, tetszőleges fok esetén, lásd
            G. Sabidussi, Canad. J. Math.9 (1957)
            515–525.]

	9. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            olyan, mint az ötlettárban, és
            jelöljük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel azon automorfizmusok csoportját,
            melyek fixen hagyják 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az egyetlen másodfokú pont, és így
            minden automorfizmusnak fixen kell hagynia; 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Megmutatjuk, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            index vagy 1 vagy 2; ebből már
            következik az állítás.
Nézzük az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            képeit 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            olyan, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek legfeljebb egy másik szomszédja
            van az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            halmazban. Mivel minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy ilyen szomszédjára kell, hogy
            leképezze, következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy fixen marad mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli automorfizmus hatására, vagy van
            egy másik képe. A 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            index, ennek megfelelően, vagy 1, vagy
            2.

              Megjegyzés: Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-adrendű csoport fellép, mint egy
            ilyen gráf automorfizmus csoportja. [cf. L. Babai–L.
            Lovász, Studia Sci. Math. Hung.8 (1973)
            141–150].

	10. feladat FÖ
	Válasszunk ki egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt, és irányítsuk tetszőlegesen.
            Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tetszőleges másik eleme az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pályájának, és legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az az egyértelmű automorfizmus, mely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le. Irányítsuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et úgy, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            megőrizze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            irányítását, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és megfordítja különben. A 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            maradék éleit oly módon irányítjuk,
            hogy minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            megőrizze az irányításukat (ez
            megtehető, mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            félig regulárisan hat 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n).
Az eredményül kapott irányított 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfon a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemei automorfizmusként hatnak, a
            konstrukció szerint. Másrészt, legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tetszőleges automorfizmusa. Világos,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, azaz 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ugyanúgy van irányítva, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            [cf. J. Nešetřil, Monatsh. f. Math.76 (1972) 323–327].

	11. feladat FÖ
	Könnyű ellenőrizni 12.5-ben, hogy ha elhagyunk
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt, mely egy elsőfokú pontot köt
            össze egy másodfokú ponttal, egy olyan gráfot nyerünk,
            melynek nincs automorfizmusa. Véve a komplementerét,
            kapunk egy összefüggő 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot, és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. A 12.5-beli konstrukciónak megvan az
            a tulajdonsága, hogy az automorfizmuscsoportja félig
            regulárisan hat a pontokon, azaz nincs olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus, mely fixen hagyna akár
            csak egy pontot is. Így van egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfunk, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és csak az identitás hagy fixen egy
            bizonyos 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t.
Konstruáljuk meg 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t a következőképpen. Legyenek a
            pontjai az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            párok, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Továbbá, kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gyel, ha vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. ([image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            lexikografikus szorzatának nevezzük.)
            Még színezzük is ki az olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éleket pirosra, melyekben 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és a maradékot feketére. Állítjuk,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Nyilvánvalóan a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden automorfizmusa indukálja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy automorfizmusát. Másrészt,
            legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, a piros színű élek
            kikényszerítik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            osztályt egy ilyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            osztályra kell leképeznie. Abból a
            tényből, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs más automorfizmusa, mint az
            identitás, következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], azaz, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmusa indukálja.
Másrészt, hagyjuk el az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt. Ekkor minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re az a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            leképezés, melyet a következőképpen
            definiálunk 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            automorfizmusa a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek. Megfordítva, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy tetszőleges automorfizmusa a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, akkor következik úgy, mint
            fentebb, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le. De ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et önmagára kell leképeznie (hiszen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kevesebb élt feszít ki, mint
            akármelyik másik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]). Ezért, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusát indukálja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, mely fixen hagyja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, amiből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy olyan gráfot feszít ki, melynek
            nincs nemtriviális automorfizmusa 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetén, ahhoz jutunk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Még meg kell valahogy szabadulnunk az élek
            színezésétől. Ez könnyen megtehető, ha minden fekete
            élt egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú úttal helyettesítünk, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nagy [L. Babai].

	12. feladat FÖ
	(a) Mutassuk meg először, hogy létezik egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fa, melyre teljesül, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pályája pontosan egy pontját
            tartalmazza a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek. Válasszunk ugyanis egy olyan
            maximális 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fát, melyből minden pálya legfeljebb
            egy pontot tartalmaz. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor készen vagyunk. Tegyük fel,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ekkor, mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, létezik egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont, mely össze van kötve valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ponttal. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy nagyobb fa, mely minden pályát
            legfeljebb egy pontban metsz.
Így messe a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fa mindegyik pályát pontosan egy
            pontban. Húzzuk össze mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Az eredményül kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf, nyilvánvalóan, összefüggő, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            regulárisan hat rajta. [L. Babai, Acta
            Math. Acad. Sci. Hung.24 
            (1973) 215–221; cf. G.
            Sabidussi, Proc. AMS9 (1958) 800–804.]
(b) Indukciót használunk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re vonatkozóan. Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy olyan él, melynek legalább az
            egyik végpontja nem fixpontja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak.
Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek azon részgráfja, melyet a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakú élei alkotnak, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy olyan részgráfja, melyen a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él-tranzitívan hat. Továbbá, a a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            különböző elemeinek különböző a
            hatásuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n; mert azon 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            permutációk halmaza, melyekre
            teljesül, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak egy normális részcsoportját
            alkotják; mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyszerű, ezért vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Azonban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ból az következne, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontja, így az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él két végpontja is, fixpontjai a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak, ami ellentmondás. Így, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, akkor készen
            vagyunk.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem összefüggő; legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a komponensei. Ekkor 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            egy olyan partíciója a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, mely invariáns a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra. Húzzuk össze mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t egyetlen pontra. Az eredményül
            kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf nyilvánvalóan összefüggő. Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus indukál egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmust. Mint fentebb, mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyszerű, ebből következik, hogy vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy-egyértelmű. De az előző lehetőség
            nem fordulhat elő, mivel valamelyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le, és erre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tartalmaz egy részcsoportot, mely
            izomorf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val . Innen az állítás az indukciós
            feltevés miatt következik. [L. Babai, 
            Discrete Math.8
            (1974) 13–20.]

	13. feladat FÖ
	Ha egy permutációcsoport kommutatív és tranzitív,
            akkor reguláris (lásd a 11.17 megoldásához tett
            lábjegyzetet).
Ha rögzítünk egy tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, akkor az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            regularitása miatt, minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyértelműen írható fel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakban, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így az a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            leképezés, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül, jól meg van határozva, és
            permutációja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek. Továbbá, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusa a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek, mivel ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            akkor, mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ebből 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen tartja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            regularitása miatt kapjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, azaz az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden eleme másodrendű. A
            csoportelméletből jól ismert, hogy ebből következik,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            másodrendű ciklikus csoportoknak a
            direkt szorzata. [C. Y. Chao, Proc. AMS15 (1964)
            291–292; G. Sabidussi, Monatsh. f. Math.68 (1964)
            426–438.]
(b) Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-dimenziós kocka. Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csúcsai 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú 01-vektorok, és két ilyen
            vektor akkor és csak akkor van összekötve, ha pontosan
            egy helyen különböznek. Jelöljük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            karakterisztikus vektorát. Ha egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            részhalmazhoz tartozó koordinátákban
            felcseréljük a 0-t és 1-et, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusát kapjuk. Az összes 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmus 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csoportja izomorf a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csoporttal. Azonban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van más automorfizmusa is,
            például a két első koordináta felcserélése. Hogy ezeket
            kizárjuk, változtassuk meg 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et a következőképpen; kössünk össze
            két vektort 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éllel, ha csak a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ik helyen különböznek. Világos, hogy
            a fentebb definiált 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            továbbra is egy automorfizmusa az
            eredményül kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfnak. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs más automorfizmusa. Ha
            lenne, akkor feltehetnénk, hogy van egy olyan, amelyik
            fixen tartja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-át. Azonban, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmus, amely fixen tartja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-át, akkor fixen tartja az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-át is, mivel ez az egyetlen olyan
            pont, mely össze van kötve a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-val pontosan egy éllel. Hasonlóan,
            fixen tartja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, az 1 tetszőleges pozíciója esetén.
            Így, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagy egy pontot, akkor fixen
            hagyja ennek az összes szomszédját is. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen kell tartson minden pontot,
            azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ami ellentmondás.
(c) Hozzá akarunk venni új éleket a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-hez úgy, hogy a keletkező egyszerű 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfnak továbbra is minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusa, de más automorfizmusa
            nincs. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy gráf az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vektorok halmazán, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így ha az összes olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt hozzávesszük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-hez, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot kapunk, mely invariáns 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hatása alatt.
Nézzük meg, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak milyen tulajdonságokkal kell
            rendelkeznie, ahhoz, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek ne legyen más
            automorfizmusa.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tranzitív, van egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédai által kifeszített gráf 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. Ez, persze, nem a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], mivel a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak van más szomszédja is, mint az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csúcsok: 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjai az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Két 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakú pont akkor és csak akkor van
            összekötve, ha össze vannak kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ban, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            akkor és csak akkor van összekötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csatlakozó élek, például 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ból úgy keletkezik, hogy veszünk egy
            új 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontot a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élére, és összekötjük az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            végpontjaival, és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel akkor és csak akkor kötünk össze,
            ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy háromszög élei a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ban.
Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem tartalmaz háromszöget, akkor a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontja másodfokú. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak nincs elsőfokú pontja, akkor csak
            ezek a pontok másodfokúak. Ha ehhez még 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            aszimmetrikus is, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is az.
Ha ezt el tudjuk érni, akkor készen vagyunk,
            mivel ez azt jelenti, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            fixen hagyja a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szomszédait 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben, és mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, ezért minden pont fixen
            marad, ami ellentmondás. Így mindössze egy
            háromszögmentes, aszimmetrikus gráfra van szükségünk,
            melyben nincs elsőfokú pont.
A 90. ábra egy ilyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot mutat 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetére. [W. Imrich, Monatsh. f. Math.73 
            (1969) 341–347. Olyan gráfokra, melyeknek az
            automorfizmuscsoportja reguláris, de nem kommutatív,
            lásd L. A. Nowitz–M. E. Watkins, 
            Canad. J. Math.24
            (1972) 993–1018.]

	14. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontosan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szorosan élösszefüggő, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy minimális halmaz, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimalitása miatt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            olyan, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be viszi. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy automorfizmus) és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]). Így 6.48a miatt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimális, ez csak akkor lehetséges,
            ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], i.e. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    90. ábra.
				



Így azok az automorfizmusok, melyek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et invariánsan tartják, tranzitívan
            hatnak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-en. Ebből az következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontjának ugyanannyi, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            számú, szomszédja van 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. Nyilvánvalóan, 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            és mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontja össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ponttal az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-en kívül, 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Így 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Mivel nyilvánvaló, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], kapjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], mint állítottuk.

	15. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy komponense, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            úgy vannak választva, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimális legyen.
Tekintsük az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összes képét a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusai szerint. Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tranzitivitása miatt, ezek minden
            pontot lefednek. Továbbá diszjunktak (ha különbözőek).
            Mert ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van közös pontja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szel, de nem tartalmazza, ami
            ellentmond 6.60(a)-nak. Ez azt is mutatja, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az uniója az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            bizonyos képeinek. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ez csak akkor lehetséges, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (mely esetben készen vagyunk), vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Hogy ezt az utóbbi esetet kizárjuk, vegyük észre,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel van összekötve. Így ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-tel van összekötve; azonban tudjuk,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szel és néhány más ponttal is (mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elvágó halmaz).
Az állítás hamis a 3 helyett 4-re, mint azt a 91.
            ábra mutatja.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    91. ábra.
				



(b) Legyen megint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy minimális elvágó halmaza, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy komponense, úgy választva, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is minimális, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Következik, mint előbb, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az uniója az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            bizonyos képeinek, melyek diszjunktak,
            és nem lehet, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            képe (a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            automorfizmusai által). Ebből, 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Mivel tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csak a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjaival lehet összekötve, kapjuk,
            hogy 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Ez a becslés éles, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            osztható 3-mal, mint azt egy kör és
            egy teljes 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gráf erős direkt szorzata mutatja
            (91. ábra 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetén). [M. E. Watkins, J. Comb. Th.8 (1970) 223–226; 
            W. Mader, Arch. d. Math.21 (1970)
            331–336.]
(c) Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy minimális elvágó halmaz 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy komponense. Tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            úgy vannak választva, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimális. Meg akarjuk mutatni, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyetlen pontból áll. Tegyük fel
            indirekt módon, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            éle. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel összekötő él, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy olyan automorfizmus, mely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re képezi le. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            metszi 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et és nem tartalmazza teljesen, ami
            ellentmond 6.60(a)-nak.

	16. feladat FÖ
	Tegyük fel indirekte, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él nem fordul elő egyik 1-faktorban
            sem (lehet, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tartalmaz, de az is, hogy nem
            tartalmaz 1-faktort). Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem tartalmaz 1-faktort és ezért, a
            Tutte tétel szerint, létezik egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben több, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan komponens van. Paritási okok
            miatt, a páratlan komponensek száma 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            (mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páros). Így ha vesszük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan komponens van.
Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponensei 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-reguláris. 12.14 szerint, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-élösszefüggő, és ezért kell, hogy
            legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él kösse össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szel ([image: 12. Gráfok automorfizmusai]). Ez azt jelenti, hogy legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él lép be 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be. De 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek csak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontja van, hogy ezen éleket fogadja,
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy pontja legfeljebb 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et fogadhat. Továbbá 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            legfeljebb 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et fogadhat, mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            leköt mindkettőből egyet-egyet. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem fogadhatja az összes 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be belépő élt, ami
            ellentmondás.

	17. feladat FÖ
	
              [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            reguláris (lásd a 11.17 megoldásához
            fűzött lábjegyzetet). Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            olyanok, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kört alkotnak 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben (ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            rendje).
Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy maximális részcsoportja úgy, hogy
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemei egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kört alkotnak. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ami az állítást bizonyítja. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, van egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is szintén egy él. Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]; legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a legkisebb olyan egész, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
A 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kommutativitása miatt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re; valóban, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, és ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. A kommutativitásból az is
            következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            részcsoport.
Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páros, akkor 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjai által alkotott kör lesz, ami
            megint csak ellentmondás (92(a) ábra). Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan, akkor az 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            kört kapjuk, ami szintén ellentmondás (92(b) ábra).
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    92. ábra.
				




              Megjegyzés: Az a feltétel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            Abel-csoport, nem hagyható el, mint
            azt a Petersen gráf mutatja [J. Pelikán].

	18. feladat FÖ
	Elegendő megadni az összefüggő gráfokat, melyek a
            kívánt tulajdonsággal rendelkeznek; a nem összefüggőket
            úgy kapjuk, hogy tetszőleges számú összefüggő példa
            diszjunkt unióját vesszük.
Két esetet különböztetünk meg. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont-tranzitívan hat, akkor 12.15b
            szerint, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            legalább 2-összefüggő, hacsak nem 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Továbbá, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem 3-összefüggő, akkor 2-reguláris,
            azaz, egyetlen körből áll.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-reguláris ([image: 12. Gráfok automorfizmusai]) és 3-összefüggő. 6.69 szerint ebből
            következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek van egy lényegében egyértelmű
            beágyazása a gömbre, és minden automorfizmus lapot
            lapba képez le. Az él-tranzitivitás miatt, vagy minden
            lap egyforma méretű, vagy csak két típusú lap van,
            mondjuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögek és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögek. Az első esetben 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            csak az öt szabályos test egyike
            lehet, melynek a bizonyítása megtalálható számos
            geometria könyvben.
A második esetben, az él-tranzitivitásból
            következik, hogy minden él pontosan egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szöghöz és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szöghöz illeszkedik. Így minden pont
            pontosan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szöghöz és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szöghöz illeszkedik, valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 5.26 szerint, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahonnan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Világos, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögek teljes száma 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögeké 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], így az Euler-formula szerint 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ebből vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Könnyű látni, hogy a megfelelő
            gráfok a kocka, ill. a dodekaéder élgráfjai.
Most tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem tranzitív a pontokon. Ekkor
            világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek két tranzitivitási osztálya van 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, mondjuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Minden él két különböző osztályba
            tartozó pontot köt össze.
Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben a minimális fokszám 1, akkor egy
            csillagot kapunk. Ha a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli minimális fokszám 2, akkor ez
            úgy keletkezik, hogy egy (nem szükségképpen egyszerű),
            síkbarajzolható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf minden élére még egy pontot
            teszünk. Ennek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfnak az automorfizmuscsoportja
            tranzitív mind a pontokon, mind az éleken. Ebből
            következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a fent meghatározott élekből úgy
            keletkezik, hogy minden élét ugyanazzal a számmal
            megtöbbszörözzük. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyike azon gráfoknak, melyeket az
            ötlettárban adtunk meg.
Így tegyük fel, hogy a minimális fokszám 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben legalább 3. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            3-összefüggő 12.15c szerint, és így
            6.69 szerint lényegében egyértelműen ágyazható be a
            gömbbe. Az él-tranzitivitásból ismét következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            vagy tranzitív a lapokon, vagy
            kétfajta lap van. Az első esetben tekintsük a duális
            gráfot, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ot. Ennek az automorfizmuscsoportja
            tranzitív mind a pontokon, mind az éleken, és így
            egyike a fentebb már meghatározott gráfoknak.
Így feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem tranzitív a lapokon sem. Legyen
            mindegyik él egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögű és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-szögű lap határán. Legyen az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli pontok foka 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli pontok foka 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel az egy adott pontot tartalmazó
            lapok felváltva tartoznak a két tranzitivitási
            osztályba, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páros, így egyik sem lehet 4-nél
            kisebb. Hasonlóan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. De ekkor a pontok száma legfeljebb 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], a lapok száma legfeljebb 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ami ellentmond az Euler tételnek.
            Így az utóbbi eset nem fordulhat elő. Ezzel az
            ötlettárban megadott lista teljességét
            bebizonyítottuk.

	19. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy nem ciklikus egyszerű csoport, és
            tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            síkbarajzolható gráf. Megmutatjuk,
            hogy ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], még abban az esetben is, ha meg van
            engedve a pontok színezése. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimális azon gráfok között, melyekre
            
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő. Mert tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponensei a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfok. Ekkor a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden automorfizmusa a komponensek
            egy permutációját indukálja. Azok az automorfizmusok,
            melyek az identitást indukálják, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy normálosztóját alkotják. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyszerű, ezért vagy nincs olyan
            automorfizmus, mely az identitást indukálja, vagy
            mindegyik ilyen. Az első esetben a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            komponensei aszimmetrikusak és így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            szimmetrikus csoportok direkt szorzata
            (melyek permutálják az izomorf komponenseket), és így
            sohasem lesz egy nem ciklikus egyszerű csoport. Így
            mindegyik automorfizmus a komponenseket invariánsan
            hagyja. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy olyan komponens, mely nem
            aszimmetrikus, akkor azok az automorfizmusok, melyek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjait fixen hagyják, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy valódi normálosztóját
            alkotják. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyszerű, ebből következik, hogy csak
            az identitás ilyen, azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ami ellentmond a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minimalitásának.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    93. ábra.
				



Jegyezzük meg továbbá, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincsenek fixpontjai. Mert
            elhagyva egy fixpontot, és a szomszédait egy új színnel
            kiszínezve, egy kisebb színezett gráfot kapunk, melynek
            ugyanaz az automorfizmus csoportja.
Húzzuk össze a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy megfelelő összefüggő részgráfját 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, úgy hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tartalmaz egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            részcsoportot, mely él-tranzitívan hat
            (12.12b-hez hasonlóan). Vegyük észre, hogy ez a
            konstrukció 12.12b-ben olyan, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs fixpontja, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek sincs. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nyilvánvalóan síkbarajzolható, így
            egyike azoknak a gráfoknak, melyeket a megelőző
            ötletben írtunk le. A csillagokat kizárja az, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs fixpontja. A megmaradó
            példák a szabályos testek, vagy gráfok, melyeknél
            könnyen látható, hogy ugyanaz az
            automorfizmuscsoportjuk, mint a szabályos testeknek.
            Felhasználva 12.2-t, könnyű látni, hogy az
            automorfizmuscsoportok, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-től különböző nem ciklikus egyszerű
            csoportot nem tartalmaznak.

              Megjegyzés: 
            A 93. ábra egy olyan síkbarajzolható
            gráfot mutat, melynek az automorfizmuscsoportja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. [L. Babai, in: Infinite and
            Finite Sets, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10
            Bolyai–North-Holland (1975) 29–84.]

	20. feladat FÖ
	(a) Felhasználva 12.12a-t, feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            regulárisan hat. Ekkor könnyű látni,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tartalmazza két 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú út és egy él
            Descartes-szorzatát. (Valójában tartalmazza három 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú kör Descartes-szorzatát.)
            Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Elegendő megmutatni, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összehúzható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. Ennek befejezésére, húzzuk össze
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            által kifeszített részgráfokat
            (amelyek nyilvánvalóan összefüggőek). Ennek
            eredményeként egy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel izomorf gráfot kapunk, ami
            triviális, hogy összehúzható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re (94. ábra).
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    94. ábra.
				



(b) Az előző probléma megoldásához hasonlóan,
            feltehetjük, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hatása él-tranzitív. (a) szerint
            feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hatása nem félig reguláris. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak van fixpontja. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, van neki két összekötött 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontja úgy, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], de 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak különböző szomszédai. Ebből 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont-tranzitív, akkor minden pont foka
            legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és készen vagyunk Mader tételét
            használva (10.8 feladat). Így tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem pont-tranzitív. Az
            él-tranzitivitás miatt következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek két tranzitivitási osztálya van,
            nevezetesen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mindegyik él 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ból 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be megy. Triviális, hogy minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli fok legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli legalább 2. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben a fokok legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nagyságúak, még mindig befejezhetjük a
            bizonyítást 10.8-at használva. Így tegyük fel, hogy a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli fokok kisebbek, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Alkossunk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n úgy, hogy két pontot akkor kötünk
            össze, ha a távolságuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben 2. Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            indukál egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t. Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy homomorfizmus, és mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egyszerű, ezért vagy egy
            monomorfizmus, vagy mindent az 1-re képez le. Azonban
            az utóbbi lehetetlen, mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tranzitívan hat 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. Továbbá, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak vannak fixpontjai, de nem az
            identitás, így az előzőekhez hasonlóan következik, hogy
            minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élre, legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli közös szomszédainak egyike.
            Világos, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pont legfeljebb 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            féleképpen fordul elő, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és így, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakú pontok száma legalább 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakú 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ponthoz válasszunk egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élet, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és húzzuk össze az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élet 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben. Azonosítsuk a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            azon pontjait, amelyek nem 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakúak, egy tetszőleges
            szomszédjukkal. Ezen a módon 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            le van képezve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            részgráfjára, mely az összes 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alakú élt tartalmazza (és lehet, hogy
            még többet). Így 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Így a 10.8 szerint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összehúzható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re.
(c) Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy elég nagy szám; megmutatjuk, hogy
            az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            alternáló csoport nem izomorf egyetlen
            
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli gráf automorfizmuscsoportjával
            sem, még akkor sem, ha számításba vesszük pontok
            színezését is. Pontosabban megmutatjuk, hogy ha egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf (melynek esetleg színezettek a
            pontjai) automorfizmuscsoportja 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor ennek egy alkalmas részgráfja
            kontrahálható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, feltéve, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy prím, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel elég nagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            bizonyosan nem tartalmaz egyetlen
            gráfot sem, mely kontrahálható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, ez már bizonyítani fogja az
            állítást.
A 12.19 megoldásához hasonlóan feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            összefüggő, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs fixpontja. Ekkor elfelejtve
            a pontok színezését, egy olyan gráfhoz jutunk, mely
            kielégíti a (b) feltételeit. Ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            kontrahálható 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. [L. Babai, Discrete Math.8
            (1974) 13–20.]

	21. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy gráf, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. A 12.5-beli konstrukció alapján
            feltehetjük, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            félig regulárisan hat a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n, azaz nincs olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elem, melynek van fixpontja.
A 12.5-beli konstrukció alapján azt is
            feltehetjük hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]; ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek legalább 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pályája van 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. Végül a 12.5-beli konstrukció
            komplementerét véve, elérhetjük, hogy minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli fokszám nagyobb legyen, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy izomorfizmusa 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pályái 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n és válasszunk egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontok különböző pályákon. Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            esetén, kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Az eredményül kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfon a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            permutációk mint automorfizmusok
            hatnak, ahol 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            Világos ugyanis, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            megőrzi a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli éleket, és ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy tetszőleges új él, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is egy új él lesz.
Másrészt, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs más automorfizmusa. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            megőrzi 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t, mint az olyan pontok halmazát,
            melyeknek a foka nagyobb, mint 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ra, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy izomorfizmus, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. De az egyetlen olyan pont 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ban, mely össze van kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Így ahhoz jutunk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek megvan a kívánt tulajdonsága. [I.
            Z. Bouwer, J. Comb. Th.6 (1969) 378–386; Z. Hedrlin–A.
            Pultr, Illinois J. Math.10 (1966) 392–405.]

	22. feladat FÖ
	Az ötlettárbeli állítás könnyen következik két
            észrevételből:
(a) Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy tetszőleges endomorfizmusa a
            Petersen gráfnak, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy ötszög a Petersen gráfban, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy-egyértelmű a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n. 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            képe nem színezhető ki 2 színnel, mert
            tartalmaz egy páratlan kört (ez nem színezhető ki 2
            színnel, mert ez a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 2-színezését adná); a legrövidebb
            páratlan kör a Petersen gráfban az ötszög. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tartalmaz egy ötszöget és így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy-egyértelmű a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-n.
(b) A Petersen gráf tetszőleges két pontja benne
            van egy ötszögben.
Ezért nincs olyan endomorfizmus, mely két
            különböző pontot azonosítana. Így, az endomorfizmus
            félcsoport 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]12.1 szerint.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    95. ábra.
				




	23. feladat FÖ
	Tekintsük a 95. ábrán látható gráfot, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            páratlan. Ez a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf három 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú kört tartalmaz, és egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságút. Ezért, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            endomorfizmusa egy-egyértelmű kell,
            hogy legyen az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú körökön. Továbbá, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            három szomszédja páronként az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú körökön fekszik, így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek három különböző szomszédja kell,
            hogy legyen, melyek szintén páronként ilyen körökön
            fekszenek. Ebből következik, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Triviálisan következik, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            különbözőek, akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak a három „küllőt” fixen kell
            hagynia. Az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú ív az „abroncson” nem
            képezhető le semelyik másik ívre, melynek ugyanezek a
            végpontjai, mert csak két másik ugyanolyan paritású út
            van, nevezetesen a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságúak, de ezek hosszabbak. Így 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. [Z. Hedrlin–A. Pultr, Monatsh. f.
            Math.69 
            (1965) 318–322.]

	24. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            elemei. Tekintsük ezeket egy színezett
            irányított 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf pontjainak. Kössük össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel egy irányított, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Mivel csak egy félcsoportunk van,
            megtörténhet, hogy bizonyos párok több, különböző színű
            éllel vannak össze kötve, mások meg egyáltalán
            nincsenek összekötve.
Tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, alkalmazva a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            definiáló egyenlőséget, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek egy endomorfizmusát kapjuk; mert
            ha egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű él köti össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel, azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], azaz, egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű él köti össze 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-vel. Továbbá, az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ek a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek különböző endomorfizmusai; mert
            ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re, akkor biztos, hogy, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], azaz, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai].
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs más endomorfizmusa. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és tekintsük 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Legyen 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ekkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel van összekötve 1-gyel,
            mert 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai][image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel van összekötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-mel, mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy endomorfizmus. Ebből 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]

(b) Először vegyük észre, hogy tetszőlegesen sok
            egyszerű gráf létezik, melyek merevek, és nincs olyan
            homomorfizmus, mely egymásba vinné őket. Vegyünk egy
            elég nagy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, és különféleképpen megválasztott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t úgy, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesüljön a 12.20 megoldásában
            megadott konstrukcióban. Legyenek 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            ezek a merev gráfok, ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            minden pontja benne van egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú páratlan körben, mely a
            legrövidebb mindegyikben.
Helyettesítsük az (a) részben megkonstruált 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráf minden 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élét egy lánccal, ahogy a 96. ábrán
            látható. Az a két él, amelyikkel a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-hez csatlakozik, mindegyik esetben
            ugyanarra a két pontra illeszkedik. A hurkokat
            hasonlóan helyettesítjük.
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]
                    96. ábra.
				



Az eredményül kapott 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfnak világos, hogy vannak
            endomorfizmusai, mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            endomorfizmusnak megfelel egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            endomorfizmus. Azt állítjuk, hogy
            nincs más endomorfizmusa. Mivel 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nek nincs másik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            hosszúságú köre, vagy rövidebb köre a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-belieken kívül, következik, hogy
            tetszőleges 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            End 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjait a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjaira képezi le. Mivel ezek
            merevek, és nem képezhetők le egymásba, következik,
            hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            mindegyik 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-t ugyanannak a gráfnak egy példányába
            képezi le. A 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            pontjai különböző 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-beli pontokkal vannak összekötve.
            Ezért 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Azt is könnyű látni, hogy ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            össze vannak kötve 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            színű éllel, azaz, a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-ben 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-esek és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-esek egy láncával vannak összekötve
            (lásd a 96. ábrát), akkor 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            is össze van kötve, és egyetlen olyan
            leképezés létezik, mely az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-láncot az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-láncra képezi le. Ezért, 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            teljesül valamely 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-re. [Z. Hedrlin–A. Pultr, Monatsh. f.
            Math.68 (1964) 213–217; 
            lásd még Z. Hedrlin–J. Lambek,
            J. of Alg.11 
            (1969) 195–212.]

	25. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], ahol 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy 0-elem: 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 1 az identitás, és 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Hagyjuk el az 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            élt. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem marad endomorfizmus, akkor létezik
            egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Hasonlóan, ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem marad endomorfizmus, akkor létezik
            egy olyan 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            él, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. De ekkor 
            
[image: 12. Gráfok automorfizmusai]


            ami azt jelenti, hogy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            nem egy éle 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-nak, ami ellentmondás.
(b) Tekintsük a 12.21.(b) megoldásában leírt
            konstrukciót, de válasszuk 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et úgy, hogy legyen még egy merev 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfunk, melynek a derékbősége 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai], és nincs endomorfizmusa 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-be, és megfordítva. Ha 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-et, mint egy új komponenst adjuk
            hozzá a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-hez, akkor egy 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            gráfot kapunk, melyre 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]. Azonban, ha összekötjük a 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]
            egy pontját 
            [image: 12. Gráfok automorfizmusai]-gyel egy éllel, az eredményül kapott
            gráf merev lesz.
            [L. Babai–J. Nešetřil.]




43. fejezet - 
        13. Hipergráfok




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	Tekintsük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, ahogy az ötlettárban definiáltuk.
            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő. Továbbá vegyük észre, hogy
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            körei megfelelnek a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            köreinek és megfordítva. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban akkor és csak akkor nincs kör, ha
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            fa, ami ennek megfelelően azzal
            ekvivalens, hogy 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(1)





            Nyilvánvalóan, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a fokok összege 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, azaz 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Másrészt, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Igy (1) azzal ekvivalens, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ugyanaz, mint 
            [image: 13. Hipergráfok].

	2. feladat FÖ
	(a) Először az ötlettárbeli állítást látjuk be.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális. Azt állítjuk, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontjának 1 a foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (ha ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem létezik, akkor nincs mit
            bizonyítsunk), és tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, 
            [image: 13. Hipergráfok]. A feltétel szerint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem üresek, így a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggősége miatt létezik pontoknak
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            sorozata, és éleknek egy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            sorozata, melyekre teljesül, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan kicsi, amilyen csak lehetséges,
            nyilvánvalóan teljesül, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hacsak nem 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kör nem kiegyensúlyozott, ami
            ellentmondás.
A probléma állítását 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk.
            Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő, különben alkalmazzuk az
            indukciós feltevést egyik komponensére.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nincs benne minden élben (ha nincs
            ilyen pont, akkor az állítás triviális). Válasszunk egy
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazó összefüggő 
            [image: 13. Hipergráfok]
            komponense a 
            [image: 13. Hipergráfok], mely az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazza, maximális. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő, akkor már tudjuk, hogy az
            állítás igaz; így tegyük fel, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak vannak olyan élei, melyek nem
            metszik 
            [image: 13. Hipergráfok]-et csak 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az a hipergráf, melyet azok az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek alkotnak, melyek nem metszik 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azon 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli pontok halmaza, melyek nem
            tartoznak 
            [image: 13. Hipergráfok]-höz. Azt állítjuk, hogy minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Tegyük fel, hogy van 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor tekintsük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Ebben a hipergráfban az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazó komponens nyilvánvalóan
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, ami ellentmondás.
Így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesen kiegyensúlyozott (egy
            teljesen kiegyensúlyozott hipergráf minden
            részhipergráfja is teljesen kiegyensúlyozott), és így
            van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontjának a foka 1 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei csak 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben metszik egymást, ezeknek a
            pontoknak a foka 1 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban.
(b) Indukciót végzünk 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            két olyan él, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontjának a foka 1. Tekintsük a
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot, mely 
            [image: 13. Hipergráfok]-ból úgy keletkezik, hogy elhagyjuk az
            
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait.
Nyilvánvaló, hogy ez teljesen kiegyensúlyozott,
            és teljesül, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges két 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre. Így indukcióval kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül a feltétel szerint. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és így, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


	3. feladat FÖ
	Tekintsük 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait a természetes módon
            lineárisan rendezve. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy kör 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            sem nem a legkisebb, sem nem a
            legnagyobb pont 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, azaz, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül, valamely 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]; ekkor létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]

[image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, és mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy út, ezért tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et is. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kiegyensúlyozott.

	4. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban nincs legalább 3 hosszúságú kör,
            akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesen kiegyensúlyozott, és
            kielégíti 
            [image: 13. Hipergráfok]-ot 13.2b-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel. De ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azzá egyszerűsödik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ellentmondás. [L. Lovász, Beiträge
            zur Graphentheorie, Teubner (1968), 99–106.].

	5. feladat FÖ
	(a) Az adott feltétel nyilvánvalóan szükséges.
            Tegyük fel, hogy teljesül, megmutatjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van reprezentánsrendszere.
Definiáljunk egy páros 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponthalmazon, melyben 
            [image: 13. Hipergráfok]-t akkor és csak akkor kötjük össze 
            [image: 13. Hipergráfok]-val, 
            [image: 13. Hipergráfok], ha 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            a feltétel szerint, így 7.4 szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben van olyan párosítás, mely minden
            pontot lefed 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban. E párosítás éleinek 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli végpontjai 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy reprezentánsrendszerét alkotják.
            [P. Hall]
(b) Az adott feltétel szükségessége most is
            triviális. Megmutatjuk, hogy elegendő is. Alkossunk egy
            páros 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot, mint fent. Akkor a feltétel
            azt jelenti, hogy 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(2)





            teljesül 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetén. 7.6 szerint, létezik 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részgráfja ugyanazon a ponthalmazon,
            hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontjának a foka 2 és 
            [image: 13. Hipergráfok]-re is teljesül (2). Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azon 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli pontoknak a halmaza, melyek
            illeszkednek 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], és (2)-ből következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Így az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párok egy erdő éleit alkotják a 
            [image: 13. Hipergráfok]-n. [L. Lovász, Acta Math. Acad. Sci.
            Hung.21 (1970) 443–446.]

	6. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Tegyük fel, hogy létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            függvény, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy-egyértelmű, és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor, véve 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, megfigyelhetjük, hogy
(a) 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van reprezentánsrendszere,
(b) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy reprezentánsrendszerét definiálja
            az alábbi 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfnak: 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], ahol 
            [image: 13. Hipergráfok].
Megfordítva, tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan leképezések, melyek a 
            [image: 13. Hipergráfok], ill. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy-egy reprezentánsrendszerét
            definiálják. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van olyan reprezentánsrendszere,
            mely tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t.
Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, 
            [image: 13. Hipergráfok], tekintsük az 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            … sorozatot, amíg el nem akadunk;
            világos, hogy ez akkor történik meg, amikor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az élek halmaza ezekben a
            sorozatokban. Definiáljuk az 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            függvényt. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy reprezentánsrendszert definiál.
            Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor kell, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesüljön (vagy megfordítva) és 
            [image: 13. Hipergráfok]; de ez azt jelenti, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azok az elemek, melyek megelőzik 
            [image: 13. Hipergráfok]-t az őt tartalmazó láncban, azaz, 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás. Végül, minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hozzátartozik 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamelyik lánchoz tartozik, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]; ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem tartozik a láncokhoz, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], így 
            [image: 13. Hipergráfok].
Így (a) és (b) együtt szükséges és elégséges
            feltételt alkotnak egy a 
            [image: 13. Hipergráfok]-t tartalmazó reprezentánsrendszer
            létezésére. Az előző probléma szerint a következő
            alakra írhatóak át:
(a')
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhipergráfra;
(b') minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt metsz. [Ez Bernstein halmazok
            számosságára vonatkozó tételének átfogalmazása.]

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], és vegyük hozzá 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, mint egy új élt ([image: 13. Hipergráfok])-szor 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz. Ekkor könnyű belátni, hogy az
            eredményül kapott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfnak akkor és csak akkor van
            reprezentánsrendszere, ha van a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak olyan reprezentánsrendszere, mely
            tartalmazza a 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Alkalmazva a Hall feltételt (előző
            probléma) 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, olyan feltételt nyerünk, mely
            ekvivalens a fenti (a'), (b')-vel. A részleteket az olvasóra
            hagyjuk.

	7. feladat FÖ
	Vegyünk két új pontot, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Definiáljuk az irányított 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazon a következőképpen: kössük
            össze 
            [image: 13. Hipergráfok]-t az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemével; kössünk össze minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-et minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel; kössünk össze minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-t minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel, mely tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et; végül kössük össze 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemét 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel.
Vegyük észre, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek akkor és csak akkor van közös
            reprezentánsrendszere, ha van 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]
            független 
            [image: 13. Hipergráfok]-út. Menger tétele szerint ez
            ekvivalens azzal a tulajdonsággal, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden olyan ponthalmaza, amely
            szeparálja 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontból áll.
Válassza el 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t and 
            [image: 13. Hipergráfok]-től, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ill. 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli élek által alkotott hipergráfok.
            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kell, hogy tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és nem kell, hogy tartalmazzon más
            pontokat. Így az a tény, hogy minden az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-től elválasztó ponthalmaz mérete
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok], ekvivalens azzal, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            teljesül a 
            [image: 13. Hipergráfok], ill. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhipergráfjára. De ez ugyanaz a
            formula, mint amit a problémában megadtunk. [R.
            Rado]

	8. feladat FÖ
	(a) Egy fix 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, az 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            halmazok különbözőek, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-ből következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az a hipergráf, melyet úgy kapunk 
            [image: 13. Hipergráfok]-ből, hogy az egyiket elhagyjuk minden
            kétszeres élből. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kétszeres él van, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az ötletben definiált hipergráf.
            Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Azt kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]

[image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukcióval találunk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt, 
            [image: 13. Hipergráfok]-et úgy, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különbözőek. Hasonlóan találunk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt, 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, 
            [image: 13. Hipergráfok]-t úgy, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különbözőek.
Vannak olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok 
            [image: 13. Hipergráfok], melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor, nyilvánvalóan, 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            különbözőek.
Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel fogjuk jelölni 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            közül az egyiket (mindkettő éle a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak), a következő szabály szerint. Ha
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem fordul elő az 
            [image: 13. Hipergráfok]-ek között 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különbözni fog az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazoktól; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami lehetetlen. Így ha tekintjük az 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különbségeket, ezek mind különbözőek,
            és a számuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. [J. Marica–J. Schönheim,
            Canad. Math. Bull.12 (1969),
            635–637.]
(c) Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor az állítás nyilvánvalóan igaz.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és használjunk indukciót 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]; feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legalább az egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élhez hozzátartozik, de nem
            mindegyikhez. Tegyük fel először, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 1. Akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle van, és így legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle reprezentálható vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban ([image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]). Ezen halmazok egyike sem
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Így, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-edik, kívánt alakú halmazt ad,
            tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
Másodszor, legyen az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 2 és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            között (a határokat is beleértve).
            Tekintsük a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            hipergráfokat. Mindkettőnek van legalább két
            éle, így az indukciós feltétel szerint legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz reprezentálható 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Továbbá, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            de 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így együttvéve legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kívánt alakú halmazunk van.
Végül, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élhez hozzátartozik, kivéve 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek van legalább két éle, így van
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakú halmaz, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mindegyik ilyen halmaz tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ad egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ediket tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
            [D. E. Daykin–L. Lovász, J. London
            Math. Soc.12 (1976), 225–230.]

	9. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úgy vannak definiálva, mint az
            ötletben, akkor (a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukcióval) feltehetjük,
            hogy vannak olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációi az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
Definiáljuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-t a következőképpen: Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Könnyű ellenőrizni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy permutáció. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            de 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Végül, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli él valamely él 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti képe, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy permutáció.
            [P. Erdős–J. Herczog–J. Schönheim,
            Israel J. Math.8 (1970), 408–412.]

	10. feladat FÖ
	(a) Első megoldás. Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Akkor van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, mely benne van valahány élben,
            de nem mindben. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kielégíti az ötletbeli állítás
            feltételét 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
Tegyük fel, hogy van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle van. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle van, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek is, tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, és vehetjük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek pontosan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle van. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van két különböző 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle, melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek több különböző éle van, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így kapunk ([image: 13. Hipergráfok]-re) egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle van.

              Második megoldás. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges pont. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek kevesebb különböző éle van, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak, akkor kell, hogy legyen olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Rögzítsünk az éleknek egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párját minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontra (ha valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re nem létezik ilyen pár, akkor
            készen vagyunk).
Definiáljunk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot a 
            [image: 13. Hipergráfok]-n, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            akkor és csak akkor van összekötve 
            [image: 13. Hipergráfok]-fel, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Ennek az egyszerű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfnak 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontja és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle van, így van benne kör. Alkossanak
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek egy kört 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és legyen mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és így létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            index, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. De 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szomszédosak 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            csak az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemben különböznek, kell, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesüljön. Ez azonban ellentmondás,
            mert 
            [image: 13. Hipergráfok]. [J. A. Bondy,
            J. Comb. Theory B 
            12 (1972), 201–202.]
(b) Tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző élt tartalmaz. Konstruáljunk
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot az 
            [image: 13. Hipergráfok]-n a következőképpen. Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra válasszunk ki az élekből két 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt úgy, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ilyen párok léteznek, máskülönben 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle lenne. Kössük össze az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párokat, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párokat is 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


              [image: 13. Hipergráfok]
              [image: 13. Hipergráfok]
            páros. Valóban 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egy 2-színezését definiálja.

              [image: 13. Hipergráfok]
            Nincs 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]-gráf. Tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek két pontja, mely három független
            úttal van összekötve, és legyenek ezek 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mindegyik 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úton megkeressük az utolsó 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot, mely tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            utáni pont a 
            [image: 13. Hipergráfok]-n, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szomszédosak, csak egy pontban
            különböznek, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ez nem teljesülhet az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindhárom értékére, ami bizonyítja 
            [image: 13. Hipergráfok]-t.
Megbecsüljük a 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli élek számát. 
            [image: 13. Hipergráfok]-ből következik, hogy minden blokk 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben vagy egyetlen élből, vagy
            egyetlen körből áll. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            komponense, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elvágó éle, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            további blokkja, melyek mérete 
            [image: 13. Hipergráfok]. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerint 
            [image: 13. Hipergráfok]. Továbbá 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ellentmondás [B. Bollobás].
(c) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az ötletben definiált két hipergráf.
            Ha 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            akkor az indukciós feltevés szerint, van
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden részhalmaza felírható, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]). Nyilvánvaló, hogy ugyanez az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz jó lesz 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra is. Így feltehetjük, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így az indukciós feltevés szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmaz egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden részhalmaza felírható 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban ([image: 13. Hipergráfok]). Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor tudjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            definíciója szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re ([image: 13. Hipergráfok]). Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így megmutattuk, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmaza reprezentálható 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban ([image: 13. Hipergráfok]). [N. Sauer,
            J. Comb. Theory133 (1972), 145–147; azt a
            legnagyobb 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, melyre a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf tartalmazza a pontoknak egy
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazát, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden részhalmaza előáll, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]), a hipergráf Vapnik–Červonenkis
            dimenziójának nevezzük. Ez a szám igen fontos szerepet
            játszik a statisztikában, a tanuláselméletben és a
            geometriai számításelméletben.]

	11. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor világos, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Az indukciós feltevés szerint, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és 
            [image: 13. Hipergráfok]-et az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden tagjából elhagyva, hasonlóan
            kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így tudjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és elegendő azt belátni, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ez úgy írható át, mint 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(3)





            Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Hasonló okoskodás adja, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ez bizonyítja 
            (3)-at. [D. Kleitman,
            J. Comb. Theory1 (1966), 153–155.]

	12. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az olyan élek számát, melyek vagy
            benne vannak 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, vagy diszjunktak 
            [image: 13. Hipergráfok]-től, tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mert minden adott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer számoltunk ([image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            halmaz diszjunkt 
            [image: 13. Hipergráfok]-től, és 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            halmaz tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t). Így, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel a bal oldal az 
            [image: 13. Hipergráfok]-ek átlaga, ezért kell, hogy legyen
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, melyre ez az átlag alatt van,
            azaz 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mint állítottuk.
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-színezése, és jelöljük 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel azon 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek számát, melyeknek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontját más színnel színezi.
            Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mert 
            [image: 13. Hipergráfok]
            módon lehet egy adott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt színezni, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            módon a maradékot ([image: 13. Hipergráfok]). Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            átlaga 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legalább az átlag, ez bizonyítja az
            állítást.

	13. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            fokát 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban. Ekkor tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Összegezzük ezt minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre, akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Innen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [K. Corrádi, Probléma a Schweitzer Versenyen, 
            Mat. Lapok20 (1969), 159–162.]

	14. feladat FÖ
	Feltéve, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], kapjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párra, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok], és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            (mert 
            [image: 13. Hipergráfok]). Összegezve ezt minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párra, kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami nem lehetséges, mert itt az egyenlőség
            teljesül. Az ellentmondás bizonyítja, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            [cf.
            P. Crawley–R. P. Dilworth, Algebraic
            Theory of Lattices, Prentice-Hall, 1973].

	15. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és készen vagyunk. Így tegyük fel,
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Az előző probléma szerint elegendő
            bizonyítani, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azok az élek, melyek tartalmazzák az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            metszi az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t a feltétel szerint, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel való metszeteik diszjunktak,
            mivel nem lehet az 
            [image: 13. Hipergráfok]-től különböző közös elemük. Így 
            [image: 13. Hipergráfok], mint állítottuk.
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Azt állítjuk, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vektorok lineárisan függetlenek. Ez
            nyilván bizonyítja, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tegyük fel, hogy 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(4)





            megmutatjuk, hogy minden 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-val egyenlő. Megszorozva (4)-et 
            [image: 13. Hipergráfok]-val, kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel a feltétel szerint 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-ra, ez a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egyenlethez vezet. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-t minden másik él tartalmazza, amit
            kizártunk, kivéve, amikor 
            [image: 13. Hipergráfok], amely esetben 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Ekkor 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(5)





            és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel a második tényező szigorúan pozitív,
            ebből következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így (5) szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok], mint állítottuk [ez a
            blokkrendszerek elméletében alapvető Fisher
            egyenlőtlenség egy változata].

	16. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], és jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            fokát 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, ill. 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-et 
            [image: 13. Hipergráfok]-szor számoltuk a bal oldal tagjaiban,
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]-szor a jobb oldalon. A különbség 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egész szám, és 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 1. [J. B. Kelly, Combin.
            Structures and Appl., Gordon and Breach (1970),
            201–207.]

	17. feladat FÖ
	(a) Mint az ötletben, tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Definiáljunk két hipergráfot, 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazon, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindegyikének 
            [image: 13. Hipergráfok]
            példányából, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pedig az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindegyikének 
            [image: 13. Hipergráfok]
            példányából áll. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Azt is tudjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így a 13.16-beli egyenlőtlenség szerint, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ahonnan a problémában megadott
            egyenlőtlenség az egyszerűsítések után
            következik.
(b) Helyettesítve 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-mel, a feltételek változatlanok
            maradnak. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges pont foka, akkor (a)
            szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Tegyük fel először, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és készen vagyunk. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            fokra.
Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azok a pontok, melyeknek a foka
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tegyük fel először, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy legfeljebb egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemét. Így, 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            hagyja ki az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek legalább egy pontját; egy hagy ki
            
            [image: 13. Hipergráfok]-et közülük (az üres 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz) és egy tartalmazhatja
            mindegyiket. Így legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            incidencia van ezen pontok és az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok között. Másrészt, az ilyen
            incidenciák száma legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Innen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és újra készen vagyunk. Így feltehetjük,
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont van, melynek foka legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]. Az előző feltételezésünk szerint a
            maradék pontok foka legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok].
Van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, 
            [image: 13. Hipergráfok], mely 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek kevesebb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemét tartalmazza. Máskülönben 
            [image: 13. Hipergráfok]-t kapnánk, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            közös elemei lennének 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek. De ekkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok diszjunktak ([image: 13. Hipergráfok]
            szerint), és olyan helyzethez jutnánk,
            amit kizártunk.
Így feltehetjük, hogy például 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            (vagy több) pontot tartalmaz, melyek
            legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            fokúak. Így az incidenciák száma az 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli pontok és az 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok között legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]. Másrészt, ez a szám pontosan 
            [image: 13. Hipergráfok], mivel az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindegyike az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et pontosan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemben metszi. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mint állítottuk.
Egyenlőség akkor teljesül, ha létezik olyan véges
            projektív sík, melynek a rendje 
            [image: 13. Hipergráfok]. Adjunk hozzá további 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot, és legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a sík egyenesei, ezzel a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponttal kiegészítve; legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Akkor ezek a halmazok kielégítik a
            feltételeinket. [M. Deza,
            J. Comb. Theory16 (1974), 166-167.]

	18. feladat FÖ
	(a) Rendezzük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden részhalmazát 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párokba. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párunk lesz, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legfeljebb egy tagját tartalmazhatja
            mindegyik párnak. Így az állítás következik.
(b) Első megoldás. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az a hipergráf, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleinek egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációját, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]); egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]13.9 szerint létezik. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek ([image: 13. Hipergráfok]) nem lehetnek a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], miközben a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            bármely két éle metszi egymást. Így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(6)





            Vegyük észre, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nincs két olyan él, mely lefedné
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-t; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-re 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesülne, akkor válasszuk 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-et úgy, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legfeljebb az egyiket tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            közül, tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, és ezért, 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(7)




(6) és (7) bizonyítja az állítást.
            [J. Schönheim, Combinatorics, London
            Math. Soc. Lecture Notes Series 13 (1974),
            139–140.]

              Második megoldás. Tekintsünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Nincs 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek olyan éle, mely a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak is éle lenne, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-ból ([image: 13. Hipergráfok]) következne, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], ami nem megengedett. Továbbá, 
            [image: 13. Hipergráfok]13.8b szerint. Így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(8)





            A 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nincs két olyan éle, mely együtt
            lefedné 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, mert a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élét a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy éle tartalmazza. Így, mint előbb, 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(9)





            és (8) és (9)-ből következik a probléma
            állítása. [D. E. Daykin–L. Lovász,
            J. London Math. Soc.12 (1976),
            225–230.]

              Harmadik megoldás. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor (a) szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. 13.11 szerint, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [D. Kleitman].
[image: 13. Hipergráfok]
                    97. ábra.
				




	19. feladat FÖ
	Feltehetjük, hogy minden egyelemű halmaz az 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz tartozik, továbbá az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]) a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy tetszőleges éle, akkor
            létezik olyan egyértelmű, minimális 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, mely tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, de nem egyenlő vele; mert ha lenne
            két ilyen él is, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor a feltétel szerint 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesülne; azonban ezek mindegyike
            lehetetlen. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minimális nem-üres élében van benne; 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nincs benne egyben sem. Ily módon 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt számolunk össze.
Tekintsünk egy tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és tekintsük a maximális éleket,
            melyek (szigorúan) benne vannak 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Ezek lefedik 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és diszjunktak, így legalább 2 van
            belőlük. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]-t legalább kétszer számoltuk. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyszer van számolva; 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nincs beszámítva. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ez a szám elérhető; valóban, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges fenyő, melyben a
            ki-fokok 2-vel egyenlők, kivéve az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            végpontot, és ha a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjára tekintjük az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            végpontok halmazát, melyek elérhetők
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-ből, akkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazokból, mint élekből és az üres
            halmazból alkotott hipergráfnak 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontja és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle van (97. ábra).

	20. feladat FÖ
	
              [image: 13. Hipergráfok]-re a probléma nyilvánvaló. Indukciót
            végzünk 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Tegyük fel, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            láncai, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és vegyünk még egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-edik 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot hozzá. Mindegyik 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lánchoz még két láncot definiálunk,
            ezek; 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Nyilvánvaló, hogy mind 
            [image: 13. Hipergráfok], mind 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szimmetrikus láncai az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmazainak. Továbbá, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmaza egyetlen egyhez tartozik
            hozzá közülük. Mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]; azt kapjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]; ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            első tagja, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]; ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy későbbi tag, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Hasonlóan látható, hogy nincs olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], ami a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-k közül egynél többhöz
            tartozna.
Így a 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            láncok az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes részhalmazának egy szimmetrikus
            láncokba való felosztását adják, és így az indukciót
            befejeztük.
            [N. G. de Bruijn–C. van E.
            Tengbergen–D. Kruijswijk, Nieuw
            Arch. Wiskunde23 
            (1949–51), 191–193.]

	21. feladat FÖ
	(a) Első megoldás: Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmazainak szimmetrikus láncai,
            úgy, mint 13.20-ban. Mivel minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhalmaz, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül, pontosan egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz tartozik hozzá, és megfordítva,
            kapjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak legfeljebb egy élét tartalmazza,
            mivel a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            bármely két éle összehasonlítható (az
            egyik tartalmazza a másikat). Ebből 
            [image: 13. Hipergráfok]. [E. Sperner, Math. Z. 27 (1928)
            544-548. Ez a bizonyítás de Bruijn, van E. Tengbergen
            és Kruijswijk-tól származik, ibid.]

              Második megoldás: Tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak azokat az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációit, melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül valamilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. Tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ilyen permutációt kapunk, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemeit az első 
            [image: 13. Hipergráfok]
            helyre téve, és a többi elemet az
            utolsó 
            [image: 13. Hipergráfok]
            helyre téve. Nincs olyan permutáció,
            melyet egynél többször számoltunk; mert, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy permutáció, akkor nem történhet
            meg, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindketten élek, mert akkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyike tartalmazná a másikat.
Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációt számolunk minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]) élhez, és összesen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációt számolhatunk össze. Mivel 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ebből következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [D. Lubbell, J. Comb. Th.11
            (1966), 299.]
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy Sperner rendszer 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponton, melynek pontosan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle van. Ekkor mindenhol egyenlőség
            kell, hogy álljon az összes becslésben, az (a) második
            bizonyításában. Tehát, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            amiből 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok].
Két eset van:

              [image: 13. Hipergráfok]
              [image: 13. Hipergráfok]. Akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, és így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-eséből áll.

              [image: 13. Hipergráfok]
              [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élekre. Azt állítjuk, hogy minden
            élnek ugyanaz a mérete, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-esből, vagy az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-esből áll.
Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a pontoknak egy tetszőleges
            permutációja, akkor ezt a permutációt be kellett
            számítanunk a második megoldásban; azaz, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy él. Így, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyike egy él.
Tegyük fel, hogy van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok], de ami nem él (ha minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-es él lenne, akkor, nyilvánvalóan,
            nincs olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-es, mely él lenne, és így kész
            lennénk a bizonyítással). Találhatunk ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]; mert legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor tekintsük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazokat, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Van közöttük egy utolsó, amely él,
            mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor tekinthetjük 
            [image: 13. Hipergráfok]
            et 
            [image: 13. Hipergráfok]
            helyett, és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]
            helyett.
Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]; másrészt, 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és így a fenti megjegyzésünk szerint 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak vagy csak az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-eséből, vagy csak az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-eséből áll.

	22. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális antiláncok, melyeknek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elemük van, és definiáljuk a
            következőket: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            antiláncok a definíciójuk szerint.
            Továbbá 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(10)





            Valóban, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor nincs olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lenne, mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (mondjuk), akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is igaz, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy antilánc. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és hasonlóan, 
            [image: 13. Hipergráfok]. 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(11)





            A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            irányú tartalmazás nyilvánvaló.
            Megfordítva, legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Nyilvánvalóan, 
            [image: 13. Hipergráfok]; így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Hasonlóan, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]. De innen 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás. Így 
            [image: 13. Hipergráfok].

              (10) és (11)-ből kapjuk, hogy 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(12)





            Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális antiláncok voltak, 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(13)





            De (12) és (13)-ből látjuk, hogy végig
            egyenlőség kell, hogy teljesüljön, így (13)-ben is. Ez
            bizonyítja, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            maximális antiláncok.
Könnyű belátni, hogy a maximális antiláncok 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaza hálót alkot a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            operációkra vonatkozólag.. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egységeleme, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy maximális antilánc, ami,
            nyilvánvalóan, invariáns az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            automorfizmusaira.
Tekintsük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és a részben rendezett 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy antilánc 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, így mi egy antilánc maximális
            méretét akarjuk meghatározni. A fentiek szerint, van
            olyan maximális 
            [image: 13. Hipergráfok]
            antilánc, mely invariáns az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            automorfizmusaira. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alaphalmaz tetszőleges permutációja
            automorfizmust indukál, és ezek a permutációk leképezik
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű részhalmazra. Így minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű részhalmaz beletartozik 
            [image: 13. Hipergráfok]-be. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nem lehet semmilyen más eleme,
            így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [R. P. Dilworth,
            Combin. Analysis, 
            Proc. Symp. Appl. Math. AMS (1960),
            85.]

	23. feladat FÖ
	(a) A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            keresztülvágó, de nem tartalmaz másik
            keresztülvágó hipergráfot, így speciálisan,
            keresztülvágó Sperner rendszert sem (98. ábra).
[image: 13. Hipergráfok]
                    98. ábra.
				



(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális keresztülvágó hipergráf.
            Ekkor tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz, amely nem hasonlítható össze a
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyik élével sem. Világos, hogy vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Jelöljük 
            [image: 13. Hipergráfok]-gal a nagyobbikat 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            közül, és legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            Sperner rendszer. Tegyük fel
            indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            csak 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel hasonlítható össze, definíció
            szerint. Egy hasonló ellentmondást kapunk, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mindkét esetben újra ellentmondáshoz
            jutunk.
Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            Sperner rendszert alkot, és Sperner
            tétele szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [P. Erdős].

	24. feladat FÖ
	Az ötletet követve, legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és ebből vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ezért 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legnagyobb binomiális együttható (ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            páros, akkor van egy másik halmaz is:
            helyettesíthetjük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel). Alkossunk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot a 
            [image: 13. Hipergráfok]-n, mely az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-esből áll, mint az ötletben. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            dekompozíciója szimmetrikus láncokba
            úgy, mint 13.20-ban. Nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            másrészt, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem tartalmaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hosszúságú láncot, ebből következik,
            hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel ez minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re teljesül, végül is kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [P. Erdős,
            Bull. Amer. Math. Soc.51 (1945),
            898–902.]

	25. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel indirekt módon, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei nem foghatók le egy ponttal.
            Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem fog le minden élt, így találunk
            egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]. 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nincs közös pontja; mert egy
            ilyen pont benne kell, hogy legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, de 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nincs benne 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben.
(b) Konstruálunk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, úgy, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            teljesüljön 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra. 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tetszőlegesen választhatjuk.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            már ki vannak választva. Mivel az
            összes többi él metszi 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, ennek a halmaznak a mérete
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem fedheti le az összes többi élt,
            kell, hogy legyen egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            rendelkezik a kívánt
            tulajdonsággal.
Mármost 
            [image: 13. Hipergráfok], azaz 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            amiből az állított egyenlőtlenség rögtön
            következik.

	26. feladat FÖ
	Vegyünk egy tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre, akkor vehetjük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re, mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy éle (ilyen él létezik, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]), és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Másrészt, legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kell, hogy messe 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, méghozzá különböző pontokban, így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-től különböző pontban kell, hogy
            messe, így ismét 
            [image: 13. Hipergráfok].

	27. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy tetszőleges rendezése, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális olyan halmaz, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            bármely két éle metszi egymást 
            [image: 13. Hipergráfok]. Akkor van legalább egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, hogy mind 
            [image: 13. Hipergráfok], mind 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek az 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleit (világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]). Mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazná 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmazná 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor feltéve például, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], azt kapnánk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás. Így, ha elvégezzük
            a számolást a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden rendezésére, legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot számolunk össze.

              [image: 13. Hipergráfok]
            minden eleme sokszor van beszámolva.
            Valóban, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor vannak olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minimalitása miatt. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Rendezzük el az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait, aztán vegyük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, aztán vegyük az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait; végül rakjuk be a maradék
            pontokat tetszőlegesen. Ez 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            módon tehető meg. Itt 
            [image: 13. Hipergráfok], ebből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ugyanakkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerepe felcserélhető. Így a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben minden pont legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer van számolva. Így a pontok száma
            
            [image: 13. Hipergráfok]-ben legfeljebb 
            
[image: 13. Hipergráfok]

A második állítás következik, ha tekintjük a
            következő hipergráfot. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            partíciójához, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok], hozzárendelünk egy új 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot; legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ezen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontok halmaza, és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Továbbá, álljon 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli 
            [image: 13. Hipergráfok]-esből, és még az összes 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazokból. Könnyű ellenőrizni, hogy
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges két éle metszi egymást, de
            nincs olyan részhipergráfja, amelynek megvan ez a
            tulajdonsága. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a minimális 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [M. Calczynska-Karlowicz tételének egy
            élesített változata,
            Bull. Acad. Polon. Sci.
            Ser. Math. Astr. Phys. 12 (1964),
            87–89.]

	28. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges pontja 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legfeljebb egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek a végpontja; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek lenne egy közös végpontja, akkor,
            mivel különbözőek, különböző irányba kellene, hogy
            induljanak, és mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], él-diszjunktak lennének.
Vegyük észre, hogy mivel minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            van közös éle 
            [image: 13. Hipergráfok]-gyel, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egyik végpontja belső pontja 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek. Így legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            ív van 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetén, és ebből következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok].
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ciklikus permutációja. Tekintsük az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hosszúságú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kört, rendeljük hozzá az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleihez (ugyanabban a ciklikus
            sorrendben). Ekkor ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egymást követő pontjaiból áll, akkor a
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hosszúságú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ívének felel meg. Bármely két ilyen
            ívnek van közös éle. Így az (a) „lemma” szerint,
            legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ilyen ív van, azaz tetszőleges
            ciklikus 
            [image: 13. Hipergráfok]
            permutációhoz legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan él van, mely egymásutáni
            pontokból áll. Mivel összesen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ciklikus permutáció van, ezen a módon
            nem több, mint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            élt számolunk össze. Nézzük meg, hogy
            hányszor számolunk meg egy adott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt. Hogy egy olyan ciklikus
            permutációt kijelöljünk, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egymásutáni pontokból áll, sorba kell
            raknunk 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer vettük számításba. Így az élek
            száma 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [P. Erdős–Chao Ko–R. Rado,
            Quart. J. of Math. Oxford, II. 12
            (1961), 313–320; ez a bizonyítás
            G. O. H. Katonától származik,
            J. Comb. Theory13 (1972), 183–184.]

	29. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az összes olyan halmaz, mely előáll a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf 
            [image: 13. Hipergráfok]
            diszjunkt élének uniójaként. Az a
            tény, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus, azt jelenti, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]

13.25a szerint, találunk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            között, mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, melyeknek a metszete üres. Legyen
            
            [image: 13. Hipergráfok]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élére. Valóban, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            metszi az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindegyikét (ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            diszjunkt lenne 
            [image: 13. Hipergráfok]-től, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            diszjunkt élt adna). Mivel az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok úgy vannak konstruálva, hogy
            nem lehet őket egy ponttal lefogni, következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. De 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek száma legfeljebb 
            
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Indukciót végzünk 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus, (a) megválaszolja a
            kérdést. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem 
            [image: 13. Hipergráfok]-kritikus, akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            az indukciós feltevés szerint, és mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-et nem tartalmazhatja több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, az állítás következik.
Egyenlőség teljesül minden olyan hipergráfra 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponton, mely azokból az 
            [image: 13. Hipergráfok]-esekből áll, melyek egy adott 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű halmazt metszenek.
            [A. Hajnal–B. Rothschild,
            J. Comb. Theory15 
            (1973), 359–362.]

	30. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf egy optimális törtlefogása.
            Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            teljesül minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre. Ezt a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élére összegezve, kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            A bal oldal felírható úgy is, mint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(14)





            Tegyük fel, hogy az eljárás 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lépés után áll meg, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élt lefog, és így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor világos, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Tudjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], megbecsülhetjük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t (14)-gyel, és azt kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [L. Lovász, Discrete Math.13 (1975),
            383–390.]

	31. feladat FÖ
	(a) Elegendő a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetet bizonyítani. Továbbá csak a
            triviális eseteket zárjuk ki, ha feltesszük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. 1.42(i) szerint felírhatjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és hasonlóan, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Innen 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(15)





            Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            binomiális együttható pozitív és
            monoton növő 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetén. Így a jobb oldalon minden tag,
            kivéve az elsőt, pozitív, és így az első negatív kell,
            hogy legyen, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]. Hasonlóan, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Hogy ezt az (15) jobb oldalából megkapjuk,
            meg kell szorozni az első (negatív) tagot 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel, és a többieket 
            [image: 13. Hipergráfok]-, 
            [image: 13. Hipergráfok]-, 
            [image: 13. Hipergráfok]-tal. Mivel a negatív tagok nagyobb
            szorzót kapnak, mint a pozitív tagok, az összeg
            csökken.
(b) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerinti indukciót végzünk. Elegendő a
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetet bizonyítani. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan pont, melynek a foka a minimális
            fokszám, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Feltehetjük, hogy nincsenek izolált
            pontok, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]; és azt is feltehetjük, hogy van
            legalább két el, úgyhogy 
            [image: 13. Hipergráfok].
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Írjuk fel ezt a számot 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban 
            [image: 13. Hipergráfok]; akkor, az indukciós feltevés szerint
            legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            darab 
            [image: 13. Hipergráfok]-est fednek le a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei. Jegyezzük meg, hogy ezek egyike
            sem tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Definiáljuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-t a következőképpen: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-uniform. Írjuk fel 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakban, 
            [image: 13. Hipergráfok], ekkor az indukciós feltevés szerint
            van legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            darab 
            [image: 13. Hipergráfok]-es, melyet a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei lefednek. Hozzávéve 
            [image: 13. Hipergráfok]-et ezekhez az 
            [image: 13. Hipergráfok]-esekhez, kapunk legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-est, melyet a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei tartalmaznak. Mivel az összes
            ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-es tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, ezek különböznek a korábban
            találtaktól.
Így az olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-esek száma, melyeket a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei tartalmaznak, legalább 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            (a)-t felhasználva, készen vagyunk, ha meg
            tudjuk mutatni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ehhez vegyük észre, hogy a fokszámok
            átlaga 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és itt nyilvánvalóan 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            amiből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mint állítottuk. [J. B. Kruskal,
            Math. Opt. Techniques, Univ. of
            Calif. Press (1963), 251–278; G. Katona,
            Theory of Graphs, Akadémiai Kiadó (1966), 187–207. Lásd
            ezeket a referenciákat a pontos optimumra vonatkozólag,
            amikor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem egész.]
(c) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak 
            [image: 13. Hipergráfok]
            különböző éle, melyek 
            [image: 13. Hipergráfok]-esek, és kölcsönösen metszik egymást.
            Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a következőképpen definiálva: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor a feltétel szerint nem lehet 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak olyan éle, mely a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamelyik élének a részhalmaza. Írjuk
            fel, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ekkor (b) szerint van legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            darab olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-es, mely a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy élének részhalmaza. Ebből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [D. E. Daykin,
            J. Comb. Th. A 
            17 (1974), 254–255.]

	32. feladat FÖ
	(a) Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak tetszőleges permutációja, akkor
            van legalább egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            index, amelyre az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemének a sorszáma kisebb,
            mint a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden eleméé. Így legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            párt számolunk le.
Továbbá, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges, adott index, akkor a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan permutációinak a száma, melyekre
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden eleme megelőzi a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden elemét, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így egy adott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt ennyiszer számoltunk. Ebből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [B. Bollobás].
(b) Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus, 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek van egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontlefogása. Ekkor nyilvánvalóan 
            [image: 13. Hipergráfok], miközben 
            [image: 13. Hipergráfok], ha 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így (a)-ból következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [F. Jaeger, C. Payan]

	33. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ki akarjuk színezni a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontokat pirossal és kékkel úgy, hogy
            egyik élnek se legyen minden pontja ugyanolyan színű.
            Tegyük fel, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontokat már kiszíneztük 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]-et nem színezhetjük pirosra, akkor
            van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], és az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes többi pontja piros. Hasonlóan,
            ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem kaphatja a kék színt, akkor van
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], és k minden pontja, kivéve 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, már kék. De ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás.

	34. feladat FÖ
	Tegyük fel először, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van egy elsőfokú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontja, és az összes többinek a foka
            2. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan pont, mely össze van kötve 
            [image: 13. Hipergráfok]-gyel, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan pont, mely össze van kötve 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-gyel, és általában, legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan pont, mely különbözik az 
            [image: 13. Hipergráfok]-től, és valamelyikkel össze van
            kötve. Ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont létezik, mert 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő. Visszafelé haladva,
            kiszínezhetjük 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-et egymás után pirossal és kékkel,
            ugyanúgy, mint az előző megoldásban.
Tegyük fel, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontja másodfokú. Feltehetjük,
            hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem gráf, vagyis tartalmaz egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 1 a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, a megoldás első része szerint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-kromatikus. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 2 színnel való színezése a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak is jó színezése lesz. Ha a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem összefüggő, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (melyeknek van elsőfokú pontjuk)
            egy-egy 2 színnel való színezését összerakhatjuk, a 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli színeket megcserélve, ha
            szükséges.

	35. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy nincs 1-elemű él (ami triviális
            eset). Hagyjuk el az izolált pontokat. Belátjuk az
            ötletbeli állítást.
(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Színezzük ([image: 13. Hipergráfok])-et pirosra, ([image: 13. Hipergráfok])-et kékre. Világos, hogy nem lesz
            piros egyszínű él. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem színezhető 2 színnel, kell, hogy
            legyen egy egyszínű kék 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t egyetlenegy pontban metszi, és ez a
            pont kék kell, hogy legyen; így 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ezért 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka legalább 2.
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], legfeljebb egy olyan él van, ami
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. Így kiválaszthatunk egy olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot, hogy nincs olyan él, mely
            tartalmazná 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Színezzük 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]-t pirosra, az összes többi pontot
            kékre. Könnyű ellenőrizni, hogy nem fordulhat elő
            monokromatikus él.
Ez elintézi azt az esetet, amikor van egy
            legalább 4-edfokú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont; általánosabban, ha van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, mely csak 2-elemű élekhez
            tartozik, akkor tekintsünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt, mely nem tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et (ilyen él nyilvánvalóan létezik). 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek tartalmaznia kell az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek (egyetlenegy) pontját, minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre. Ez mutatja, hogy csak egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            létezik, és így 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok].
Így tegyük fel, hogy minden pont legalább egy
            olyan élhez tartozik hozzá, melynek a pontszáma 3-nál
            nem kisebb. Akkor nincs 2-elemű él. Mert legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            két legalább 3-elemű él, mely
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, ill. 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (egyetlen) közös pontja, és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. (a) szerint, vannak más élek, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], melyek tartalmazzák 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kell, hogy messe 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, kapjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok].
Színezzünk ([image: 13. Hipergráfok])-ban minden pontot pirosra, a maradék
            pontokat kékre. Ekkor piros egyszínű él nem fordulhat
            elő; mert egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élnek metszenie kell 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, egy piros pontban, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben; az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t is egy piros pontban kell
            metszenie, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben; de ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami nem monokromatikus.
            Monokromatikus kék él sem keletkezik; mert egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él kell, hogy messe 
            [image: 13. Hipergráfok]-t egy kék pontban, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban; kell, hogy messe 
            [image: 13. Hipergráfok]-t egy kék pontban, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban; de ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok], ami nem monokromatikus. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-színezhető, ami ellentmondás.
Ezzel felkészültünk, hogy bebizonyítsuk (c)-t.
            Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és válasszunk olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleket, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesüljön. Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], különben nincs mit bizonyítani.
            Színezzük ([image: 13. Hipergráfok])-t pirosra, minden mást kékre. Ekkor
            nem keletkezhet egyszínű piros él; mert egy ilyen él az
            
            [image: 13. Hipergráfok]-nek és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy-egy pontjából állhatna, de a
            2-elemű éleket kizártuk. De ekkor ekkor egy kék
            monokromatikus 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él keletkezik, mely az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban kell, hogy messe, ami bizonyítja
            (c)-t.
Következik, hogy minden él egy 3-elemű. Mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponthoz létezik olyan él, mely
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és ezek az élek nyilvánvalóan
            különbözőek. De ekkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka legalább 4, ami
            ellentmondás.
[image: 13. Hipergráfok]
                    99. ábra.
				



Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            három olyan él, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek és 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy-egy további 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontja van. Egyetlen olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él van, mely tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-et és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Egyetlen olyan él van, mely
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és ez a 
            [image: 13. Hipergráfok]-t is kell, hogy tartalmazza, mivel ez
            az egyetlen olyan pont, melyben az 
            [image: 13. Hipergráfok]-t metszheti. Hasonlóan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is élek, és más élek nincsenek. Ez a
            hipergráf (szokásos elnevezése Fano konfiguráció, vagy
            7 pontú sík) 3-kromatikus. Így a 99. ábrán bemutatott
            hipergráfok kimerítik az összes lehetőséget.

	36. feladat FÖ
	Tegyük fel indirekt módon, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kiszínezhető pirossal és kékkel.
            Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a piros, ill. kék pontok számát. Ekkor
            a piros-piros-kék élek száma 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azon élek száma, melyek egy adott párt
            tartalmaznak. Hasonlóan, a kék-kék-piros élek száma 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(16)





            Másrészt minden él pontosan két olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt tartalmaz, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kék, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            piros. Így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(17)




(16) és (17)-ből kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vagy, ami ezzel ekvivalens, 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(18)





            De tudjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            így (18)-ból következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ellentmondás. [L. Lovász,
            Proc.  
            [image: 13. Hipergráfok]
            SE Conf. on Comb. Graph
            Theory and Computing, Utilitas Math. (1973),
            1–12.]

	37. feladat FÖ
	Tekintsük azt a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            poliédert az 
            [image: 13. Hipergráfok]-dimenziós térben, melyet az 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egyenlőségek írnak le. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem üres, hiszen az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vektor beletartozik. Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mátrix is totálisan unimoduláris, és a
            konstansok egészek, így a Hoffman–Kruskal tétel
            szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tartalmaz egy rácspontot. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ez a rácspont. Színezzük 
            [image: 13. Hipergráfok]-t pirosra, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], és kékre különben. Ez a színezés egy
            korrekt színezés, ha a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban nincsenek 1-elemű élek.
            Pontosabban, legalább 
            [image: 13. Hipergráfok], és legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kék pont van minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élben. Ez bizonyítja az állítás „csak
            akkor” részét.
Tegyük fel, hogy minden részhipergráfnak van egy
            előírt tulajdonságú 2-színezése. Megmutatjuk, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            incidencia mátrix minden
            aldeterminánsára teljesül, hogy értéke vagy 0, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy almátrixa valamely részhipergráf
            incidencia mátrixa, melynek nyilvánvalóan megvan
            ugyanez a tulajdonsága, elegendő megmutatni, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok].
Azt állítjuk, hogy létezik olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindegyike páros. Valóban, tekintsük az
            
[image: 13. Hipergráfok]


            vektorokat 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok](2) test felett. Ezek nem generálják
            az egész teret, így 5.32f szerint van olyan 01-vector, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mely merőleges rájuk. Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lehet páros is, vagy páratlan
            is.
Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. A feltevés szerint 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úgy, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            választása miatt 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            teljesül 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Legyen mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor adjuk hozzá a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ik, 
            [image: 13. Hipergráfok]-edik oszlopokat az elsőhöz, de vonjuk
            ki belőle az 
            [image: 13. Hipergráfok]-edik, 
            [image: 13. Hipergráfok]-edik oszlopokat. Ily módon csupa 0-t
            kapunk, kivéve az első oszlop utolsó elemét, és itt
            pedig 0-t, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-et kapunk. Ha ez az utolsó elem is 0,
            akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Különben, kifejthetünk az első
            oszlop szerint, és indukciót használunk
            [A. Ghouila-Houri].

	38. feladat FÖ
	(a) Először az ötletbeli állítást bizonyítjuk.
            Elegendő a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            esetet tekinteni. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tekintsük a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            hipergráfot. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nincs páratlan köre. Mert legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges köre. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem tartalmazza sem 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, sem 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, akkor megfelel a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy körének, természetes módon, és így
            páros kell, hogy legyen. Tegyük fel, hogy tartalmazza
            mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Ekkor a következő alakú lesz: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ahol 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]. Most 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            körei, így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párosak. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is páros, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is páros.
Helyettesítsünk minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt 
            [image: 13. Hipergráfok]
            diszjunkt párral. Az eredményül kapott
            gráf páros, és így kiszínezhető pirossal és kékkel.
            Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él tartalmaz legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            piros és legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kék pontot, ami az állítást
            bizonyítja.
(b) Ez triviális következménye az (a)-nak és
            13.37-nek [C. Berge]

	39. feladat FÖ
	Tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem kiegyensúlyozott. Akkor tartalmaz
            egy páratlan kört, 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, ami nem kiegyensúlyozott. Ez azt
            jelenti, hogy nincs más illeszkedés 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            között, mint ahogyan azt a kör
            definíciója megkívánja. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            incidencia-mátrixa tartalmaz egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-es almátrixot, mely a következő
            alakú: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ennek a determinánsa 2, ami
            ellentmondás.

	40. feladat FÖ
	Tegyük fel indirekte, hogy vannak
            kiegyensúlyozott hipergráfok, melyek nem
            2-kromatikusak, és tekintsünk egy minimális 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ellenpéldát. Definiáljuk a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot a következőképpen: 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok].
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő gráf. Tegyük fel indirekte,
            hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úgy, hogy minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben van. Tekintsük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et és 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és hagyjuk el az egy-elemű éleket
            belőlük. Ily módon két kiegyensúlyozott hipergráfhoz, 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez és 
            [image: 13. Hipergráfok]-höz jutunk.
A 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minimalitása miatt 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-kromatikus. Színezzük ki mindkettőt
            pirossal és kékkel, azt állítjuk, hogy ez egy jó
            színezése 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak is. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            által van kifeszítve, így mindkét
            színt megkapja. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            valamelyikére, és így, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            mindkét színt megkapja a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-színezésében. Így a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 2 színnel való színezését kaptuk,
            ami ellentmondás.

              [image: 13. Hipergráfok]-ben nincs páratlan kör, mert 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kiegyensúlyozott, és mivel összefüggő,
            van egy (lényegében egyértelmű) színezése pirossal és
            kékkel. Azt állítjuk, hogy ez jó színezése 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak is. Tegyük fel indirekte, hogy
            volna egy monokromatikus 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összefüggő, tartalmaz egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            utat, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            esetén. Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontok alternálva pirosak és kéket,
            hiszen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            páros. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egy kiegyensúlyozatlan páratlan kör, ami
            ellentmondás. Így a színezés, amit tekintettünk, a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak is jó színezése, ami újból
            ellentmondás [C. Berge].

	41. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            és színezzük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait véletlenszerűen pirosra és
            kékre, egymástól függetlenül, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valószínűséggel. Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azt az eseményt, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            monokromatikus. Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-féleképpen színezhetjük ki 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és ezek közül kettő jön
            számításba. Így annak a valószínűsége, hogy egy
            véletlen színezés tartalmaz egy monokromatikus élt, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            (az első, szigorú egyenlőtlenség abból a
            tényből következik, hogy az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem zárják ki kölcsönösen egymást:
            mindegyik előfordul, amikor az összes pont piros)
            [P. Erdős].

	42. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úgy definiálva, mint az ötletben.
            Akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élre. Ezért 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egy törtlefogást definiál. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            (Nem lenne nehéz megmutatni, hogy itt
            egyenlőség áll.)
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjainak egy tetszőleges olyan
            halmaza, amely minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt lefog. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-eseknek egy családja, így 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform hipergráfot definiál. Az a
            tény, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lefogja 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, azt jelenti, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem adja meg 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy jó 2-színezését; így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem 2-kromatikus. Így, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális lefogás, 13.30-ból
            kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Itt azonban 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [P. Erdős].

	43. feladat FÖ
	Színezzük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait újból véletlenszerűen, mint a
            13.41 megoldásában. Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            diszjunktak 
            [image: 13. Hipergráfok]-tól, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], és tetszőleges polinomjuk független 
            [image: 13. Hipergráfok]-tól. Így, ha az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot tekintjük, és hozzárendeljük az
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            eseményt 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez, akkor ez a gráf és a
            hozzárendelt események kielégítik 2.18 feltételét.
            Továbbá, a feltétel szerint az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontjának a foka legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok], így a második feltétel is ki van
            elégítve. Ezért 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz, van olyan színezés, amelyben egyik él
            sem monokromatikus. [P. Erdős–L. Lovász,
            Infinite and Finite Sets,
            Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10,
            Bolyai–North-Holland (1974), 609–627.]

	44. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem 2-kromatikus. Ekkor 13.43 szerint,
            van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, amit több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            másik él metsz. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek van olyan pontja, ami ezekből
            több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez tartozik hozzá. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban a maximális fok, 
            [image: 13. Hipergráfok], legalább 
            [image: 13. Hipergráfok].
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan pont, melynek a foka ez a
            maximális 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor az 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazó éleknek nincs másik
            közös pontjuk a feltétel szerint, és így legalább 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            pontot fednek le, ami ellentmondás.
(b) 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-nek azt a pontját, amelyiknek a
            legnagyobb a foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban (vagy ezek egyikét) és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            legalább 3-kromatikus kell, hogy
            legyen, mert 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges színezése 2 színnel a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy színezését adná. Így az (a)
            megoldása szerint van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, melynek a foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyenek 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek 
            [image: 13. Hipergráfok]-et tartalmazó élei. Ekkor definíció
            szerint a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban legalább annyi mint az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, ami legalább annyi, mint az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, ami 
            [image: 13. Hipergráfok]-vel egyenlő. Továbbá, a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontok különbözőek, mivel az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek nincs más közös pontja, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így van 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan pontunk, melynek a foka legalább
            
            [image: 13. Hipergráfok], ami az állítást bizonyítja.
(c) Tegyük fel indirekte, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kromatikus száma legalább 3. Akkor az
            előző probléma szerint van 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan pont, melynek a foka nagyobb,
            mint 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha leszámoljuk az ezekhez a
            pontokhoz illeszkedő éleket, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-t kapunk, és minden élt legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]-szer számoltunk meg. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [ibid.]

	45. feladat FÖ
	(a) 13.5b szerint kiválaszthatunk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párt a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éléből úgy, hogy az így létrejött 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf (valójában gráf) erdő lesz.
            Így a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2 színnel színezhető, és a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2 színnel való színezése a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy színezését adja [M. Las
            Vergnas, L. Lovász]
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy háromszög, és tegyük fel, hogy már
            van egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfunk a kívánt tulajdonsággal.
            Definiáljuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-et a következőképpen; minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez, vegyünk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt; legyenek az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazok diszjunktak egymástól és 
            [image: 13. Hipergráfok]-től. Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-uniform. Továbbá 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem színezhető ki két színnel. Mert
            legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy jó színezése pirossal és kékkel.
            Ekkor van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, mely monokromatikus, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem színezhető 2 színnel. Legyen
            például az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontja piros. Ekkor tetszőleges
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontra, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy éle lesz, így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kék kell, hogy legyen. De ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy monokromatikus éle, ami
            ellentmondás.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges részhipergráfja a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tegyük fel, hogy nem, és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális ellenpélda. Ekkor a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben minden pont foka legalább 2,
            mivel különben elhagyható lenne. Ezért, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy pontja, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok], és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is igaz minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-re.
Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakú éleinek a halmazát, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élhez legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így az alábbi 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            (minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmazt csak egyszer veszünk) 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek részhipergráfja, és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Azt is kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            rendelkezik a kívánt tulajdonságokkal.
            Megjegyezzük, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhipergráfjára még az is teljesül,
            hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            kivéve 
            [image: 13. Hipergráfok]-et. [D. R. Woodall,
            Combinatorics, Proc. Conf. Southend-on-Sea
            (1972), 322–340.]
(c) Tegyük fel, hogy a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            incidencia vektorai nem feszítik ki az
            egész 
            [image: 13. Hipergráfok]-dimenziós teret. Akkor létezik olyan
            nemnulla 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vektor, mely ortogonális minden él
            incidencia-vektorára. Más szavakkal kifejezve,
            hozzárendelhetünk a csúcsokhoz valós, nem csupa nulla, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            számokat úgy, hogy egy tetszőleges él
            elemeihez hozzárendelt számok összege nullával lesz
            egyenlő. Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            azon 
            [image: 13. Hipergráfok]-k halmazát, melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], illetve 
            [image: 13. Hipergráfok].
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            által kifeszített részhipergráf. A
            feltevés szerint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2 színnel színezhető; legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy jó színezése. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy jó színezése 2 színnel.
            Valóban, ha egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él benne van a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, akkor kell, hogy messe mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, definíció szerint. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nincs benne 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            csak akkor adhat nulla összeget az 
            [image: 13. Hipergráfok]-n, ha tartalmaz mind negatív, mind
            pozitív elemeket. [P. D. Seymour,
            Quart. J. Math. Oxford, 
            25 (1974),
            303–312.]

	46. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform, 2 színnel nem színezhető
            hipergráf, melyben nincsenek többszörös élek, és
            melyben bármely két él metszi egymást. Konstruálunk egy
            
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot hasonló tulajdonságokkal.
            Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Definiáljuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-et a következőképpen: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Könnyű belátni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            rendelkezik a kívánt tulajdonságokkal.
            Továbbá 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            amiből 
            
[image: 13. Hipergráfok]

(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            két hipergráf. Definiáljuk a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot a következőképpen: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges két éle metszi egymást,
            ugyanez teljesül 
            [image: 13. Hipergráfok]-re is. Valóban, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            két éle 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            metszik egymást; 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is metszik egymást; legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            közös pontja a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            két élének.
Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem 2-színezhető, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            sem az. Mert színezzük ki a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjait két színnel. Ekkor, minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ([image: 13. Hipergráfok]) halmazok egyike monokromatikus;
            válasszuk ki 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy ilyen tulajdonságú 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élét. Színezzük 
            [image: 13. Hipergráfok]-et 
            [image: 13. Hipergráfok]
            színére, akkor lesz olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, amelyik monokromatikus. De ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            monokromatikus.
Jelölje 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a háromszöget, és legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor a fentiek szerint a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            tetszőleges két éle metszi egymást, de
            nem 2-kromatikus. Ugyanakkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éle van, ami könnyen látható
            indukcióval. Így megvan az összes kívánt
            tulajdonsága.
(c) A 13.27 megoldásában megkonstruált
            hipergráfnak triviálisan megvan az összes kívánt
            tulajdonsága. [P. Erdős–L. Lovász: 
            Infinite and Finite Sets,
            Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10,
            Bolyai–North-Holland (1974), 609–627.]

	47. feladat FÖ
	Tekintsünk egy ilyen 
            [image: 13. Hipergráfok]-uniform, többszörös élek nélküli
            hipergráfot, amelyik nem 2-kromatikus. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy pont, melynek maximális a foka,
            ekkor a foka nagyobb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mert legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Minden más él metszi 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            saját magát 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontban metszi, így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ebből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            úgy van megválasztva, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-t több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]
            él tartalmazza. Próbáljuk meg 
            [image: 13. Hipergráfok]-t pirosra színezni, a maradékot
            kékre. Ez nem működhet, azaz kell, hogy legyen egy
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tetszőleges olyan él, mely
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, metszi 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, és így van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, amely több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben van benne közülük. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élben van benne.
Ahhoz jutunk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            több, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élben van benne. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nyilvánvalóan legfeljebb egy élben van
            benne (vagy előfordul az élek között, vagy nem),
            kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami az állítást bizonyítja.

	48. feladat FÖ
	Mivel minden lefogás definiál egy törtlefogást, a
            
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egyenlőtlenség triviális. Hasonlóan 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            is nyilvánvaló.
Az ötletben bevezetett jelöléssel, tetszőleges
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vektor, melyre 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            definiál egy törtpárosítást; tetszőleges
            valós 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vektor, melyre 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egy törtlefogást definiál. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            reláció a lineáris programozás
            dualitástételéből következik.

	49. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráf egy tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogása. Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Definiáljuk a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            függvényeket. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 2-lefogás, és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogás. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ha, mondjuk, 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]-ból következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], és újból 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 2-lefogás. Másrészt, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            kivéve ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. De ha mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            megint következik.
(b) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-párosítás, és tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            páros. Helyettesítsünk minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párhuzamos éllel. Az eredményül kapott
            
            [image: 13. Hipergráfok]-ban a fokok legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nagyságúak. Új éleket véve hozzá
            (hurokélek is megengedettek), egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-reguláris 
            [image: 13. Hipergráfok]
            gráfot kapunk. 7.40 miatt 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben van 2-faktor; a többi éle pedig
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-faktort alkot. Elhagyva 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleit, az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy 2-párosításra és egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-párosításra való felbontásához
            jutunk. Ez a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy 2-párosításra és egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-párosításra való felbontását
            adja.
(c) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy optimális törtlefogás, racionális
            súlyokkal (ismeretes a lineáris programozásból, hogy
            egy ilyen optimális megoldás létezik). Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-beli súlyoknak egy közös nevezője.
            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogás lesz. (a) szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok], ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            2-lefogások. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ahol 
            [image: 13. Hipergráfok]
            törtlefogások. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            optimális, következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            optimális törtlefogások kell, hogy
            legyenek, melyek fél-egész számokból állnak.
Párosításokra az állítás hasonlóan következik.
            Innen világos, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            is egész szám.
(d) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy optimális 2-lefogás. Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            független. Továbbá tetszőleges 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontra 
            [image: 13. Hipergráfok], mivel van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban, mely össze van kötve 
            [image: 13. Hipergráfok]-nal, és 
            [image: 13. Hipergráfok]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden pontra, így 
            [image: 13. Hipergráfok].

              [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra; továbbá, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            elég ahhoz, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élét kétszer lefogja. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            optimalitása miatt. Tehát 
            [image: 13. Hipergráfok]-t az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            meghatározza, és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így, felhasználva (c)-t, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így (c)-ből következik 7.37.

	50. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 2-színezése, és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogás. Minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra definiáljuk a következő függvényt:
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és hogy mindegyik 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élt lefog. Az első állítás
            triviális. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], kapjuk, hogy vagy 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ennek megfelelően, 
            [image: 13. Hipergráfok], vagy 
            [image: 13. Hipergráfok]. A párosításokra vonatkozó állítás
            pontosan úgy következik, mint az előző megoldásban,
            csak most 7.10-et használhatjuk 7.40 helyett.

	51. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minimális törtlefogása a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, illetve 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak. Definiáljuk belőlük a
            következőt: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ekkor könnyű ellenőrizni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy törtlefogása. Továbbá, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            amiből 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Egy analóg érvelés a törtpárosításokra azt
            adja, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így 13.48-ból az első reláció
            következik.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális lefogása 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleinek. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            lefogja a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élét, amiből 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Definiáljuk 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra a 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            függvényt. Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogása a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ez bizonyítja a felső korlátot a második
            állításban. Az alsó korlát hasonló módszerrel
            következik, mint a megoldás első lépésében. A
            párosítási számra vonatkozó állítás analóg módon
            következik, ezért a részleteket elhagyjuk.
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor (a) szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami bizonyítja, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Megfordítva, tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]-re. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és definiáljuk a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot az 
            [image: 13. Hipergráfok]-en úgy, hogy az összes 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű részhalmazból áll. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy minimális 
            [image: 13. Hipergráfok]-lefogása (ugyanaz a pont többször is
            előfordulhat ezen a listán) és 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes élét reprezentálja; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy éle, ahol ([image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]), akkor van legalább 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan pont 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, mely 
            [image: 13. Hipergráfok]
            alakú ([image: 13. Hipergráfok]), és ezek közül legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]-re lehet 
            [image: 13. Hipergráfok], a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            definíciója szerint. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [C. Berge–M. Simonovits: Hypergraph Seminar,
            Lecture Notes in Math. 411, Springer (1974),
            21–33.]
(c) (a) szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(19)





            Ahhoz, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-t felülről megbecsüljük, használjuk
            13.30-at. Egyszerű számolással kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és így 
    
	[image: 13. Hipergráfok]	(20)




(19) és (20) szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [R. J. McEliece–E. C. Posner,
            Ann. Math. Stat.42 (1971),
            1706–1716.]

	52. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak van két olyan éle, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok], melyeknek egy közös pontjuk van, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus, létezik a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfban olyan 
            [image: 13. Hipergráfok]
            1-lefogás, melyre 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Világos, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            törtlefogás. Továbbá a mérete 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [L. Lovász: Hypergraph Seminar, Lecture
            Notes in Math. 411, Springer (1974),
            111–126.]

	53. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy maximális párosítása ([image: 13. Hipergráfok])-ben 
            [image: 13. Hipergráfok]; ekkor, mivel 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor könnyű ellenőrizni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy törtpárosítás; valóban, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (mondjuk), akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a következőképpen becsülhető: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            [ibid.]

	54. feladat FÖ
	Tegyük fel indirekte, hogy vannak olyan
            kiegyensúlyozott hipergráfok, melyekre 
            [image: 13. Hipergráfok], és tekintsünk egy minimális példát.
            Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, és így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem állhat diszjunkt élekből, vannak
            olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élek és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok].
Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok], van ([image: 13. Hipergráfok])-ben egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pont-lefogás. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Legyen 
            
[image: 13. Hipergráfok]

13.38 szerint a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhipergráf kromatikus száma 2 (ha
            az 1-elemű éleket figyelmen kívül hagyjuk). Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy színezés, ahol 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Mivel 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azt kapjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok].
Az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz lefogja a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élét. Mert ha egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            él, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            nem metszi 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, akkor metszi mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-t mind 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, azaz, van legalább két pontja 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, és mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy színezése 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek, 
            [image: 13. Hipergráfok]. Hasonlóan, ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor van két pontja 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, és ugyanúgy fejezzük be az
            érvelést, mint az előbb. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak egy lefogása. De 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ellentmondás [C. Berge].

	55. feladat FÖ
	Nyilvánvaló, hogy (iii) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (i) és (iii) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (ii). Tegyük fel, hogy (i) teljesül,
            de (ii) nem, és tekintsünk egy minimális ilyen
            ellenpéldát. Ekkor minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontra 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            és mivel 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus. 13.53 szerint azonban
            következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            ami ellentmondás. Így (i) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (iii).
Hasonlóan következik, hogy ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy minimális hipergráf, amely
            kielégíti (ii)-t, de (iii)-at nem, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]-kritikus (vö. 13.54), és így, 13.52
            szerint, 
            [image: 13. Hipergráfok], ami ellentmondás.
            [L. Lovász]

	56. feladat FÖ
	Először lássuk be az ötletbeli állítást.
Elegendő megmutatni, hogy ha hozzáadunk 
            [image: 13. Hipergráfok]-hoz egy új élt, mely párhuzamos egy
            régivel, akkor az eredményül kapott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráf rendelkezik a (iv)
            tulajdonsággal. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ez az új él, mely párhuzamos 
            [image: 13. Hipergráfok]-val.
Elegendő megmutatni, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], mivel ez hasonlóan következik a
            részhipergráfokra. 
            [image: 13. Hipergráfok]
            triviális.
Ha 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], azaz, az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak nincs maximális fokú pontja 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban. Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak megvan a (iv) tulajdonsága, az
            élei 
            [image: 13. Hipergráfok]-színezhetők. Legyen az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            színe piros, és legyen mondjuk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a többi piros színű él. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Határozzuk meg 
            [image: 13. Hipergráfok]-t. Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ban kisebb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok], akkor a foka 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben kisebb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]; ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka 
            [image: 13. Hipergráfok], a maximum 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben, akkor illeszkedik egy piros
            élhez, és mivel az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontjainak a foka kisebb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            foka kisebb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-ben. Így 
            [image: 13. Hipergráfok], és következésképpen a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei 
            [image: 13. Hipergráfok]-színezhetőek. Színezzük az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleket egy további színnel; így a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            éleinek egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-színezését kapjuk. Ez az ötletbeli
            állítást bizonyítja.
Most a probléma megoldásához látunk hozzá.
(iv) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (i). Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], és legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy törtpárosítása, melynek a mérete
            nagyobb, mint 
            [image: 13. Hipergráfok]. Világos, hogy feltehetjük, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            racionális; legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            súlyoknak egy közös nevezője.
            Helyettesítsük a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            minden élét 
            [image: 13. Hipergráfok]
            párhuzamos éllel. Ekkor az eredményül
            kapott 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfra teljesül, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok], a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            definíciója szerint. Mivel kielégíti a
            (iv)-et is, a „lemma” szerint kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz, a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élei 
            [image: 13. Hipergráfok]
            színnel színezhetőek.
Mivel minden szín legfeljebb 
            [image: 13. Hipergráfok]-szor fordulhat elő, következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            konstrukciója szerint 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            következik, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel a fordított egyenlőtlenség triviális,
            így (i) már következik.
A (iii) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (iv) reláció visszavezethető a (iv) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (iii) relációra, ha konstruálunk egy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            hipergráfot a következőképpen. Álljon 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes (a tartalmazásra vonatkozólag)
            maximális 1-párosításából; és minden 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra, az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            halmaz legyen a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            összes maximális 1-párosítása, mely
            tartalmazza 
            [image: 13. Hipergráfok]-t, a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy éle. A részleteket nem
            tárgyaljuk.
(iii) 
            [image: 13. Hipergráfok]
            (v). Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            normális, azaz kielégíti
            (iii)-t.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok], 
            [image: 13. Hipergráfok][image: 13. Hipergráfok]. Ekkor legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]. Tudjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            így kell, hogy teljesüljön 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            is, azaz 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak kell, hogy legyen egy közös
            pontja. Így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            rendelkezik a
            Helly-tulajdonsággal.
Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy feszített részgráfja. Ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljesül a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            valamely 
            [image: 13. Hipergráfok]
            részhipergráfjára. Kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            mert a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-színezése megfelel az 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy olyan partíciójának, mely 
            [image: 13. Hipergráfok]
            teljes részgráfból áll, és így a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy 
            [image: 13. Hipergráfok]-elemű lefogásának (mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek megvan a Helly-tulajdonsága).
            Hasonlóan, 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Mivel 
            [image: 13. Hipergráfok]
            normális, kapjuk, hogy 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            azaz, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            perfekt.
A megfordítás hasonlóan következik [L.
            Lovász].

	57. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            perfekt. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            klikkjeinek egy halmaza. Vegyünk 
            [image: 13. Hipergráfok]
            pontot, 
            [image: 13. Hipergráfok]-et, és minden 
            [image: 13. Hipergráfok]
            ponthoz készítsük el a következő 
            [image: 13. Hipergráfok]
            élt: 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Ekkor 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            egy olyan hipergráf, melyre 
            [image: 13. Hipergráfok]. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra teljesül a normális hipergráfokra
            vonatkozó (iv) tulajdonság. Legyen 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            egy tetszőleges részhipergráfja. Ekkor
            
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy feszített részgráfja, így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is perfekt, azaz 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Vegyük észre, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]. Továbbá, 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is igaz; mert ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            a 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan élei, melyek ugyanahhoz a
            ponthoz illeszkednek, akkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            olyan pontjai az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nak, melyek egy teljes részgráfot
            alkotnak; ebből 
            [image: 13. Hipergráfok]
            következik. Másrészt, ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            az 
            [image: 13. Hipergráfok]-nek egy teljes részgráfját alkotják,
            akkor van olyan 
            [image: 13. Hipergráfok], hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és ekkor 
            [image: 13. Hipergráfok]
            illeszkedik 
            [image: 13. Hipergráfok]-hez, amiből 
            [image: 13. Hipergráfok]. Így 
            
[image: 13. Hipergráfok]


            Így 
            [image: 13. Hipergráfok]-ra teljesül a 13.56-beli (iv)
            tulajdonság, és így 
            [image: 13. Hipergráfok]
            normális. Ebből következik, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            perfekt.
Ha 
            [image: 13. Hipergráfok]
            perfekt, akkor az a tény, hogy 
            [image: 13. Hipergráfok]
            is perfekt, következik abból, ha
            felcseréljük 
            [image: 13. Hipergráfok]
            és 
            [image: 13. Hipergráfok]
            szerepét. [ibid.]




44. fejezet - 
        14. Ramsey elmélet




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	(a) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén az állítás nyilvánvaló. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Mivel 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ezért vagy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tegyük fel például, hogy az első
            egyenlőtlenség igaz, és legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szomszédai által feszített részgráf.
            Ekkor az indukciós feltétel miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmaz vagy teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            független pontot. A második esetben
            készen vagyunk. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmaz egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget feszít.
(b) (a)-ból azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén létezik. Ekkor azt állítjuk,
            hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Valóban, tekintsünk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú teljes gráfot, és színezzük ki
            az éleit 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Egyelőre azonosítsuk a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-edik és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-adik színt; ekkor tudjuk, hogy vagy
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-edik szín tartalmaz teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re (mely esetben készen vagyunk),
            vagy az utolsó szín tartalmaz egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élei 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-gyel és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-val vannak színezve, így definíció
            szerint vagy a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín tartalmaz teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, vagy a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín tartalmaz teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöge/t. Ezzel befejeztük a
            bizonyítást.

	2. feladat FÖ
	(a) I. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re 
            [image: 14. Ramsey elmélet]14.1a-ból következik (itt egyenlőség
            áll fenn, mint azt az ötszög mutatja).
Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezett 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú teljes gráf tetszőleges pontja.
            Ehhez a ponthoz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            él illeszkedik, melyek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín-osztályba vannak sorolva. Mivel 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ezen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín egyike, mondjuk a piros legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-hez illeszkedő élt tartalmaz. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            azon szomszédainak halmaza, melyekhez
            piros él köti.
Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            feszít piros élt, ez az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szel együtt piros háromszöget alkot
            és készen vagyunk. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem feszít piros élt, akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú teljes gráfot feszít, melynek
            élei 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel vannak színezve; tehát az
            indukciós feltétel miatt ezen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            osztály egyike tartalmaz háromszöget
            és ismét készen vagyunk.
II. Annak bizonyításához, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ki kell színeznünk egy teljes
            16-szög éleit 3 színnel úgy, hogy ne keletkezzenek
            monokromatikus háromszögek. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tetszőleges pont, könnyen belátható,
            hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek 5 élhez kell illeszkednie minden
            szín-osztályból, és az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez piros éllel kapcsolódó pontoknak
            zöld és kék ötszöget kell alkotniuk (100. ábra).
            Természetes feltételezés, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-os forgatás a piros éleket zöld
            élekbe, a zöldeket kékbe viszi át, így elég a piros
            éleket meghatározni. Az is természetesen adódik, hogy
            mindhárom ötszög 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-kal való elforgatása minden színt
            érintetlenül hagy. A 101. ábra némi kísérletezgetés
            eredményeként kapható (itt az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontot az átláthatóság kedvéért nem
            tüntettük fel és az ötszögeket más elrendezésben
            rajzoltuk az utóbbi szimmetria érzékeltetése
            végett).

              Megjegyzés: Ez a színezés a következőképpen
            írható le: Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy ötszög és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páros elemszámú részhalmazainak
            halmaza. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra színezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t a következőképpen: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
                    100. ábra.
				



[image: 14. Ramsey elmélet]
                    101. ábra.
				



Könnyen látszik, hogy minden él a három szín
            egyikét kapja. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és ebből látjuk, hogy egyik szín sem
            tartalmaz háromszöget.
(b) A felső korlát triviálisan adódik 14.1a-ból: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Az alsó korlát bizonyításához feltehetjük,
            hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és tekintsük az ötlettárban
            meghatározott hipergráfot. Nyilvánvaló, hogy ez a
            hipergráf akkor és csak akkor 2 színnel színezhető, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élei 2 színnel színezhetők oly módon,
            hogy nem áll elő monokromatikus teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szög, vagyis ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet].

              [image: 14. Ramsey elmélet]
            éleinek a száma természetesen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-uniform. Így 13.41 miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            2 színnel színezhető, feltéve, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            De ez így van, mert 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            [P. Erdős]

	3. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor már tudjuk, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezik. Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (valójában 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            triviálisan létezik és az indukciót
            kezdhetnénk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel). Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, az állítás akkor is triviális;
            így feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Színezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-esét 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színével. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éleit 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színeztük. Így ha 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            akkor valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et tartalmazó 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-esének színe 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ha most a választásunk 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            (ez a szám az ([image: 14. Ramsey elmélet])-ra vonatkozó indukciós feltétel
            miatt létezik), akkor azt kapjuk, hogy vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmaza, melynek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-asa 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re (mely esetben kézen vagyunk), vagy
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmaz egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazt, melynek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ese 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-részhalmaza 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű, és ismét készen vagyunk.
(b) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Természetesen a triviális esetek
            kivételével 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            összes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazainak halmaza ki van
            színezve 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Bebizonyítjuk, hogy van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmaza, melynek minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazának színe azonos.
            Használjuk az ötletet.
Rekurzívan definiáljuk az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeket és a pontok egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            „tárolóját” úgy, hogy
(i) 
            [image: 14. Ramsey elmélet],
(ii) minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazra minden olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-es, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], azonos színű, továbbá
(iii) 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Ezen feltételek nyilvánvalóan teljesülnek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            már definiálva van (i), (ii) és
            (iii)-nak megfelelően. Válasszuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy tetszőleges elemét. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definiálásához nevezzünk két 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemet ekvivalensnek, ha 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            színe azonos minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. Legfeljebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ekvivalencia-osztály van. Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t ezek ezek legnagyobbikával. (i) és
            (ii) triviálisan teljesül. Azt is tudjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tehát (iii) szintén teljesül.
Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazainak egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezését úgy, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t ([image: 14. Ramsey elmélet]) az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazok közös színével színezzük. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmaza, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-esének színe azonos, mondjuk piros.
            De ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmaza piros színű az
            eredeti színezésben. Valóban, legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeinek egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ese. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros. De ekkor mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet], a fenti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-es piros lesz az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-esek színezésének definíciója
            szerint. Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (a) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. [P. Erdős–R. Rado,
            Proc. London Math. Soc.3, 2. sorozat
            (1952), 417–439. A becslés élességéhez lásd
            P. Erdős–A. Hajnal–R. Rado,
			Acta Math. Hung.16 (1965), 93–196.]

	4. feladat FÖ
	
              [image: 14. Ramsey elmélet]-ra az állítás triviális; tegyük fel,
            hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Hagyjunk el egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontot; indukcióval kapunk a
            maradékban egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kört, ami vagy monokromatikus, vagy
            vagy van két pontja, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre az egyik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ív, mondjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros, a másik, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pedig kék. Az első esetet tekinthetjük
            a második azon speciális esetének, amikor 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Feltehetjük, hogy az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            él piros. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-val szomszédos pontja (ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyetlen pontból áll, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tetszőleges szomszédja lehet). Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            olyan Hamilton kör a teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szögben, hogy vagy a két 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ív rendre piros és kék, vagy pedig ez
            a két 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ívre igaz. [H. Raynaud]

	5. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az ötletnek megfelelő. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval feltehetjük, hogy
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hossza 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyenek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]; 
            [image: 14. Ramsey elmélet]; 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rendre a 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            végpontjai. Indirekte feltesszük, hogy
            létezik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            struktúrájából következik, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontját nem érinti. Ebből az
            következik, hogy létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            él, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élek egyike kék kell, hogy legyen;
            különben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szel és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel helyettesítve megnövelhetnénk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszát. Legyen mondjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros, mert különben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t hozzávehetnénk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez. De ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék kell, hogy legyen a fenti
            érvelésnek megfelelően. Hasonlóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék. Mármost 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            két olyan út, melyeknek összhossza nagyobb
            mint 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és melyek eleget tesznek ugyanazon
            feltételeknek, mint 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ami ellentmondás.
Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontot lefed. Tekintsük a 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éleket. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            maximalitása miatt ezek kékek. így a 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            kör piros. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hossza 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páratlan, ez ([image: 14. Ramsey elmélet])-gyel egyenlő, így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            bármely élét elhagyva egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kék utat kapunk. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páros. Ha van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t ([image: 14. Ramsey elmélet])-vel összekötő kék él, akkor megint
            találunk ilyen kék utat. Így tegyük fel, hogy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel összekötő él piros. Ekkor
            triviálisan találunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú piros utat (102. ábra).
            [L. Gerencsér–A. Gyárfás, Annales
            Univ. Sci. R. Eötvös Sectio Math. X.
            (1967), 167–170.]
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    102. ábra.
				




	6. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy piros kör. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra (ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            etc.), akkor triviálisan van piros 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kör. Tehát feltesszük, hogy
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra.
A 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kör egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kék kör. Emiatt a fentiek
            szerint feltesszük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros, esetleg az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élt kivéve. Tehát feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék, és hasonlóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kék kör.
(b) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros kör és tegyük fel, hogy nincsen
            monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kör. Ugyanúgy, mint előbb, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re (itt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]).
Azt állítjuk, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            mondjuk piros. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden éle piros, esetleg 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kivételével. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek kéknek kell lenni. Hasonlóan a 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            kör mutatja, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék. A 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            kör kék és hossza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ami ellentmondás. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re kék, tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék teljes részgráfokat
            feszítenek.
(c) Az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eset közvetlenül igazolható; tegyük
            fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. A piros ill. kék élek által alkotott
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részgráfokra 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami miatt mondjuk 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tehát 8.26 miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kört valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re.
Tekintsünk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kört, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minimális; legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            mondjuk piros. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], készen vagyunk. Indirekte tegyük
            fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. (a) és (b) szerint vagy van
            monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú körünk (ellentmondva 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választásának), vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páros, és van két diszjunkt teljes
            gráf, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyek mindketten kékek, és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Itt válasszuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t maximálisnak.
Ha van két független, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t összekötő kék él, akkor
            nyilvánvaló, hogy van kék 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú körünk. Tehát feltehetjük,
            hogy az összes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            közti kék élnek van közös pontja, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páros, akkor a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t összekötő élek triviálisan alkotnak
            piros 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kört, így tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            páratlan. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros élekkel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hoz is csatlakozik, akkor ezen két
            élből és a piros 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-élekből alkothatunk piros 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kört. Tehát tegyük fel,
            hogy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re vagy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-él, vagy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-él kék. Az utóbbi nem lehetséges 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            maximalitása miatt, és ugyanezen
            érvelés arra vezet, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros.
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    103. ábra.
				



Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor triviálisan készen vagyunk,
            úgyhogy tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tekintsük a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazokat. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            által feszített, vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel összekötő él kék. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], itt triviálisan találunk kék 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú kört. Hasonlóan készen
            vagyunk, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], de 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legalább egy kék élt feszít. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy piros teljes gráfot feszít. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy pontja 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legalább két pontjával van kék éllel
            összekötve, akkor ismét készen vagyunk.
Tehát feltesszük, hogy legfeljebb egy kék él köti
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontját 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hoz. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan pontot tartalmaz, melyek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez csak piros éllel csatlakoznak, és
            egy további pontot, melyet legfeljebb egy kék él köt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ezen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont halmaza, akkor könnyen találunk
            egy piros 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben (103. ábra).
            [A. Bondy–P. Erdős, 
            J. Comb. Theory14 (1973), 46–54. Egyéb körökkel kapcsolatos Ramsey
            típusú eredményekhez lásd V. Rosta,
            J. Comb. Theory (B) 
            15 (1973), 94–104. és
            105–120.]

	7. feladat FÖ
	Indirekte tegyük fel, hogy a sík pontjait 3
            színnel színezhetjük úgy, hogy ne legyenek egymástól
            egységnyi távolságra lévő azonos színű pontok. Legyen a
            17. ábra 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontjának színe mondjuk piros. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe kék, illetve zöld (valamilyen
            sorrendben). Emiatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros kell, hogy legyen. Hasonlóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is piros. De ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egységnyi távolságra lévő azonos színű
            pontpár lesz, ami ellentmondás. [H. Hadwiger,
            Elemente d. Math.16 (1961), 103–104.]

	8. feladat FÖ
	Indirekte tegyük fel, hogy a 18. ábra 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            háromszögének csúcsai pirosak. Ekkor
            ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            bármelyike piros, készen vagyunk; így
            feltesszük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék, akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            monokromatikus háromszög; ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is piros, akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            lesz az.
            [P. Erdős–R. L. Graham–P. Montgomery–B. L. Rothschild–J. Spencer–E. G. Straus,
            J. Comb. Th.14 (1973), 341–363.]

	9. feladat FÖ
	(a) Osszuk fel a síkot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szélességű sávokra, a sáv alsó határát
            a sávhoz hozzávéve, a felsőt nem. Színezzük őket
            felváltva pirossal és kékkel. Könnyen látszik, hogy
            bármely egységoldalú háromszögnek tartalmaznia kell
            pontokat két szomszédos sávból, így nem lehet
            monokromatikus.
(b) Tekinthetjük 1, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t is, hiszen ez csak az egység
            alkalmas választását jelenti. Megmutatjuk, hogy ha 2
            színnel színezzük a sík pontjait, akkor lesz
            monokromatikus szabályos 1 vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú háromszög; mindkét esetben az
            előző feladatból következni fog monokromatikus, 1, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú háromszög létezése.
Ha nem minden pont színe azonos, akkor kell, hogy
            legyen különböző színű 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontpár, melyek távolsága 2; hiszen
            bármely különböző színű pontpár összeköthető olyan
            sokszöggel, melynek oldalai 2 hosszúak, és oldalainak
            egyike különböző színű végpontokkal kell, hogy
            rendelkezzen.
Így feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kék a 19. ábrának megfelelően. Azt is
            feltehetjük az általánosság megsértése nélkül, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is piros, akkor van egy monokromatikus
            egységoldalú szabályos háromszögünk; ha mindkettő kék,
            akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú monokromatikus szabályos
            háromszögünk van. [P. Erdős et al, Infinite and
            Finite Sets, Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10 (1974),
            529–583.]

	10. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            téglalap oldalainak hossza. Legyenek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós tér egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú szabályos szimplexének csúcsai,
            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]; legyenek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós tér egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            oldalú szabályos szimplexének csúcsai.
            Tekintsük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós tér 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontjait 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Minden rögzített 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            darab 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-féleképpen színezhetjük; emiatt van
            két olyan index, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. Azt is tudjuk, hogy van két
            index, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos. Így 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            színe azonos. Ez a négy pont nyilvánvalóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-rel kongruens téglalapot
            alkot.
(b) Legyen [image: 14. Ramsey elmélet]
			és [image: 14. Ramsey elmélet]
			az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két oldalvektora, ekkor, mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem téglalap, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], hiszen ez csak az egység alkalmas
            megválasztását jelenti. Állításunk szerint nem 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem létezik. Tetszőleges 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re konstruáljuk meg az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            dimenziós euklideszi tér egy 4 színnel
            való színezését úgy, hogy [image: 14. Ramsey elmélet] színe az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-edik szín 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Megmutatjuk, hogy nem létezik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-rel kongruens monokromatikus
            halmaz.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy ilyen halmaz. Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén. Ha ez monokromatikus, azt
            kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és így 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            De 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és így ez a szám nem lehet osztható
            4-gyel. [Erdős et al, uo.]

	11. feladat FÖ
	Ha egy teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szög élei 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezve vannak, akkor 14.2a
            szerint találunk monokromatikus háromszöget. Így a
            teljes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú gráfban, melyben az ötletnek
            megfelelően az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élt a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezzük, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], találunk három pontot, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ugyanabba az osztályba tartoznak.
            Legyen mondjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami bizonyítja az állítást. [I. Schur,
            Jahresb. Deutschen Math.-Ver.25 (1916)
            114.]

	12. feladat FÖ
	
              Első megoldás. Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezik ([image: 14. Ramsey elmélet]
            biztosan létezik), ekkor
            bebizonyítjuk, hogy 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(1)





            megfelelő lesz. Hiszen tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel vannak színezve. Tekintsük 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színét minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan szín-sorozat van, ami itt
            előfordulhat, tehát van két olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szám, melyekre minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos.
Indukcióval belátható, hogy létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szám, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egészek, melyekre az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számok mindegyikének színe azonos.
            Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ekkor az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számok választása miatt az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            számok mindegyikének színe is azonos.

              Második megoldás. Először ezt bizonyítjuk: Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szám, melyre az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            halmazra 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Valóban, 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami miatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezésének legnagyobb
            szín-osztálya. Ekkor van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


             Hasonlóan, van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és ezt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szer megismételve olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számokat kapunk, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
            minden eleme eleget tesz a
            követelményeinknek. Viszont az kell, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén fennálljon. Ez teljesül,
            feltéve, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


	13. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem üres részhalmazai ki vannak
            színezve az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színekkel. Színezzük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            párt az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            intervallum színével. 14.2a szerint
            így létezik monokromatikus háromszög. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ennek a háromszögnek a csúcsai, akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos.

	14. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén létezik; belátjuk, hogy ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is létezik minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az előző feladat szerint létezik, ez
            bizonyítani fogja állításunkat.
Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tegyük fel, hogy adott egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz összes részhalmazainak egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezése 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            4, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Először definiáljuk az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazainak azt az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ez a színezés 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt használ, és így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt létezik két diszjunkt
            halmaz, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], vagyis 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(2)





            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. Definiáljuk a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazainak 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését a következőképpen: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ez a színezés 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt használ, tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definíciója szerint van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan diszjunkt halmaz, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            sorozat esetén 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            azonos 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden választásánál. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eleget tesznek a feladat
            követelményeinek.
(b) Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re; 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén az előző feladat tartalmazza a
            megoldást.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezik; definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és bebizonyítjuk, hogy rendelkezik
            a kívánt tulajdonsággal. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz részhalmazainak tetszőleges 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezése. (a) szerint
            létezik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan diszjunkt halmaz, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyekre minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén az összes 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            alakú halmaz színe azonos. Definiáljuk az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését a következőképpen: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt léteznek olyan
            diszjunkt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazok, hogy minden nem üres
            úniójuk színe azonos, mondjuk piros. Legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            diszjunktak és minden nem üres uniójuk
            piros. Valóban, legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt ez a szín ugyanaz,
            mint 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami piros.
Minthogy az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazok száma 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ezzel bizonyítottuk az állítást.
            [R. L. Graham–B. L. Rothschild,
            Bull. Amer. Math. Soc.75 (1969),
            418–422; lásd még
            R. L. Graham–K. Leeb–B. L. Rothschild,
            Adv. in Math.8 (1972), 417–433.]

	15. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az előző feladatban szereplő függvény.
            Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezése. Definiáljuk az
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazainak 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését így: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

14.14 szerint léteznek olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            diszjunkt halmazok, melyeknek összes
            nem üres uniója azonos színű. Ekkor a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választás megfelelő lesz.
            [J. Folkman, J. Sanders; lásd még
            R. L. Graham–K. Leeb–B. L. Rothschild,
            uo.]

	16. feladat FÖ
	(a) Válasszuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t; legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tekintsük a következő 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vektorokat: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ezek közül kettő, mondjuk 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            azonos színű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ekkor a követelménynek eleget
            tettünk.
(b) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezését 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval
            bizonyítjuk.
Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Belátjuk, hogy ez egy alkalmas
            választás. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy színezését az alábbiak szerint: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Itt az eredeti színek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-asait használjuk, így nem több, mint 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan diszjunkt nem üres 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmaza és van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektor, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re igaz; azaz azt kapjuk, hogy 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(3)





            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén. Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését így: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ily módon a színek egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ese egy új szín lesz, tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legfeljebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt használ. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet], (a) szerint találunk olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazt és egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektort, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            vagyis 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(4)





            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egészre. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (ez 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vektor, mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            diszjunktak). Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eleget tesz a követelménynek.
            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egymástól és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-től diszjunktak. Legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ekkor (3)-ból 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

(4)-ből. Ezzel befejeztük a
            bizonyítást.

	17. feladat FÖ
	Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. Az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetben a válasz 14.14b-ből következik
            (még 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            is megengedhető). Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            létezik, legyen ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et ugyanúgy definiáljuk, mint
            14.16b-ben. Így ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], találunk olyan diszjunkt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazokat és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontjainak egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektorát, melyekre 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(5)





            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re igaz. Minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra definiáljuk a következő számot: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            jelenti, hogy az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hányszor fordul elő 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben. Mármost 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt léteznek olyan
            diszjunkt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazok és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeinek olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektora, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ugyanaz a szín, mondjuk piros minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választás esetén. Definiáljuk a
            következő: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            előfordulásainak számát jelenti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ban. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-től és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-től diszjunkt, és így 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            kölcsönösen diszjunktak. Továbbá ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

(5)-ből; valamint ez egyenlő a következővel:
            
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami piros. Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rendelkezik a kívánt tulajdonsággal.
            [A. Hales-R. I. Jewett,
            Trans. Amer. Math. Soc.106 (1963),
            222–229.]

	18. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tetszőleges 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezése. Definiáljuk az
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezését úgy, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            (Itt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeinek összegét jelöli) Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet], ez a színezés jól-meghatározott. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-en értelmezett 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektor, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            vagyis 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            monokromatikus számtani sorozat. [vö.
            R. L. Graham–B. L. Rothschild,
            Proc. Amer. Math. Soc.42 (1974),
            385–386.]

	19. feladat FÖ
	Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezése, melyre egyetlen részhalmaz
            sem rendelkezik a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tulajdonsággal. Tekintsük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színeket. Mivel csak 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt használunk, lesz olyan, mely
            végtelen sokszor fordul elő, legyen ez mondjuk 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Jelölje ezt a közös színt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tekintsük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színeket. Ismét találunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            végtelen részsorozatot, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tegyük fel, hogy úgy definiáltuk az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színeket, hogy még mindig végtelen sok
            
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            index van, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színek közül az egyik végtelen gyakran
            fordul elő; jelölje ezt 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Azt állítjuk, hogy a természetes számok 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezése olyan, hogy semelyik véges
            részhalmaz nem rendelkezik a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tulajdonsággal. Indirekte tegyük fel,
            hogy egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmaz rendelkezik a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tulajdonsággal. Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szintén rendelkezik a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tulajdonsággal az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezésben, ami viszont
            ellentmondás.

	20. feladat FÖ
	(a) Írjunk minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            természetes számot az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            formában és színezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Így a természetes számok
            halmazát 4 színnel színeztük. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek nincsen monokromatikus megoldása.
            Tegyük fel, hogy van megoldása a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-adik osztályban, ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Osszunk le 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nal, ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és tekintsük az egyenletet mod 5.
            Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (hasonlóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re). Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            aminek természetesen egyértelmű a megoldása 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-ben: 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. De ez ellentmondás, mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyikével egyenlő kell, hogy
            legyen.
(b) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek van monokromatikus megoldása. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re ez nyilvánvaló. Tegyük fel, hogy
            igaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín esetén.
Úgy, mint 14.19-ben következik, hogy van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            természetes szám, mely rendelkezik
            azzal a tulajdonsággal, hogy akárhogyan is színezzük ki
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számokat 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel, az egyik szín-osztály
            tartalmazni fogja 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy megoldását.
Tegyük fel, hogy a természetes számokat 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színeztük. Van der Waerden
            tétele (14.18) szerint az egyik osztály, mondjuk a
            „piros”, tartalmaz egy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            számtani sorozatot. Keressük (b) egy
            monokromatikus megoldását az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            formában. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pirosak minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, így ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            bármely valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esetén, készen vagyunk. Tegyük fel,
            hogy nem ez az eset, ekkor a 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számok 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel vannak színezve. Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy új színezését úgy, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nak 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színét adjuk. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színt használunk, így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definíciója szerint létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyek azonos színűek és eleget
            tesznek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek. Mármost 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos az eredeti színezésben,
            amivel bizonyítottuk az állítást.

	21. feladat FÖ
	I. (i) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (ii). Tekintsük ([image: 14. Ramsey elmélet]) egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            megoldását; feltehetjük, hogy ez így
            néz ki: 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(7)





            Minthogy 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(6)





            egyenlet szintén eleget tesz (i)-nek és (6)
            minden monokromatikus megoldása ([image: 14. Ramsey elmélet]) egy monokromatikus megoldását adja 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel, feltehetjük, hogy ([image: 14. Ramsey elmélet]) így néz ki: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra. A 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eset triviális, így tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és (ii) igaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín mellett. Úgy, mint 14.19-ben,
            találunk olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            természetes számot, melyre ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et kiszínezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel, akkor (7)-nak van megoldása
            az egyik szín-osztályban.
Tegyük fel, hogy az összes természetes számot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színeztük. Van der Waerden
            tétele szerint találunk egy monokromatikus (mondjuk
            piros) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számtani sorozatot. Ekkor ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            piros valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, akkor készen vagyunk az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            egyenlet alapján. Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            sohasem piros; ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt találunk olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            számokat, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe azonos és ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

II. (ii) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (i). Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nagyon nagy prím és 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]. Színezzük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel. Ekkor (ii) szerint ([image: 14. Ramsey elmélet])-nak van monokromatikus megoldása,
            azaz vannak olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nemnegatív egészek, melyekre 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(8)





            Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és osszunk le itt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nal, majd tekintsük (8)-et mod 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 0 annak megfelelően, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tehát 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nagy (elegendő 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et venni), azt kapjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legalább egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem triviális (0, 1) megoldása ([image: 14. Ramsey elmélet])-nak. Ez bizonyítja (i)-t.
            [R. Rado, Math. Zeitschr.36 (1933),
            424–480.]

	22. feladat FÖ
	
              [image: 14. Ramsey elmélet]-t később határozzuk meg. Színezzük az
            egészeket az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színekkel véletlenszerűen, egymástól
            függetlenül; minden egészhez minden színt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            valószínűséggel rendelünk. Jelöljük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel azt az eseményt, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t valamelyik szín nem metszi. Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Értelmezzünk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            gráfot az egészek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazán úgy, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et akkor kötjük össze 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vel, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            független lesz az összes olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            esemény bármely halmazától, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Végül vegyük észre, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontjának foka 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tehát ha 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(9)





            akkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és így 2.18-ból 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(10)





            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re. Azt persze nem állíthatjuk, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], de egy olyan színezés létezése,
            melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden eltolt példánya minden színt
            tartalmaz, mégis következik. Az egyik lehetőség
            kompaktsági tételek alkalmazása lenne (vö. 14.19), de
            itt ezt a színezést közvetlenül is
            konstruálhatjuk.
Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            átmérője 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tekintsünk egy olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel való színezést, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fennáll, vagyis 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden színt tartalmaz. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet], van két olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            intervallum, melyek hasonlóan vannak
            színezve. Ha most megtartjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színezését, de kiterjesztjük mindkét
            irányban 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            periódussal, akkor könnyen
            ellenőrizhető, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden színt tartalmazni fog minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egészre.
Most már csak egy olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t kell keresnünk, amire (9) fennáll.
            Természetesen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elegendően nagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            mellett megfelelő lesz, mert 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


			míg
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            [P. Erdős–L. Lovász, Infinite and
            Finite Sets,
            Coll. Math. Soc. J. Bolyai 
            10,
            Bolyai–North-Holland (1974), 609-627.]

	23. feladat FÖ
	(a) Jelöljük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeit 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-gyel (a rajtuk értelmezett
            operációknak itt nem lesz jelentősége). A 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fölötti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            dimenziós affin tér reprezentálható
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vektorral, 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ami viszont reprezentálható egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemeiből képzett 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-vektorral. Tehát ha ezeket 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezzük és 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et 14.17-nek megfelelően definiáljuk,
            akkor lesznek olyan diszjunkt nem üres 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazok és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontjainak egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektora, melyekre minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-vektor színe azonos; legyen mondjuk 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és legyen a 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-beli előfordulásainak száma 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (persze 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]), ekkor minden vektor, mely az alábbi
            formájú: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            azonos színű lesz. De ezen vektorok 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós alteret alkotnak.
(b) Az ötlettárban leírt (formailag) általánosabb
            állítást bizonyítjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra alkalmazott szimultán indukcióval.
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re nyilvánvalóan megfelel 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(11)





            Másrészről ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            valamely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra, mondjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(12)





            megfelelő választás lesz. Hiszen ha bármely
            pont színe 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor készen vagyunk; ha a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szín nem szerepel, akkor a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű esettel állunk szemben. Így
            feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            for 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor legyen 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(13)





            ahol 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            meghatározása ugyanaz, mint az (a)
            részben. Annak bizonyításához, hogy (13) megfelelő
            választás, legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és tegyük fel, hogy a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fölötti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós projektív tér pontjai ki
            vannak színezve 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy hipersík (a „végtelen távoli”
            hipersík). Hagyjuk el 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, ekkor (13) és (a) miatt a
            megmaradó affin tér tartalmaz egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            alteret. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe mondjuk 1. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            által feszített projektív tér altere
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós projektív tér, ami ki van
            színezve 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek vagy van egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós monokromatikus 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            altere az első színben vagy egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós monokromatikus altere az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-edik színben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Az utóbbi esetben készen vagyunk. Ha
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színe 1, akkor vehetjük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            bármely olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            alterét, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy 1 színű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós altér lesz.
            [R. L. Graham–B. L. Rothschild,
            Trans. Amer. Math. Soc.159 (1971)
            257–292.]

	24. feladat FÖ
	
              Első megoldás: Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 14.3-nak megfelelő Ramsey szám.
            Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], és jelölje 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            összes 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazainak halmazát.
            Definiáljunk egy hipergráfot 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-n úgy, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazának 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            darab 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmaza a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy élét alkossa. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nyilvánvalóan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-uniform, bármely két élének
            legfeljebb egy közös pontja van, és az a tény, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezhető, éppen a Ramsey
            tétel állítását jelenti.

              Második megoldás: Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            prímhatvány. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fölötti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-dimenziós affin tér pontjainak
            halmaza és alkossák 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t ezen affin tér egyenesei. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            bármely két élének legfeljebb egy
            közös pontja van, és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-uniform. 14.23 állítása pontosan az,
            hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem színezhető ki 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel. Ezzel elintéztük azt az
            esetet, amikor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            prímhatvány.
Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tetszőleges és válasszunk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            prímhatványt. Hajtsuk végre a fenti
            konstrukciót 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra, majd tetszőlegesen válasszuk ki a
            kapott hipergráf minden élének egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű részhalmazát. Ezen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-elemű halmazok olyan hipergráfot
            alkotnak, mely rendelkezik a kívánt
            tulajdonságokkal.

	25. feladat FÖ
	Minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re jelölje 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az olyan 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            részsorozatok maximális hosszát, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tegyük fel, hogy max 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (ellenkező esetben készen vagyunk).
            Ekkor van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet], melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            indexek közül legalább 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re igaz. Legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor állításunk az, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Indirekte tegyük fel, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet], van olyan 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            sorozat, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ellentmondva annak, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet].

              Megjegyzés: Definiáljuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor van egy részben rendezésünk az
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazon. Így az eredmény 9.32-ből is
            következik.

	26. feladat FÖ
	(a) Vegyük az ötlettár szerinti 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et. Vegyük észre, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Indukciót alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re.
Először az ötlettár állítását bizonyítjuk.
            Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            and 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Az indukciós feltétel miatt létezik olyan 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami miatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ez viszont ellentmondás.
Figyeljük meg, hogy ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (egyébként 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nal kezdődő lánc kiterjeszthető lenne
            
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re), és így 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Tehát 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Emiatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            amit bizonyítanunk kellett.
(b) Legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            monoton csökkenő intervallumból áll;
            bármely 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            sorozat, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ezen intervallumok mindegyikéből legfeljebb
            egy számot tartalmaz. Ezért 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. [E. Harzheim,
            Publ. Math. Debrecen14 (1967) 45–51.]

	27. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            utak maximális hossza, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
            pedig azon 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            utak maximális hossza, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Figyeljük meg, hogy
([image: 14. Ramsey elmélet]) bármely két (szomszédos) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élre vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Valóban, legyen pl. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan út, melyre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            út azt mutatja, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és álljon 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            összes maximális eleméből (arra a
            részben rendezésre vonatkozóan, melyben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]). Így azt állítjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Hiszen tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definíciója szerint van olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pár, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ami ellentmond ([image: 14. Ramsey elmélet])-nak.
Most már csak az van hátra, hogy megszámoljuk a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazként szóba jövő halmazokat. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            különbözőek ([image: 14. Ramsey elmélet]
            úgyszintén) és ha mondjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Így az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazok egyértelműen meghatározzák 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t. Rögzített 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra legfeljebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            módon választhatjuk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            módon 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tehát a különböző 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazok száma legfeljebb 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Emiatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            amiből vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ezzel bizonyítottuk az
            állítást.
(b) A jelölések némi módosításával konstruálni
            fogunk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tranzitív turnamentet és egy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            függvényt (amely egy injekció lesz) úgy,
            hogy a monoton növő utak maximális hossza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], a monoton csökkenőké pedig 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. A 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eset triviális; tehát tegyük fel, hogy
            
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Tudjuk, hogy 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]

[image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval konstruálunk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tranzitív turnamentet és egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontú 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tranzitív turnamentet két függvénnyel
            együtt (ezek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]) úgy, hogy a monoton növő [csökkenő]
            utak maximális hossza 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben rendre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            [[image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ] legyen. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan injekció, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Könnyen ellenőrizhető, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rendelkezik a kérdéses
            tulajdonságokkal. [V. Chvátal–J. Komlós,
            Canad. Math. Bull.14 (1971),
            151–157.]

	28. feladat FÖ
	(a) Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            halmaz tetszőleges eleme (mely nyilvánvalóan
            nem üres), és legyen 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Ekkor az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-k választása miatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami persze triviálisan igaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re is.
(b) 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et rekurzívan választjuk. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et már kiválasztottuk, akkor legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaz olyan eleme, mely a
            legkevesebbszer áll elő az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            alakban.
Az eljárás elemzéséhez legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            azon 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            indexek száma, melyekre 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Így azt kapjuk, hogy 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(14)





            mivel a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben beszámított, de 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ben nem beszámított 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            indexek azok, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt az ilyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            indexek száma legfeljebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Azt akarjuk belátni, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]; általánosabban azt akarjuk
            megmutatni, hogy 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(15)





            Vegyük észre, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-ra ez az egyenlőtlenség azonos a
            következővel: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            A (15) egyenlőtlenséget könnyű bizonyítani 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor triviálisan igaz. Tegyük fel,
            hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], hiszen ellenkező esetben
            tekinthetnénk a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            dekompozíciót. (14)-ből 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            ami miatt 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Az indukciós feltétel szerint 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Így 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            és mivel a bal oldal egész, 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            mint azt állítottuk. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
(c) Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            önmagára vonatkozó leképezése, mint
            14.26b-ben. Definiálunk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            leképezést, mely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazához 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legnagyobb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemét rendeli. Ez lehetséges, mert 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            részhalmazok olyan sorozata, melyre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], de ez irreleváns). Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definíciója szerint 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. De ez 14.26 szerint
            lehetetlen.

              Megjegyzés: 
            A (b) részből természetesen 14.26 (a)
            részének egy új bizonyítása adódik, de az ott leírt
            bizonyítás sokkal egyszerűbb. [E. Harzheim,
            Publ. Math. Debrecen15 (1968),
            19–22.]

	29. feladat FÖ
	Tekintsük az adott pontokon értelmezett 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            teljes gráfot; irányítsuk az éleit
            „fölfelé” és színezzünk egy élt az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel, ha az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tengely pozitív felével 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            közé eső szöget zár be (feltehetjük,
            hogy a szögek maguk nem fordulnak elő, vagy különben
            elforgatjuk az egész képet). Tegyük fel, hogy nem
            létezik olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontsorozat, melyben 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ekkor az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű élek által alkotott gráf nem
            tartalmaz 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú irányított utat; egy ilyen
            út pontosan egy majdnem egyenes tört vonalat
            eredményezne. Emiatt 9.9 szerint az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színű élek által alkotott gráf 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            színnel színezhető. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            ilyen gráf uniója, 9.3-ból az
            következik, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], ami ellentmondás.
            [P. Erdős–G. Szekeres, 
            Compositio Math.2
            (1965), 463–470.]

	30. feladat FÖ
	(a) Definiálunk egy turnamentet 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-en az ötlettárnak megfelelően értékek
            hozzárendelésével az élekhez. 14.27a szerint létezik 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú monoton növő sorozat vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            hosszúságú monoton csökkenő sorozat.
            Nézzük most pl. az első esetet. Ekkor vannak olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontok, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Nyilvánvaló, hogy ezen pontok alulról konvex
            ([image: 14. Ramsey elmélet])-szöget alkotnak.
(b) 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szerinti indukcióval konstruálunk egy
            olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmazt, mely nem feszít sem alulról
            konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, sem felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget. A 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            eset triviális, így legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű ponthalmaz, mely nem feszít sem
            alulról konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, sem felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget. Legyen továbbá 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű ponthalmaz, mely nem feszít sem
            alulról konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget, sem felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget; mind 
            [image: 14. Ramsey elmélet], mind 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            általános helyzetű pontokból kell,
            hogy álljon.
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    104. ábra.
				



Helyezzük a síkra 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t úgy, hogy valamely két pontjukat
            összekötő vektor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legyen, ahol 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nagyon nagy (104. ábra). Tekintsünk
            tetszőleges alulról konvex sokszöget; legyenek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            ennek pontjai, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ha ezen pontok mindegyike 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-be vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-be tartozik, akkor definíció szerint 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tehát tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            (természetesen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontja 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            minden pontjától balra található, ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elég nagy). Ekkor 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            így ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nagyobb mint 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            akkor a sokszögünk nem lehet konvex, hacsak 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            fenn nem áll. Mivel 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]
            választása miatt, azt kapjuk, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Hasonlóan vonhatjuk le azt a
            következtetést is, hogy minden 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            által feszített felülről konvex
            sokszögnek legfeljebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            csúcsa van.
            [P. Erdős–G. Szekeres, uo.]

	31. feladat FÖ
	(a) Először azt mutatjuk meg, hogy 5 pont mindig
            meghatároz egy konvex négyszöget. Ha konvex burkuk
            négyszög, akkor készen vagyunk, így tegyük fel, hogy ez
            a konvex burok az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            háromszög. Ez tartalmaz két további
            pontot, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t. Tegyük fel, hogy a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyenes a háromszög 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            élét metszi. Ekkor 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            konvex négyszög (105. ábra).
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    105. ábra.
				



Színezzük az adott 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont összes négyesét 2 színnel: egy
            pont-négyes legyen piros, ha egy konvex négyszög
            csúcsaiból áll, egyébként kék. Ha 
    
	[image: 14. Ramsey elmélet]	(16)





            akkor vagy van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontunk, melynek minden négyese piros,
            vagy 5 pont, melynek minden négyese kék. Az utóbbi eset
            a fentiek miatt lehetetlen. Tehát van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan pontunk, melyek közül bármely
            négy konvex négyszöget alkot. Emiatt ez az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget alkot.
(b) I. Megmutatjuk, hogy (16) helyettesíthető a
            következővel: 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            Valóban, ha adott tetszőleges általános
            helyzetben 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pont, akkor ezek 14.30a szerint mindig
            alulról vagy felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget feszítenek.
II. Konstruálunk egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            elemű, konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget nem feszítő ponthalmazt.
            Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            olyan általános helyzetű pontok
            halmaza, melyekre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem feszít felülről konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget vagy alulról konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget. Feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            átmérője 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nél kisebb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Azt is feltehetjük, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két pontja által alkotott bármely
            egyenes az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tengellyel 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nál kisebb szöget zár be (azért, mert
            ha szükséges, alkalmazunk 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tengelyre merőleges
            affinitást).
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    106. ábra.
				



[image: 14. Ramsey elmélet]
                    107. ábra.
				



Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy nagyon nagy szabályos 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szög, melynek középpontja az origóban
            van és legyenek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tengely 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-os szegmensébe eső csúcsai (106.
            ábra). Tegyük 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            köré (azaz fordítsuk le 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egy pontját 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-re). A kapott 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            halmaznak 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            eleme van. Azt állítjuk, hogy nem tartalmaz
            konvex 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-szöget. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tetszőleges 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            által feszített konvex sokszög. Ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t tartalmazza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], akkor legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rendre a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legkisebb és legnagyobb 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-koordinátájú csúcsai. Az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            átló 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t két sokszögre bontja, melyek rendre
            alulról, illetve felülről konvexek. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            definíciója szerint, ezen sokszögek
            csúcsainak száma rendre 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            csúcsainak száma 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
Tegyük fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            metszi 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a legkisebb és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            a legnagyobb olyan index, amire ez
            igaz. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet][image: 14. Ramsey elmélet]-t, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            legfeljebb egy pontban metszheti, és
            ennek 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-be és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-be eső darabjai rendre felülről s
            alulról konvexek (107. ábra). Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nek legfeljebb 
            
[image: 14. Ramsey elmélet]


            pontja van.
(c) Az triviális, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]; a megoldás első bekezdése miatt
            pedig 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tehát 
            [image: 14. Ramsey elmélet].
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    108. ábra.
				



A (b) rész miatt 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Tehát azt kell megmutatnunk, hogy
            bármely (általános helyzetű) 9 pont tartalmaz konvex
            ötszöget. Ha a 9 pont konvex burka ötszög, akkor készen
            vagyunk. Tegyük fel, hogy ez az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            négyszög. Tekintsük a megmaradó 5
            pontot. Ha ezek konvex ötszöget alkotnak, akkor ismét
            készen vagyunk. Ellenkező esetben van köztük 4 pont,
            mely nem alkot konvex négyszöget; tartalmazzon egy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            pontot az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            háromszög (108. ábra). Tekintsük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szögeket. Ezek egyike tartalmazza 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-et és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-t. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            konvex ötszög.
Tegyük fel, hogy a konvex burok az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            háromszög. Ismét két alesettel állunk
            szemben:
[image: 14. Ramsey elmélet]
                    109. ábra.
				



[image: 14. Ramsey elmélet]
                    110. ábra.
				



I. A maradék 6 pont konvex burka az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            négyszög. Legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két további pont ([image: 14. Ramsey elmélet]
            belsejében). Ha a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyenes az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két szomszédos élét metszi, akkor
            triviálisan van konvex ötszög (109. ábra). Így tegyük
            fel, hogy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éleket metszi. Feltehetjük, hogy az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-nal vett metszéspont közelebb van 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hez mint 
            [image: 14. Ramsey elmélet]-hoz (109. ábra). Nézzük a 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            félegyeneseket. Ezek az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            külsejét 4 részre osztják. Ha az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            rész tartalmazza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            valamelyikét, akkor készen vagyunk.
            Hasonlóan ha 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmazza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyikét, akkor is.
Ha sem 
            [image: 14. Ramsey elmélet], sem 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            nem tartalmazza 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyikét sem, akkor vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet], vagy 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            tartalmaz közülük kettőt; ekkor ismét
            van konvex ötszög.
II. Végezetül tegyük fel, hogy az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            belsejében lévő 6 pont konvex burka
            egy másik háromszög, 
            [image: 14. Ramsey elmélet]. Ismét legyen 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            két pont az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            belsejében. Feltehetjük, hogy a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyenes az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            éleket metszi. Tekintsük az 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szögeket. Ezek mindegyike 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            közül legfeljebb egyet tartalmazhat,
            ellenkező esetben találunk konvex ötszöget. Így 
            [image: 14. Ramsey elmélet], 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            egyike a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            és 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            félegyenesek és a 
            [image: 14. Ramsey elmélet]
            szakasz által meghatározott részbe
            esik; de ez ismét eredményez konvex ötszöget (110.
            ábra). [uo.]




45. fejezet - 
        15. Rekonstrukció




        Feladatok
        Ötlettár
      
	1. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            egy adott 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ponthoz illeszkedő élek. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            egy teljes részgráfját alkotják.
            Továbbá 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek maximális teljes részgráfját
            (klikkjét) alkotják; hiszen ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármely más él, akkor nem tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közül legfeljebb kettővel
            szomszédos.
Megfordítva, legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            egy klikkje, 
            [image: 15. Rekonstrukció], ekkor azt állítjuk hogy ezek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy bizonyos pontjához illeszkedő
            élek. Hiszen legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közös pontja. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, akkor készen vagyunk, mivel a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            élei által alkotott teljes részgráf
            maximalitása miatt nincs más él, mely tartalmazhatná 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et.
Indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszöget alkot. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], van 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is; nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem csatlakozhat 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            mindegyikéhez, ami
            ellentmondás.
A fenti állítások azt mutatják, hogy ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben minden pont foka legalább 4,
            akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            előáll 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből a következőképpen: Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon klikkjei (maximális teljes
            részgráfjai), melyek legalább 4 pontot tartalmaznak;
            rendeljünk egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontot minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez és akkor és csak akkor kössük
            össze 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van közös pontja. Az így előálló 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráf 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel izomorf lesz.
Tehát ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan gráfok, melyekben minden pont
            foka legalább 4 és 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t a fentiek szerint „rekonstruálva”
            izomorf gráfokat kapunk.
(b) Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjainak csillagai és legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjainak csillagai. Tekintsünk egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            izomorfizmust. Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].

              [image: 15. Rekonstrukció]
            nem lehet csillag minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. Hiszen ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            csillag, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            különböző csillagok (mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            triviális eset kivételével, ami
            figyelmen kívül hagyunk) és így az következne, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            az indexek megfelelő választásával. De
            ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            középpontját leképezve 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            középpontjába 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közti izomorfizmust kapunk.
Tehát (mondjuk) 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem csillag. Azt állítjuk, hogy van
            három 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben, melyek az 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-beli éleknek felelnek meg és egyik
            gráfban háromszöget alkotnak, a másikban
            csillagot.
[image: 15. Rekonstrukció]
                    111. ábra.
				




              [image: 15. Rekonstrukció]
            Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyik végpontja sem lehet elsőfokú.
            Így tehát van két 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él, melyek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két végpontjából indulnak. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-gyel, ami csak akkor lehetséges, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azonos végpontjából indulnak. De ekkor
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is szomszédos lesz, azaz 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszöget alkot.

              [image: 15. Rekonstrukció]
            Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egy közös 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontja. Kell lennie egy további 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből induló 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élnek. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-gyel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel szomszédos, tehát háromszöget
            alkotnak.

              [image: 15. Rekonstrukció]
            Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszöget kell, hogy alkosson;
            ellenkező esetben ugyanabból a pontból indulnának, és
            mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem csillag, lenne egy mindhármukkal
            szomszédos negyedik él, ami nyilvánvalóan
            lehetetlen.
Tehát van három élünk, 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció], melyek háromszöget alkotnak úgy,
            hogy a megfelelő 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élek ugyanabból az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontból indulnak. 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció].
A fenti pár szolgáltat egy megoldást: 
            [image: 15. Rekonstrukció], de 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Azt állítjuk, hogy nincsenek további
            ilyen párok. Ha lenne, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            lenne.
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            metszi 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-at, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], van egy további 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élünk. Ismét feltehetjük, hogy metszi 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikét. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem metszi 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, akkor metszi 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t (mondjuk). 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek metszenie kell 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t, de 
            [image: 15. Rekonstrukció]-at és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et nem, ami lehetetlen. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            metszi 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et de 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et nem, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek metszenie kell 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t, de 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et nem, ami megint lehetetlen. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]; legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció], ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], kell, hogy legyen egy hatodik 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élünk is. Mint előbb, azt kapjuk, hogy
            
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből az következik, hogy egy hetedik
            élnek is kell lenni, de a fentihez hasonló érveléssel
            adódik, hogy ez lehetetlen (111. ábra).
(c) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy nem triviális izomorfizmus. Ismét
            legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            rendre a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjainak csillagai. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek csillaga, akkor mint korábban is,
            azt kapjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy triviális izomorfizmus. Ellenkező
            esetben követhetjük az előző megoldást, de minden olyan
            lépésnél, ahol azt mondtuk, hogy „mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], kell lennie egy további élnek” meg
            kell állnunk és adnunk kell egy példát. Így a 112.
            ábrán látható párokat kapjuk. [H. Whitney,
            Amer. J. Math.54 (1932), 160–168.]
[image: 15. Rekonstrukció]
                    112. ábra.
				




	2. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-től és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től diszjunkt éleinek száma 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

Hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-től és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től diszjunkt éleinek száma 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], ebből az következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Azt akarjuk megmutatni, hogy ugyanúgy, mint
            15.1-ben, a bármely adott 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontot tartalmazó 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek halmaza egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontot tartalmazó 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek halmazába képződik le. Ez így
            definiálja 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            permutációját, ami 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t indukálja.
Tehát legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], és 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két olyan él, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor a fentiek szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egy egyértelmű közös 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontja. Azt állítjuk, hogy ha bármely 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et (és megfordítva).
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], és legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]-es, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Így 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(1)





            Mivel 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            azt kapjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Itt 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], tehát (1)-ből az következik, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            azaz 
            [image: 15. Rekonstrukció].
(b) Élesítjük az előző gondolatmenetet. Két olyan
            adott 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-estől diszjunkt 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek száma, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
[image: 15. Rekonstrukció]


            és ennél kevesebb, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Most tegyük fel, hogy már minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra tudjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ([image: 15. Rekonstrukció]-ra biztosan tudjuk ezt). Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            akkor és csak akkor, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], és van olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-es, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]; ez akkor és csak akkor áll, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], és van olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-es, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]; ami viszont azzal ekvivalens, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Ez bizonyítja, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármely két 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-esre.
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy pontja, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pedig két olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]-es 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], megmutatjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ból 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            következik, vagy ami ezzel ekvivalens,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ból 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            következik.
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és indirekte tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Azt is tudjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát találunk olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-est, melyre 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tekintsük 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Továbbá 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            és így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Emiatt 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            De 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami ellentmondás. [C. Berge, Hypergraph
            Seminar, Lecture Notes in Math.
            411, Springer
            (1974), 1-12]

	3. feladat FÖ
	Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két 
            [image: 15. Rekonstrukció]-es, 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Számoljuk meg a mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fel szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-eseket. Azt kapjuk, hogy
(1) ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor nincsenek ilyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek,
(2) ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor a mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fel szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek száma 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ([image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t rögzítettnek tekintjük).
Az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            polinomok 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció],-re különbözőek, hiszen főtagjaik 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is elég nagy, akkor az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            számok különbözőek 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. Ebből az következik, hogy a
            következő karakterizációt nyertük:

              [image: 15. Rekonstrukció]
            akkor és csak akkor, ha a mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fel szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek száma egyenlő 
            [image: 15. Rekonstrukció]-rel.
Így ha definiálunk egy gráfot 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjain úgy, hogy akkor kötünk össze
            két pontot, ha közös szomszédaik száma 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            (jegyezzük meg, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]), akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t kapjuk. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy automorfizmusa. Hasonlóan tovább
            folytatva azt kapjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            automorfizmusa. De 
            [image: 15. Rekonstrukció], így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            automorfizmusa. 15.2-ből azt kapjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy permutációja indukálja. [C. Berge;
            uo.]

	4. feladat FÖ
	(a) Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjainak csillagai, és tekintsük a
            következő hipergráfot: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Általánosabban legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan teljes gráfok, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon 
            [image: 15. Rekonstrukció]-k halmazai, melyek tartalmazzák 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és legyen 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]. A természetes megfeleltetés 
            [image: 15. Rekonstrukció], és triviálisan igazolható, hogy ez
            izomorfizmus.
Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármely 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hipergráfra és legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy izomorfizmus. Minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-nek a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjai által feszített részgráfja,
            ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy teljes részgráf, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel jelöljük az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et tartalmazó teljes 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            részgráfokat, akkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

(b) 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            teljes gráf uniója.

              [image: 15. Rekonstrukció]-re ez nyilvánvaló. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pedig két szomszédos pont. A 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráf 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            teljes gráf, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és bizonyos izolált pontok
            uniója.
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel, mind 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nal szomszédos, akkor legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszög. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy csak 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel, vagy csak 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nal szomszédos, akkor legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez, illetve 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hoz kötő él. Egyéb esetben legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Továbbá legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él. A 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            teljes gráfokat felvéve 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            teljes gráfot kapunk, melyek uniója 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élei lefoghatjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            teljes gráffal, és így olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontú hipergráfhoz jutunk, melynek
            élgráfja 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Az állítás éles, mint azt a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            teljes páros gráf mutatja.
            [P. Erdős–A. W. Goodman–L. Pósa,
            Canad. J. Math.18 (1966), 106–112.]

	5. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            három olyan pontja, melyek bármely
            kombinációját lehagyva 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            összefüggő marad (vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy feszítőfájának három végpontja; ha
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyetlen feszítőfája egy út, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy kör, vagy út, és így
            élgráf).
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek megfelelő 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élekre. Minthogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], ez azt jelenti, hogy az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közti izomorfizmust 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ba való beágyazása indukálja.
            Hasonlóan kapunk sok más beágyazást (ezek a 113. ábrán
            láthatók), melyek felcserélhetők az 
            [image: 15. Rekonstrukció], stb. és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            megfelelő feszített részgráfjai közti
            izomorfizmusokkal (113. ábra).
[image: 15. Rekonstrukció]
                    113. ábra.
				



Mivel azt is tudjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nak 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ba és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be való beágyazása egyértelmű, ez a
            diagram kommutatív. Így definiálhatjuk az összes
            beágyazásokkal egymásra leképzett pontot, és vehetjük a
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            uniót. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élei természetes módon megfelelnek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjainak, és könnyen ellenőrizhető,
            hogy ez a megfeleltetés egy izomorfizmus 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            között.
(b) Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon egyszerű gráfok, melyek nem
            élgráfok, de minden valódi feszített részgráfjuk az.
            Mivel az előző feladat szerint legfeljebb 9 pontjuk
            van, így véges sok ilyen gráf van.
Mármost ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tetszőleges olyan gráf, mely nem
            élgráf, akkor tartalmaz olyan nem szűkíthető feszített
            részgráfot, mely nem élgráf, és ez 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyike. Megfordítva, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikét, akkor nyilvánvaló, hogy nem
            lehet élgráf.

	6. feladat FÖ
	(a) Tegyük fel, hogy a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráf 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjai 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            középpontú, 3 ágú csillagot alkotnak.
            Ekkor az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel; közülük kettő, mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nak ugyanabból a végpontjából indul.
            De ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédosak.
Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan háromszögek, azt állítjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ugyanazon pontjából indul. Indirekte
            tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli háromszöget alkotnak. Definíció
            szerint van egy olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont, mely az 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közül vagy eggyel, vagy mindhárommal
            szomszédos. De ez lehetetlen, hiszen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            által alkotott háromszög egy pontjából
            kell indulnia, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közül kettővel szomszédos. Hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élek közös pontjából indul, amiből az
            következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédosak.
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            összefüggő, hiszen minden komponens
            eleget tesz (i)-nek és (ii)-nek, és ha ezek élgráfok,
            akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és az. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az ötlettár szerinti. Tegyük fel, hogy
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            különböző élei, megmutatjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            (az ekvivalencia reláció többi
            kritériuma triviálisan teljesül). Vegyük észre, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            teljes gráfot feszít. Tekintsük 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t (mondjuk), 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            triviálisan szomszédosak, így tegyük
            fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]; hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan háromszög (ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció], ez azonnal adódik az ekvivalencia
            definíciójából, ellenkező esetben 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            három pontjával szomszédos), hasonlóan
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is páratlan háromszög, amiből 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            (ii) szerint szomszédosak. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek nincsen közös végpontja, akkor
            azonnal levonhatjuk a következtetést, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-tól, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től különböző, akkor az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszög három pontjával szomszédos,
            úgyhogy ez a háromszög páratlan; ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén éle ennek a háromszögnek,
            akkor megint csak páratlannak kell lennie. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ismét következik.
[image: 15. Rekonstrukció]
                    114. ábra.
				



Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            reláció ekvivalencia-osztályai. Ezek
            természetesen teljes gráfokat alkotnak. Megmutatjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden pontját ezen teljes gráfok
            közül legfeljebb kettő tartalmazza, hacsak 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem a 114a, b és c ábrán látható
            kivételes gráfok egyike.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t három teljes gráf tartalmazza, azaz
            három nem-ekvivalens 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él van. (i) szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közül kettő szomszédos kell, hogy
            legyen; legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem páratlan háromszög, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nak szomszédosnak kell lenni 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikével, legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció], és így 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor a 114a-t kapjuk.
Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nagyobb, van olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont, mely szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikével. Az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszögeknek páros sok pontjával
            kell szomszédosnak lennie, emiatt szomszédos lesz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikével. Legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ([image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerepe szimmetrikus, mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nyilvánvalóan nem ekvivalensek). (i)
            szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikével, mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ismét abból, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem páratlan háromszögek, azt kapjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek csak öt pontja van, akkor a
            114b-t kapjuk.
Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közül legalább az egyikkel nem
            ekvivalens, legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem ekvivalens 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem lehet páratlan háromszög; hiszen
            ha az lenne, akkor egy olyan pont, amely a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontjai közül páratlan sokkal
            szomszédos, a 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            háromszögek egyikének páratlan sok
            pontjával lenne szomszédos, mint az könnyen igazolható.
            Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerepe szimmetrikus.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egy további 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontja, mely 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikével szomszédos. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem lehet szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel; hiszen ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikének ugyanúgy, mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyikének szomszédosnak kellene lenni 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel; legyen mondjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan, ami ellentmondás. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédos (mondjuk) 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nal, de 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel nem. Így az következik, hogy
            szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel is. Tehát ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek 6 pontja van, akkor 114c-t
            kapjuk.
Figyeljük meg, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            által feszített élek között nem lehet
            két ekvivalens, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerepei szimmetrikusak. Emiatt az
            előbbi bekezdésből az is adódik, hogy nem lehet több
            pont szomszédos az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontok egyikével sem, vagyis valóban
            csak a 114. ábra három gráfját kaphatjuk.
A bizonyítást most már könnyű befejezni. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 114. ábra három gráfjának egyike,
            akkor élgráfja 114a 
            [image: 15. Rekonstrukció], b 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és c 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ábra megfelelő gráfjának. Ellenkező
            esetben 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            lefedhető él-diszjunkt teljes
            részgráfokkal úgy, hogy minden pontot ezek közül
            pontosan kettő tartalmaz (ha szükséges, felveszünk
            néhány egypontú gráfot). Ugyanúgy, mint 15.4a-ban,
            ebből az következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élgráf. [A. M. van Roof és
            H. S. Wilf, Acta Math. Hung.16 (1965),
            263–269.]
(c) Azt állítjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            akkor és csak akkor élgráfja valamely
            egyszerű gráfnak, ha nem tartalmazza feszített
            részgráfként a 115. ábrán látható gráfok egyikét
            sem.
[image: 15. Rekonstrukció]
                    115. ábra.
				



Az azonnal látszik, hogy ezek a gráfok nem
            élgráfok, hiszen nem tesznek eleget az (a) rész (i)
            vagy (ii) feltételének. Megfordítva tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem élgráf. Ekkor vagy tartalmazza a 3
            ágú csillagot feszített részgráfként, vagy nem tesz
            eleget (ii)-nek, azaz vannak olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontok, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan háromszögek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem szomszédosak. Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan pontok, melyek rendre az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan sok pontjával szomszédosak.
            Ekkor meg kell különböztetnünk az alábbi eseteket: 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]; a megfelelő háromszög mely pontjai
            szomszédosak 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fel. Ezen esetek végiggondolása
            egyszerű, de hosszadalmas; a 115. ábrán látható
            gráfokat eredményezik. A részleteket az olvasóra
            hagyjuk. [L. W. Beineke]

	7. feladat FÖ
	
              15.4-ből tudjuk, hogy egy gráf akkor és csak
            akkor élgráfja 3-uniform, többszörös éleket nem
            tartalmazó hipergráfnak, ha élei lefedhetők teljes
            részgráfokkal úgy, hogy minden pontot ezek közül három,
            és minden élt legfeljebb kettő tartalmaz.
Tegyük fel, hogy a 20. ábrán látható gráf élgráf,
            vagyis létezik ilyen teljes részgráfokkal való
            lefedése. Nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek maguknak is teljes részgráfoknak
            kell lenni. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et csak három teljes gráf
            tartalmazza, 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ezek egyike kell, hogy legyen.
            Hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is a fedő teljes részgráfok egyike.
            Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et már tartalmazza két teljes fedő
            részgráf, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            maguk is teljes fedő részgráfok
            lesznek. Innentől kezdve az érvelés periodikusan
            ismétlődik, míg azt nem kapjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            maguk is fedő teljes részgráfok. Mivel
            nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is azok, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t közülük négy tartalmazza, ami
            ellentmondás.
Hagyjuk el 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy pontját. Alapvetően négyfajta pont
            van: 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            (vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]), 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            (vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]). A 116. ábra mutatja, hogy hogyan
            kell 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t részgráfokra osztani, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. [L. Nickel]
[image: 15. Rekonstrukció]
                    116. ábra.
				



[image: 15. Rekonstrukció]
                    117. ábra.
				




	8. feladat FÖ
	(a) Lásd 117. ábra.
(b) Ez csak átfogalmazása annak a
            következménynek, melyet 6.69-ből vontunk le.

	9. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két szomszédos éle; megmutatjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén szomszédosak. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            párhuzamosak, akkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is azok. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            2-szeresen összefüggő, tartalmaz egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-on és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n áthaladó 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            kört, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy kör 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            más kört nem tartalmaz, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            sem. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem húrja 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek, vagyis van egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontja, mely nincs rajta 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n. De 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tartalmaz egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-en és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n áthaladó 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            kört. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t tartalmazó kör 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            éle. Ennek az élnek 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek kell lenni. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szomszédosak.
(b) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], és legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szel szomszédos élek. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páronként metszik egymást, és nincsen
            köztük három, melyek háromszöget alkotna. Tehát van egy
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont, melyet 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            mindegyike tartalmaz. Az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont egyértelmű; hiszen ha egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be tartozna, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            párhuzamosak lennének; így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is párhuzamosak lennének, vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek egyetlen szomszédja lenne, ami
            lehetetlen, minthogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            3-szorosan összefüggő. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            jól definiált. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val szomszédos élek. Mint az előbb,
            most is van egy egyértelmű 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont, melyet 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tartalmaz. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et tartalmazza 
            [image: 15. Rekonstrukció], és így 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyértelmű. Hasonlóan adódik az is,
            hogy kölcsönösen egyértelmű. Azt is tudjuk, hogy ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontjai. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            izomorfizmus. [H. Whitney,
            Amer. J. Math.54 (1932), 160–168.]

	10. feladat FÖ
	Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor az állítás triviális. Tegyük
            fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            illetve 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez illetve 
            [image: 15. Rekonstrukció]-höz legközelebbi olyan pont, melynek
            foka legalább 3. Hagyjuk el 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel összekötő út minden belső
            pontját; hagyjuk el 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út minden belső pontját. Így két fát
            kapunk, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t, rendre az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontokkal. Nyilvánvaló, hogy az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közti távolság azonos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben 
            [image: 15. Rekonstrukció], és hasonló állítás igaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. Tehát az indukciós feltétel miatt
            
            [image: 15. Rekonstrukció], sőt, létezik olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            izomorfizmus, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Megmutatjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Tekintsük az egyértelmű 
            [image: 15. Rekonstrukció]-utat és terjesszük ki egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-vel összekötő úttá. Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            míg 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Így a feltétel szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció], amiből az adódik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ebből az is következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]; hiszen 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            és a bal oldalak a feltétel szerint
            azonosak. Mármost 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nyilvánvalóan kiterjeszthető egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            közötti izomorfizmussá.
            [E. A. Smolenskii, Zhurnal
            Vychisl. Mat. i Matem. Fiz. (1962),
            371–372.]

	11. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az (egyértelmű) 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az (egyértelmű) 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út és jelöljük 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel a kezdőpontját. Ekkor
            nyilvánvaló, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami (a)-t bizonyítja.
Tekintsük a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            utakat. Lehet 0, 1, vagy legalább 2
            közös pontjuk. Először tegyük fel, hogy nem metszik
            egymást, ekkor legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontokkal. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció], illetve 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pedig az 
            [image: 15. Rekonstrukció], illetve 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami ebben az esetben bizonyítja a (b) pont
            állítását.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek pontosan egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontja közös. Ekkor a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel, 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-lel összekötő utakat tekintve
            ugyanúgy, mint előbb azt kapjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Végül ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek egynél több közös pontja van,
            akkor vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció], vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem metszik egymást, és az indexek
            felcserélésével az első esethez jutunk.
(c) Tegyük fel, hogy olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fát konstruáltunk az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontokkal, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            esetén.
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két olyan pontja, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minimális. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út azon pontja, melyre 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            és kössük 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú úttal (ez lehetséges, mert ezek
            a számok (a) szerint természetes számok). Azt állítjuk,
            hogy az így kapott 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fa eleget tesz 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            esetén. Ez triviális, hacsak nem 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Akkor is könnyű belátni 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            definíciójából, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció], így tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció].
(b) szerint a 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            számok közül kettő egyenlő és nem
            kisebb a harmadiknál. Azt állítjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem kisebb a másik kettőnél. Hiszen
            tegyük fel, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami ellentmond 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            választásának. Tehát az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            indexek megfelelő választására 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(2)





            Mármost 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            maga eleget tesz (b)-nek, sőt, a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-út biztosan találkozik. Így az előző
            feladat megoldása miatt 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(3)





            ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy permutációja. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], stb. (2) és (3) miatt feltehetjük,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], és ekkor (2) és (3) azt adja, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            [K. A. Zaretskii,
            Usp. Matem. Nauk.20 (1965), 94–96.]

	12. feladat FÖ
	(a) A 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szám 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben pontosan 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            -szer fordul elő, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan és 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            -szer, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páros. 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben pontosan 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            -szer fordul elő, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan és 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            -szer, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páros. Tegyük fel, hogy pl. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            páratlan, ekkor azt kell igazolnunk,
            hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            vagy ami ezzel ekvivalens, 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami az 1.42d azonosságból következik.
(b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], de 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Megmutatjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 2 hatványa. Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció], hiszen minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez konstanst hozzáadva a feltétel
            érvényes marad. Legyen 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            tehát 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Az utolsó azonosságba 
            [image: 15. Rekonstrukció]-et akarunk helyettesíteni, mivel
            ekkor a bal oldalon 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            áll. De 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gyöke 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek; tehát 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            és 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami bizonyítja az állítást.
            [J. Selfridge–E. G. Straus,
            Pac. J. Math.8 (1958), 847–856.]

	13. feladat FÖ
	Azt az általánosabb állítást bizonyítjuk, hogy ha
            
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            (ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]) az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármely választására eltűnik, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]. A feladat állítása 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t véve adódik.
Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            különböző értékei. Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ugyanolyan formájú, mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            választással 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(4)





            Azt állítjuk, hogy az egyenletrendszer
            determinánsa nem nulla. A 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            formulát használjuk, ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a Stirling partíciós számokat jelöli
            (lásd 1.7). Az (4) egyenletrendszer determinánsának 
            [image: 15. Rekonstrukció]-edik sorát szorozzuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]-sal, majd adjuk hozzá 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szer az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-edik sort a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-edik sorhoz 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Így azt kapjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát (4)-nek csak triviális megoldása van 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re, vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a nem-negatív 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egészek bármely választására. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szerinti indukcióval ([image: 15. Rekonstrukció]-t tekinthetjük igaznak) azt kapjuk,
            hogy minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            együttható nulla. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden együtthatója is.

	14. feladat FÖ
	Vizsgáljuk a következő kifejezést: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Itt minden élt minden végpontjaitól
            különböző 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            párnál megszámolunk, így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ebből az következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Nézzük az alábbi kifejezést: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            rögzített. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-lal szomszédos él, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t itt nem számoltuk; ellenkező
            esetben 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szor számoltuk. Tehát 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            foka 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Mivel ez az érték azonos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2-re, 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Végül 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-élek száma 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Mivel a többi tag nem függ 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től, azt kapjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azonosak.

	15. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két kör, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú út, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re, de természetesen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nem szükségképpen azonosak. Tehát az
            állítás hamis.
(b) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            darab 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf részgráfja. Képezzük a
            következő összeget: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf részgráfját 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szor számoltuk, így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Mivel a feltétel szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció], és a bal oldal 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén ugyanaz, azt kapjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            mint állítottuk. Ugyanígy érvelhetünk
            feszített részgráfok esetén is.
(c) Először tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy izolált pontból és egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontú 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            összefüggő komponensből áll. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            feszített részgráfja az előző állítás
            szerint. Minthogy megint az előző állításból tudjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], az is következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek nincsenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n kívüli élei, vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-ből és egy izolált pontból áll. Tehát
            
            [image: 15. Rekonstrukció].
Megfordítva, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontú komponense, akkor hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Tehát minden esetben a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf komponenseinek száma,
            melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció], azonos.
Tegyük fel, hogy ez minden olyan összefüggő 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfra igaz, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]. 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf komponensei számának
            meghatározásához megszámoljuk 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf feszített részgráfjait és
            levonjuk a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nagyobb komponensei 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val izomorf feszített részgráfjainak
            számát. Az előző feladat és az indukciós feltétel
            szerint ez a szám azonos lesz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén.
Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek ugyanannyi komponense izomorf
            bármely adott 
            [image: 15. Rekonstrukció]-val, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]. [P. J. Kelly, Pacific
            J. Math.7 
            (1957), 961–968.]

	16. feladat FÖ
	(a) Először megjegyezzük, hogy mivel 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

[image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontjai azonosak. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ezen végpontok halmaza.
Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is egy út, tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]. A következőkben feltesszük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tetszőleges 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli maximális út és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy nem 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re eső végpont. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ből következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            is tartalmaz ugyanilyen hosszú utat.
            Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője legalább akkora, mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője. Minthogy ez megfordítva is
            igaz, így átmérőjük azonos kell, hogy legyen,
            mindkettőnek 
            [image: 15. Rekonstrukció].
(b) A páros 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérő esetét tárgyaljuk (a páratlan
            eset egyszerűbb). Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fa középpontja. Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], hiszen ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            csillag, akkor tartalmaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fokú pontot, és így a másik fa is
            csillag.

              [image: 15. Rekonstrukció]
            Először tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontra 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Határozzuk meg a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez kapcsolódó ágainak 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            számát, melyek izomorfak egy adott 
            [image: 15. Rekonstrukció]-fával, melynek „gyökere” (azaz egy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez kapcsolódó pontja) is adott.
            „Visszafelé” indukcióval bizonyítjuk, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], ez triviálisan igaz.
Számoljuk meg, hogy hányszor fordul elő a 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció], középpontjához kapcsolva a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ág. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            miatt ugyanazt a számoz kapjuk 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek kétféle 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel izomorf ága van; ezek vagy maguk
            is 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ágai, vagy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy nagyobb ágából 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            elhagyásával állnak elő. A 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfok 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nagyobb ágaiból előálló 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ágainak száma azonos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2-re, hiszen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nagyobb ágai ugyanazok. Emiatt a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfok azon 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ágainak száma, melyek a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            ágai, azonosak 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ágát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-szer számoltuk, ahol 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontjaiknak száma, ez bizonyítja,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            bármilyen gyökerű 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            esetén igaz. Ebből az következik, hogy
            
            [image: 15. Rekonstrukció].

              [image: 15. Rekonstrukció]
            Tegyük fel, hogy pontosan egy olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pont van, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője kisebb 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nél. Ekkor pontosan két olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]-hez kapcsolódó 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ág kell, hogy legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben, mely tartalmaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú utat; tetszőleges számú más ág
            lehet. 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontosan egy pontot tartalmaz, mely 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            távolságra van 
            [image: 15. Rekonstrukció]-től; 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            legalább két ilyen pontot
            tartalmaz.

              [image: 15. Rekonstrukció]
            (a) Először tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            sem és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            sem egyetlen út. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a legnagyobb ág a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            fákban a középponthoz képest, melynek
            legalább két pontja 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            távolságra van a gyökértől, és így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            izomorf gyökeres fák. Tehát ugyanúgy,
            mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek a középponthoz kapcsolódó ágai
            ugyanazok.

              [image: 15. Rekonstrukció]
            (b) Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egyetlen út. Ekkor a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-lal szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontja rendelkezik azzal a
            tulajdonsággal, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú útja tartalmazza. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            szintén tartalmaz olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            végpontot, mely minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú útban előfordul. Mármost 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]-ben szomszédos kell, hogy legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel; hiszen egyébként 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            olyan végpontjai lennének, melyeket
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            hosszú út tartalmaz, ami ellentmondás.
            
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            megfelelő pontjaival van összekötve,
            azaz 
            [image: 15. Rekonstrukció].

              [image: 15. Rekonstrukció]
            Az az eset, amikor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            átmérője 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            két 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontra (nyilvánvaló, hogy nem lehet 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az átmérő 2-nél több végpontra),
            analóg módon kezelendő. [uo.]

	17. feladat FÖ
	(a) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tetszőleges 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            pontú gráf és jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            leképezések számát, melyek kölcsönösen
            egyértelműek és szomszédos pontokat szomszédosakba
            képeznek. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            kifejezhető szita formulával a
            következőképpen. Minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re jelöljük 
            [image: 15. Rekonstrukció]-sel a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfot. Így az 5.18-ban szereplő
            módszerhez hasonlóan 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Speciálisan 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(5)




	[image: 15. Rekonstrukció]	(6)





            Itt a 
            [image: 15. Rekonstrukció][image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfok páronként izomorfak; ez
            ugyanúgy adódik, mint 15.14b-ben. Továbbá 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            hiszen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek több éle van, mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek. Hasonlóan 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát (5)-ben és (6)-ben a jobb oldalon
            ugyanazok a tagok szerepelnek. Ebből az következik,
            hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van kölcsönösen egyértelmű
            leképezése 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be. Mivel élszámuk azonos, így 
            [image: 15. Rekonstrukció]. [L. Lovász,
            J. Comb. Theory13 (1972), 309–310.]
(b) Feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Tekintsük a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy véletlen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            permutációját. Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azt az eseményt, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t egy nem szomszédos 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beli ([image: 15. Rekonstrukció]-beli) pontpárba képeztük le. Úgy,
            mint 2.2a-ban, definiáljuk a következőket: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Jegyezzük meg, hogy úgy, mint 15.14b-ben,
            vagy az (a) részben következik, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az előforduló 
            [image: 15. Rekonstrukció]-k és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-k számát. Ekkor 2.7b szerint 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Így 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(7)





            Legyen itt 
            [image: 15. Rekonstrukció], és használjuk a triviális
            relációkat, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ekkor (7)-ből azt kapjuk, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            a feltétel szerint. De a valószínűségi mező
            definíciója szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            racionális számok 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            nevezővel. Tehát egyenlőnek kell
            lenniük.
Az (7) egyenlet konstans tagját véve azt kapjuk,
            hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            De ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az azonosság, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            vagyis létezik olyan permutáció, ami minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t élbe képez. Ez izomorfizmus 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            között. [W. Müller,
            J. Comb. Theory 
            B 22 (1977), 281–283.]

	18. feladat FÖ
	Azt fogjuk megmutatni, hogy ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t tartalmazó 
            [image: 15. Rekonstrukció]-esek 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(8)





            ami egyszerű számolással adódik. Hasonlóan 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(9)





            Minthogy (8) és (9) bal oldala egyenlő és 
            [image: 15. Rekonstrukció], (8)-ből és (9)-ből az következik,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ez hasonlóan adódik minden olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]. 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek, mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            élének a multiplicitását akarjuk
            kiszámítani; vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azon éleinek számát akarjuk
            meghatározni, melyek nem 
            [image: 15. Rekonstrukció]-beliek egyetlen 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re sem. A szita formulával ez a szám 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], ez a szám ugyanaz lesz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azonos. [V. Faber, Hypergraph
            Seminar, Lecture Notes in Math.
            411, Springer
            (1974), 85–94.]

	19. feladat FÖ
	Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            multiplicitását mint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ([image: 15. Rekonstrukció], 2) éle. Az állításból következik,
            hogy 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(10)





            hiszen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            él mutiplicitása 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ben. Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Ekkor vannak olyan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            halmazok, melyekre 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy nem szűkíthető ilyen halmaz. Ekkor
            (1) szerint 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-re. Ez csak akkor lehetséges, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]. Így feltehetjük, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].

              [image: 15. Rekonstrukció]
            szerinti indukcióval bizonyítjuk, hogy
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ez (10)-ből könnyen adódik. Speciálisan 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            vagyis 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden páros részhalmaza 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy éle. Hasonlóan 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden páratlan részhalmaza 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egy éle. [C. Berge, Hypergraph
            Seminar, Lecture Notes in Math.
            411, Springer
            (1974), 1–12.]

	20. feladat FÖ
	(a) Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            rendre az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be való homomorfizmusainak és
            epimorfizmusainak (szürjektív homomorfizmusainak) a
            számát. Először vegyük észre, hogy
([image: 15. Rekonstrukció]) Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Valóban, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció], azaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            egymás epimorf képei. Mivel végesek,
            így izomorfnak kell lenniük.
Tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t akarjuk összehasonlítani.
            Nyilvánvaló, hogy minden epimorfizmus homomorfizmus, és
            egy homomorfizmus akkor és csak akkor epimorfizmus, ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden éle benne van a képben. Tehát
            használhatjuk a szita formulát, amiből 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Mivel a jobb oldalak 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén tetszőleges rögzített 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra azonosak, levonhatjuk a
            következtetést, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfra igaz. ([image: 15. Rekonstrukció]) szerint ebből az következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].
(b) Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nak a 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be való monomorfizmusainak (injektív
            homomorfizmusainak) számát. Ismét
([image: 15. Rekonstrukció]) ha 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra, akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Valóban, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció], azaz 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek és 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van egymásba való monomorfizmusa,
            ami miatt a végességükből következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció].

              [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            összehasonlításához figyeljük meg,
            hogy egy homomorfizmus akkor és csak akkor
            monomorfizmus, ha nem azonosít pontpárokat. Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a legkisebb olyan
            ekvivalencia-reláció, melyre 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            azonos osztályba tartozik 
            [image: 15. Rekonstrukció], és bármely egyszerű 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráfra és bármely 
            [image: 15. Rekonstrukció]-n értelmezett 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            ekvivalencia-relációra jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden adott osztályában a pontok
            azonosításával és az így keletkező többszörös élek
            elhagyásával kapott egyszerű gráfot. Ekkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t kifejezhetjük a szita formulával: 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            A jobb oldal itt is azonos 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 2 esetén, tehát 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és ([image: 15. Rekonstrukció]) bizonyítja az állítást.
            [L. Lovász, Periodica Math. Hung.1 (1971),
            145–156.]

	21. feladat FÖ
	Legyenek 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            homomorfizmusok, és 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ekkor könnyen igazolható, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            gráf egy homomorfizmusa 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be, és megfordítva, 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-be való homomorfizmusa egyértelműen
            előáll így. Tehát 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(11)





            Így 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            és mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ez minden 
            [image: 15. Rekonstrukció]-ra igaz, tehát 15.19b-ből azt kapjuk,
            hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]. [uo.]
[image: 15. Rekonstrukció]
                    118. ábra.
				



[image: 15. Rekonstrukció]
                    119. ábra.
				




	22. feladat FÖ
	(a) Próbáljuk ki 
            [image: 15. Rekonstrukció]-t. Vegyük észre, hogy ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fokszámai azonosak 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fokszámaival. Emiatt 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            fokszámai is azonosak kell, hogy
            legyenek. Egy egyszerű nem izomorf pár azonos
            fokszámsorozattal látható a 118. ábrán. 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel direkt szorzatokat alkotva ([image: 15. Rekonstrukció]
            választással) minden esetben két
            diszjunkt 6 hosszú kört kapunk, mint azt a 119. ábra
            mutatja.
(b) Legyen 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            tetszőleges gráf. Az előző megoldáshoz
            hasonló okok miatt 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(12)





            Azt akarjuk megmutatni, hogy 
    
	[image: 15. Rekonstrukció]	(13)





            Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor (13) triviálisan igaz. Ha 
            [image: 15. Rekonstrukció], akkor nyilvánvaló, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], így (12)-ből következik, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], ami miatt (13) ismét adódik.
(c) Az ötlettárban megfogalmazott 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            relációt könnyű igazolni. Ekkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Jelölje 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            az egy pontból és egy hurokélből álló
            gráfot. Így 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            részgráfja, és így (b) szerint 
            
[image: 15. Rekonstrukció]

(d) Az ötlettárban megfogalmazott állítás a
            15.20b-hez hasonló érveléssel adódik, azzal az
            eltéréssel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            interpretációja a legkisebb
            kongruencia-reláció, mely tartalmazza az 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            párokat.
Tegyük fel, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            véges csoportok és 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            Ha a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            csoport homomorfizmusainak számát a 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            csoportba 
            [image: 15. Rekonstrukció]-vel jelöljük, akkor 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            minden véges 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            csoportra. Mivel 
            [image: 15. Rekonstrukció], ez azt adja, hogy 
            
[image: 15. Rekonstrukció]


            ami miatt 
            [image: 15. Rekonstrukció].
Véges gyűrűkre a bizonyítás ugyanígy megy. Sőt,
            ugyanígy megy bármely három 
            [image: 15. Rekonstrukció], 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            és 
            [image: 15. Rekonstrukció]
            algebrára feltéve, hogy 
            [image: 15. Rekonstrukció]-nek van 1 elemű részalgebrája.
            [Kategóriákra való általánosítását lásd L. Lovász,
            Acta Sci. Math.33 (1972), 319–322.]




A. függelék - Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára



	Ábel azonosság
	lásd 
          1.44.

	Ág
	
            a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfban az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ponthoz tartozó ágaz a
          részgráf, mely a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          komponenséből, az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból és az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-hez kötő élekből áll.
Átmérő ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé): a pontok között előforduló
          maximális távolság.

	Automorfizmus ([irányított] gráfé)
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          permutációja, melyben az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek száma azonos az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek számával 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Beszélhetünk egy színezett élű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf automorfizmusáról. Ez olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          permutációt jelent, hogy az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek száma azonos az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek számával bármilyen adott színre.
          Egy [irányított] gráf összes automorfizmusainak halmaza
          egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          permutációs csoportot alkot.

	Azonosítás
	
            a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [irányított] gráfban az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontok azonosítása olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [irányított] gráfot eredményez, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy új pontot jelöl, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          él végpontjai azonosak 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben, kivéve, ha valamelyik végpontja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          vagy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          volt, ekkor helyette 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          lesz. Ily módon minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-él 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-hoz illeszkedő hurokká válik.

	Bell szám
	lásd partíció.

	Binomiális együttható 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
	ahányféleképpen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemből 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t kiválaszthatunk. Ezt a számot az
          alábbi formula adja meg: 
    
	[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]	(1)





          és definíció szerint 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          Az 
          (1)formula megadja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t bármely valós (vagy komplex) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          értékre.

	Brooks tétele
	lásd 
          9.13.

	Brun szita
	lásd 
          2.13.

	Burnside lemma
	lásd 
          3.23.

	Catalan számok
	lásd 
          1.33, 
          1.37–40.

	Cayley formula
	lásd 
          4.2.

	Ciklikus permutáció
	azonosítsuk ugyanazon 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmaz két 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          rendezését, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          valamely 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re. Az így definiált
          ekvivalencia-reláció egy osztálya ciklikus permutációt
          alkot.
Ciklusszámláló polinom ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]permutációs csoporté): A 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          polinom, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          azon elemek száma, melyeken 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          fut és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          permutáció ciklus-felbontásában az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hosszúságú ciklusok száma.

	Csillag
	olyan fa, melyben egyetlen pont van minden más
          ponttal összekötve. Egy pont csillaga: 
          lásd gráf.

	Csúcs
	lásd gráf.

	Csúcsmátrix ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé):
	az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          mátrix, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek száma.

	Duális síkgráf
	
            egy összefüggő 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          síkgráf duálisa a következők szerint
          konstruált 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          síkgráf. Kiválasztunk egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontot a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          lapján; ezek lesznek 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjai. Kiválasztunk még egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontot is 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élén. Minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontot összekötünk az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontokkal az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ill.  
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          belsejében haladó 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          Jordan-görbékkel, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-vel szomszédos két lap. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          (azaz 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          azonos lapja határolja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t mindkét oldalról), akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek úgy kell 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-fel összekötnie, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző oldalán hagyják el (ez akkor
          fordul elő, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elvágó-él). Továbbá válasszuk 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t úgy, hogy az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          határán lévő 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontokhoz kötő 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          íveknek ne legyen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-től különböző közös pontjuk. Legyen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Ekkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          szintén síkbarajzolható gráf. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ot gömbfelületbe ágyazottnak tekintjük,
          akkor a duális síkgráf szükségképpen egyértelműen meg van
          határozva, azaz ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy másik duális síkgráfja, akkor
          létezik a gömbfelületnek egy saját magára történő 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          homeomorfizmusa, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          esetén, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          esetén, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nak megfelelő él 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ban, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          duálisa 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A fenti konstrukció és az utolsó
          állítások sokmindent felhasználnak a síktopológiából,
          amit mi itt bizonyítás nélkül elfogadunk (120. ábra).
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
                  120. ábra.
				




	Edmonds párosítási algoritmusa
	lásd 
          7.34.

	Egyszerű gráf, irányított gráf, hipergráf
	lásd gráf, 
					 irányított gráf, 
					 hipergráf.

	Él
	lásd gráf,
                     irányított gráf, 
                     hipergráf.

	Elemi páros gráf
	lásd 
          7.7.

	Elérési idő
	lásd véletlen séta.

	Élgráf ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [hiper]gráfé):
	a következőképpen definiált 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egyszerű gráf: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          irányított gráf élgráfja): a
          következőképpen definiált 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egyszerű irányított gráf: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


	Elhagyás
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmaz elhagyása egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [hiper-, irányított] gráfból az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          összes pontjának elhagyása az összes
          hozzájuk illeszkedő éllel együtt. A kapott [hiper-,
          irányított] gráf jelölése 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]; ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], jelölése egyszerűen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Élösszefüggés
	egy gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szorosan élösszefüggő ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élösszefüggő) az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjai között, ha bárhogyan is hagyunk
          el legfeljebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élét, a kapott [irányított] gráf
          tartalmaz 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-utat. Egy [irányított] gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szorosan élösszefüggő, ha bármely két
          pontja között az. Ekvivalens megfogalmazásban: ha
          bárhogyan is hagyunk el legfeljebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élét, a kapott [irányított] gráf
          [erősen] összefüggő.

	Elvágó halmaz
	olyan ponthalmaz [élhalmaz] egy összefüggő gráfban,
          melynek elhagyásával a gráf nem-összefüggővé válik.
          Elvágó-pont [elvágó-él]: 
		  olyan pont [él], mely önmagában elvágó halmazt alkot.

	Elválasztás
	egy pontokból és élekből álló 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmaz elválasztja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]), ha reprezentálja (lefogja) az összes 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-utat (vö. elvágó-halmaz).

	Endomorfizmus
	
            a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [irányított] gráf endomorfizmusa egy
          saját magába történő homomorfizmusa. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          összes endomorfizmusa a kompozícióval
          mint szorzással félcsoportot alkot, ennek jelölése
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Erdő
	körmentes gráf. Az erdő komponensei fák.

	Erdős–de Bruijn tétel
	lásd 
          8.14.

	Erdős–Ko–Rado tétel
	lásd 
          13.28.

	Erdős–Stone tétel
	lásd 
          10.38.

	Euler-vonal
	a(z) [irányított] gráf minden élét tartalmazó zárt
          vonal.

	Euler-féle [irányított]gráf
	van benne Euler-vonal.

	Euler formula
	lásd 
          5.24.

	Fa
	körmentes összefüggő gráf. Úgy is definiálható,
          mint olyan összefüggő gráf, mely bármely éle elhagyásával
          nem-összefüggővé válik; vagy mint olyan körmentes gráf,
          melyben tetszőleges él felvételével kör keletkezik. Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontú fának pontosan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          éle van és mindig tartalmaz legalább 2
          elsőfokú pontot, feltéve, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Gyökeres fa az olyan fa, melyben
          kitüntettünk egy pontot, az un. gyökeret. 
		  Gyökeres 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-edfokú fa olyan gyökeres fa, melyben a
          gyökér foka 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és minden más pont foka 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          vagy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Egy gyökeres 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-edfokú fa teljes, ha minden végpontja a
          gyökértől azonos távolságra van.

	Faktor
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-faktora (ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-n értelmezett függvény) olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráf, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontra. Tehát az 1-faktor egy minden
          pontot lefogó független élhalmaz.

	Félig reguláris csoport
	lásd permutációcsoport.

	Felhasítás
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjának felhasítása
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontokra az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elhagyásával, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          új pontok felvételével és minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élnek ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]) pontosan egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]) egy új 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-éllel való helyettesítésével előálló
          gráf.

	Felosztás ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé):
	A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ből oly módon előálló 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, hogy minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élt egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontjait összekötő és más 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli pontot nem tartalmazó 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          (legalább 1 hosszú) úttal helyettesítünk
          úgy, hogy a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          utak ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]) függetlenek legyenek. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjait a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]főpontjainak nevezzük.

	Fenyő
	egy irányított 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf egy kitüntetett 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ponttal, gyökérrel, melyben minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont befoka 1 és minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ponthoz vezet egy egyértelmű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-út. Fenyőt kaphatunk úgy, hogy egy
          fában megjelölünk egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontot, majd minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élt úgy irányítunk, hogy az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t összekötő egyértelmű út 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          kezdőpontjában végződjön. Inverz fenyő
          az az irányított gráf, melyet egy fenyőből az élek
          irányításának megfordításával kapunk.

	Ferrers diagram
	lásd 
          1.16.

	Feszített részgráf
	lásd részgráf.

	Feszítő részgráf ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé)
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráf, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Fokszám
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont foka egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [hiper]gráfban az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et tartalmazó élek száma (gráfok esetén
          a hurokél kétszer számolandó). 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          fokszámát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli maximális fokszámot jelöli. Egy
          gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-reguláris, ha minden pont foka 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont befoka [kifoka] a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          irányított gráfban azon élek számával
          egyenlő, melyek végpontja [kezdőpontja] 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben van; jelölése 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ].

	Folyam
	Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-folyam az irányított 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf élein értelmezett nemnegatív valós 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          függvény, melyre 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontra (vagyis az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ba befolyó „víz” mennyisége azonos az
          onnan kifolyó mennyiséggel; „Kirchhoff törvénye”). Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-folyam 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          értéke a „nettó nyereség” az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          forrásnál, azaz 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


	Frucht tétele
	lásd 
          12.5.

	Független élek egy [irányított] gráfban
	semelyik kettőnek nincs közös végpontja. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli független élek maximális számát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli. Egy független élhalmazt
          párosításnak is nevezünk.

	Független pontok egy [irányított] gráfban
	semelyik kettő között nem megy él. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli független pontok maximális számát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli.

	Független utak egy [irányított] gráfban
	olyan utak, melyeknek nincsen közös pontjuk,
          esetleg a végpontoktól eltekintve.

	Gallai–Edmonds struktúra tétel
	lásd 
          7.32.

	Generátorfüggvény
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sorozat generátorfüggvénye az 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          függvény. Exponenciális generátorfüggvény: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Geometriai háló
	egy atomjai által generált 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          háló, melyben ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          fedi 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          fedi 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elem 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]rangja a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-sorozatok maximális hossza mínusz 1. Ez
          a függvény eleget tesz a következőknek: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]; ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          fedi 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]; és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Ilyen hálóra példát szolgáltat egy
          affin vagy projektív tér tetszőleges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ponthalmaza: a háló elemei a tér
          altereinek 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-sel vett metszetei.

	Gráf
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf pontok (csúcsok) egy véges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazából és élek egy véges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazából, valamint egy
          hozzárendelésből áll, mely minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élhez a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          rendezetlen elem-párjait, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]végpontjait rendeli. Jelölés: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Azt mondjuk, hogy egy él összeköti,
          vagy összekapcsolja a végpontjait. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          összeköti 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t 
		  [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élnek nevezzük. Az olyan élt, melynek
          két végpontja azonos, hurokélnek hívjuk. Két azonos
          végpont-párral rendelkező él párhuzamos, vagy 
		  többszörös.
          A gráf egyszerű, ha nincs hurokéle, és nincsenek
          párhuzamos élei. Ebben az esetben tekinthetjük 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          két elemű részhalmazainak halmazaként.
          Egy él és egy pont szomszédos 
		  (illeszkednek), ha a pont
          az él egyik végpontja. Két él szomszédos, ha van közös
          végpontjuk. Két pont szomszédos, ha él köti össze őket.
          Egy ponthoz illeszkedő élek halmaza a pont csillaga. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-vel szomszédos pontok halmazát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szel, vagy egyszerűen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szel jelöljük, ha a szóban forgó gráfot
          a szövegkörnyezet egyértelművé teszi. A hurok nélküli
          gráfok speciális hipergráfok (vö. még irányított
          gráf).

	Hajós konstrukció
	lásd 
          8.16.

	Háló
	olyan részben rendezett halmaz, melyben bármely két
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemnek egyértelmű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          legkisebb felső korlátja (egyesítése) és
          egyértelmű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          legnagyobb alsó korlátja (metszete) van.
          Minden itt tárgyalt háló véges. Minden véges hálónak van
          egy egyértelmű legkisebb eleme, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és egyértelmű legnagyobb eleme, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Egy legkisebb nem-nulla elemet atomnak
          nevezünk.

	Hamilton kör [út]
	egy [irányított] gráf minden pontját tartalmazó
          [irányított] kör [út].

	Hamilton-féle gráf
	van Hamilton-köre.

	Háromszögelés ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          köré)
	olyan gráf, mely ebből a körből
          és ennek 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem kereszteződő átlójából áll ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hossza).

	Háromszögelt síkgráf
	olyan síkgráf, melynek minden lapja
          háromszög.

	Helyettesítés
	
            a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjának a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráffal való helyettesítését úgy kapjuk,
          hogy az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontot elhagyjuk 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ból, és minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-él fejében ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]) behúzunk 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          számú 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontjaival összekötő élt (feltesszük,
          hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont-diszjunktak).

	Híd
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráfhoz tartozó híd egy olyan
          (összefüggő) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráf, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          vagy egyetlen él, melynek mindkét
          végpontja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli, vagy a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy összefüggő komponense azon 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontú élekkel együtt, melyek ezt a
          komponenst 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-hez kötik. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hídjai particionálják 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et, azaz úgy is lehetne definiálni
          őket, mint a következő ekvivalencia-reláció osztályai: „[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          vagy van 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t összekötő 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-től diszjunkt út”.

	Hipergráf (halmaz-rendszer)
	A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf pontok egy véges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazából, élek egy véges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazából és egy hozzárendelésből áll,
          mely minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élhez hozzárendeli 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy részhalmazát, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]végpontjait (elemeit). Jelölése: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Azonos végpontokkal rendelkező két él
          párhuzamos. A hipergráf egyszerű, 
		  ha nem tartalmaz párhuzamos éleket. Ebben az esetben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t tekinthetjük úgy, mint 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részhalmazainak egy halmazát. Egy él
          illeszkedik egy ponthoz, ha a pont az él egyik végpontja.
          A hipergráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-uniform, ha minden élnek 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontja van. A 2-uniform hipergráfokat
          azonosíthatjuk a hurokmentes gráfokkal. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontú teljes 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-uniform hipergráf egy olyan egyszerű
          hipergráf, mely a pontjainak minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemű részhalmazát tartalmazza élként.
          Jelölése 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Homomorfizmus
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [irányított] gráf homomorfizmusa egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [irányított] gráfba: egy olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezés, hogy ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Húr
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráf húrja egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          él, mely 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          két pontját köti össze.

	Hurokél
	lásd gráf.

	Illeszkedési mátrix ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé)
	A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          mátrix, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          illeszkednek, különben 0.

	Intervallumgráf
	olyan egyszerű gráf, melynek pontjai egy egyenes
          intervallumai, és két pontja akkor és csak akkor
          szomszédos, ha a megfelelő intervallumok metszik
          egymást.

	Irányítás
	lásd irányított gráf.

	Irányított gráf
	egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]ponthalmaz, egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]élhalmaz és rendezett pontpárok
          hozzárendelése minden élhez; ezen rendezett pár első
          eleme az él kezdőpontja, második 
		  eleme az él végpontja.
          Két élt párhuzamosnak nevezünk, ha kezdő- és végpontjuk
          azonos. Az irányított gráf egyszerű, ha nem tartalmaz
          párhuzamos éleket. Ebben az esetben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          tekinthető 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy részhalmazának. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf és minden éléhez tartozó egyik
          pontot kinevezzük kezdőpontnak, a másikat pedig
          végpontnak, akkor egy irányított gráfot kapunk, amit 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy irányításának nevezünk. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], a következő kifejezések bármelyikét
          használhatjuk: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ből 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ba mutat; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elérhető 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ből 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-n; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elhagyja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et és eléri 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és kezdőpontja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Vö. gráf.

	Irányított kör
	lásd kör.

	Izolált pont egy gráfban
	olyan pont, mely nem illeszkedik élhez.

	Izomorfizmus a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfok között
	
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re való kölcsönösen egyértelmű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezése és az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re való kölcsönösen egyértelmű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezése, melyek során ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontja [kezdőpontja] 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végpontja [kezdőpontja] 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nek. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egyszerűek, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem játszik fontos szerepet és az
          izomorfizmust úgy definiáljuk, mint a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          közötti 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést,
          melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Karakterisztikus polinom ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé)
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          polinom, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          csúcsmátrixa. Ez nem függ a pontok
          számozásától. A karakterisztikus polinom gyökeit, azaz 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sajátértékeit a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf sajátértékeinek nevezzük.

	Kerék
	olyan gráf, melyet egy kör minden pontjának egy új
          ponttal (a kerék „középpontjával”) való összekötésével
          kapunk.

	Kerület ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé)
	a legrövidebb kör hossza. A
          kerület akkor és csak akkor 1, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben van hurokél, és akkor és csak akkor
          2, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben van többszörös él.

	Kiegyensúlyozott kör hipergráfban
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          kör, melyre vagy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], vagy van egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          illeszkedés, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Egy hipergráf kiegyensúlyozott, ha
          minden páratlan hosszú köre kiegyensúlyozott, és teljesen
          kiegyensúlyozott, ha minden köre kiegyensúlyozott.

	Kiterjedési ráta
	lásd konduktancia.

	Klikk
	egy gráf maximális (nem bővíthető) teljes
          részgráfja.

	Kollekció
	egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmaz, melynek minden eleméhez egy
          pozitív egész multiplicitás is meg van adva. Bármely nem 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli elem multiplicitását 0-nak
          tekintjük.

	Komplementer (egyszerű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé)
	az az egyszerű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melyre 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          Nyilvánvaló, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].
(egyszerű irányított 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé): az az egyszerű irányított 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melyre 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


	Komponens
	Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf komponense (vagy összefüggő
          komponense) minden maximális (nem bővíthető) összefüggő
          részgráfja. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          bármely két összefüggő komponense
          pont-diszjunkt, és minden pont (és él) pontosan egy
          komponensbe tartozik. A komponensek számát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-vel jelöljük ; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli a páratlan sok pontot tartalmazó
          komponensek számát. Egy irányított gráf erős komponense
          minden maximális (nem bővíthető) erősen összefüggő
          részgráfja.

	Konduktancia (egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé)
	Az 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          kifejezés minimuma minden nem-üres 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazra, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          közti elemek számát jelöli. A
          kiterjedési ráta a pontokra vonatkozó analóg fogalom: a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          kifejezés minimuma minden olyan nem-üres
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazra, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	König tétele
	lásd 
          7.2.

	Kör egy gráfban
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          séta, melyben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző pontok, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző élek és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Ha a gráf egyszerű, ezt a kört 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-val jelöljük.

            irányított gráfban
          olyan részhalmaz, hogy ha az irányított gráf éleit
          azonos végpontú irányítatlan élekre cseréljük, ez kört
          alkot az így kapott irányítatlan gráfban. irányított kör:
          olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          séta, melyben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különbözőek és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

            hipergráfban
          egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sorozat, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző pontok, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző élek és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a kör hossza.

	Kritikus
	egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf (él-)kritikus egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          tulajdonságra vonatkozóan, vagy
          kritikusan rendelkezik a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          tulajdonsággal, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          igen, de bármely él elhagyása után a
          kapott gráf már nem rendelkezik a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          tulajdonsággal. Pont-kritikus ezzel
          analóg módon definiálható.

            
              [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-kritikus:
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élre.

            
              [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-kritikus:
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élre.

            
              [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-kritikus:
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élre.

            
              [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-kritikus hipergráf:
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re (vö. 
          7.26feladattal az
          elnevezés magyarázatához).

            faktor-kritikus gráf:
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben nincsen 1-faktor, de 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben van 1-faktor minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontra.
Kromatikus index ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][hiper]gráfé): az a legkisebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egész, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élei 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezhetők úgy, hogy szomszédos élek
          színe különböző. Jelölése: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Nyilvánvaló, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Kromatikus szám ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][irányított] gráfé, hipergráfé)
	az a
          legkisebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egész, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          „jól 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezhető” 
		  (lásd színezés). Ezt a számot 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-vel jelöljük. Nyilvánvaló, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem üres; 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem üres. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben van hurokél [vagy hipergráfra, ha
          van 2-nél kevesebb végpontú éle].

	Kromatikus polinom
	([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]gráfé): 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jó 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezéseinek száma. Ez (rögzített 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          esetén) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          polinomja, így a definíció
          kiterjeszthető minden valós (vagy komplex) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          értékre. Jegyezzük meg, hogy a színek
          jelölésében eltérő két színezés különbözőnek
          számít.

	Kuratowski tétele
	lásd 
          5.38.

	Lap
	lásd síkgráf.

	Laplace mátrix
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontokon értelmezett 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfra az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          mátrix, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-élek számának ellentettje, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-edik pont fokszáma. 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-reguláris gráfra 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Lefedési idő
	lásd véletlen séta.

            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-lefogás ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][hiper]gráfban): pontok olyan
          kollekciója, melyből minden él legalább 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t tartalmaz. A (pont-)lefogás azonos az
          1-lefogással; a minimális méretű pont-lefogást 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-lefogást tekinthetjük egy olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezésként is, melyben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élre.

	Lefogó élhalmaz ([hiper]gráfé)
	olyan élhalmaz, mely minden pontot
          tartalmaz.

	Legszűkebb keresztmetszet tétele
	lásd 
          6.71.

	Mag
	egy irányított gráf pontjainak olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          független halmaza, melyre minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-hez létezik olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Maximális folyam–minimális vágás tétel
	lásd 
          6.74.

	Megszorítás
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ra vonatkozó megszorítása: a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazon, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazok kollekciója. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor további jelöléseket vezetünk be:
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Menger tétel
	lásd 
          6.39.

	Menettérti idő
	lásd véletlen séta.

	Merev gráf
	nincs valódi endomorfizmusa.

	Minimális út–maximális potenciál tétel
	lásd 
          6.72.

	Möbius függvény
	lásd 
          2.22.

	Möbius megfordítási formula
	lásd 
          2.26.

	Összefüggő gráf
	olyan gráf, mely nem reprezentálható 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          alakban, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont-diszjunkt, nem üres gráfok. Vagy
          ezzel ekvivalens megfogalmazásban: a gráf bármely két
          pontját út köti össze. Egy irányított 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf gyengén összefüggő, ha nem
          reprezentálható 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          alakban, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont-diszjunkt nem üres irányított
          gráfok; erősen összefüggő, ha bármely két pontot
          (irányított) út köt össze. Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf összefüggő, ha nem
          reprezentálható 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          alakban, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont-diszjunkt, nem üres hipergráfok.
          Vegyük észre, hogy ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem összefüggő.

	Összefüggőség
	Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szorosan összefüggő
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
		  és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          között, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nál kevesebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-től különböző pontot és/vagy élt
          elhagyva, még mindig létezik 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-út a(z) [irányított] gráfban (élek
          elhagyása csak akkor szükséges, ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          szomszédosak). Egy [irányított] 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szorosan összefüggő, ha legalább 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontja van, és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szorosan összefüggő bármely két pontja
          között. Ekvivalens alakban: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [erősen] összefüggő bármely 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazra. Irányítatlan gráfra ez még úgy
          is mondható, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem reprezentálható 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          alakban, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A teljes 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf így 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szeresen összefüggő, de nem 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-szeresen összefüggő. Összefüggő és
          1-összefüggő ekvivalens a legalább két pontú
          gráfokra.

	Összehúzás
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          él összehúzása egy [irányított] gráfban
          az él elhagyását és a két végpontja azonosítását jelenti.
          Egy részgráf összehúzása minden élének összehúzását
          jelenti (az élek összehúzásának sorrendje nem számít).
          Vegyük észre, hogy összehúzással keletkezhetnek
          többszörös élek.

	Párhuzamos élek
	lásd gráf, 
					 irányított gráf, 
					 hipergráf.

	Páros (2-kromatikus) gráf
	Olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, mely pontjain létezik egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]partíció, vagy 2-színezés, hogy minden
          él egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli és egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli pontot köt össze (vö. kromatikus
          szám).

	Párosítás
	egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-párosítás a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [hiper]gráfban a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          éleinek egy olyan részhalmaza, melyből
          minden ponthoz legfeljebb 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          illeszkedik (az élek ismétlése meg van
          engedve). Az 1-párosításokat egyszerűen párosításnak
          nevezzük. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli legnagyobb párosítás elemszáma 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]; legyen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-párosítást tekinthetjük egy olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezésnek, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontra ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          multiplicitása a párosításban). A teljes
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-párosítás olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-párosítás, melynek minden pont pontosan
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          eleméhez tartozik (vegyük észre a
          különbséget ez és egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-faktor között: ott a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy éle legfeljebb egyszer szerepelhet).
          Törtpárosítás: olyan nem-negatív valós 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          súlyok hozzárendelése minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élhez, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontra. A törtpárosítás 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]mérete a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          érték; a törtpárosítás minimális méretét
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli.

	Partíció ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]halmazé)
	
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          nem-üres diszjunkt részhalmazinak 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          rendszere (ezek a partíció osztályai),
          melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-elemű halmaz partícióinak 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          számát Bell számnak hívjuk.
([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          számé): pozitív egészek egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]) kollekciója, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Perfekt gráf
	olyan egyszerű 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melynek minden feszített 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          részgráfjára 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


	Permanens (egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          mátrixé)
	
            
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          végigfut 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          összes permutációján.

	Permutáció (egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmazé)
	
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy saját magára történő kölcsönösen
          egyértelmű leképezése. Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-elemű halmaz permutációinak száma 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A minden elemet helybenhagyó
          permutációt 1 jelöli. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy permutációja, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy fixpontja.

	Permutációcsoport
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          csoport, melynek minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          eleméhez hozzá van rendelve egy véges 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          halmaz egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          permutációja úgy, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]). Ha ebből félreértés nem származhat,
          fel fogjuk tenni, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemei maguk is permutációk, és esetleg
          ismétlődhetnek is. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ból 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          következik, vagy ezzel ekvivalensen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor a permutációcsoport effektív. Ha
          bármely 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          párhoz legfeljebb egy olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          létezik, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor a csoport tranzitív. Ha bármely 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          párhoz legfeljebb egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          létezik, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], vagy (ekvivalens alakban) egyetlen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben sincsen fixpont, akkor a
          permutációcsoport félig reguláris. Ha félig reguláris és
          tranzitív is egyben, akkor regulárisnak nevezzük. Ebben
          az esetben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemei azonosíthatók 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elemeivel úgy, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ra.

	Petersen gráf
	lásd 
          9. ábra.

	Pfaffian (ferdén szimmetrikus mátrixé)
	Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ferdén szimmetrikus (azaz 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]), akkor 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          permutáció előjele, és a szummázás 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          alakú partíciójára megy. Könnyen
          látható, hogy az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          partícióhoz tartozó tag nem függ az
          osztályok sorrendjétől és egy osztályon belüli két elem
          sorrendjétől sem.

	Pont
	lásd gráf, 
                     irányított gráf, 
                     hipergráf.

	Pólya leszámlálási módszere
	lásd 
          3.26–30.

	Prüfer kód
	lásd 
          4.5.

	Pszeudoszimmetrikus irányított gráf
	lásd szimmetrikus.

	Ramsey tétel
	lásd 14. fejezet.

	Reguláris gráf
	lásd fokszám;

	Reguláris csoport
	lásd permutációcsoport.

	Reprezentáns-rendszer ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráfé)
	olyan injektív 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          leképezés, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ra. Ha nem adódhat félreértés, szokás a
          
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          értékkészletet is
          reprezentáns-rendszernek nevezni.

	Részgráf ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé)
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Jelölése: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]halmaza által feszített részgráfja az a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Rész-hipergráf ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráfé)
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Selberg szita
	lásd 
          2.14–17.

	Séta egy [irányított] gráfban
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sorozat, melyre 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a gráf pontjai és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-él ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]). Ha a(z) [irányított] gráf egyszerű, a
          sétát leírhatjuk az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sorozattal is. A séta akkor és csak
          akkor nyílt [zárt], ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]]. A séta hossza a fenti 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A séta egy vonal, ha egy élt sem
          használunk egynél többször.

	Síkgráf
	olyan gráf, melynek pontjai a sík pontjai, és élei
          (a végpontnak megfelelő síkbeli pontban végződő) síkbeli
          Jordan görbék, melyeknek a végpontokon kívül nincsen
          közös pontjuk. A halmaz egy összefüggő komponensét,
          melyet egy síkgráf éleinek és pontjainak a síkból való
          elhagyásával kapunk, lapnak 
		  (országnak) nevezünk. Egy lap
          határa mindig bizonyos élek uniója; ha a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          síkgráf 2-összefüggő gráf, akkor minden
          lap határa a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy körének éleiből álló zárt
          Jordan-görbe. Ha egy (absztrakt) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf izomorf egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          síkgráffal, akkor síkbarajzolhatónak
          hívjuk. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          síkgráfot a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy síkba való beágyazásának
          nevezünk.

	Szita formula
	lásd 2. fejezet.

	Szorzat
	két egyszerű [irányított] 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf szorzatát háromféleképpen
          értelmezzük:

            (Gyenge) direkt szorzat 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


            Erős direkt szorzat 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


            Descartes szorzat 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]


          Tehát 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          (lásd 
          121. ábra).

            két hipergráf, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          direkt szorzata: a következők szerint
          definiált 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          hipergráf: 
          
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]

[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
                  121. ábra.
				




	Spektrum
	
            egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf spektruma a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára][image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          szomszédossági mátrixának spektruma
          (sajátértékeinek összessége). Mivel 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          szimmetrikus, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]sajátértékei (a spektruma elemei)
          valósak.

	Sperner lemma
	lásd 
          5.29.

	Sperner tétel
	lásd 
          13.21.

	Sperner-rendszer
	olyan hipergráf, melyben egyetlen él sem tartalmaz
          másik élt.

	Stacionárius eloszlás
	
            (egy gráfon tett véletlen sétáé): lásd 
          11.35.
Stirling ciklusszám 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-elemű, pontosan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ciklusú halmaz permutációinak száma. A 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          számokat szokás elsőfajú Stirling
          számoknak nevezni, és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-val jelölni.

	Stirling partíciószám
	
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          dolog pontosan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          osztályba particionálásainak száma.
          Ezeket a számokat szokás másodfajú Stirling számoknak
          nevezni, és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-val jelölni.

	Szimmetrikus irányított gráf
	olyan egyszerű irányított gráf, melyben minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élhez van egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          él. Pszeudoszimmetrikus: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden pontban.

	Színezés
	egy gráf [irányított gráf, hipergráf] (érvényes,
          jó) 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezése „színek” (általában az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egészek) hozzárendelése a pontokhoz oly
          módon, hogy minden él végpontjai különböző
          „színűek”.

	
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezhető, 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          színnel színezhető gráf [irányított
          gráf, hipergráf]
	van jó 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-színezése.

	Szomszédos
	lásd gráf.

	Tag egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfban
	elvágóél vagy maximális
          2-összefüggő részgráf. Minden élt egyetlen tag tartalmaz.
          A tagokat definiálhatjuk az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-n értelmezett „[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy körön van vagy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]” ekvivalencia-reláció osztályaiként is.
          Egy gráf tagjai „kaktusz-szerű” struktúrát adnak; minden
          egynél több tagba tartozó pont elvágópont, és bármely
          ponthoz tartozó ágak száma egyenlő a pontot tartalmazó
          tagok számával (122. ábra). Az egyetlen
          elvágópontot tartalmazó tagokat végtagnak hívjuk.
[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
                  122. ábra.
				




	Távolság
	
            a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfbeli 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontok közti távolság az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-utak minimális hossza; ha nincsen 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t összekötő út, a távolságuk 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Jelölése 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], vagy röviden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], ha egyértelmű, hogy melyik gráfról van
          szó.

	Teljes gráf
	egyszerű gráf, melyben bármely két különböző pont
          szomszédos. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontú teljes gráfot 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli.
Teljes gyökeres 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-edrendű fa: lásd fa.

	Teljes páros gráf
	olyan egyszerű gráf, melynek pontjai két 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          osztályba sorolhatók úgy, hogy két pont
          akkor és csak akkor szomszédos, ha egyik 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli, a másik 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-beli. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], akkor a teljes páros gráfot 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli.

	Törtlefogás a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          [hiper]gráfban
	egy nem-negatív valós 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          súly hozzárendelése minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          ponthoz úgy, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élre. A törtlefogás mérete[image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. A minimális méretű törtlefogást 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          jelöli.

	Tranzitív turnament
	olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          turnament, melyben 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ból 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          következik. Egy tranzitív turnament
          pontjai olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          sorrendbe rendezhetők, hogy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára].

	Tranzitív permutációcsoport
	lásd permutációcsoport.

	Turán tétel
	lásd 
          10.34.

	Turnament
	olyan (egyszerű) irányított hurokmentes 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráf, melynek minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára], 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          párra 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          közül pontosan az egyik éle.

	Tutte tétele
	lásd 
          7.27.

	Uniform
	lásd hipergráf.

	Út egy [irányított] gráfban
	Egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          séta, ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          különböző pontok. Jelölhetjük 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-gyel, ha a(z) [irányított] gráf
          egyszerű.

	
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-út
	olyan út a(z) [irányított] gráfban,
          mely az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy pontját az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          egy pontjával köti össze, és nincsen más
          közös pontja 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-nal.

	Üres [hiper]gráf
	nincsen se éle, se pontja.

	Vágás
	
            [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-vágás az olyan 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élhalmaz, mely minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-utat reprezentál (lefog). Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          által meghatározott vágás az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-hez kapcsoló élek halmaza. Ha 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          által meghatározott vágás a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          irányított gráfban, akkor 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          által meghatározott vágás.

	Végpont ([image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfé)
	elsőfokú pont. 
		  Él végpontja: lásd gráf.

	Véletlen séta egy 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          gráfon
	a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          véletlen pontok (végtelen) sorozata,
          ahol 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-t valamely adott (gyakran egyetlen
          pontra koncentrált) kezdeti eloszlásból választjuk, és
          minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-ra 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-et a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          szomszédain vett egyenletes eloszlásból
          választjuk. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont elérési ideje az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból induló véletlen séta várható
          lépésszáma 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          érintéséig; jelölése: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          élek közötti menettérti idő az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          és a 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          elérési idejének összege; jelölése: 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]. Az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pont lefedési ideje az 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]
          pontból induló véletlen séta várható
          lépésszáma addig, míg az összes pontot érinti. Egy gráf
          elérési [lefedési] ideje a maximális elérési [lefedési]
          idő minden 
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-re .

	Vonal
	lásd séta.

	
          [image: Kombinatorikai fogalmak és kifejezések szótára]-gráf
	olyan gráf, mely két pontot
          összekötő három független útból áll.




B. függelék - Jelölések



	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf adjacencia mátrixa.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf automorfizmuscsoportja.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf incidencia mátrixa.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    Bell szám

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf komponenseinek a száma.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf páratlan komponenseinek a száma (azaz,
    azon komponensek száma, melyeknek páratlan sok pontjuk
    van).

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
                [image: Jelölések]-beli 
    [image: Jelölések]
    pont foka.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    maximális fok 
    [image: Jelölések]-ben.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]-beli 
    [image: Jelölések], 
    [image: Jelölések]
    pontok távolsága.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]-beli 
    [image: Jelölések]
    pont kifoka.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]-beli 
    [image: Jelölések]
    pont befoka.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf éleinek a halmaza.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf endomorfizmus félcsoportja.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
                [image: Jelölések].

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
                [image: Jelölések]
    szemifaktoriális: 
    [image: Jelölések].

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    identitás mátrix.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    olyan vektor [mátrix], melynek minden eleme
    1-es.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    az 
    [image: Jelölések]
    hosszúságú ciklusok száma a 
    [image: Jelölések]
    permutációban.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
                [image: Jelölések]
    pontú teljes 
    [image: Jelölések]-uniform hipergráf. 
    [image: Jelölések]
    esetén az 
    [image: Jelölések]
    kitevőt elhagyjuk.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf élgráfja.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    Stirling-féle ciklusszámláló, vagy második
    típusú Stirling-féle szám.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    Stirling-féle partíciós szám, vagy elsőfajta
    Stirling-szám.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    olyan 
    [image: Jelölések]
    függvény, melyre 
    [image: Jelölések]
    korlátos.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    olyan 
    [image: Jelölések]
    függvény, melyre 
    [image: Jelölések], ha 
    [image: Jelölések].

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf karakterisztikus polinomja.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf kromatikus polinomja.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    permutációcsoport ciklusszámlálója.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    az 
    [image: Jelölések]
    mátrix permanense.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    az 
    [image: Jelölések]
    mátrix pfaffiánsa.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf kromatikus indexe.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    az egészek halmaza.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf 
    [image: Jelölések]-ből 
    [image: Jelölések]-be menő éleinek a száma.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    független pontok maximális száma.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf azon pontjainak a halmaza, melyek
    legalább egy 
    [image: Jelölések]-beli ponttal össze vannak kötve.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]-beli független élhalmazok méretének maximuma
    (párosítási szám).

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf törtfedéseinek a maximális mérete.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf olyan éleinek a minimális száma, melyek
    az összes pontot lefedik.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf olyan pontjainak a minimális száma,
    melyek az összes élt lefogják.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf törtfedéseinek a minimális mérete.
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    a 
    [image: Jelölések]
    gráf kromatikus száma.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráfban található maximális pontszámú teljes
    részgráf.

            
	
              
                [image: Jelölések],
    [image: Jelölések]

            	
              
    rövidítések 
    [image: Jelölések]-re, 
    [image: Jelölések]-re, 
    [image: Jelölések]-re, abban az esetben, amikor a 
    [image: Jelölések]
    elhagyása nem okoz félreértést.
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    az 
    [image: Jelölések]
    egész része: a legnagyobb olyan egész szám,
    mely nem nagyobb, mint 
    [image: Jelölések].

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    legkisebb egész, mely nem kisebb, mint 
    [image: Jelölések].

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    (ahol 
    [image: Jelölések]
    egy gráf (irányított gráf, hipergráf), és 
    [image: Jelölések]) az összes 
    [image: Jelölések]-beli él elhagyása (de pontok elhagyása
    nélkül).
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    (ahol 
    [image: Jelölések]) a 
    [image: Jelölések]
    rövidítése, amikor ebből nem keletkezik
    zavar.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    [irányított] gráf komplementere.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    ponthalmazon, és a 
    [image: Jelölések]) élhalmazon definiált [irányított] gráf (itt 
    [image: Jelölések]-nek és 
    [image: Jelölések]-nek lehetnek közös pontjai, vagy
    élei).

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    (ahol 
    [image: Jelölések]
    egy gráf [irányított gráf, vagy hipergráf] és 
    [image: Jelölések]) az 
    [image: Jelölések]-beli pontok, és a hozzájuk illeszkedő élek
    elhagyása.
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    (ahol 
    [image: Jelölések]) a 
    [image: Jelölések]
    rövidített leírása.
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    (ahol 
    [image: Jelölések]
    egy hipergráf, és 
    [image: Jelölések]) a 
    [image: Jelölések]
    megszorítása a 
    [image: Jelölések]
    halmazra.
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    (ahol 
    [image: Jelölések]) 
    [image: Jelölések]
    rövidített leírása.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    gráf azon részgráfja, melyet 
    [image: Jelölések]
    feszít ki.
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    a 
    [image: Jelölések]
    hipergráf megszorítása a 
    [image: Jelölések]-ra.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    (ahol 
    [image: Jelölések]) az 
    [image: Jelölések]-beli élek összehúzásával a 
    [image: Jelölések]
    gráfból keletkező gráf.
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    (ahol 
    [image: Jelölések]) a 
    [image: Jelölések]
    rövidített leírása.

            
	
              
                [image: Jelölések]
              

            	
              
    a 
    [image: Jelölések]
    és 
    [image: Jelölések]
    [irányított] gráfok gyenge szorzata.
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    erős szorzat
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    Descartes szorzat
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    a 
    [image: Jelölések], 
    [image: Jelölések]
    hipergráfok direkt szorzata.
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