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A LOGIKA ELEMEI

1. BEVEZETES

A jegyzet a mai modern szemléletii logika alapjait taglalja szabatos matematikai meg-
kozelitéssel, tekintettel az informatikus konyvtaros szakos hallgatok igényeire.

1.1 CELKITUZES

A szimbolikus logika és a matematikai logika kapcsolatanak megértetése. A matemati-
kai logika alapvetd fogalmi rendszerének, jelolésének, Osszefliggéseinek bizonyitasra tord
megértetése. Cél tovabba a tananyaggal szamos tanegység feldolgozasanak eldsegitése,
melyek tAmaszkodnak a szimbolikus logika elemeire.

1.2 A KURZUS TARTALMA
A logika torténete, targya
Alapfogalmak
Logikai miiveletek
A halmazelmélet
A Kijelentéslogika
A kijelentéslogika alkalmazasai
A predikatumlogika elemei
Prédikatumlogikai kdvetkeztetések

© 0 N o ok~ DR

A leckék feladatainak megoldasa
10. Gyakorlo feladatok és megoldasuk

1.3 A KURZUS TOMOR KIFEJTESE

A jegyzetben bemutatjuk a matematikai logika, ezen beliil a kijelentéslogika és a predi-
katumlogika alapvet6 fogalmait. A kijelentés- és a predikatumkalkulus szamara viszonylag
konnyen lehet kovetkeztetési szabalyokat megadni, amelyek megengedik a szokasos tar-
talmi kovetkeztetés szigoru formulazasat, de messzemenden megengedtiink olyan bizonyi-
tasokat is, amelyeket csupan a tartalom vezérli, azaz nem formalizaltak. A targyalt tan-
anyag matematikai modszereket, jeloléseket alkalmaz, de nem jut el az axiomatikus
targyalas mélyebb szintjére. A tananyag mélységénél és a bizonyitasoknal figyelembe vet-
tilk a szak sajatossagait, a szakmai hasznossagot €s a vizualitast, kiillonos tekintettel az
elvonatkoztatott logikai bizonyitasok esetén. A formalis logika elemeinek alapjain tul az
olvaso mas targyak esetén tovabbépitkezhet, de ott mar nem biztos, hogy a szabatos tar-
gyalas lesz sziikséges.

A feldolgozandé anyag targyalasa soran szamtalan példa segiti a megértést, a leckék
feladatai igyekeznek atiiltetni a tanultakat a gyakorlatba. A példak megoldasa minden eset-
ben a tananyag szovegében, a példa utan, mig a leckék feladatainak megoldasa egy kiilon
leckében talalhato. A leckékhez kapcsolodva még egy ujabb, Osszefoglalo feladatsor is ren-
delkezésre all az utolso leckében, melynek a megoldésa a feladatsor utdn megtekintheto.
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1.4 KOMPETENCIAK ES KOVETELMENYEK

A konyvtaros szamara hasznos a logika elemeinek ismerete. Segitséget nyujt a tajékoz-
tatd munkahoz sziikséges tudasanyag strukturaldsdban, a rejtett informaciok kovetkezteté-
sek révén valo feltarasaban, a problémamegoldo gondolkodas fejlesztésében, a szabatos és
egyértelmti kommunikalas képességének kialakitasaban.

A tananyag elsajatitdsa utan a hallgaté képes a matematikai logika alapozo elemeit ma-
tematikai szabatossaggal megfogalmazni, a tételeket onalldan, igényesen belatni, az elem-
¢leti ismereteket a gyakorlatban alkalmazni. A logika elmei képessé teszik arra, hogy a
késGbbiekben az internetes keresérendszerek valamint a konyvtari rendszerek keres6funk-
ciot megértse és a gyakorlatban alkalmazza. A hardverismereteket tamogatja a matematikai
logika és az aramkori tervezés rész. A bizonyitasi igény a szabatossagra és tudomanyos
precizitasra nevel.

1.5 TANULASI TANACSOK, TUDNIVALOK

A teljes tananyag 6nall6 tanulasra is alkalmas, de csak abban az esetben, ha a hallgaté a
leckéket sorban, egymas utan sajatitja el, mivel a tananyag targyalasa erdsen épiil az el6z6
részekre. A leckéket nem érdemes atlépni, hiszen az olykor lehetetlenné teszi a kovetkezo
leckék valamelyikének a megértését. Egy leckében éppen ezért nem helyeztiink el sok
elméleti anyagot, inkabb a példak és a feladatok vannak tobbségben.

A logika torténetérdl szolo fejezetet érdemes a tananyag feldolgozasa elott feliiletesen
atolvasni, majd a tobbi lecke utan kdvetkezzen az alapos feldolgozas, mivel a tudomany-
torténet Ohatatlanul tartalmaz a késGbbiekben kifejtett és megmagyarazott fogalmakat,
tételeket.

A matematikai, azaz egymasra épiil6 targyalas miatt a korabbi leckék definicidinak és a
tételeinek ismerete elengedhetetlen az elérehaladasahoz. A tanultakat példak és a feladatok
megoldasaval rogzitheti. A feladatokat a lecke végén annyiszor kell megoldani, amig azok
a megoldas megtekintése nélkiil Gnalldan is elvégezhetdk. Az érdekl6dok szamara ajanljuk
a szakirodalmi utalasokat.

A szamonkérés teszt formaban torténik, amiben elméleti és gyakorlati kérdések is sze-
repelnek. A gyakorlat hangstlyos, azonban a tantargy sikeres befejezéshez az elméletre és
a gyakorlatra is sziikség van. A szamonkérés er0sen kapcsolodik a jegyzethez, a feladato-
kat tekintve is. Az elméleti tudasat az ellendrz6 kérdésekkel mérheti le, de kétségek esetén
érdemes az oktatdjatol kérdezni, hiszen egy elakadas megakadalyozhatja a tananyag fel-
dolgozasat. Az elméleti rész jelentéségét ne becsiilje le, ha nem értette meg, vagy nem
képes visszaadni, akkor nézze at Gjbol!
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2. ALOGIKA TORTENETE, TARGYA

2.1 CELKITUZES

A matematika torténetén beliil a matematikai logika helye, a matematika és a logika
szoros kapcsolatanak megértése. A matematikai logika szerepe a matematikai bizonyita-
soknal. A logika jeles személyei életének megismerése.

2.2 TARTALOM

A logikai gondolkodas sziiletése
Az okor és Arisztotelész
Igazsagfiiggvények megjelenése
A kozépkor — Arisztotelészi logika ismét
Az tjkor

A szimbolikus logika kialakulasa
A 20. szazadi fejlodés

A szimbolikus logika

A szimbolikus logika targya
Matematika és logika
Matematikai logika

2.3 A TANANYAG KIFEJTESE

A szimbolikus logika kutatasi témait a szazadfordulon f6ként matematikai megalapoza-
sa és filozofiai problémai, késébb a tudomanyos modszertan 6sztondzte. A 20. szazad ma-
sodik felében az elméleti nyelvészet problémai befolyasoltak tovabbfejlodését.

A szimbolikus logika csiraja, a logikai kalkulus 6sképe mar Arisztotelész szillogisztika-
jaban (szillogizmus) megtalalhato. Egy egyetemes szimbolumnyelv megteremtésének s a
logika matematizalasanak programjat G. W. Leibniz ttizte ki (characteristica universalis), s
1épéseket tett realizdlasara is. Az els6 matematizalt logikai rendszer G. Boole-t6l szarmazik
(1847, logikai algebra).

G. Frege fogalomirasa (1879) magaban foglalja a mai szimbolikus logika kozponti je-
lentéségli fejezetét, a klasszikus elsérendl logikat; innen keltezheté a szimbolikus logika
kialakuldsa. Frege munkassaga azonban — részben szokatlan kétdimenzids szimbolumrend-
szere miatt — kevés figyelmet keltett. A mai szimbolumrendszer nagyrészt G. Pean6tol és
B. Russelltdl szarmazik. Russell és A. N. Whitehead a matematika logicista megalapozasa-
ra igyekezett felhasznalni a szimbolikus logikat (1910-13).

A matematikai alkalmazasok szempontjabdl a 20. sz. elsé harmadaban D. Hilbert és K.
Godel munkassaga a legjelentésebb. A szimbolikus logika alkalmazasa a modalis logika
teriiletén C. I. Lewis munkassagaval kezdodott. A tobbértékil logikak kidolgozasat Emil
Leon Post (1897, 954) és J. Lukasiewicz kezdte meg. A matematikan kiviili alkalmazasok
uttordje az 1920-as évektol R. Carnap.

Az intenzionalis logika 1945 utan bontakozott ki; f6 eredményei Carnap, A. Church, S.
Kripke és R. Montague nevéhez flizddnek. Magyarorszagon Kalmar Laszlo kezdeményez-
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te a szimbolikus logika, illetve a matematikai logika mint matematikai diszciplina mivelé-
sét, tevékenysége azonban a matematikan kiviili teriiletekre is hatott.

231 A logikai gondolkodas sziiletése

Filozofiai természeti az a legkorabban keletkezett szoveg, amelyben a szerzé tisztan
logikai ton kisérli meg allitasait bebizonyitani. Az i.e. 5. szazad els6 feléhez kothet6 tan-
kéltemény fennmaradt toredékei a gordg filozofus, Parmenidész kezemunkajat dicsérik.
Parmenidész a logikai gondolkodas maig kiemelt eszkézének, az indirekt bizonyitasnak a
sziil6atyja.

Zénon tovabbfejlesztette a modszerét, 6 Parmenidész tanitvanya volt. A logikai bizo-
nyitas igazi diadalatjat azonban nem a filozofidban hanem a matematikaban futotta be. A
matematika, amely a gorogok el6tti tarsadalmakban tapasztalati eredetli mérési €s szamola-
si szabalyok gylijteménye volt, a Parmenidészt kdvetd mintegy szaz-szazotven évben bizo-
nyithatéan Parmenidész és Zéndn gondolatainak hatasara elnyerte tigyszolvan mai alakjat:
olyan tudomany lett, amely allitasait kevés szamu kiindul6 allitas (az axidmak) igazsagat
feltételezve, szigoruan logikai iton, azaz minden megfigyelés és egyéb tapasztalat felhasz-
nalasanak kizarasaval, egyediil az értelemre tamaszkodva bizonyitja. (A korai gordg filozo-
fia és a matematika kialakulasa kozotti osszefiiggés kutatisiban magyar tudos, Szabo Ar-
pad tett az utobbi évtizedekben kiemelkedd jelentdségl felfedezéseket.)

Az i.e. 4. szizadban Platén filozofiai munkaiban szdmos matematikai utalas szerepel: a
bizonyitason alapuld matematika igyszolvan mintapéldaja a tudasnak, az emberi gondol-
kodas erejének. Platon szerint az igazi filozofidnak a matematika modszerét, a tisztan logi-
kai bizonyitast kell még magasabb tokélyre emelnie, hogy a célhoz, a j6 megismeréséhez
eljusson. Platon miiveiben szamos ¢€les elmére valld bizonyitast is talalunk; ezeken tal he-
lyenként mar arra is torekszik, hogy megfogalmazza: mik a bizonyitas alapelvei, szabalyai,
azaz talan els6 izben mond ki logikai torvényeket. Talalkozhatunk példaul annak altalanos
kimondasaval, hogy valami nem lehet egyszerre igaz és hamis. Ezt a felfedezést talan ma
mar nem tudjuk a mély gondolatoknak kijar6 csodalattal szemlélni; de nem is ez a 1ényeg,
hanem az, hogy kialakul és meghozza elsé eredményeit is egy olyan fogalomrendszer,
amelyben teljes altalanossagban lehet allitasokrol vagy a gondolkodas mas alapelemeirdl
beszélni. Platon még nem fejlesztette a logikai alapelveket osszefliggd elméletté.

Az elsé rendszeres logikai elmélet a gorog filozofia masik kiemelkedd alakjatol, Arisz-
totelésztdl szarmazik. Arisztotelész (i.e. 384-322) Platon tanitvanya volt, késobb pedig
filozofiai vetélytarsa. Arisztotelész egyik miivében (Organon 3. rész) a kovetkeztetési sé-
mak viszonylag széles korének szisztematikus vizsgalata szerepel, amelyben a szerz6 kiva-
lasztja a helyes és cafolja a hibas kovetkeztetéseket. Kifejtése soran 1ényegesen felhasznal-
ta a matematikabol atvett axiomatikus modszert, és mar betliparamétereket is hasznalt a
logikai torvények altalanossaganak kifejezésére. Miutan kétezer éven keresztiil ezzel az
elmélettel illetve késébbi atdolgozasaval, a tradicionalis logikaval azonositottak a logikat,
vagy legalabbis az tigynevezett formalis logikat, és ennek kovetkeztében a tradicionalis

crer

Arisztotelész gondolataival behatobban megismerkedniink.
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2.3.2 Az okor és Arisztotelész

Arisztotelész (Aristoteles) élete

Arisztotelész (Kr. e. 384 Sztageira, Kr. e. 322 Khalkisz); 6kori gordg filozofus. A peri-
patetikus iskola megalapitoja. Apja, Nikomakhosz II. Amiintasz makedoéniai kiraly hazior-
vosa volt. Arisztotelész 18 éves koraban Athénba koltozott. Kr. e. 366-347 kozott Platon
tanitvanya volt.

Mestere halala utan elhagyta Athént, és Asszoszban, majd Miitilénében tanitott. 347-
ben elvallalta a makedon tronorokos, a késébbi I11. Alexandrosz (Nagy Sandor) nevelését.
Tanitvanya tronra lépésekor (335) visszatért Athénba, és megnyitotta iskolajat, a Liikeiont.
Eletének legtermékenyebb korszaka III. Alexandrosz halalaig (323) tartott. A makedonel-
lenes politikai hangulat miatt ekkor menekiilnie kellett. Khalkiszra htizodott vissza, s rovi-
desen ott is halt meg.

1. kép Arisztotelész portréja

Sokrétti tudomanyos tevékenysége harom korszakra oszthato: a tanuld-, a vandor- és a
mesterévek iddszakara. Az els6 korszakban irott miivei csak utaldsokbol és toredékesen
ismertek, a fennmaradt iratok a masodik és harmadik korszak termékei.

Ezt az anyagot, amely halala utan kétszaz évig lappangott, a Kr. e. 1. sz.-ban rhodoszi
Andronikosz szerkesztette meg. Szerkesztésében a kovetkezé tematikus sorrendet alkal-
mazta: logikai iratok, természetfilozofiai értekezések, metafizikai, etikai és politikai irasok,
végiil a Poiétika c. toredék. Az athéni alkotmany cimi széveg 1890-ben, Egyiptomban
kertilt el6.

Arisztotelész a logika megalapozoja. Hat fonnmaradt logikai mivére (Katégoridk,
Herméneutika, Elsé és Masodik Analiitika, Topika, A szofistak cafolata) az 6sszefoglald
Organon (gorogil ,,eszkdz”) cimen szokas hivatkozni. A logikat Arisztotelész nem 6nallo
tudomanynak, hanem el6zetes tudnivalonak tekintette, amellyel a teoretikus tudomanyok
miveldinek rendelkeznie kell.

Harom teoretikus tudomanyt kiilonboztetett meg: az elsé és masodik filozofiat, vala-
mint a matematikat. Ez utobbival 6 maga nem foglalkozott.
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Az arisztotelészi logika

Az arisztotelészi logika 6se a hagyomanyos és a szimbolikus logikanak, az utobbirol
sz0l ez a jegyzet is. Arisztotelész munkai koziil elsésorban a Herméneutika cimii mivet
kell kiemelni, az abban kidolgozott in. formalis logika kidolgozasaval teremtette meg a
logika tudomanyat. A logika fejlodését tekintve ebben jelentds a szillogisztika (kovetkezte-
tések tana) részletezése. Eszrevette, hogy a kovetkeztetések helyessége kizarolag a szillo-
gizmusban szerepl6 allitasok logikai szerkezetétdl és a logikai szavak (nem, és, minden,
azonos) jelentésétol fugg.

E logikénak gazdag fejezete még a kategoriaelmélet. A kategoridk (szubsztancia, meny-
nyiség, mindség, viszony, hely, id6, helyzet, allapot, cselekvés, elszenvedés) a legaltalano-
sabb fogalmak, amelyeknek ,,6nalloan mondva egyik sem foglal magaban allitast”, de
megadjak a létezOk legéltalanosabb tipusait.

Arisztotelész logikai vizsgalatai az un. kategorikus allitasokra 6sszpontosultak. Az ide
tartozo négy tipust és a logikai szerkezetiiket egy-egy példaval illusztraljuk, hozzatéve,
hogy a logikai szerkezet (formula) csak a tananyag megismerése utan lesz érthetd.

(1) Minden ember halando. Formulgja: VX (EX = HXx)
(2) Némely gorog filozofus. Formulgja: 3 X (GX A Fx)

(3) Egyetlen athéni sem spartai. Formulaja: VX (AX — |SX)
(4) Némely filozofus nem gorog. Formulgja: 3 x (FX A |GX)

Az arisztotelészi grammatika szerint ezen allitasok szerkezete a kovetkez6: alany, allit-
many (azaz az els6 és a masodik predikatum) és az alanyhoz kapcsolddd mennyiségjelzo
(azaz a kvantorsz0). A késébbi részek attanulmanyozasa utan megértjiik, hogy a nyelvi
forma nem mutatja a kondicionalist ill. a konjunkciot, de jelzi a negaciot.

A szimbolikus logika kialakulasa el6tti tn. tradicionalis logikaban ezeket a formakat,
lényegében a természetes nyelv grammatikaja szerint elemezték. Az itéletek (az allitas
helyett az itélet terminus hasznaltak szivesebben) szubjektumbdl és predikatumbol allnak.
A subiectum (latin) magyar jelentése alany, mig a praedicatum jelentése allitmany. A tan-
anyagban a késdbbiekben alkalmazott predikatum fogalomnak azonban kevés koze van az
elébbi predikatum fogalmahoz.

Az itéletek terjedelem tekintetében kétfélék: altalanosak, mint (1) és (3), vagy részlege-
sek, mint (2) és (4), aszerint, hogy a predikatumot a szubjektum egész terjedelmére vagy
csak egy részére vonatkoztatjuk. Mindség tekintetében ugyancsak kétfélék, éspedig allito-
ak, mint (1) és (2), vagy tagadoak, mint (3) és (4), aszerint, hogy a szubjektumrol allitjuk
vagy tagadjuk a predikatumot.

Csakhogy a fenti sémakbol a szubjektum negalasaval adodo allitasok fontosak lehetnek,
de ezeket mas nyelvi formakkal (mellékmondat, alany és allitmany megcserélése stb.) fe-
jezziik ki. Mar ez a téma is mutatja, mennyire alkalmatlan a természetes nyelvtan fogalom-
rendszere a logikai elemzés szamara: megkiilonbozteti azt, amit nem kellene: teljesen azo-
nos logikai természetli és szerepl kifejezéseket, mint a 'gorog' és a 'filozofus' szavak a (2)
allitasban. Ugyanakkor megkiilonboztetés nélkiil egyiitt targyal teljesen kiilonb6z6 dolgo-
kat: az egyedi név az alany helyén éppugy szubjektum, mint a fenti példakban az alany
szerepében fellépd — mai értelemben vett — predikatum.
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Tehat a vizsgalt allitastipusok, az ugynevezett kategorikus itéletek rendszere a kovetke-
z0:

1. Altalanos allito Formulgja: VX (Ex — HX)
2. Részleges allito Formulgja: 3 x (Gx A Fx)

3. Altalanos tagado Formulgja: VX (AX — [Sx)
4. Részleges tagado Formulgja: 3 x (FX A |GX)

Az A, E, F, G, H itt interpretalatlan paraméterek. Természetesen €z a négy séma nem
feddheti le az Gsszes itéletet. Hibas olyan kijelentést, mint pl. ,,Szokratész haland6” az 1.
tipusba sorolni, azaz nem helyes a nevet (Szokratész) behelyettesiteni. Arisztotelész mun-
kajabol kitiinik, hogy elméletének korlataival maga is tisztaban volt; tobb olyan problémat
emlit, amelyben nem kategorikus allitasok szerepelnek. A legutobb emlitett hibaba pedig 6
még nem esett bele, mert kovetkeztetéselméletében neveket tartalmazo allitasokat sehol
sem szerepeltetett.

Elméletét nem fejlesztették tovabb az 4ltala folvetett, de meg nem oldott problémak ira-
nyaba, viszont allandé iskolapéldaként szerepeltették ezt a kovetkeztetést: ,,Minden ember
haland6. Szokratész ember. Tehat Szokratész haland6”, noha ez valdjaban nem kategorikus
allitasokbol all. Ez arr6l tantiskodik, hogy mennyire megmerevitették és félreértették
sokszaz éven keresztiil Arisztotelészt.

A kategorikus allitdsok tanulmanyozasat valoban Arisztotelész kezdte meg, és az emli-
tett négy tipust is 6 vezette be; am szerepiik €s jelentdségiik egyoldalt eltiilzasa nem az 6
mive.

A Kkategorikus szillogizmusok a tradicionalis logika alapvetd kovetkeztetési sémai.
Arisztotelész a helyes kategorikus szillogizmusoknak megfeleld feltételes allitas-sémakat
nevezte szillogizmusoknak, a ,,kategorikus’-nak megfelelé jelz6t pedig nem hasznalt.

Kategorikus szillogizmus egy kovetkeztetési séma, ha eleget tesz
a kovetkez6 kikotéseknek:

1. Mind a premisszak (sorrendben a felso és az alsé tétel), mind
a konklizi6 kategorikus allitasok.

2. A premisszikban eléfordulé két-két fogalom (predikatum)
koziil az egyik kozos, ez a kozépfogalom; amelyik csak a felsé tétel-
ben fordul eld, az a f6fogalom, amelyik pedig csak az alséban, az az
alfogalom.

3. A zardtétel alanya az alfogalom, allitmanya a féfogalom.

Arisztotelész azt tekintette feladatanak, hogy az dsszes lehetséges ilyen séma koziil ki-
valassza a helyeseket. Ha tekintetbe vessziik azt a ki nem mondott foltevését, hogy egy
fogalom terjedelme sohasem lehet iires, akkor eredményei kifogastalanok. Ha ezt a korla-
tozast elvetjiik, akkor Arisztotelész helyesnek mindsitett szillogizmusai koziil néhanyat
hibasnak kell mondanunk. Megjegyezziik azonban, hogy a hibas szillogizmusok egy-egy
1étezési potpremissza felvételével kijavithatok. Azok az esetek, amelyeket Arisztotelész
elvetett, valoban mind hibas kovetkeztetések, és nem is javithatok kézenfekvé modon.
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Arisztotelész modszere az volt, hogy a szillogizmusok helyességét el6szor kiilon-kilon
érveléssel bizonyitotta, a hibasakat pedig cafold interpretacié megadéasaval sziirte ki. Ezek
utan a helyes szillogizmusokat még két, axiomanak tekintett (tokéletes) szillogizmusbol is
levezette.

Arisztotelész elmélete mind eredményeit, mind modszerét tekintve az eurdpai tudo-
many hajnalanak egyik kiemelkedd teljesitménye. Elsdnek oldotta meg a helyes kovetkez-
tetés problémajat az allitasok egy meghatarozott korében. Helytallo eredményei — korsze-
ribb megfogalmazasban — részét alkotjak mai logikai tudasunknak is. Az arisztotelészi
kovetkeztetéseket ma legegyszeriibben a Venn-diagramok modszerével vizsgalhatjuk, me-
lyet a prédikatumlogikarol szol6 leckében taglalunk.

2.3.3 Az igazsagfiiggvények megjelenése

Az igazsagfiggvényekre vonatkozo elsé rendszeres elmélet az egyik kés6bbi gorog fi-
lozofiai iskola hiveinek, a sztoikusoknak a nevéhez fizddik. A sztoicizmus ma — elsdsor-
ban kés6bbi miivel6inek munkassaga és élete alapjan — mint etikai és erkolesi iranyzat,
magatartas kozismert. Az i.e. 3-2. szazadban a régi sztoikusok azonban az etika mellett a
logikat és a fizikat — a természetfilozofiat — is egyenrangu adgazatoknak tekintették. Igaz-
sagfiiggvényként definialtak a ,,nem”, ,.és”, ,,ha ... akkor”, ,,vagy” kifejezések (funktorok)
jelentését, azaz meghataroztak és hasznaltak a legfontosabb igazsagfiiggvényeket. A nega-
cio és a konjunkcid definialasa nem jelentett problémat.

A kondicionalis mar akkor is sok vitat valtott ki, de uralkod6 felfogassa a maival meg-
egyez6 meghatarozas valt (eredetileg nem sztoikus filozofus, hanem az ugynevezett
megarai iskoldhoz tartozé Philén gondolata). A ,vagy” hasznalata nem volt egységes:
egyesek az alternacio, masok a kizaro ,,vagy” értelmében alkalmaztiak. Kovetkeztetési sza-
balyok megfogalmazasara torekedtek, mégpedig az axiomatikus modszer alkalmazasaval, s
e téren a rendszeresség és kovetkezetesség tekintetében tilszarnyaltak Arisztotelészt.

Néhany egyszerii kovetkeztetési sémat elfogadtak helyesnek, majd ezekbdl igen nagy
biztonsaggal vezettek le kiilonb6z6 Osszetett szabalyokat. A sémak altalanos érvényének
kifejezésére nem hasznaltak betliparamétereket mint Arisztotelész, hanem a konkrét allita-
sokra sorszamozassal utaltak. A sztoikus megfogalmazasban az a séma, amelyet mi leva-
lasztasi szabalynak neveziink, és amely egyik axiomajuk volt, ilyesféleképp hangzott:

Ha az elsé, akkor a masodik.
Az elsé.
Tehat: A masodik.

Ha az itt hasznalt szamozast nem keverjik 0ssze mas Osszefliggésben hasznalt sor-
szamnevekkel, akkor ez a kifejezésmod teljesen pontos. A sorszamnevek itt az allitaspara-
méterek funkciojat toltik be. Késdbbi kommentarok néha értetlen modon empirizmust ve-
tettek a sztoikusok szemére, pedig szo sincs arrdl, hogy kovetkeztetések helyességének
igazolasakor a tapasztalatra hivatkoztak volna; am szemlélteté példakért gyakran fordultak
a fizikahoz.

2.34 A kozépkor — Arisztotelészi logika ismét

Az arisztotelészi elmélet hosszi egyeduralomra tett szert a logika torténetében. A sztoi-
kusok elméletét részben elfelejtették, részben perifériara szoritottdk. Az arisztotelészi négy
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itéletfajtat kiegészitették ugyan a hipotetikus (kondicionalist tartalmazo) és a diszjunktiv
(két- vagy tobbtagt alternaciot tartalmazo) itéletekkel, melyekkel szemben kellett az arisz-
totelészi tipustiakat kategorikusoknak mindsiteni.

Ezekkel kapcsolatban felallitottak néhany kovetkeztetési szabalyt, de ezek a bovitések
inkabb zavart okoztak, mint egységes elméletet. Arrél, hogy igazsagfunktorok a kategori-
kus itéletek bels6 szerkezetében is szerepet jatszhatnak, nem is esett szo.

A kozépkorban sokan és éles elmével foglalkoztak az arisztotelészi logika, valamint Ki-
sebb jelentdségii kibdvitései szamos részletkérdésével. Megtalaljuk példaul a De Morgan-
szabalyok viszonylag pontos megfogalmazasat. Miutan a késobbiekben ezeket elfelejtet-
ték, igy a mai neviiket mult szazadi, a szabalyokat ismételten felfedez6 De Morgan utan
kaptak. Itt-ott még a korlatokat is lattak; tudtak példaul (nevezetes példa), hogy a szillo-
gizmusok elméletébe nem fér bele ez az egypremisszas kovetkeztetés:

Példa:
Minden 16 allat.
Tehat: Minden lofej allatfe;.

(Ez kézenfekvd, mert 1ényeges szerepe van benne az ,x feje y-nak” kétargumentumu
predikatumnak.) Mégsem tettek kisérletet a fogalmi keret megvaltoztatasara.

Matematika és a logika kapcsolata

Kozben a matematika és a logika kezdeti gylimolcs6z6 kapcesolata megszakadt. Az 6ko-
ri matematika legnagyobb miivében, a kevéssel Arisztotelész utan élt Eiukleidész Elemek
cimil gyiijteményében a bizonyitasok kdzben seregestiil fordulnak el olyan 1épések, ame-
lyeket a matematikus természetesen elfogad helyesnek, de a szillogisztika keretein beliil
nem igazolhatok. Egészen a 19. szazad végéig fennallt az a helyzet, hogy a kovetkezteté-
sek, levezetések alkalmazasanak legtagabb teriilete, a matematika semmire sem tudta hasz-
nalni a logikat, a kovetkeztetések elméletét.

Igazsag szerint a matematikusok meg is elégedtek annyival, hogy kovetkeztetéseik he-
lyessége szemléletesen nyilvanvald. Amikor pedig a matematika fejlédésével, bonyolul-
tabba és elvontabba valasaval felvet6dott a helyes matematikai bizonyitas szigora kritéri-
umai meghatarozasanak sziikségessége, akkor végilil matematikusok ujitottak meg a
logikat.

2.35 Az ajkor

A kozépkor terjedelmes logikai irodalma utan hosszu idén keresztiil kizarélag kisisko-
las szintii logikat irtak. Az Gjkor elején a filozofian beliil is csokken a logika iranti érdek-
I6dés. Francis Bacon korszaknyité miive, a Novum Organum ((j mdédszer) mar cimében is
jelzi, hogy Arisztotelész logikai modszerével szemben az empirikus modszer kidolgozasat
tekinti feladatanak, és a filozofiat a hagyomanyos spekulacio helyébe 1épd tapasztalasra
alapozva akarja megqjitani. Egyetlen nagy kivételr6l kell megemlékezniink: Leibnizrél, aki
a filozofia és a matematika torténetében egyarant kiemelkedd egyéniség volt.
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Leibniz élete

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) német matematikus és filozofus. Foglalkozott
még biologiaval, geologiaval, nyelvészettel, teologiaval és joggal.

Lipcsében sziiletett. Kezdetben, sziilovarosaban €s Jénaban jogot tanult. Jogtudomanyi
munkassagara felfigyelt a mainzi valasztofejedelem, és 1672-ben fontos diplomaciai fel-
adattal Parizsba kiildte. Az itt toltott évek sok kivald tudossal hoztak ossze. Németalfoldi
utja soran megismerkedett Spinozaval, Londonban felkereste Newtont. Utazasai alatt sok
neves tudomanyos tarsasag tagjaul valasztotta.

2. kép Gottfried Wilhelm Leibniz portréja

1676-ban Hannoverbe koltdzott. Itt a hannoveri herceg konyvtarosa, a braunschweigi
uralkodohaz torténetirdja volt. 1700-ban az 6 kezdeményezésére sziiletett meg a berlini
akadémia. Levelezett Nagy Péter orosz carral, és 1711-ben az 6 tervei szerint alakult meg a
szentpétervari akadémia.

Mint politikus, teoldgus, filozofus és tudos fennkolt szelleméhez mélté munkassagot
fejtett ki. Politikusként Németorszag egységének megteremtéséért kiizdott. Mint teoldgus a
katolikus €s a protestans egyhaz kozotti ellentétet akarta megsziintetni. A filozofus Leibniz
pedig kereste azt az altalanos modszert, a ,,scientia generalis”-t, amely lehet6vé teszi a
tudomanyos megismerést, a vilag jelenségeinek megértését. A matematikus Leibniz min-
den tudomanyos munkajanak ez volt a kerete, éppen gy, mint Descartes esetében, de mii-
kodési teriilete sokkal szélesebb volt Descartes-énal. Mindenben az éltalanost, a nagy 6Sz-
szefliiggéseket kereste. Torténetirdi mitkodése is a modszere miatt jelentds.

Nyelvtudomanyi miitkodésében Gsszehasonlitdo szempontokat érvényesitett. Mint jogasz,
a nemzetkdzi jogot fejlesztette. Az altalanos nyelv, a ,,lingua universalis” keresése vezette
el a szimbolikus logikahoz.

M¢ég parizsi tartozkodasa alatt baratkozott 6ssze Huygensszel. Az ifja Huygens nagy
hatassal volt Leibnizre. Bar parizsi ttja elott is foglalkozott matematikaval, hiszen — amint
ez egyéniségébdl kovetkezik — a ,,mennyiségek altalanos tudomanyaban”, a matematika-
ban is a még altalanosabbat kereste, és megjosolta a mai matematika lényegét, mint specia-
lis esetet tartalmazo, altalanos matematikat, amely mar nem a mennyiségek, hanem a mi-
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néségek tudomanya lesz. Ezt, a szimbolumokkal leirhato, a minéségek kapcsolatait kifeje-
z6 matematikat a kombinatorikaban vélte felfedezni. A ,,kombinatorikus miivészet” a sor-
rend, a viszony, a hasonlosag, altalaban a szimbolumokkal kifejezhetd mindségi kapcsola-
tok tudomanya. Ez lenne, Leibniz szerint, a mennyiségi 0sszefliggéseket targyalé mate-
matikat magaba foglalo, uj matematika. Ezért foglalkozott intenziven a kombinatorikaval,
amelytol azt remélte, hogy elvezeti a matematika feletti matematikéhoz.

Leibniz nagy mestere volt az 0j szimbolumok megalkotasanak. Kevesen lattak olyan
mélyen a tartalom és a forma egységét, mint éppen 6. A ma hasznalatos matematikai jelek
kozott téle szarmazik tobbek kozott az egyenld (=), a szorzas (), a hasonlosag (~) jele.
Leibniz hasznalta el6szor tobbek kozott a ,,fliggvény” és a ,,a koordinata” fogalmakat.

Neves tanitvanyai és kovetoi, kiilondsen Jacob és Johann Bernoulli, valamint Euler ke-
zében a Leibniz felfedezte differencial- és integralszamitas modszerei varazslatos eredmé-
nyeket hoztak, és hosszl idére megszabtak a matematika fejlédésének az irdnyat. Ha arisz-
tokrata rangokkal mérhetnénk a szellemi nagysagot, akkor Leibniz a matematikaban is
elérte azt a baroi cimet, amellyel a hannoveri fejedelem elismerte e nagy szellem igazsagot
kutato, nemes célokra tord, munkas életének eredményeit.

A mai értelemben vett matematikai logika megsziiletését Leibniznek koszonhetjiik.
Eletcéljanak tekintette egy olyan modszernek a megtalalasat, amely lehetdvé teszi az uj
ismeretek felfedezését és végso fokon vilagunk megismerését. Ezt az altalanos maddszert a
matematika teriiletén kereste, és igy jutott el a kombinatorika tanulmanyozasa kozben egy
univerzalis nyelv keresésének a gondolatdhoz. Ez a nyelv a gondolkozas minden elemi
tevékenységét szimbolumokkal fejezné ki, és a koztiik feltalalhatdo kapcsolatok éppen a
logika torvényeit szolgaltatnak. E gondolatait a Dissertatio de arte combinatoria (Ertekezés
a kombinatorika tudomanyarél) cimii munkajaban fejtette ki 1665-ben.

Leibniz szerepe a logikaban

Leibniz a 17-18. szazad fordulojan kisérletet tett egy nagyobb hatderejii logika kidol-
gozasara, bar a program felvazolasan és a kezdeti 1épések kidolgozasan nem jutott tul.
Munkaja hosszl ideig hatés és folytatas nélkiil maradt.

A 18. szazad végétdl 0 iranyt vett az arisztotelészi tradicionalis logikaval szembeni
elégedetlenség, az elégedetlenség forrasa a klasszikus német filozofia kapcsan eszkdzolt
javitasra vezethetd vissza, ennek révén torzult az arisztotelészi logika gondolati vilaga.
Kant, a klasszikus német filozofia elsé nagy alakja hirdette meg, hogy a logikanak nem-
csak a formaval, hanem a tartalommal is foglalkoznia kell, és mint az emberi megismerés
legaltalanosabb kerete, nem maradhat kozombos a keretbe foglalt tartalom irant.

Hegel, a klasszikus német idealizmus betet6zdje, ezt a programot valdsitotta meg azzal,
hogy altalanos filozofidja egészét, 1ételméletét logika cimmel adta el6. E fordulat 6ta hasz-
naljak a formalis logika €s a dialektikus logika megkiilonboztetést.

A formalis logika az arisztotelészi értelemben felfogott logika: a
szabatos kovetkeztetésnek a logikai struktirara alapozott elmélete.
A formalis logikat igen gyakran arisztotelészi logikanak is nevezik.

A dialektikus logika arisztotelészi értelemben nem logika, hanem ismeretelmélet (sot,
Hegel felfogasaban, 1ételmélet is). A tovabbiakban a ,,logika” terminust valtozatlanul az
arisztotelészi értelemben hasznaljuk, tobbnyire mell6zve a ,,formalis” jelzét.
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A 19. szazad

/////

elmélete is. Tobb matematikus megkisérel valamilyen logikai algebrat teremteni. Koziilik
kiemelkedik George Boole. George Boole (1815-1864.) angol matematikus volt, a forma-
lista algebra egyik képvisel6je. Két miivében, a The Mathematical Analysis of Logic-ban
(A logika matematikai analizise, 1847) és az An Investigation of the Laws of Thought-ban
(A gondolkozas torvényeinek egy vizsgalata, 1854) kimutatta, hogy a formalis logika tor-
vényei a matematikdban hasznosithatok. Az éltala megalapozott algebra célja az, hogy
egyesitse a matematikat a logikdval. Munkasséaga jelent0s az algebra, a matematikai logika
¢s a valosziniiségszamitas teriiletén.

Boole elméletét késdbb E. Schroder fejlesztette tovabb. Modszeriik 1ényege az a felis-
janak megfeleltethetok a terjedelmeikre — azaz a targyalasi univerzum részhalmazaira —
vonatkozo egyszeri halmazmiiveletek: a kiegészitd halmaz, a kozos rész, ill. az egyesités
képzése. (A targyalasi univerzum fogalma is Boole-t6l szarmazik.) A terjedelmek algebra-
ja a Boole-Schroder-algebra.

3. kep George Boole portréja

Azt is felismerték, hogy az allitasok igazsagértékei ugyanezen logikai miiveletekre vo-
natkozoan hasonld szerkezetli algebrat alkotnak. Ebben az elméletben az allitdsok és a
predikatumok logikaja még nem épiil egybe. Boole, Schroder és kortarsaik (A. De Morgan,
J. Venn) még csak el6készitéi a logika alapveté ujraformaldsanak, féleg a matematikai
szemléletmod és jeldléstechnika alkalmazasa tekintetében. Eredményként kdnyvelhetjiik el
azonban, hogy legalabb az azonos szerkezetii, és legalabb az egyargumentumu predikatu-
mok tekintetében lényegesen tallépnek a szillogisztika hatarain.

2.3.6 A szimbolikus logika kialakuldsa

A logika valddi reformja Friedrich Ludwig Gottlob Frege (1848-1925) német matema-
tikus és filozofus nevéhez fiizédik. Leibniz eszméihez er6sen kapcsolodva Frege az aritme-
tika torvényeinek a logikara valo visszavezetését tekintette céljanak. Ehhez volt sziiksége
olyan logikara, amelyben a matematikai kdvetkeztetések reprodukalhatok és igazolhatok.
Ezt a logikat az 1879-ben megjelent Fogalomiras cimil munkajaban tette kozzé.

21



A LOGIKA ELEMEI

4. kép Friedrich Ludwig Gottlob Frege portréja

Ha fel akarjuk sorolni Frege ujitdsait a logika terén, akkor a mai logikai elmélet ugy-
sz6lvan Gsszes sarkalatos pontjat meg kell emliteni:

—  felszamolta a hagyomanyos alany-allitmany megkiilonboztetést, helyébe allitva a
funktor és argumentuma szerinti elemzést,

—  felfedezte a kvantifikaciot, és ezzel megteremtette az Osszefiiggést az igazsag-
funktorok és a predikatumok elmélete kdzott,

—  els6ként tette lehetévé a tobbargumentumu predikatumokkal kapcsolatos kovetkez-
tetések vizsgalatat,

— egységes rendszerbe foglalta az igazsagfiiggvények elméletét, sot a sztoikusok ota
el0szor 6 adott pontos definiciokat az igazsagfliggvényekre,

— megalkotta a logika szamara az elsé teljes értékii grammatikat, amelyben vilagosan
elkiiloniilnek a logikai jelek és a valtoztathato jelentésti szimbolumok (a paraméte-
rek), és amelyben a logikai szimbolumoknak pontosan rogzitett jelentésiik van.

A felsoroltak alapjan egyértelmiien 6 tekinthet6 a szimbolikus logika megteremtéjének,
ami talan a legmegfelelébb elnevezése annak a modern logikanak, ami az 1879-t6l a tradi-
cionalis logikat valtotta fel.

A mai logikai jelrendszer jorészt G. Peano olasz matematikustol szarmazik, aki az
1890-es években maga is egy olyan ,,fogalomiras” kidolgozasan munkalkodott, amely a
matematikai bizonyitasok kifejezésére alkalmas. Peano jelei a 20. szdzad elején foleg Bert-
rand Russell kozvetitésével lettek szélesebb korben ismertté. Frege mas jeldléstechnikat
hasznalt, mint amelyet e konyvben alkalmaztunk, de a jeldlésrendszeriink részben
Peanoétol is eltér.

2.3.7 A 20. szazadi fejlédés

Az 10j logikai elmélet felfedezését (Frege) egy darabig kevés figyelemre méltattak. A
20. szazad elejétdl kezdve viszont az uj logika Oriasi szerepet jatszik a matematika alapjai-
ra vonatkozé kutatasokban. A szazad kezdetétdl fogva, de foleg az elsé vilaghabort utan
jelentéssé valt a szimbolikus logika hatasa egyes polgari filozofiai irdnyzatok fejlédésére.
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A harmincas években sziilettek a matematikai logika kibontakozasa soran, a bizonyitasel-
mélet elsé nagy eredményei. A masodik vilaghaboru utan pedig a tudomany egyre tobb
teriiletére vonul be hasznos segédeszkozként a modern logika. Kiemelhetjiik ebbdl a szem-
pontbol a szamitdgép-tudomanyt, a nyelvészetet, a pszichologia egyes agait.

Az extenzionadlis éS intenzionalis logika

A logikai szemantika extenzionalis elméletének szabatos kidolgozasa az 1930-as évek-
ben féleg a lengyel Alfred Tarski nevéhez fiizédik. A teljes extenzionalis logika modern
kiépitése 1950 koriill Alonzo Church és Leon Henkin amerikai logikusok érdeme. Az
extenzionalis logika olyan logikai rendszer, amely kizardlag logikai 6sszefiiggésekkel (tor-
vényekkel) foglalkozik, amelyek jol formalt kifejezések (terminusok, predikatumok, mon-
datok) extenzidja (halmaza) kozotti kapcsolatokon alapulnak, tekintet nélkiil a kifejezések
intenziojara, azaz jelentésére.

Az intenzionalis logika felé haladas els6 1épése a modalis logika kidolgozasa volt. Ez az
elmélet a ,,sziikségszerii, hogy p”, ,,lehetséges, hogy p” szerkezetii allitasok logikai torvé-
nyeivel foglalkozik (az ezekben szerepld mondatfunktorok kétségtelentil intenzionalisak).
Eredete Arisztotelészig nyulik vissza, ugyanis 6 kidolgozta a modalis szillogizmusok elmé-
letét is. A modern szimbolikus logika keretében az 1910-es évektdl kezdve a modalis logi-
kai kutatasok tuttor6je C. I. Lewis amerikai logikus volt. Kezdetben a modalitasok torvé-
nyeit logikai kalkulusok (szabalyrendszerek) keretében vizsgaltdk. A modalis szemantika
megalkotasa az 1960-as évek elején alapvetden S. A. Kripke amerikai logikus érdeme.

Az intenzionalis logika altalanos elméletének els6 valtozata 1950-ben Churcht6l szar-
mazik. Egy fejlettebb valtozat, amely felhasznalja Kripke modalis szemantikajanak ujitasa-
it, R. Montague amerikai logikus miive 1970-ben. A szemantikai értékrés figyelembevéte-
1ére 1957-ben tortént az elsé kezdeményezés, amely A. N. Prior angol logikustol ered.

Logikai kutatasok

A fentiekben vazolt {6 fejlodési vonal mellett szamos, specidlis szakteriiletre vonatkozo
»alkalmazott” logikai kutatasrol is emlitést tehetiink. Ide tartoznak a matematikai bizonyi-
taselméletre vonatkoz6 eredmények a harmincas évekbdl (K. Godel, B. Rosser, Church,
Tarski), a matematika Un. intuicionista vagy konstruktivista iranyzatahoz kapcsolddod
Lintuicionista logika”, tovabba jorészt a modalis logikai kutatasok is. Tovabbi szakteriile-
tek: a normak logikaja (G. H. von Wright), az igeiddk logikaja (Prior), egyes természetes
nyelvi szerkezetek modellalasa az intenzionalis logikdban (Montague).

A 20. szazadban 1j logikai iranyzatok is keletkeztek, koztiik olyanok is, amelyek egy-
ben-masban vitatjak a logika Arisztotelészt6l és Fregétdl szarmazo alapelveit. Ezekkel az
iranyzatokkal nem foglalkozhatunk, részben terjedelmi okokbdl, részben pedig azért sem,
mert a k6zo61ni kivant tananyaghoz nem kapcsolodnak.

A magyarok eredményei

A hazai logikakutatas teriiletén nemcsak jelentds kutatokrol beszélhetiink, hanem jelen-
tos logikaiskolakrdl is. Elmondhatjuk, hogy ezen iskolak komoly szerepet jatszottak a 20.
szazadi logika torténetében. Péter Rozsa a rekurziv fliiggvények teriiletén ért el fontos
eredményeket.
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5. kep Kalmar LaszIo portréja

Kalmar Lasz16, aki iskolat teremtett a szamitastudomany, és ezen beliil is az elméleti
szdmitastudomany terén, a logika szamitastudomanyi alkalmazasaiban vitt uttérd szerepet.

Ruzsa Imre a logika human alkalmazasainak teriiletén teremtett iskolat, kutatasi tertilete
elsésorban a nem klasszikus logikak, ezen beliil példaul az intenzionalis logika.

Németi Istvan és Andréka Hajnal az algebrai logikaban teremtett nemzetk6zi hirti isko-
lat. Bekapcsolodtak a Tarski-csoport munkajaba, és a témakor vezetd kutatoi kozé szami-
tanak, de fontos eredményeik vannak a logika szamitastudomanyi alkalmazasainak terén
is.

Makkai Mihdly teriilete a modellelmélet, szamos eredmény fiiz6dik a nevéhez. A felso-
rolt kutatok valamennyien a logika oktatasanak teriiletén is eléviilhetetlen érdemeket sze-
reztek.

2.3.8 A szimbolikus logika

A (formalis) logika, korszeri formaja. A szimbolikus logika interdiszciplinaris jellegii
tudomany, amely féként a filozofia, a matematika és az elméleti nyelvészet kutatasi témai-
hoz kapcsolodik. Bar a logika olyan kérdéseket vizsgal, amelyeket el6szor az dkorban a
filozofia vetett fol, ma nem sziikséges és nem is eldnyos a logikat — legalabbis a szimboli-
kus logikat — a filozofia részének tekinteni, mert az egyes logikai torvények elismerése
nem fiigg 6ssze kdzvetleniil a filozofia alapvetd kérdéseiben elfoglalt allasponttal.

A logika hasznos eszkoze a filozofiai problémak elemzésének, de mint eszkdz, Gnma-
gaban nem elegend6 azok megoldasahoz. Ezért van az, hogy nagyon kiilonb6z6 vilagnéze-
tii filozo6fusok is eredményesen hasznalhatjak a logikat anélkiil, hogy pusztan ennek kovet-
keztében meg kellene valtoztatniuk vilagnézeti allasfoglalasukat.

Mivel a filozofia a gondolkodas tudomanya, érdemes tisztazni a logikanak az emberi
gondolkodassal valé kapcsolatat is. Mondhatjuk-e, hogy a (formalis) logika az emberi
gondolkodas — vagy legalabb a helyes gondolkodas — torvényeinek feltarasaval foglalko-
zik? Tananyagunkban talalkoztunk a logikai igazsagokat kifejezd érvényes sémakkal, ko-
vetkeztetési sémakkal, a definiciokra vonatkozo szabalyokkal stb. Ezek lennének-e a (he-
lyes) gondolkodas torvényei? Nos, az egyszerli kovetkeztetési sémak egy részét (tudatosan
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vagy nem tudatosan) rendszeresen hasznaljuk a mindennapi tevékenységiink soran (és
persze a tudomanyos gyakorlatban is); ezek valoban olyan szabalyokat fejeznek ki, ame-
lyeknek a megsértése esetén nyilvanvalé gondolkodasi hibarél szoktunk beszélni. Igy a
logika szabalyai, torvényei kozott kétségteleniil vannak olyanok, amelyek a helyes gondol-
kodas normait fejezik ki.

Kapcsolat a matematika tudomadnydval

Maga a szimbolikus logika nem része a matematikanak, hanem 6nalld6 tudomanyag,
amely (szamos mas tudomanyhoz hasonl6an) matematikai eszkozoket is hasznal. A szim-
bolikus logika a human tudomanyokban valo6 alkalmazasaival 6sszefliggd kutatasi teriileteit
gyakran filozofiai logikanak mondjak.

A szimbolikus logika és a matematikai logika elnevezéseket néha szinonim értelemben
hasznaljak; am az utdbbi elnevezést helyesebb a matematika azon agéra alkalmazni, amely
egyrészt a matematika logikai problémaival, masrészt a szimbolikus logikaban alkalmazott
matematikai apparatus — a logikai interpretaciotol fliggetlen, tisztan matematikai — vizsga-
lataval foglalkozik.

A matematikai logika formalizalja azt a nyelvet, amelyen a matematikai allitasokat ki-
mondjuk; szabalyokat allit fel, hogy az allitdsokbdl j allitasokra kdvetkeztethessiink, alli-
tasformakat elemez, és bizonyitasi modszereket fejleszt ki. Szokasos modon ennek alapjaul
a kétérteki logikat valasztjak.

/ F Czéfh / Log A

'C FORMALIS LOGIKA

DIALEKTIKUS vagy Arisztotelészilogika
LOGIKA vagy tradicionalis logika

L 4

SZIMBOLIKUS LOGIKA
vagy modern logika

Matematika

-

MATEMATIKAI
LOGIKA

. / .

6. kép A logika tudomanyadnak kapcsolata a filozofia és a matematika tu-
domanyokkal

A szimbolikus logika felosztasa

A szimbolikus logika jelenlegi allapota szerint tobb szempontbdl is feloszthato.

1. Kétérteki és nem kétértéki logika. Mi a kétértéki (igaz, hamis) logikat vizsgéljuk a
jegyzetben, de az alapfogalmaknal utalunk a tobbértékii logikara is. Az utdbbi szféraba
sorolhatok az explicite tobbértéki rendszerek mellett azok is, amelyek ugyan nem hivat-
koznak igazsagértékekre, de tételeik 0sszeegyeztethetetlenek a kétértékii logika tételeivel.

2. Extenzionalis és intenzionalis logika.

3. Nullad-, els6-, masod- és magasabb rend{i, valamint tipuselméleti rendszerek. Ez a
felosztas a kvantifikalhato valtozok tipusainak szama (s egyben a kimutathato6 logikai szer-
kezet finomsagi fokozata) szerinti.
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Példa:
A tananyag a klasszikus elsérendii logikarol szol, ez a logika kétértékii, extenzionalis és
elsérend(l, amit a neve is tiikkroz.

A hagyomdnyos és szimbolikus logika

A szimbolikus logika korabbi szintjét6l, az un. hagyomanyos logikatol a kovetkez6 mi-
ndségi sajatsagokban kiilonbozik:

1. A logikai torvények pontos megfogalmazasa, hatokoriik egyértelm{i megvonasa ér-
dekében nem egyetlen, ,,univerzalis” logik4val, hanem logikai rendszerek sokasagaval
foglalkozik.

2. A logikai rendszereket formalizalt nyelvekre épiti, s ezzel kovetkezetesen keresztiil-
viszi a logika fiiggetlenitését az egyes természetes nyelvek sajatsagaitol. A formalizalt
nyelvek — amelyek keretében az 1j, korabban ismeretlen szerkezeti formakat hasznal —
lehet6vé teszik a fogalmak és az allitasok logikai szerkezetének egyértelmii feltarasat, ki-
kiiszobdlve a természetes nyelv kifejezéseinek jelentés ingadozasait. Ezzel fiigg 6ssze az
elnevezés. A hagyomanyos logikaban csak korlatozottan hasznaltak szimbolumokat, neve-
zetesen egyes nem logikai alkatrészeket jeloltek betiikkel. A szimbolikus logikaban a logi-
kai alkatrészeket is szimbolumok, az un. logikai konstansok reprezentaljak.

3. Torvényeit kevés alapelvre és a logikai jelek pontosan meghatarozott jelentésére épi-
ti, a legalacsonyabbra csokkentve ezzel az ontologiai és ismeretelméleti megfontolasoktol
valé fliggéségiiket.

4. A logikai rendszerek folépitésében, szemantikai interpretalasaban, altalanos torvé-
nyeik feltardsaban és bizonyitdsaban matematikai (foként halmazelméleti) eszkozoket és
modszereket hasznal. (Ehhez kapcsolodik a matematikai logika elnevezés.)

E sajatsagok kovetkeztében a hagyomanyos logikat terjedelemben, mélységben ¢és sza-
batossagban egyarant messze meghaladd eredményeket ér el, és a tudomanyok egyre tobb
tertiletén valik a kutatd, kifejtd és rendszerez6 munka hasznos, esetenként nélkiilozhetetlen
eszkozévé.

A hagyomanyos logika kritikailag feliilvizsgalt eredményei a szimbolikus logikaban is
jelen vannak. A szimbolikus logika eredményei és eszkozei folhasznalhatok az érvelés
kritikai vizsgalatara, bizonyitasra vagy cafolasra, fogalmak szerkezeti elemzésére stb.

2.3.9 A szimbolikus logika targya

A (formalis) logika nem ad szamot sem az emberi megismerés folyamatarol, sem a
problémamegoldé gondolkodas torvényeirél. Durvan fogalmazva: a logikabol csak azt
tudjuk meg, hogy hogyan nem szabad okoskodnunk egy probléma gondolati megoldasa
sordn, de nem kapunk szabalyokat, modszereket a problémak tényleges megoldasahoz. (Ez
igy nem egészen igaz, de a kissé tilz6 fogalmazas segit a logika f6 funkcidjanak megérté-
sében.)

Mint tudjuk, a logika targya 1ényegében a helyes kovetkeztetés fogalmanak tisztazasa,
torvényeinek feltarasa. (Minden mas logikai probléma vagy ehhez kapcsolodik, vagy erre
vezethetd vissza.) Ennek alapjan azt mondhatjuk, hogy a logika f6 feladata nem a gondol-
kodas torvényeinek feltarasa, hanem a gondolkodas eredményének kritikai elemzése. Se-
gitségével ellendrizhetjiik akar a magunk, akdr masok érvelésének (kovetkeztetésének)
helyességét, feltarhatjuk az esetleges hibakat. A probléma megoldasnak nincsenek logikai
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szabalyai. De annak ellen6rzésére, hogy megoldasunk helyes-e, a logika ad modszereket.
Ugyancsak a logika ad Gtmutatést a definiciok és az allitasok egyértelmii megfogalmazasa-
hoz, az érveléseknek (bizonyitasoknak) masok altal is kovethetd kifejtésében. Ezért a logi-
ka tudatos felhasznalasa nélkiilozhetetlen a tudomanyos kommunikacioban és az oktatasi
gyakorlatban is.

A problémamegoldast illetéen az iménti eltalzott megallapitast Ggy kell helyesbiteniink,
hogy a logika a probléma megoldasahoz is nyujt segitséget, bar — eltekintve a trivialis ese-
tekt6l — Gnmagaban nem elegendd. Ha a problémaban figyelembe veendd tényezok szama
nem tul nagy, akkor az ismert logikai eszkdzok — analitikus tablazat vagy Venn-diagram —
felhasznalasaval az 6sszes kombinaciok feltarhatok a probléma megoldéasa(i) ezek koziil
kisziirhetd(k). Ezek az eszk6zok gyakran felhasznalhatok a probléma részekre bontasara
(feltérképezésére), vagy egyes részletek megoldasara is.

A modern szimbolikus logikanak kiemelked6 szerepe van tovabba az elektronikus sza-
molo-automatak tervezésében és programozasaban. Mivel ezek az automatak a probléma-
megoldasok fontos segédeszkozei, kozvetitésiikkel igazolddik a logika jelentds eszkdzsze-
repe a problémamegoldasban, vagyis az alkotd emberi gondolkodasban.

Erdekes tovabba megfigyelni, hogy a tisztan logikai jellegii feladatok megoldéasa bizo-
nyos szempontbol a tudomanyos problémak megoldasanak modellje is. Kezdetben renge-
teg, latszolag Osszefiiggéstelen adat 4ll a tudos rendelkezésére, amelyekbdl alig lehet tor-
vényszeriségeket vagy Osszefiiggéseket felismerni. E kiindulé adatokbol a tudos
feltételezéseket allit fel. A feltételezésekre alapozza kutatdomunkajat, és a feladatra kapott
megoldast dsszehasonlitja a kiinduld adatokkal. Ha a megoldas és a kiindulé adatok nin-
csenek Osszhangban, arra a kovetkeztetésre jut, hogy hibas feltételezésekkel dolgozott,
ezért azokat elveti, és jakat allit fel. Ez a folyamat tobbszor ismétlddhet, de végiil a kiin-
dulé adatoknak megfelel6 megoldasra jut az immar helyes feltételezések alapjan. Ezutan
megvizsgalja. hogy a megoldas egyértelmii-e, vannak-e még mas megoldasvaltozatok, és
csak ezutan tekinti a feladatot megoldottnak.

Hasonloképpen megy végbe a logikai feladatok megoldasa is. A logikai feladatok ter-
mészetesen annyira eltérok, hogy egy-két szabvanyos megoldasi mod nem vezethet ered-
ményre.

2.3.10 Matematika és logika

A matematika torténete szamtalan szempont alapjan oszthatoé korszakokra, de csak az
utobbi évtizedek erdsitették meg a két tudomany kapcsolatat. Ha a matematika tartalma
szerint, azaz a kutatasi modszerek, eredmények, elvek alapjan torténik a felosztas, akkor
elfogadhatjuk az A. N. Kolmogorov szovjet matematikus altal megallapitott korszakokat: a
matematika keletkezésének a korszaka, az elemi matematika korszaka, a valtoz6 mennyi-
ségek matematikaja, a modern matematika korszaka. A korszakok sajatossaga mellett Kité-
riink arra is, hogy a matematikai logika alapjat képez6 bizonyitasi igény, azaz a matemati-
kai szabatossag mennyire volt hangsulyos az egyes korszakokban.

A matematika keletkezésének kezdete az 6sidokbe vész és addig tartott, amig ki nem
alakult sajatos modszere, 6ssze nem gyiilt a matematika sajatos anyaga, meg nem sziilettek
az elemi fogalmak: azaz amig 6nallé6 tudomannya nem lett. Ez kb. az i. e. 4-5. szazadig
tartd iddszak. Kialakult a természetes és a tortszamok fogalma, megsziilettek az elemi
szamolasi miiveletek, a gyakorlati feladatok szamolasi szabalyai. A feladattipusok megol-
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dasara receptszeri utasitasokat adtak. Kialakultak a szamrendszerek. Készitettek tablazato-
kat a szdmolas megkonnyitésére. Megoldottak az egyszerii gyakorlati geometriai feladato-
kat. Azonban a bizonyitasi igény, a pontossagra torekvés, az altalanositas, az elméleti
megalapozottsag nem jellemezte ezt a korszakot, hiszen az eredményeket egyediil a tapasz-
talat igazolta.

Az elemi matematika korszaka (i. e. 6-5. szazad, és a 16. szazad ko6zotti id6) az allandod
mennyiségek tanulmanyozasanak a kora, ekkor fejlodott ki a mai értelemben vett tételes,
deduktiv matematika, ami 1ényegében minden allitast a bizonyitas nélkiil elfogadott axio-
makra vezet vissza. A dedukcio (levezetés) a logikai kalkulusokban szerepld szintaktikai
fogalom. Egy dedukci6 olyan véges, de nem iires formulasorozat, amelynek minden tagja
vagy premissza, vagy a kalkulus valamely alapformulaja (axidémaja), vagy a sorozat tagjai-
bol az eldre rogzitett formalis szabalyokkal képezhetd. Kialakitasaban az okori gorogok
jatszottak a fo szerepet: Thalész, Piithagorasz, Hippokratész, Eudoxosz, Eukleidész, Ar-
khimédész, Apolloniosz, Ptolemaiosz, Diophantosz, Papposz. A gordog-romai kultara ha-
nyatlasa utan fejlodésnek indult az indiai matematika, ami a tizes helyértékrendszert, a
z€rot, a magasabb fokl egyenletek megoldasat adta a vilagnak. Az 6kor matematikajat az
arabok mentették meg Eurdpa szamara (Al-Hvarizmi, al-Battani, Abul-Vafa, al-Birtni).

A valtozé mennyiségek matematikaja Descartes-t61 kezdddott, ami nagyon termékeny
id6szak volt. A sok vita kozepette nem maradt id6 az eredményt hozo j meg uj fogalmak
¢és eljarasok aprolékos, szabatos vizsgalatara és megalapozasara. A modern matematika
korszakara maradt az alapozé tevékenység.

A 19. szazad végén ¢és a 20. szazadban hiressé valt matematikusok (Bolzano, Cauchy,
Dirichlet, Weierstrass, Dedekind, Cantor, Stieltjes, Riemann, Hilbert) vizsgalatai potoltak
azt, amit az el6z6 korszak elmulasztott. A felfedezések ideje azonban nem ért véget. Uj
elméletek, a vizsgalatra érdemes 0j targykorok, a matematika 0j agai szilettek és sziilet-
nek. Korunkban azonban a matematikai kutatasok kiilondsen ott kapnak hangsulyt, ahol a
matematika alapjainak tisztazasar6l van szo, azaz ott, ahol 1ényegében az emberi gondol-
kozas alapvet6 logikai térvényeit kell megallapitani. Ugyanakkor a technika és a termé-
szettudomanyok széles teriileten alkalmazzak a matematikai eredményeket, és az 0j kutata-
sokra 0sztonzi a matematikusokat.

A matematika teriiletei: matematikai logika, halmazelmélet, szamelmélet, algebra
(klasszikus algebra, linearis algebra, csoportelmélet, gytrli- és testelmélet, haloelmélet,
absztrakt algebra, univerzalis algebra stb.), geometria (elemi geometria, euklideszi geomet-
ria, nemeuklideszi geometriak, abrazoldé geometria, analitikus geometria, trigonometria,
projektiv-geometria, differencial-geometria, topologia, grafelmélet), analizis (sorok elmé-
lete, valos fiiggvénytan, komplex fliggvénytan, differencialegyenletek, integralegyenletek,
variacioszamitas stb.), funkcionalanalizis, valdszinliség szamitas (matematikai statisztika,
jatékelmélet, informacidelmélet stb.), numerikus, grafikus és gépi modszerek elmélete,
szamitogép tudomany. A felsorolt agak kozott vannak atfedések, ezeken tal a jovében egy-
egy zarojeles alfejezet 6nallo agként jelenhet meg (pl. a topologia), hiszen folyton valtozo,
rohanasszeriien fejlédé tudomanyrdl van szo. A felsorolt fejezetek kozil kiemelked6 a
matematika két alapvetd teriilete a matematikai logika és a halmazelmélet, ugyanis a ma-
tematika tobbi aga ezekre épiil.
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2.3.11 Matematikai logika

A logika fejlédésének torténete a kezdetektdl fogva fontos része az eurdpai tudomanyos
gondolkodas torténetének. Kiilondsen a filozofia és a matematika 4llt a logikéval gyakran
szoros kolcsonhatasban; olyannyira, hogy a logikat egyrészt hagyomanyosan, sét olykor
még ma is a filozofia részének tekintik, masrészt pedig a 20. szazad matematikajanak
egyik legjelentGsebb és legdinamikusabban fejlodé agazata a matematikai logika, amely a
modern matematika egész arculatara ranyomja a bélyegét, s a szimbolikus logika sajat
fejlddésében is oriasi 1épést jelent.

A matematika logika elsésorban a matematika megalapozasaval
foglalkozik, a matematikai fogalomalkotasok jogossagat, azok tu-
lajdonsagait matematikai eszkozokkel vizsgalja.

Fontosabb 4gai a bizonyitaselmélet, a modellelmélet, a rekurzidelmélet és idonként ide
soroljak a halmazelméletet is. Tulajdonképpen a helyes gondolkodas 6kort6l tanulmanyo-
zott szabalyai (logika) is a matematikai logika részét képezik, de igazan a matematika
strukturdjanak vizsgalatara hozta létre a 19-20. sz. forduldjan az alapok tisztazdsanak igé-
nye.

A modern logikat néha matematikai logikanak is nevezik. Ez az elnevezés annyiban
helytallo, hogy a modern logika matematikai jellegli eszkdzoket hasznal egy-egy logikai
elmélet pontos kdrvonalazasara és torvényeinek bizonyitasara. Az elnevezés azonban azt a
téves elképzelést keltheti, hogy ez a logika a matematika logikdja, azaz csak a matematikan
beliil hasznalhato; noha errdl szo6 sincs, ezért a szimbolikus logika elnevezés a szerencsé-
sebb.

A matematikanak a fent emlitett fejezetét nevezhetjiik inkabb matematikai logikanak,
mivel ennek targya valoban a matematikai elméletek és bizonyitasok szerkezetének, 6Ssze-
fliggéseinek, torvényeinek, valamint a modem logikaban alkalmazott matematikai eszko-
zOknek és ezek altalanositasainak a logikai alkalmazasoktol teljesen fiiggetlen, tisztdn ma-
tematikai jellegli vizsgalata.

2.4 OSSZEFOGLALAS

A megismerés torvényei mindig izgattak a kutato elméket. A logika a gondolkodas alta-
lanos torvényszeriiségeit, szabalyait vizsgalja. A logika alapvet6 feladata a helyes kovet-
keztetés fogalmanak szabatos meghatarozasa, torvényeinek feltarasa. A logikai megisme-
rés torvényeinek vizsgalata régi multra tekinthet. A logikai tdrvények elsé nagy
rendszerezOje Arisztotelész volt. A logika tehat az Okorig visszavezethetd tudomany. A
filozofia részeként volt ismert egészen a 19. szdzad végéig.

Tulajdonképpen a helyes gondolkodas okortdl tanulmanyozott szabalyai (logika) is a
matematikai logika szabalyait képezik, de a matematikai logikat igazan matematika struk-
turajanak vizsgalata hozta Iétre a 19-20. szazad forduldjan az alapok tisztazasanak igénye
révén. A D. Hilbert altal megfogalmazott program kérdései és az azokra adott valaszok
(axiomarendszer, Godel-tétel) jelentették az elsé nagy korszakat.

A logika a gondolkodas tudomanya. A matematikai logika a logika tudomanyanak az az
aga, amely matematikai modszereket alkalmaz és a matematikaban megszokott pontossag-
ra torekszik. A matematikai logika ugyanazon alapelvekre épiil, mint a hagyomanyos arisz-
totelészi (formalis) logika, eredményei azonban ttlhaladnak rajta.
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A matematikai logika a matematikdban hasznalt gondolkodasi formak és kovetkezteté-
sek formalis szabdlyaival foglalkozik. Feltarja az allitasok szerkezetét, elvonatkoztatva
azok tartalmi jelentésétdl, és feladata a helyes kovetkeztetési szabalyok megallapitasa. A
matematikai logika igy a matematika, az informatika és mas tudomanyagak megalapozasat
is szolgalja. Hozzajarul a helyes gondolkodasmod kialakitasahoz és a nyelvi kifejezések
megfeleld hasznalatahoz.

A matematikai logika formalizalja azt a nyelvet, amelyen a matematikai allitasokat ki-
mondjuk; szabalyokat allit fel, hogy az allitdsokbdl j allitasokra kdvetkeztethessiink, alli-
tasformakat elemez, és bizonyitasi modszereket fejleszt ki. Szokasos moédon ennek alapjaul
a kétérteki logikat valasztjak.

Leibniz nyoman fdleg az algebra teriiletén indultak meg azok a kutatasok, amelyek a
logikai és matematikai itéletalkotas modszerei kozotti hasonlosagot vagy eltérést vizsgal-
tak. Ezek eredményeként sziiletett meg a Boole-féle algebra is, melyet az angol G. Boole-
nak koszonhetiink. Eredményeit a valosziniiség szamitasban alkalmazta. Hasonlo szellem-
ben miikodtek Augustus de Morgan (1806—1871) és W. S. Jevons (1835-1882) angol kuta-
tok, akik a Boole-algebrat tovabbfejlesztették. A matematikai logika kivalé amerikai mii-
vel6je C. S. Peirce (1839-1914) volt.

A D. Hilbert altal megfogalmazott program kérdései és az azokra adott valaszok (axio-
marendszer, Godel-téte) jelentették a matematikai logika elsé nagy korszakat.

25 ONELLENORZO KERDESEK

1. Mutassa be Arisztotelész és Leibniz szerepét!
2. Fogalmazza meg a szimbolikus logika lényegét!
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3. ALAPFOGALMAK

3.1 CELKITUZES

A leckében a matematika egészéhez kapcsolodo, a tananyag targyalasa és a késobbi bi-
zonyitasok alapjaul szolgalo fogalmakat, valamint a matematikai logika megértéséhez el-
engedhetetlentil sziikséges fogalmakat ismerhetjiik meg. Ezen til &sszefoglaljuk a tan-
anyagban alkalmazott Osszes jeldlést, amit a tanulas és a feladatok megoldasa soran
utmutatoként érdemes kezelni.

3.2 TARTALOM

Matematikai alapfogalmak

Matematikai logika

A Kijelentés

Az Arisztotelészi alapelvek

A logikai érték

Logikai szimbolumok. Allandé jeldlések

Feladatok
3.3 A TANANYAG KIFEJTESE
3.3.1 Matematikai alapfogalmak

A nyelv egyes elemeit mindenképpen ismerni kell ahhoz, hogy megértsiik a targyalas
menetét. Ebben a részben a természettudomanyok, és azon beliil a matematika legfonto-
sabb alapfogalmait tisztdzzuk. Az alapfogalom mas fogalmak alapjat alkot6 fogalom, ele-
mi ismeret, mely pontos ismerete nélkiil nehézkes a raépiil6 fogalmak szabatos megértése.

Vizsgaljuk meg, mit értiink definicio alatt! Definicion altalaban egy fogalom pontos ko-
riillhatarolasat értik nagyobb Osszefiiggéseken beliil, mas fogalmak felhasznalasdval. A
problémak itt is hasonloak, mint a bizonyitasnal: végiil sziikségszeriien alapfogalmakba
titkoziink, amelyek egy definicid szamara a fenti értelemben mar nem hozzaférheték. Sok
fogalmat, kiilondsen az olyan alapfogalmakat, mint szam, pont, egyenes, tavolsag, teriilet
stb., nem explicit, hanem implicit médon, kolcsonds Osszefiiggések alapjan definidlunk.

A matematikaban az alapfogalmak, fogalmak és a miiveletek ismeretében Osszefiiggé-
seket allapitanak meg, melyek bizonyitasi sikere utan a tovabbi feladatoknal, tételeknél
ismét felhasznalhatdak.

A tétel a matematikaban olyan allitas, amely igazolhato, belat-
hato.

Vannak személyekrdl elnevezett tételek (pl. Pitagorasz-tétel) és targykorrdl elnevezett
tételek (pl. szinusztétel).

Az axioma a természettudomanyokban az az alapfelvetés, amelyet bizonyitas nélkiil
igaznak fogadnak el. Lehetévé teszik egyrészt a meglévd ismeretek egységes rendszerbe
foglaldsat, masrészt 11j ismeretek megszerzését a beloliik logikai uton levont kovetkezteté-
sek tapasztalati megfigyelése-igazolasa soran.
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Az axioma a matematikiaban sok esetben bizonyitas nélkiil elfo-
gadott allitast jelent.

Az axidéma tehat olyan allitas, amit mindig helyesnek, igaznak tételeziink fel. Az axio-
mat tobb értelemben is hasznaljak, pl. egy matematikai strukturat definial6 alaptulajdonsag
is axioma (pl. csoportaxiomak).

Az azonossag olyan egyenldség, amely a benne szerepld valtozék
valamilyen koron beliilli (egy adott halmazbeli), barmely megva-
lasztasa esetén teljesiil. A matematikdban mas értelmezései is isme-
retesek.

Példa
Azonossagra példaként a késébbi részekben szereplé De Morgan-azonossag szolgalhat.

Matematikai tételként rogzitjiik a kijelentések kozott értelmezett logikai miveletekkel
meghatarozott késébbi Osszefiiggéseket, példaul a logikai miveletek tulajdonsagait. A
tételeket az esetek tobbségében bebizonyitjuk.

A bizonyitas a matematikiban az az eljaras, amelynek soran
megmutatjuk, hogy valamely allitas hogyan kovetkezik mas, lehetd-
leg egyszeriibb (axioma), mar elfogadott (sejtés) vagy ismert allita-
sokbol (tétel). Ha sikeriilt az allitast bizonyitani, akkor az allitas té-
tel, kiilonben pedig n. sejtés.

Az 1j allitdsok megfogalmazasa (sejtés), valamint azok bebizonyitasa (a tétel megfo-
galmazasa) a matematika egyik jelentds feladata. Erdekes, hogy a matematikaban egyes
sejtések igazsagértéke maig nincs megallapitva (még nem bizonyitottak be), mégis a szo-
kasos felfogasnal, fel szabad tételezni, hogy ezek vagy igazak vagy hamisak. A milétoszi
Thalész volt a matematikatorténet elsé ismert alakja, aki geometriai allitasait bebizonyitot-
ta, mig az elso letisztult bizonyitasi eljaras az elemi filozofiai iskola altal kidolgozott indi-
rekt bizonyitas, melynek leghiresebb miivel6je Arkhimédész volt. Ez abbol indul ki, hogy
egy allitas és annak tagadasa koziil az egyiknek biztosan be kell kdvetkeznie, tehat az alli-
tas tagadasanak lehetetlenségét megmutatva is eljutunk az allitas igazolasahoz.

A logikai bizonyitas egy allitas igazsaganak Kimutatisa mas,
igaznak elismert allitas(ok)ra tdmaszkodva. Szabatos bizonyitas
esetén a kiindulé allitisoknak mint premisszaknak logikai kovet-
kezménye a bizonyitando allitas.

A bizonyitas megbizhatosaga fiigg a felhasznalt érvek (premisszak) megbizhatosagatol
¢és a bizonyitas soran alkalmazott logikai lépések szabatossagatdl. A matematikai logika
esetén az elébb emlitett logikai 1épések minden esetben szabatosak.

3.3.2 A matematikai logika

A torténeti ismeretek birtokaban tudjuk, hogy a logikanak, igy a matematikai logikanak
is egyik Iényeges célja a helyes kovetkeztetések feltarasa, de mivel foglakozik ezen kiviil?
A kérdésre adott valaszként tekintsiik at pontosan a matematika logika fogalmat!
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A matematikai logika a matematika egyik kiemelt aga, elsésor-
ban a matematika megalapozasaval foglalkozik, a matematikai fo-
galomalkotasok jogossagat, azok tulajdonsagait matematikai esz-
kozokkel vizsgalja.

Fontosabb agai: bizonyitaselmélet, modellelmélet, rekurzidelmélet és idéként ide sorol-
jak a halmazelméletet is. Vilagossa valtak a matematika logika teriiletei. Ezek koziil csak a
halmazelmélet és a bizonyitaselmélet alapjaival ismerkediink meg a kdvetkezékben.

3.33 A kijelentés

A nyelvhasznalat alapvetd funkcidja az informacio6 kozlése, befogadasa és feldolgozasa,
ami a ko6z0s emberi tevékenységek Osszehangolasahoz elengedhetetleniil sziikséges. A
human informaciokozlés egységeit a logikaban allitasnak vagy kijelentésnek mondjuk. Egy
allitas nyelvi kifejezési formaja, grammatikai egysége a kijelenté mondat.

A nyelvek sokfélesége miatt és a kdznapi beszéd hasznalatanal a félreértés veszélye mi-
att a matematikaban sokkal inkabb attértek arra, hogy a kijelentéseket mesterséges, forma-
lis nyelven fejezzék ki, amely a kdznapi nyelvnek csak logikai szempontbdl jelentds ele-
meit tartalmazza. A tananyag mélyebb targyalasat kezdjiik a kijelentés fogalmanak tisz-
tazasaval.

Kijelentés (allitas, itélet) minden olyan jol meghatirozott dolog-
ra vonatkozé Kkijelenté mondat, amely — legalabbis a targyalason
beliil - vagy igaz, vagy hamis, de egy idoben nem lehet igaz és ha-
mis is.

Példa:

Allapitsuk meg, hogy kijelentések-e a kovetkezé mondatok?

a) Matyas kiraly igazsagos volt.

b) Hazankban Magyarepresen talalhato minaret.

c¢) IV. Antal magyar kiralynak két fia volt

d) A fels6oktatasi intézmények kényvtaraiban vannak lexikonok.
e) Siit a nap.

Megoldas:

a) kijelentés, mert fenti kiralyrol tudjuk, hogy 1étezett

b) nem kijelentés, mert nincs alanya a mondatnak, ugyanis nincs Magyarepres telepiilés
hazankban

¢) nem Kkijelentés, mert nincs alanya a mondatnak, hiszen a térténelmi tanulmanyaink
alapjan kijelenthetjiik, hogy ilyen kiralyunk nem volt.

d) kijelentés.

e) nem kijelentés, mert nem egyértelmii, hogy milyen f6ldrajzi teriiletre, milyen iddin-
tervallumra vonatkozik az allitas, stb., és emiatt nem allapithatd meg, hogy igaz vagy
hamis, illetve ennek eldontéséhez tovabbi informacidkra lenne sziikség.

A formalis nyelv alkalmazasa azzal kezdddik, hogy magat a kijelentés fogalmat preci-
zen meg kell hatarozni, amit az imént megtettiink. Altalaban azt koveteljiilk meg, hogy a
kijelentéseket az igaz és hamis kijelentések osztalyaba lehessen szétosztani (a kétértékliség
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elve). Igy a kijelentés minden szoban vagy irasban kifejezett képz6dmény, amelyhez vagy
az igaz (i) vagy a hamis (h) igazsagérték tartozik. Itt nem jatszik szerepet, hogy az igazsag-
értéket milyen mdédon hatarozzuk meg.

Példa:

Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét!

a) Matyas kiraly igazsagos volt.

b) A felsdoktatasi intézmények kdnyvtaraiban vannak lexikonok.

c) A 2010/11-es tanév utolso vizsganapjan Egerben nem esett az es6.
d) Volt a 20. szazadban Sirokon egyetem.

Megoldas:

a) igaz

b) igaz

C) kijelentés ugyan, de csak akkor tudjuk megallapitani a logikai értékét, ha mar az
adott elmult, és a feljegyzésekbdl kikeressiik (esetleg mi magunk jegyezziik le).

d) hamis

A matematika szamara csak a kijelentések fontosak, ezért kézenfekvo, hogy a terjedel-
mes (magyar nyelvil) leirds helyett valamilyen rovid formaban tiikrézze vissza azokat,
tehat a logikai értékhez hasonldan a kijelentéseket is egyedi modon jeloljiik.

A Kijelentések jelolése p, q, , ..., X, Y, Z, ... betiikkel torténik, és
ezeket a betiiket kijelentésvaltozoknak nevezziik.

Példa:

Jel6ljiik az alabbi kijelentéseket kiilonbozé kijelentésvaltozokkal!
a) Egy Pest megyei kozség: Kosd.

b) Vysoké Tatry a Magas Tatra szlovak elnevezése.

Megoldas:

a) jeloljiik p kijelentésvaltozoval (a Pest miatt egyszeriibb megjegyezni) a kijelentést.

— jel6léssel: p:=Pest megyei kozség Kosd

— olvasva: p (kijelentésvaltozo) legyen egyenlé ,,Pest megyei kozség: Kosd”.

b) jeloljiik v kijelentésvaltozoval (a kezdobetii miatt egyszeriibb megjegyezni) a Kije-

lentést

— jeldléssel: v:i=Vysoké Tatry a Magastatra szlovak elnevezése

— olvasva: v (kijelentésvaltozo) legyen egyenl6 ,,Vysoké Tatry a Magas Tatra szlovak
elnevezése”.

3.34 Az Arisztotelészi alapelvek

Mar az 6korban, a logika atyjanak tekintett gorog filozofus, Arisztotelész megfogalma-
zott torvényeket, az igynevezett arisztotelészi alapelveket. Ezek az alapelvek a matematika
logika jelen targyalasanal is alapul szolgalnak.

Az Arisztotelészi alapelvek: ellentmondastalansag elve és a har-
madik kizarasanak elve.
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Az ellentmondastalansag elve szerint egy Kijelentés egyidejiileg
nem lehet igaz is és hamis is.

A harmadik kizarasanak (kizart harmadik) elve értelmében, ha
egy kijelentés nem igaz, akkor hamis, és harmadik lehet6ség nincs.

Tehat az arisztotelészi elvek alapjan a kijelentéseknek egyértelmii logikai értéke van,
amit a tapasztalat vagy a szaktudomany dont el. Megvizsgalva a leirtakat feltinhet, hogy
ezeket az alapelveket a kijelentés fogalmanak kialakitasanal mar hasznaltuk. Az Arisztote-
sem tekinthetd kijelentésnek a kérdé és a felkialto, ohajto, felszolito mondat, és nem kije-
lentés a definicié sem. A kérdé, felkialtd, ohajtod, felszolitd mondat és a definicio ugyanis
nem tartalmaz logikai itéletet.

Példaul, az ,,Egy 2-vel oszthatd egész szamot paros szamnak neveziink.” mondat nem
kijelentés, de ,,Minden paros szam oszthat6 2-vel.” egy igaz kijelentés. A ,,Most nem mon-
dok igazat.” mondat nem kijelentés, mert ellentmondasos, ha ugyanis ez igaz lenne, akkor
nem mondanék igazat, tehat mégsem lenne igaz, ha pedig az allitds hamis lenne, akkor
igazat mondanék, tehat az allitds igaz lenne.

Fontos tudni, hogy annak eldontése, hogy egy kijelentd mondat kijelentés-e, és hogy ez
esetben mi a logikai értéke, nem a logika feladata. Ez konkrét tapasztalattal, vagy valamely
szaktudomany eredményeivel donthet6 el, vagy bizonyos esetekben megallapodas kérdése.

Példa:

Allapitsa meg, hogy kijelentések-e a kovetkezé mondatok!

a) Nyitva van még a konyvtar?

b) Barcsak vége lenne mar a vizsgaidészaknak!

¢) Magyarorszag févarosa Esztergom.

d) A bibliografia tobb jelentésli sz6, az egyik értelmezés szerint egy konkrét kérdés ta-
nulmanyozasahoz sziikséges, az elérhetd Osszes forrdsmunka jegyzéke.

e) 2010-ben Heves megyében talalhaté hazank legmagasabb pontja (Kékes).

f) Legyen szives varni egy pillanatot!

g) Mennyi ember volt a gépteremben tegnap délutan!

Megoldas:

a) nem kijelentés, mert kérdés.

b) nem kijelentés, mert 6hajté mondat.

¢) nem kijelentés, mert nem egyértelmi, hogy milyen idéintervallumra vonatkozik az
allitas, ezért nem allapithatd meg, hogy igaz vagy hamis. A logikai érték eldontésé-
hez tovabbi informaciokra lenne sziikség.

d) nem kijelentés, mert definicio.

e) kijelentés, mert egyértelmii a foldrajzi teriilet, az idéintervallum, igy megallapithato,
hogy igaz vagy hamis.

f) nem kijelentés, mert felszolité mondat.

g) nem kijelentés, mert felkialto mondat.
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335 A logikai érték

A kijelentések igaz vagy hamis tulajdonsaga mar megjelent az el6bbiekben, most hata-
rozzuk meg pontosan pontosabban!

Logikai értéknek nevezziik a kijelentések igaz, illetve hamis tu-
lajdonsagat. A p kijelentés logikai értékét |p| -vel jeloljiik. Az igaz
logikai értéket i betiivel vagy az 1 szamjeggyel, mig a hamis logikai
értéket h betiivel, illetve 0 szamjeggyel jeloljiik. Tehat |p|=i, ha p ki-
jelentés igaz, és |p|=h, ha p kijelentés hamis.

Példa:

Allapitsa meg az alabbi kijelentések logikai értékét!

a) Matyas kiraly 1458-t61 halalaig, 1490-ig uralkodott.

b) Hazankban Budapesten, Egerben, Erden és Pécsett talalhato minaret.
C) Az egri varvédok sohasem nyertek csatat.

d) A felséoktatasi intézmények konyvtaraiban vannak lexikonok.

Megoldas:

a) igaz, ha a torténeti feljegyzésekben ellendrizziik.

b) hamis, hiszen Budapesten nincs minaret.

c) hamis, amit tanulmanyaink bizonyitanak.

d) igaz, hiszen az ismereteink szerint ez nem lehet masként.

3.3.6 Tobbértékii logikak

A leirtakon kiviil léteznek az in. tobbértéki logikak is, de azokkal a tananyagban nem
foglalkozunk mélyebben. Az érdekesség kedvéért kitekintésként néhany gondolat szerepel-
jen itt a nem kétértéki logikakrol.

Adott tudomanyokban, — mint példaul a miiszaki, a vegyészeti vagy a fizikai tudoma-
nyokban — egzakt matematikai modelleket épitenek fel a tapasztalati jelenségek megfigye-
1ésére alapozva, majd ezeket a modelleket hasznaljak fel a valds dolgok jovébeni viselke-
désének meghatarozasara.

A valos vilag jelenségeinek miikddése azonban tobbnyire bizonytalan, egzakt mérték-
rendszerrel nem jellemezhetd. A fizikai jelenségek szigoruan kétértékii megkozelitése ezért
nem mindig alkalmas a val6sag megfelel6 leirasara. A valos vilagban dominansak a nagy
bonyolultsagi rendszerek, igy a szamitogépes modellezésiikhoz sziikség van valamilyen
matematikai leirasra, amely lehet6vé teszi a pontatlan koriilmények kezelését. Ezen leira-
sok egyike a napjainkban egyre nagyobb szerepet jatszo ,,fuzzy logika”.

Bar a fuzzy logika, illetve elsd megfogalmazasban az ezzel algebrailag azonos strukti-
raju fuzzy halmazelmélet el6szor 1965-ben keriilt megfogalmazasra, elézményei az okori
gorog logika paradoxonjaihoz nyulnak vissza.

Ismert probléma a kovetkez6. Ha egy kupac homokbdl egy homokszemet elvesziink, az
tovabbra is egy kupac homok marad. Mivel minden homokkupac véges szamu homok-
szembdl all, ennek a miiveletnek a véges szamu ismétlésével a homokkupac teljesen eltii-
nik, azaz a kovetkez6 nyilvanvaléan hamis allitashoz jutunk: egy kupac homok = semmi.
A probléma megoldéasa részben lehetséges a huszadik szdzad 20-as éveitdl kezdve intenzi-
ven kutatott tobbértékii logikak segitségével.
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A fuzzy logika

A fuzzy logika gondolatat el6szor Lotfi A. Zadeh vetette fel 1965-ben. Az elsé ,.éles”
ipari alkalmazas egy cementégetd-kemence volt Daniaban, 1975-ben kezdett miikddni. Ma
mar példaul a haztartasi késziilékekben, széles korben alkalmazzak a fuzzy rendszereket.
Késziilt mar — és kereskedelmi forgalomban kaphato — fuzzy elven vezérelt ,,intelligens”
porszivo, mosogep, vided kamera.

De mi is az a fuzzy logika és a fuzzy halmaz? Els¢ pillanatban bizonytalan, kevéssé
preciz valaszokat lehet erre a kérdésre adni, éppen olyanokat, mint amit ez a fogalom maga
is takar. A fuzzy szo jelentése tobbek mellett: homalyos, elmosodott. Alapvetden a fuzzy
logika egy pontatlansag tipus értékein nyugszik, mely olyan elemek csoportositasabol
szdrmazik, melyeknek nincsenek hatarozott hatarvonalai.

Ilyen csoportok (fuzzy halmazok) johetnek létre, valahdnyszor kétértelmiiséget, bizony-
talansagot irunk le matematikai modellek segitségével.

A hétkoznapokban a fuzzy halmazok részei életiinknek. Erezziik mit jelent a masik ba-
ratsdga, mennyire nevezhetd a mai nap szerencsésnek, milyen mértékben sok a kapott 6sz-
tondij. Ezeket a hétk6znapi tapasztalatokat nem tudjuk a matematikai logika és halmazel-
mélet ¢élesen elhatarolt halmazaival, kétértékii valaszaival leirni. A fuzzy halmazok
elmélete a hétkoznapi tapasztalatokat akarja a matematika nyelvén megfogalmazni. Az
elmosodott hatdri halmazok bevezetése lehetdvé teszi a mindségi alapokon nyugvo adat-
feldolgozast és szabalyozast.

Tekintsiink példaul egy meglehetdsen hétkoznapi dolgot, a rantaskészitést. Ha a sza-
kacskonyv szerint egy kevés vajon iivegesre paroljuk az aprora vagott hagymat, meg-
hintjiik egy csipetnyi liszttel, enyhén atpiritjuk, majd izlés szerint tesziink hozza piros-
paprikat, akkor a haziasszony pontosan érti teend6it. Ugyanezt feladatul adva egy laikus
férjnek, mindjart kérdések garmadaja mertl fel: mennyi vaj, liszt stb. sziikséges ponto-
san, mit jelent az, hogy enyhén atpiritva stb.

A fuzzy szabalyozas képes arra, hogy mindségre vonatkozé allitasok és hétkdznapi ta-
pasztalatok alapjan felallitott szabalyok segitségével vezéreljen folyamatokat. Mindez a
klasszikus, kétértékii logika éles hataru halmazainak fogalmaival szembedllitva vilagithato
meg a legjobban.

A Kklasszikus halmazok definicié szerint meghatarozott elemek egylittesei, és minden
egyes elemrdl egyértelmtien eldonthetd, hogy az adott halmazhoz tartozik-e, vagy sem.
Mas szoval, egy elem adott halmazhoz tartozasanak mértéke pl.: 0 (nem tartozik hozza),
vagy 1 (hozzatartozik) lehet. Ezzel szemben a fuzzy halmazok esetében a halmazhoz tarto-
zas mértéke tetszoleges 0 és | kozé es6 szam lehet. A fuzzy logika az emberi ,,nem pontos”
logika egzakt matematikai leirasat kivanja megadni.

Példa:

Tekintsiik az iskolat és a tantargyak kedveltségét. Tételezziik fel, hogy valaki megkér-
dezi, hogy melyek az igazan kedvelt tantargyaink. Ha a valaszad6 a klasszikus halma-
zok nyelvén Ohajt valaszolni, nehéz helyzetbe keriil, hiszen kozépt, vagyis ,,Kicsit iga-
zan kedvelem”, a Klasszikus logika szerint nincs. Sokkal konnyebb a helyzet, ha a
valaszadas a fuzzy halmazok nyelvén torténik.
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Egy masik példaval is érzékeltetjiik, hogy a fuzzy halmazok a hagyomanyos, éles hata-
rok halmazoknak az 4tlagos emberi gondolkodasmddhoz jobban illeszkedd altaldnositasai.

Példa:

Egy meleghdz szamitogéppel vezérelt flit6-6ntd6z6 berendezése dontéseit a homérséklet,
paratartalom és mas rendszervaltozok alapjan hozza meg. A hémérsékletvaltozo fel-
oszthato tobb allapotra: nagyon hideg, hideg, langyos, meleg, nagyon meleg. Azonban
az egyik allapotbol a masikba valé atmenetet nehéz meghatarozni.

Egy onkényes kiiszob felallithato, mely elvalasztana a ,,meleg” és ,,nagyon meleg” alla-
potokat, de ez egy nem folyamatos valtozast eredményezne, amikor a bemenet atmegy
ezen a kiiszobon.

Ennek kikiiszobolésére az allapotokat fuzzyva kell tenni, azaz lehetévé tenni, hogy fo-
kozatosan valtozzanak az egyik allapotbol a masikba. A bemeneti hdmérsékletallapoto-
kat tagsagi fuggvényekkel lehet definialni, példaul a 7. képen lathatd modon.

nagyon hideg langyos nagyon meleg
hideg meleg

TO Tl T2 T3 T4 TS Té

7. kép A hémérsékletallapotok kifejezése tagsagi fiiggvényekkel

Igy a bemeneti véltozo allapota nem ugrik hirtelen az egyik allapotbdl a masikba, ha-
nem ¢értéke fokozatosan csokken az egyik tagsagban, mig a kovetkezdben értéket nyer.
Minden iddpillanatban a homérséklet igazsagértéke két tagsagi fliggvény valamilyen
foku értékeivel lesz egyenld: 0,6 langyos és 0,4 meleg, vagy 0,7 langyos és 0,3 hideg
stb.

Egy fuzzy szabalyozasi rendszerben a bemeneti valtozok legtobbszor ehhez hasonlo
tagsagi fliggvénykészletekre, fuzzy készletre vannak leképezve.

3.3.7 Logikai szimbdlumok, jelolések

A tudomanyok sajatos nyelvet hasznalnak eredményeik leirasara. A matematika minden
mas tudomanyhoz hasonldan ra van utalva, hogy eredményeit szoéban és irasban megfo-
galmazza. A nyelvek sokfélesége miatt és a kdznapi beszéd hasznalatanal a félreértés ve-
sz¢lye miatt a matematikaban sokkal inkabb attértek arra, hogy a kijelentéseket mestersé-
ges, formalis nyelven fejezz¢ék ki, amely a koznapi nyelv csak logikai szempontbol jelentds
elemeit tartalmazza.
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Sajnos a szimbolika még hazankban sem egységes, ezért fontos tisztaznunk a jegyzet-
ben hasznalt logikai szimbolumrendszert, tudnunk kell, mit jelentenek és hogyan ejtjiik
pontosan a hasznalt szimbdolumokat. Az itt 1athato jelolés a jegyzetben egységes, minden
esetben ugyanazt a jelolést hasznaljuk.

1. Tablazat Logikai szimbolumok

Elnevezés Jel Olvasasa
definidl6 egyenldség = legyen egyenld
nem egyenld # nem egyenld
kijelentésvaltozo p, q, 1, ... |p kijelentés
p kijelentés logikai értéke I p (logikai) értéke
igaz ivagy 1 |igaz
hamis h vagy 0 |hamis
egzisztencialis kvantor 3 létezik
univerzalis kvantor A minden
kovetkeztetés jele E |kovetkezik
negacio ] negacio, negat, negalva
konjunkcié (AND) A konjunkcio, és
diszjunkcidé (OR) \% diszjunkcid, (megengedd) vagy
implikacio — implikacid
ekvivalencia < |ekvivalencia
antivalencia (XOR) @ kizar6 vagy
Sheffer-féle miivelet (NAND) | Sheffer-féle miivelet, vagy (?)
Webb-féle milvelet,
sem-sem (NOR) L vagy || sem... sem...
eleme € eleme
nem eleme ¢ nem eleme
adott elemekbdl all6 halmaz {a,b, ...} |a, b, ... elemek halmaza
azon x elemek halmaza, melyre | {x|...} |x, melyre ... teljesiil
iires halmaz %) iires halmaz
részhalmaz c részhalmaza
valéddi részhalmaz c valddi részhalmaza
metszet M metszet
unio -, unio
kiilonbség \ kiilonbség
szimmetrikus kiilonbség A szimmetrikus kiilonbség
~H vagy
komplementer g H halmaz komplementere
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3.3.8 Feladatok

1) Kijelentések-e a kovetkez6 mondatok? (Indokoljuk allitasunkat!)
a) Budapest Magyarorszag févarosa 2010-ben.
b) Hany 6ra van?
¢) 3 nagyobb, mint 2.
d) A tanarunk szigoru.
e) Bar vakéaci6 lenne!
f) Akos nem szemiiveges fiu.

2) Allapitsa meg, hogy kijelentések-e a kovetkezé mondatok! Indokolja valaszat!
a) Sokaig tart még az ut?
b) Barcsak jeles lenne a zarthelyi dolgozatom!
c) Magyarorszag févarosa Tiszafiired.
d) Harom kisebb négynél.
e) A konyvtarak kulturalis intézmények.
f) Legyen szives alairni!
g) De megszurtam a kezem!

3) Jeldljiik az alabbi kijelentéseket kiilonbozo kijelentésvaltozokkal!

a) 1932-ben, Cserépfalu hataraban, a Subalyuk-barlangban neandervélgyi ember le-
leteket talalnak: egy gyermek koponyajat, egy n6 allkapcsat és néhany toredékes
vazcsontjat.

b) A Német Szovetségi Koztarsasag (NSZK) 1955-ben a NATO tagja lett.

4) Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét!
a) A Tisza-t6 egy mesterséges to.
b) Karacsony januar 1-jén van hazankban.
¢) 1939. aprilis 11-én Magyarorszag kilép a Nemzetek Szovetségébol.
d) Nullanal nincs nagyobb egész szam.

3.4 OSSZEFOGLALAS

A matematikahoz kapcsolodo, a tananyag targyaldsa és a késobbi bizonyitasok alapjaul
szolgalé fogalmakat, valamint a matematikai logika megértéséhez elengedhetetleniil sziik-
séges fogalmakat ismerhettilk meg. Megismertiik az arisztotelészi alapelvek mellett az egy
¢és a tobb értéki logikat. Ezen tal 6sszefoglaltuk a tananyagban alkalmazott Gsszes jelolést,
amit utmutatoként érdemes a tanulés és a feladatok megoldasa soran kezelni.

35 ONELLENORZO KERDESEK

1) Mit értiink logikai értelemben kijelentés alatt?
2) Mit értiink egy kijelentés logikai értékén?
3) Fogalmazzuk meg az ellentmondastalansag és a harmadik kizarasanak az elvét!
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4. LOGIKAI MUVELETEK

4.1 CELKITUZES

A matematikai és a logikai miivelet fogalmdnak megismerése. A logikai miiveletek,
mint a negacio, konjunkcid, diszjunkcio, implikacio és ekvivalancia megértése, €s a logikai
miveletek tulajdonsagainak bizonyitasi igényii elsajatitasa.

4.2 TARTALOM

A tananyag kifejtése

A matematikai miivelet
Logikai miiveletek
Logikai kifejezések

A negacio

A konjunkcio

A diszjunkcio

De Morgan-azonossagok
Az abszorcid és a disztributivitas tétele
Az implikacio

Az ekvivalencia
Feladatok

4.3 A TANANYAG KIFEJTESE

A matematika targyalasahoz hozzatartoznak az alapfogalmak, tételek és azok matema-
tikai bizonyitasa. Mivel a matematikai logika targyalasa ezen az alapon torténik, a fogal-
mak megismerése segit abban a torekvésben, hogy a tananyag komolyabb matematikai
er6feszités nélkiil is feldolgozhato legyen. A targyalashoz nem nélkiilozhetjiik a matemati-
kai logika alapfogalmait sem, valamint a tovabbi leckék kiindulopontjat, a logikai miivele-
teket.

43.1 A matematikai miivelet

A logikai miiveletek targyalasa el6tt a matematikai miivelet fogalma kovetkezik, mely-
nek segitségével attekinthetd a targyalt logikai miiveletek néhany altalanos érvényt jel-
lemzdje.

A matematikai miivelet a halmaz egy, két, vagy tobb eleméhez a
halmaz egy elemét hozzarendelé szabaly. Attdl fiiggéen, hogy a
halmaz hiny eleméhez rendeliink szabalyt beszéliink egy-, két-
vagy tobbvaltozés miiveletrél. (A halmaz valamely algebrai struk-
turan értelmezett.)

Az algebraban leggyakrabban egy- és kétvaltozos miiveletek fordulnak eld, de tetszole-
ges szamu valtozora (argumentumra) definialhatdo matematikai miivelet pl. az igazsagfligg-
vények koziil a tobbtaga konjunkcid.
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Példa:

Az algebrai miveletek (illetve ezen belill az alapmiiveletek) koziil az Osszeadas két
szamhoz a két szam 0sszegét rendeli, igy ez kétvaltozos mitveletnek tekintendo.

A 3x2 szorzasnal a valos szdmok halmazanak két eleméhez rendeljiik azok szorzatanak
értékét, tehat a szorzas szintén kétvaltozos mivelet.

Egyvaltozos miivelet pl. a kés6bbiekben targyalt negacido miivelete.

A miiveletek leggyakrabban operandusokbol (pl.: a, b, x, y, P, Tx...), operatorokbol (pl.
+, -, X...) és zarojelekbdl allnak. A matematika szamos teriiletén nagy jelentdsége van az
egyes matematikai miivelet-tipusoknak, igy beszélhetiink tobbek kozott halmazmiiveletek-
rol, logikai miiveletekrdl stb.

A matematikai miiveletek aszerint is vizsgalhatok, hogy teljesiilnek-e rajuk bizonyos tu-
lajdonsagok: asszociativitas, disztributivitas, kommutativitas, idempotencia.

Asszociativitas (csoportosithatésag). Egy tobb operatort tartal-
mazo6 miivelet asszociativ, ha a végrehajtas soran tetszéleges opera-
tor lehet a kezdémiivelet az eredmény megvaltozasa nélkiil, azaz az
operandusokat tetszélegesen csoportosithatom.

Példa:

a) Az 0sszeadas asszociativ, mivel tetszolegesen valaszthatom meg azt az operatort (+),
ahol az 0sszeadast kezdem. Jelekkel, ha a, b, ¢ tetsz6leges operandusok:

(at+b)+c = a + (b+c), azaz

ha pl. a=3, b=7, ¢=23, akkor 10+23 = 3 + 30 (=33)

b) Az osztas nem asszociativ, mivel nem valaszthatom meg azt az operatort (+), ahol az
osztast kezdem. Jelekkel, ha a, b, ¢ tetszdleges operandusok:

(a/b)/c#£a/ (blc), azaz

ha pl. a=60, b=10, c=2, akkor 6/2 # 60/5

Kommutativitas (felcserélhetoség). Egy miivelet kommutativ, ha
barmely operitorhoz tartozé két operandust felcserélhetjilkk az
eredmény megvaltozasa nélkiil, azaz a miiveletek végrehajtasi sor-
rendje tetszdleges.

Példa:

a) Az Osszeadas kommutativ, mivel az operatorhoz (+) tartoz6 operandusokat felcserél-
hetem. Jelekkel, ha a, b tetszéleges operandusok:

atb =b +a, azaz

ha pl. a=3, b=7, akkor 3+ 7 =7 + 3 (=10)

b) A kivonas nem asszociativ. Jelekkel, ha a, b, ¢ tetszéleges operandusok:
a-b # b-a, azaz
hapl. a=3, b=7, akkor3—-7#7-3
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Idempotencia (azonos hatvanyusag). Egy miivelet idempotens,
ha ugyanazzal az operandussal a miiveletet bArmennyiszer végre-
hajtva mindig 6nmagat az operandust kapjuk eredményként.

Példa:

a) Az egy kitevdjli hatvanyozas idempotens. Jelekkel, ha a tetsz6leges operandus:
(@)t = a, azaz

ha pl. a=10, akkor (10%)' =10

b) Az 6sszeadds nem idempotens. Jelekkel, ha a tetszdleges operandus:
ata # a, azaz
ha pl. a=3, akkor 3 +3 #3

Disztributivitas (széttagolhatosag). Két miivelet esetén a zard-
jelben 1év6 miivelet a zardjel elott vagy mogott allo miivelettel szét-
tagolhatd agy, hogy az értéke nem valtozik. A tagolas 1épései: a za-
réjelben 1évé operandusokat rendre a zardjelen kiviili operandus-
sal és a zardjelen Kkiviili miivelettel kotjiik ossze. az igy keletkezett
miiveleteket a zardjelben 1évo miivelettel kotjiik ossze.

Példa:

a) A szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv. Jelekkel, ha a, b, ¢ tetszéleges operandu-
sok: a x (b+c) = axb + axc, azaz

ha pl. a=5, b=2, ¢=8, akkor 5x10 =10 + 40 (=50)

a) Az 0sszeadas a szorzasra nézve nem disztributiv. Jelekkel, ha a, b, ¢ tetszéleges ope-
randusok: a + (bxc) # atb x a+c, azaz
ha pl. a=5, b=2, ¢=8, akkor 5+16 #5 + 10 + 8

4.3.2 Logikai miiveletek

Tekintsiik a kovetkezo kijelentéseket!

1) 2 paros szam ¢és 2 osztdja 16-nak.

2) 5 primszam (csak az 1 és 6nmaga az osztdja) és 5 osztdja 13-nak.
3) 3 osztoja 18-nak, mert 3-nak 6-szorosa 18.

4) 3 osztdja 18-nak, mert 5 pozitiv szam.

Az elso kijelentés a 2 paros szam, valamint a 2 osztoja 16-nak kijelentéseknek (mint
komponenseknek) az ,,és” kotszoval torténd dsszekapcesolasa ttjan keletkezett. A kompo-
nensek logikai értéke igaz, és igaznak tartjuk az 1) Osszetett kijelentés logikai értékét is.

Ha két kijelentést az és kotdszoval kapcsolunk Ossze, akkor az igy keletkezett dsszetett
kijelentés logikai értékét — a megszokassal 6sszhangban — pontosan akkor tekintjiik igaz-
nak, ha mind a két komponens logikai értéke igaz.

Ennek megfelelden a 2) kijelentés logikai értéke hamis, mert — bar azonos szerkezetli az
els6 kijelentéssel — az egyik komponens logikai értéke igaz, a masiké hamis.

Az 1) és 2) kijelentés logikai értékét tehat a komponensek logikai értéke egyértelmiien
meghatarozza.

A 3) és 4) kijelentés két egyszerlibb kijelentésnek a ,,mert” kotdszoval torténd 0ssze-
kapcsolasaval keletkezett. Komponenseik logikai értéke igaz és igaznak tartjuk a 3) kije-
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lentést is. Azt azonban mégsem mondhatjuk jozan ésszel, hogy a 3 azért osztdja 18-nak,
mert 5 pozitiv szam, ahogy azt a 4) kijelentésnél olvastuk.

Elmondhatjuk, hogy a 3) és 4) kijelentés logikai értékét a benniik szerepld egyszeriibb
kijelentések logikai értékei nem hatarozzak meg egyértelmiien.

A miveletekre ezt a korlatozast — amelyet értékelési alapelvnek neveziink — a logika
matematikai modszerekkel torténd vizsgalata sordn (a matematikai logikaban) vezették be.
Az elmondottakbdl kitiinik, hogy a logikai miiveleteket a kijelentések kozott egy vagy tobb
kijelentésre értelmezhetjiik.

Logikai miiveletrél akkor beszéliink, ha adott kijelentésekbol
ugy épiil fel egy osszetett kijelentés, hogy annak logikai értékét az
adott Kijelentések (komponensek) logikai értékei egyértelmiien
meghatarozzak.

A logikai miiveletek roviden a kijelentések kozott értelmezett matematikai miiveletek.
A logikai miveletek fogalma alapjan az 1) és 2) kijelentés logikai miivelettel keletkezett
Osszetett kijelentés, a 3) és 4) nem logikai miivelettel keletkezett Gsszetett kijelentés. A
tovabbiakban a leginkabb hasznalt logikai miiveleteket értelmezziik, kitériink azok legegy-
szer(ibb tulajdonsagaira is.

4.3.3 A logikai kifejezés. A Kijelentések formulaja

Az alapfogalmaknal a kijelentést, mig az el6zéekben logikai miivelet definiciojat ismer-
tik meg, de nyilvanvalo, hogy a kijelentéseket a mtiveletekkel szeretnénk Gsszekapesolni.
Kijelentésekbdl tehat azok logikai miiveleteivel Osszetett kijelentéseket képezhetiink. Egy
osszetett kijelentés kijelentéslogikai szerkezetén (pontositva: ,,durva” szerkezetén) annak
az abrazolasat értjiik, hogy az Osszetett kijelentés milyen mas kijelentésekbdl és milyen
miveletek segitségével irhato fel.

A logikai Kkifejezés alatt a kijelentések logikai valtozéinak és a
logikai miiveletek egyiittesét értjiik.

A logikai kifejezéseket a matematikai logika jellésrendszerével leirva tn. formulakat
kapunk.

A Kijelentéslogikai formulak a kijelentésvaltozokbol (p, q, r....),
miiveleti jelekbdl és zardjelparokbdl épiilnek fel.

A logikai miiveleti jeleknek is van egy specialis elnevezése.

Logikai konstansoknak nevezziik a logikai miiveleti jeleket (], V,
A

A kifejezés és a formula kozott a kiilonbség tehat annyi, hogy a kifejezés az €16 nyelv
korlatozott, a logika 4ltal engedett eszkdzeit hasznalva, mig a formulak ugyanazt réviden,
szimbolumokkal irjak le. A két fogalmat gyakran hasznaljak egymas szinonimajaként is.

Példa:

Kedvelem a barataimat és utalom a hideget.

A két kijelentéshez rendeljiik a kovetkez6 valtozokat:
b:= kedvelem a barataimat
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h:=utalom a hideget
A két kijelentést a hamarosan részletezett ,,és” muivelet kapcsolja dssze, a jele: A.
A tablazat elsO soraban latjuk a logikai kifejezést, mig a mésodik sora annak a kijelen-
téslogikai formulajat tartalmazza:

Kedvelem a . . .
barataimat és utalom a hideget.
b A h
4.3.4 A negacio

A koOznapi beszédben gyakran fordul elé egy kijelentés tagadasa, amit legtobbszor a
nem tagadoszoval tesziink, pl.: ,,Nem igaz, hogy nehéz a nyelvvizsga.” A ,,Nem igaz,
hogy” kezdetli mondatok az eredeti kijelentés logikai értékét ellentétesre valtoztatjak. A
beszédben tetten érhetd jelenséget a logikaban negacionak nevezik. Barmely kijelentésbol
képezhetiink egy tjabb kijelentést a kovetkezd definicio szerint.

Tetszoleges p kijelentés negacidéjan (tagadasan) a ,,Nem igaz,
hogy p” Kkijelentést értjiik és |p-vel jeloljiik. A ,,nem igaz, hogy p”
mellett szokasos hasznalni a ,,nem p” rovidebb megfogalmazast is.
Példak:
1) A 17 pozitiv szam.
A kijelentés negacidja:
Nem igaz, hogy a 17 pozitiv szam.
A 17 nem pozitiv szam.
2) Zsuzsa baratja Tamas.
A kijelentés tagadasa:
Nem igaz, hogy Zsuzsa baratja Tamas.
Zsuzsanak nem baratja Tamas.
Nem Zsuzsa baratja Tamas.
Tamas nem baratja Zsuzsanak.
3) Mindenki szereti a logikat.
A kijelentés negaciodja:
Nem igaz, hogy mindenki szereti a logikat.
Nem mindenki szereti a logikat.
Van aki nem szereti a logikat.

A példakbol kitiinik, hogy egy kijelentés tagadasa tobbféleképpen is megfogalmazhato.

A p kijelentés tagadasanak a logikai értéke:

{i,ha lpl = h
h,ha |p| =i

lp
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(A leirtakat a kovetkezéképpen olvassuk: nem p logikai értéke
(legyen) igaz, ha p logikai értéke hamis, illetve (legyen) hamis, ha p
logikai értéke igaz.)

A negacio logikai miivelet, mert a p Kkijelentés logikai értéke
egyértelmiien meghatarozza |p kijelentés logikai értékét.
A negaci6 logikai értéktablazattal Abrazolva:

P | {Ip]
i | h
h | i

Megjegyezziik, hogy a miiveletet é¢s annak eredményét is negacionak nevezziik, vala-
mint azt, hogy a negacié nem a kijelentést valtoztatja ellenkezdjére, hanem annak logikai
értékét. Hangstlyozzuk, hogy a magyar nyelv a mondat tagadésat altaldban az allitmany
tagadasaval végzi.

Példaul:
A szobam fala fehér. Ennek a kijelentésnek a tagaddsa: A szobam fala nem fehér. Le-
het, hogy zold vagy sarga, de egyaltalan nem biztos, hogy pl. fekete.

crer

tagadasnak nevezziik és ||p-vel jeloljik. A p és a |] p kijelentések nyelvileg nem azonosak,
de a kijelentések negicioja logikai értékének az értelmezése szerint irhatjuk, hogy
Ip] = [11p|- Mind a mindennapi, mind a tudomanyos életben talalkozunk kétszeresen taga-
dott Kijelentésekkel.

Példa:
1) Nem igaz, hogy az 6ram nem jar pontosan.
2) Nem igaz, hogy 6 nem oszthato 2-vel.

A természetes nyelvben a tagadas hasznalata igen sokféle lehet, van olyan eset is, ami-
kor nem fejezi ki a ,,nem” tagaddszo a negacidt. A példaban tagadjuk az allitmanyt, igy
valdban kifejezziik a negaciot:

Példa:

Péter magasabb, mint Pal.
Péter nem magasabb, mint Pal.

A nyelvben vannak olyan esetek, amelyekrél majd csak a prédikatumlogikaban tanu-
lunk, de a példakat mar itt is érdemes megvizsgalni. A masodik példaban a ,,nem” sz6 nem
jelent negaciot, mivel mindkét allitas igaz:

Példa:

Némelyik eml6s tud repiilni. (igaz)

Némelyik emlés nem tud repiilni. (igaz)

Tagadjuk kétféleképpen is az alabbi mondatot, de a harmadik példa is azt mutatja, hogy
egyik sem negacio:
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Példa:

Minden ember hazudik. (hamis)

Egyetlen ember sem hazudik. (hamis)

Minden ember igazat mond. (hamis, bar atfogalmaztuk)

srer

Példa:
Nem minden ember hazudik. (igaz)
Nem igaz, hogy minden ember hazudik. (igaz)

Tovabbi gondot jelenthet az dsszetett mondatra alkalmazott negaci6. Nem lehetiink biz-
tosak abban, hogy melyik tagmondatra vonatkozik a negacio. Az é16 nyelvben ezt jelezhet-
jik hangsullyal, de a formulaknal egyértelmiivé teszi mindezt a zarojel.

Példa:

Nem igaz, hogy Kati csinosabb, mint Klara, és Klara csinosabb, mint Luca.
a) | (Kati csinosabb, mint Klara), és Klara csinosabb, mint Luca.

b) ] (Kati csinosabb, mint Klara, é¢s Klara csinosabb, mint Luca).

435 A konjunkcio

A hétkdznapi életben gyakran hasznalt kifejezés az ,,és” sz6. Ha példaul tulajdonsago-
kat sorolunk fel, akkor azok nem tessziik ki minden tulajdonsag utan az ,,és” szot: Agi
mivelt, olvasott, barna haji és magas. Kijelenthetd, hogy mi voltaképpen arra gondoltunk,
hogy Agi miivelt és Agi olvasott és Agi barna hajti és Agi magas. Azonban a nyelv lerévi-
diti ezt a logikai okoskodast, viszont ebben az esetben irhatjuk fel egyszeriien a kifejezések
un. konjunkcigjat.

Konjunkcié fogalma. Tetszéleges p és q kijelentések konjunk-
cidjan értjiik a ,,p és q” osszetett kijelentést, illetve ennek valami-
lyen atfogalmazasat. Jelolése: pAq, ahol p, q a konjunkcio tagjai.

Két kijelentés konjunkcidjanak logikai értékét a kovetkezékép-
pen értelmezziik:

_fihalpl =gl =i,
IpAgl:= {h egyébként
A definicio értéktablazattal:
ol | lal | lpAq]
i i i
i h h
h i h
h h h
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A definicio négyzetes értéktablazatba foglalva:

q
Alilh
i [i]h

PThTh[h

Az értelmezésbdl 1athato, hogy két kijelentés konjunkciojanak logikai értékét a kompo-
nensek logikai értékei egyértelmiien meghatarozzak, azaz a konjunkcio logikai mivelet.
Konjunkcionak szoktuk nevezni a miivelet eredményét is. Tekintsiik a kovetkezo példakat!

Példa:

1) Az a oldalu négyzet teriilete a-a és kertilete 4-a.

2) 5 pozitiv és paratlan szam.

3) A 6. osztaly els6 lett a tanulmanyi- és masodik a sportversenyen.

Mind a harom kijelentés logikai értéke — 6sszhangban a kdznapi nyelvvel — csak akkor
igaz, ha mind a két komponens logikai értéke igaz. Természetesen a lényeg nem az ,,&s”
kotszon van, hanem az egyiittes allitason, ezért az ,,&s” helyett sokszor hasznaljuk pl. a
bar; &mbar; de; viszont; meg; noha; szintén; ... is ... is stb. kotdszavakat anélkiil, hogy a
logikai tartalom megvaltozna.

Példa:

Péter is elment, Juli is elment haza. (rovidebben: Péter is, Juli is elment haza.)
Bar Péter elment, Juli itt maradt.

Esik az esd, noha siit a nap.

Fiiles atazott, mindazonaltal nem lett jokedvii.

Habar az ibolya elhervadt, a tobbi viragzik.

Felkésziiltem, viszont izgulok.

Gulyaslevest ettiink meg bort ittunk.

Megjegyezziik, ha egy kijelentésben az ,,és” kot6szo szerepel, az nem jelenti minden
esetben azt, hogy a kijelentés konjunkcioval keletkezett.

Példa:

1) 3-nak és 7-nek a legnagyobb kozos osztdja 1.

2) 3-nak és 7-nek a legkisebb k6zos tobbszordse 21.

3) A nappal és az éjszaka egymast kovetik.

4) Kriszta és Imre baratok. (masképpen: Imre baratja Krisztanak)

A 4)-es példa a konjunkciot kifejezé alakra atfogalmazva mar mast jelentene: Kriszta
barat, és Imre barat. A barat ilyen esetben szerzetest jelent és ez mar valoban
konjunkcio.

A kovetkez6 részekben szereplo tételeket ,, T betiivel jeloljiik, és kovetkezetesen sza-
mozni fogjuk, hogy kés6bb lehessen rajuk hivatkozni.

Az eddigi ismereteink alapjan kijelenthetd, hogy a modern matematika a tételeket csak
akkor fogadja el helyesnek, ha a tételben szerepl6 allitasok igaza belathatd, amit bizonyi-
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tasnak neveztiink. A konjunkcidhoz kapcsolodo tételek logikai értéktablazat segitségével
kénnyen igazolhatok.

Kijelentés (tétel) bizonyitasi 1épései. Az dsszetett kijelentés (tétel,
azonossag) igazolasa a kovetkezéképpen torténik:
1) meghatarozzuk az egyenléség jel bal oldalan 1évé kifejezés logi-
kai értékét minden logikai valtozo (p, q, r...) 6sszes lehetséges logi-
kai értékére.
2) meghatarozzuk az egyenldség jel masik, jobb oldalan 1évé kifeje-
zés logikai értékét minden logikai valtozo (p, q, r...) dsszes lehetsé-
ges logikai értékére.
3) Ha a bal és a jobb oldali kifejezés logikai értékei minden esetben
(az igazsagtablazat minden soraban) megegyeznek, akkor a kijelen-
tést (tételt, azonossagot) belattuk, azaz bebizonyitottuk.
4) Ha csak egyetlen esetben is a bal oldali kifejezés logikai értéke el-
téré a jobb oldali kifejezés logikai értékétol (az igazsagtablazat egy
vagy tobb soraban), akkor az osszetett kijelentés nem bizonyithato,
tehat nem lehet sem tétel sem azonossag.

Osszefoglalva a bizonyitasok lényegét: mivel egy valtozonak minddssze két értéke
(igaz vagy hamis) létezik, ezért a logikai értéktablazat felhasznalasaval szemléletesen, az
Osszes lehetOség leirasaval lathatok be a tételek.

Adott p, q és r kijelentésekbdl képezhetjiik a pAQ; qAp; (PAQ)AT; PA(QAT); PAP; pA]p Ki-
jelentéseket. Ezek logikai értékére teljesiilnek a kovetkezo tulajdonsagok:

T1: A konjunkcié kommutativ: | pAq | =| qAp |

A kommutativitds igazolasa:

P lpAgl | lgAp|

S|=|=|—a

h h
h h
h h

o ol e o [ Y

Mivel a harmadik és a negyedik oszlop minden soraban megegyeznek a logikai értékek,
kijelenthet6, hogy p, q valtozok minden lehetséges logikai értéke esetén az egyenldség jel
két oldala megegyezik, tehat a tételt belattuk.

T2: A konjunkcid asszociativ: | (pAQ)Ar | = | pA(gAY) |
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Az asszociativitas igazolasa:
lp| | [dl
i i

bAg) Ar| | pA (QAD)
i i i i

S| | = - | |-

i
i
i

h

h

h

h

NS | S| oS|I S| 5| =-
[N [pum i un f [humn f [pumn  fhumn o fun e )

||| STS(S| -
|l e e e [T e e o e

Megjegyzés: a logikai miiveletek sorrendjét a zarojellel befolyasolhatjuk, amit a tabla-
zat utolso sordban a szdmozassal jeloltiink: 1 szerepel az els6ként végrehajtandd miivelet
alatt, 2 pedig a masodikként végrehajtandé miivelet alatt. Ezt a segitséget a kovetkezokben
is igy érvényesitjiik.

A vastag kerettel jelolt, a két oldal formulajat tartalmazé logikai értékek minden sorban
azonosak, tehat a tételt bebizonyitottuk.

T3: A konjunkcid idempotens: [p A p| = |p|

Az idempotencia igazolasa:

Pl [P APl
i i
h h

A tételt bebizonyitottuk.

T4: A konjunkciora érvényes az ellentmondastalansag elvének
tiikkrozése: |p Alp| = h.

Olvasva: p konjunkci6ja a 6nmaga negaltjaval mindig hamis.

Az ellentmondastalansag elvének igazolasa:

Pl [lpPA 1pl [ h
i h h h
h h i h
2 1
A tételt bebizonyitottuk.
4.3.6 A sem-sem miivelet

A negacid és a konjunkcid felhasznalasaval értelmezhetiink tovabbi logikai miiveleteket
is. Ezek koziil egyik az tigynevezett sem-sem miivelet, amelyet az alabbiak szerint értel-
meziink és a || jellel jeloliink.
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A sem-sem logikai miivelet értelmezése:

Pl q:=]pAlq
A sem-sem miivelet eredményének logikai értéke csak akkor igaz,
ha [p| =|q|=h.
A sem-sem miivelet logikai értéktablazata:
Pl | fal | el | Nal | lpllaql
i i h h h
i h h i h
h i i h h
h h i i i
A definicié négyzetes értéktablazatba foglalva:
q
Alilh
i|h|h
P ]
Idézziik fel a miivelethez tartoz6 talan leghiresebb magyar mondat sorait Ady Endrétél:

Példa:

»Sem utddja, sem boldog 6se,
Sem rokona, sem ismerose
Nem vagyok senkinek,”

437 A diszjunkcio

Az emberek életében igen gyakori az telagazas. Donteni kell, és az esetek tobbségében
ez nem egyszerll. A dontések leirasa a logikaban is dsszetett, hiszen a beszédben sem lehet
egyértelmiiségrol beszélni.

Példa:
Vagy a fagylaltom nélkiil6zom, vagy a tortat!

A mondatot tobbféleképpen lehet érteni, attdl fiiggden miként hangstlyozzuk. Ha ko-
molyan mondjuk egy diéta kozepén, akkor egyszerre nem ehetjilk meg a fagylaltot és a
tortat, csak az egyiket, de az is lehet, hogy egyiket sem. A diszjunkci6é miivelete is ezt je-
lenti. Azonban mondhatjuk szigoruan (Vagy a fagylaltom nélkiil6zom, vagy tortat! Nincs
tovabb vita!), ami jelentheti azt is, hogy kizarolag az egyik eset torténhet meg, de az min-
denképpen. Az elsd jelentéshez kapcsolodva definialjuk az 0 logikai miiveletet.

Diszjunkcié fogalma. Jeldljon p, q két tetszéleges kijelentést. A p
és q Kkijelentésekkel végzett sem-sem miivelet negaciéjaként értel-
meziink egy ujabb miiveletet, amelyet a p, q kijelentések diszjunk-
ciéjanak neveziink. Jelolése: pvq, ahol p, q a diszjunkcié tagjai.
pvq :=[(lpAl®)

Olvasasa: p diszjunkcidja q-val legyen egyenlé nem igaz, hogy sem
p, sem q.
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A sem-sem miivelet logikai értékéinek figyelembe vételével a
diszjunkcio logikai értéktablazatat az alabbiak szerint felirhatjuk:

A definicio értéktablazattal:

| | fal | lpval | [lpAlal [I(dpA]9)

i i i h i

i h i h i

h i i h i

h h h i h

A definicié négyzetes értéktablazatba foglalva:
q

V]ilh
HEEN
PITin

A diszjunkci6 esetében is igaz, hogy a miiveletet és annak eredményét is diszjunk-
cionak nevezziik. Mivel a diszjunkciot negacio és konjunkcio segitségével értelmeztiik,
ezért logikai mivelet. Ez a logikai érték-tablazatbol is 1athato.

A tablazatbol az is kiolvashatd, hogy a diszjunkcio logikai értéke csak abban az egy
esetben hamis, ha mind a két komponens logikai értéke hamis.

Tobbféle ,,vagy” létezik

A vagy kotészot szokas megengedd, kizaro, illetve 0sszeférhetetlenséget kifejezo érte-
lemben hasznalni. Két kijelentés megengedd értelmii ,,vagy” kotszoval torténd sszekap-
csolasa altal keletkezett kijelentés akkor igaz, ha a komponensek koziil legalabb az egyik
logikai értéke igaz, vagyis ez a diszjunkcié miivelete.

A ,vagy” kotészot megengedd (alternacio) értelemben (OR):

Példa:

a) Akos matematikabol vagy fizikabol jelesre felelt. Elképzelhetd, hogy csak matemati-
kabol, csak fizikabol kapott jelest, de lehet hogy mind a két targybol jelesre felelt.

b) Paradicsom salatat kérek a csirkéhez vagy csalamadét. Lehet, hogy az illetd paradi-
csom salatat eszik, elképzelhetd, hogy csak csalamadét, de akar mindkett6t is ehet
felvaltva.

Két kijelentés kizaro értelmi ,,vagy” kotdszoval torténd dsszekapcsolasa altal keletke-
zett kijelentés akkor igaz, ha a komponensek koziil csak az egyik, de csakis az egyik logi-
kai értéke igaz, vagyis ez a miivelete. A ,vagy” kotészot hasznalhatjuk kizar6 (antiva-
lencia) értelemben (XOR) is.

Példa:

a) Figyel az 6ran, vagy kimegy. Itt a vagy kotészo kizar6 értelmi, mivel figyelni illetve
elmenni egyidejtleg nem lehet, harmadik lehetéség nincs.

b) Vagy hajoval megyiink, vagy repiilével. Nyilvanvalo, csak az egyikkel utazhatunk.
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A ,vagy” kot6szo 6sszeférhetetlenséget is kifejezhet.
Az 6sszeférhetetlenséget kifejez6 ,,vagy” kotdszot (NAND- vagy Sheffer-miivelet):

Példa:

a ) Ujsagot olvasok, vagy alszok. Ujsagot olvasni és aludni is egyidejiileg nem lehet, de
egy harmadik lehet6ség nem kizart.

b) 6n dont: iszik, vagy vezet. Nem sziikséges orokké csak a vezetés meg csak az ivas al-
lapotaban lenni, lehetséges, hogy se nem iszunk, se nem vezetiink.

c) Teca, vagy csikos bluzt veszel fel, vagy potty6s szoknyat. Ebben a helyzetben egyal-
talan nem sziikséges, hogy a kett6 koziil valamelyik eset igaz legyen, mast is felve-
het, hiszen a beszélé nyilvan nem azt szandékozott kifejezni, hogy Tecanak 6rokké
csak a csikos bluzaban, vagy orokké csak a pOttyOs szoknyajaban kellene jarnia.
Csupan azt szeretné, hogy a kettGben egyszerre ne jelenjen meg.

Megjegyezziik, hogy a vagy kotdszo nem megengedd értelmii hasznalatarol a ,,vagy”
elétti vesszd, mas szerkezetben pedig a ,,vagy ..., vagy ...” informal benniinket.

Diszjunkcio és a ,,vagy” kotoszo

Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:

a) Nem igaz, hogy (17 se nem pozitiv, se nem paratlan szam).

b) 3 osztdja 6-nak vagy Zsuzsa jeles tanulo.

¢) Nem igaz, hogy (3 nem osztdja 6-nak és Zsuzsa nem jeles tanulo).

Az a) kijelentés diszjunkcid, amely azt allitja, hogy 17 pozitiv szam vagy a 17 paratlan
szam. A vagy kot6szot megengedd értelemben hasznaljuk. Ugy tiinik, hogy két kijelentés
diszjunkcidja felirhatdo a komponenseknek vagy kotészoval torténd Gsszekapcesolasaval is.
Ehhez azonban egy megjegyzést kell tenni.

A b) kijelentés a ,,3 osztoja 6-nak”, illetve a ,,Zsuzsa jeles tanuld” komponenseknek
,vagy” kotdszoval torténd osszekapcesolasaval keletkezett. Ezt az Gsszetett kijelentést nyel-
vileg furcsanak tartjuk és nem is érezziik igaznak. A c) kijelentés a b) kijelentésben szerep-
16 komponensek diszjunkcidja, s ezt a kijelentést nyelvileg is helyénvalonak, s emellett
igaznak is érezziik.

Elmondhatjuk, hogy a megenged?é ,,vagy” kotdszoval dsszekapesolt két kijelentés min-
dig felirhat6 diszjunkcioként, de forditva nem, vagyis két kijelntés diszjunkcioja nem min-
dig fejezheto ki értelmes modon ,,vagy” kotdszo segitségével. Az eldbbi felismerésre néz-
zlink egy példat!

Példa:
A c) diszjunkciot nem irhatjuk fel a b) formaban.

A diszjunkcio tulajdonsagai

Adott p, q, r kijelentésekbdl képezhetjiik példaul a pvq, qvp, (pva)vr, pv(qvr), pvp ki-
jelentéseket. Ezek logikai értékeit Osszehasonlitva megallapithato, hogy a diszjunkcio,
kommutativ, asszociativ, idempotens tulajdonsagu logikai miivelet. A diszjunkcidhoz kap-
csolodo tételek logikai értéktablazat segitségével konnyen igazolhatok.
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TS. A diszjunkciéo kommutativ: |pvq |=| qVp |

A kommutativités igazolasa:

Ip] lpval | lqvpl

5| - - O
| =|=|=la

i i
i i
h h

Mivel a harmadik és a negyedik oszlop minden sordban megegyeznek a logikai értékek,
ezért kijelenthetd, hogy p, q valtozok minden lehetséges logikai értéke esetén az egyenlo-
ség jel két oldala megegyezik, tehat a tételt belattuk.

T6. A diszjunkcié asszociativ: | (pvq)Vr | =| pv(qVr) |

Az asszociativitas igazolasa:

v vr| | pv _(QVvD)
i i i i

S| o= === |a
S|= | == |- =

ST T | | = — - O

i
i
i
i
i
i
i
h
2

i
i i
i i
i i
i i
i i
h i
h h
1 2

Megjegyzés: a logikai miiveletek sorrendjét a zarojellel befolyasolhatjuk, amit a tabla-
zat utolsé soraban a szamozassal jeloltiink: 1 szerepel az elsdként végrehajtandoé miivelet
alatt, 2 pedig a masodikként végrehajtandd muvelet alatt. Ezt a segitséget a kovetkezokben
is igy érvényesitjiik.

A vastag kerettel jelolt, a két oldal formuldjat tartalmaz6 logikai értékek minden sorban
azonosak, tehat a tételt bebizonyitottuk.

T7. A diszjunkcié idempotens: | pvp |=|p |

Az idempotencia igazolasa:

pl [l
| |
h h

A tételt bebizonyitottuk.

T8. A diszjunkciora érvényes a harmadik kizarasa elvének tiik-

rozése: |pVlp | =i
Olvasva: p diszjunkciéja 6nmaga negaltjaval azonosan (mindig)
igaz.
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A harmadik kizarasa elvének igazolasa:

| [ lpv_1pl | i
i i h i
h i i i
2 1
A tételt bebizonyitottuk.
4.3.8 A De Morgan-azonossagok

Konjunkcidval és diszjunkcidoval mint logikai miiveletekkel és azok tulajdonsagaival
kiilon-kiilon megismerkedtiink. Most olyan Gsszefiiggéseket tekintiink at, amelyekben egy
logikai kifejezésben vagy egy Osszetett kijelentésben a konjunkcié és a diszjunkcio mive-
lete egyszerre szerepel. Elsdként vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a két miivelet taga-
dasat probaljuk meg a masik miivelet segitségével leirni. Az Osszefiiggések egy-egy azo-
nossagot takarnak, azaz a kijelentések logikai értékétdl fiiggetleniil allanddan igazak.

De Morgan-azonossagok:
Legyen p, q két tetszoleges kijelentés.

T9.11(pAQ) [=1Tp Viq|
Ezt igy olvassuk: p konjunkcié q negacidja egyenld a p, q negacio-
janak diszjunkciéjaval.

Igazoljuk az els6 DeMorgan-azonossagot (T9)!

Pl | ld| 1 (pAQ)| [lp Vv 1q|
i h

S| |- - T
j—-j—-_o

[NCY [Ty e p—
[l e e e 2 )

Az els6 azonossagot belattuk.

T10. | T(pva) | = TP Alq |

Ezt igy olvassuk: p diszjunkcié q negacidja egyenl6 a p, q nega-
ciéjanak konjunkcidjaval.

Igazoljuk a masodik DeMorgan-azonossagot (T10)!

Pl | [ql | PVl [lp A gl
i | i h i h
i [ h h i h
h | i h i h
h [ h i h i
2 1

A 2. azonossagot belattuk.
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439 Az abszorcié és a disztributivitas tétele

Abszorci6. Legyen p, q két tetszéleges Kkijelentés.

Til. [((pA(PVQ)|=|p]|

T12. |[(pV(PAQ)|=]|p|
A konjunkcié abszorbtiv (elnyeld) tulajdonsagi a diszjunkcidra

nézve, és forditva: a diszjunkci6 abszortiv tulajdonsagi a konjunk-
ciora nézve.

A tétel bizonyitasat 6nalloan probalja megoldani. Ha nem sikeriil, akkor megtalalja az
Osszefoglald feladatok kozott.

Disztributivitas. Legyen p, q, r két tetszéleges kijelentés.
T13. [pA@VD[=|(PAQV(PAY)]
Ti4. [pv@AD|=|(PVYA(PVTY)]
A konjunkcié disztributiv tulajdonsaga a diszjunkciéra nézve, és
forditva: a diszjunkci6 disztributiv tulajdonsagu a konjunkciora
nézve.

A tétel bizonyitasat 6nalldan probalja megoldani. Ha nem sikeriil, akkor megtaldlja az
Osszefoglalo feladatok kozott.

4.3.10 Az implikacio

A hétkoznapi életben gyakran hasznaljuk a ,,ha p, akkor g” alaku Osszetett kijelentése-
ket, és a logikai értékét is csak akkor tekintjilk hamisnak, ha |p|= i és |q/=h, bar nagyon
ritkan talalkozunk olyan ,,ha p, akkor q” kijelentésekkel, ahol |p|= h. Ezek alapjan egy
ujabb logikai miiveletet értelmeziink.

Példa:
Ha lesz pénzem, akkor a tengernél nyaralok.

Tekintsiik az alabbi értéktablazatot!

I |
i

1o A o)

i
h
i
i

=|=|=|=la

i
h
h

Lathato, hogy [(p A ]q) logikai értéke csak abban az egy esetben lesz hamis, ha |p|=1 és
|g|=h, mas esetben igaz.

Kérdés, milyen kotészavakat hasznaljunk az olyan dsszetett kijelentések nyelvi forma-
jaban, amelyben az 0sszetett kijelentés logikai értéke a tablazat szerint adodik. Egy ilyen
lehetséges Osszetétel (a |és A nyelvi megfeleldje alapjan) a ,,nem igaz, hogy (p és nem q)”.
Mind a negacio, mind a konjunkcid értelmezhet6 tetszéleges kijelentések kozott, igy a
fenti tipust kijelentés is eldallithatd barmely két kijelentésbol, és a komponensek logikai
értékei egyértelmiien hatarozzak meg az Gsszetett kijelentés logikai értékét.
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A hétkdznapi életben hasonld értelemben hasznaljuk a ,,ha p, akkor g~ alaka Osszetett
kijelentéseket, mivel ezek logikai értékét is csak akkor tekintjiilk hamisnak, ha [p|= 1 és
|q/=h, bar nagyon ritkan talalkozunk olyan ,,ha p, akkor q” kijelentésekkel, ahol |p|= h.

Vizsgaljuk meg, hogy tetszbleges p, q kijelentésekbdl sszetett, ,,ha p, akkor g mondat
tekinthet6-e logikai mivelettel osszetett kijelentésnek!

Példa:

a) Ha tanulok, akkor jo jegyet kapok az iskolaban.

b) Ha otthon vagyok, akkor dolgozom.

c¢) Ha talalkozom a bardtommal, akkor visszaadom a konyvét.

d) Ha a 3 primszam, akkor Kiss Péter az iskola legjobb tanuldja.

e) Ha siit a Nap, akkor 2-:2=4

f) Ha az r sugaru kor keriilete 2rPi, akkor a kutyam vadon €16 allat.

A d), e), ), példakbdl lathatjuk, hogy tetszb6leges p,q kijelentésekb6él nem biztos, hogy
értelmes — ha, p akkor q — szerkezettel kifejezheté6 mondatot kapunk.

Példa:
Fogalmazzuk meg a kijelentéseket — Nem igaz, hogy (p és nem q) formaban!
a) Ha tanulok, akkor jo jegyet kapok.
Nem igaz, hogy (tanulok és mégsem kapok jo jegyet).
b) Ha otthon vagyok, akkor dolgozom.
Nem igaz, hogy (otthon vagyok és nem akkor dolgozom).
c¢) Ha talalkozom a baratommal, akkor visszaadom a konyvét.
Nem igaz, hogy (talalkozom a baratommal és nem adom vissza a konyvét).
d) Ha a 3 primszam, akkor Kiss Péter a legjobb tanulé.
Nem igaz, hogy (3 primszam és Kiss Péter nem a legjobb tanulo).
e¢) Ha siit a Nap, akkor 2x2= 4
Nem igaz, hogy (siit a Nap és 2x2= 4).
f) Ha az r sugaru kor keriilete 2rPi, akkor a kutyam vadon €16 allat.
Nem igaz, hogy (egy r sugart kor kertilete 2rPi és a kutyam nem vadon €16 allat.
A d), e), ), példakbdl lathatjuk, hogy tetsz6leges p,q kijelentésekbél nem biztos, hogy
értelmes — ha, p akkor q — szerkezettel kifejezheté mondatot kapunk.

Az a), b), ¢), mondatok most is értelmesek maradtak, mig a d), e), f), ebben a megfo-
galmazasban mar nem bantja nyelvérzékiinket, s logikai értékiiket is meghatarozhatjuk.

Altaldban elmondhat6, hogy barmely ,.ha p, akkor q” alak( sszetett kijelentés atfogal-
mazhat6 nem igaz, hogy (p €s nem q) alakra, de nincs minden nem igaz, hogy (p és nem q)
Osszetételének ha p, akkor q alakll — értelmes — megfogalmazasa.

Megjegyezziik, hogy a ha p, akkor q alakil mondat rendszerint csak akkor értelmes, ha a
komponensek kozott tartalmi és oksagi kapcsolat is van.

Az eddigiek alapjan egy 0j logikai miiveletet értelmezhetiink:

Legyen p, q tetszdleges kijelentés. A nem igaz, hogy (p és nem q)
osszetett kijelentést a p és q kijelentések implikdciojanak nevezziik,
és p—q-val jeloljiik, azaz:
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P—q:=1(PAlQ.
A p-t el6tagnak, a -t utétagnak nevezziik.
Az implikacié logikai értékét a definicié alapjan értelmezziik:

_(hhalpl=iés|ql=nh
Ip—=ql:= { [ egyébként
A definicio értéktablazattal:
ol | lal | Ip—dl
i i i
i h h
h i i
h h i
A definicié négyzetes értéktablazatba foglalva:
q
—|i|h
i|i|h
SR

Két kijelentés implikacidjanak logikai értékét tehat csak akkor tekintjiilk hamisnak, ha
az elétag igaz, az utotag hamis logikai értéki.

Az implikacio tetszbleges p, q kijelentésre teljesiild, egyszeri tulajdonsagait foglaljuk
Ossze a kovetkezo részben.

Tétel.
T15. Az implikacié nem kommutativ, azaz |p—q| # |q—p|-
T16. Az implikacié nem asszociativ, azaz |(p—q)—r| # [p—(q—r1)|.
T17. Az implikaciéo nem idempotens, azaz |p—p| # |p|.

Ezek a tulajdonsagok konnyen igazolhatok logikai értéktablazattal. Megjegyezziik,
hogy a p — q kijelentés megforditasanak nevezziikk a q — p kijelentést. Az alabbiakban
elészor két implikaciot és azok megforditasat fogalmaztuk meg.

Példa:

Ha Akosnak jo a bizonyitvanya, akkor megkapja a kerékpart.

Ha Akos megkapja a kerékpart, akkor jo a bizonyitvanya.

Ha egy négyszog hurnégyszog, akkor a szemben fekvo szogeinek az 6sszege 1800.

Ha egy négyszdg szemben fekvo szdgeinek az dsszege 1800, akkor a négyszog hur-
négyszog.

Tétel.
T18. Az implikaciora igaz a kontrapozicids tulajdonsag, azaz:

Ip—q| = [lq—1]pl-

Bizonyitas:
A kovetkez6 értéktablazat bizonyitja a tételt:
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e
| = > a

|| [(p—q)l

o ol e ol IS Ny @
S| ==
—_——_—

i
h
i
i
2

R =

A kontrapozicios tulajdonsag nyelvi vetiileteit szemlélteti a kovetkezo példa:

Példa:
a) Ha jaték kozben elestem, akkor eltort a kezem.
b) Ha nem tort el a kezem, akkor nem estem el jaték kozben.

Az a) és b) mondatok nyelvileg kiilonbozdek, de logikai értékiik egyenld. A matemati-
kaban a ,,ha p, akkor g” alaku kijelentéseket — altalaban tételek kimondasakor — szokas
még az alabbi mdédon is megfogalmazni:

- g akkor, ha p;

- p elégséges feltétele q-nak;

- q teljestiléshez elegendo p teljesiilése;

- q sziikséges feltétele p-nek;

- p teljesiiléséhez sziikséges q teljesiilése.

Példaul:

a) Ha a egész szam oszthato 4-gyel, akkor 2-vel is oszthato.

- a oszthat6 2-vel akkor, ha a oszthatd néggyel.

- 2-vel valo oszthatosag elégséges feltétele a 4-gyel valo oszthatdsag.

- 2-vel val6 oszthatosag sziikséges feltétele a 4-gyel vald oszthatosagnak.

b) Ha egy haromszog egyenld oldalu, akkor a haromszog hegyesszogi.

- Egy haromszog hegyesszogi, ha egyenlé oldalu.

- Egy haromszog oldalainak egyenldsége elégséges feltétel ahhoz, hogy a haromszog
hegyesszogl legyen.

- Ahhoz, hogy egy haromszog egyenld oldala legyen, sziikséges, hogy mindharom szo-
ge hegyesszog legyen.

Egy ,.ha p, akkor g alakban megfogalmazott tétel bizonyitasanal a p allitasbol indulunk
ki, s ebbdl igazoljuk a q allitis helyességét. A kontrapozicios tulajdonsag alapjan a bizo-
nyitas elvégezheto gy is, hogy a ]q allitasbol indulunk ki és |p allitast igazoljuk.

Példa:

Példaul ha az el6z6 tételeket akarjuk bizonyitani, akkor egyenérték, ha a kovetkezoket
bizonyitjuk:

- Ha az a szam nem oszthat6 2-vel, akkor nem oszthato 4-gyel sem.

- Ha egy haromszog nem hegyesszogii, akkor nem is egyenlé oldalq.
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4311 Az ekvivalencia

Legyen p és q két tetszbleges kijelentés. Képezziik a p — q ; g — p kijelentéseket. Mi-
vel az implikacié nem kommutativ tulajdonsdgi miivelet, ez a két implikécio altalaban
kiilonbo6zo logikai értéki.

A p — (, g — p implikaciok konjunkcioval egy 0j logikai miveletet értelmeziink.

Legyen p, q tetszéleges kijelentés. A p, q kijelentések ekvivalen-
ciajan értjiik és p<q-val jeloljiik a kovetkezot:
p<q = (p—q) A (q—p).
A peq kifejezés olvasasa: p ekvivalens q-val.
Az ekvivalencia logikai értéktablazata a definicié alapjan igy adha-
t6 meg:

Pl |19l | =l |I(aG—=p)l | [(pa)l
| | | | |

i h h i h

h i i h h

h | h i i i

A definicié négyzetes értéktablazatba foglalva:
q

—|1i|h
i|i|h
P hi

A feltiintetett értéktablazat szerint p <> q logikai értéke akkor igaz, ha p-nek és g-nak
azonos a logikai értéke.

Az ekvivalencia logikai miveletre tetsz6leges p, q kijelentés esetén teljesiilnek a kovet-
kezg tulajdonsagok:

Tétel.
T19. Az ekvivalencia kommutativ, azaz [p—q| = |q—p|
T20. Az ekvivalencia asszociativ, azaz
|(p~>q)er| = [pe(qer)| -
A tételek logikai értéktablazattal igazolhatdk, a feladatok kozott ezt a tételt is megtalalja
a megoldasaval egyiitt.
Az ekvivalencianak megfeleld ,.ha p, akkor g~ és ,,ha g, akkor p” kijelentéseket a ma-
tematikaban ,,q akkor és csak akkor, ha p”, illetve ,p sziikséges és elégséges feltétele q-
formaban szokas megfogalmazni.

Példa:

a) Egy haromszdg akkor és csak akkor egyenl6 szaru, ha két szoge egyenld.

b) Egy a egész szam 10-zel vald oszthatosaganak sziikséges és elégséges feltétele, hogy
a szam tizes szamrendszerben felirt alakja 0-ra végzédjon.

Az ekvivalencia segitségével megfogalmazott tételeket a matematikaban kritériumok-
nak is nevezziik.
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43.12 Feladatok

A kovetkezékben néhany feladatot jeloliink ki a Logika miiveletei alfejezeteihez.
Negdcio

1) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
Esik az esd.

2) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
1 kisebb, mint 2.

3) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
Ez a paralelogramma négyzet.

4) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
3+2=5.

5) Kepezziik a kovetkez0 kijelentés (a) egy- ¢s (b) ketszeres tagadasat!
Akos j6 tanulo.

6) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!
Az iskola minden tanuldja szereti a matematikat.

7) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!
11 kisebb, mint 7.

8) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!
A 4 pozitiv szam.

crer

gikai értékét! Altalanositsuk a feladatot!

Konjunkcio

11) Képezziik a kijelentések konjunkciodjat és hatarozzuk meg a logikai értékiiket! A
megoldasnal a kijelentések logikai értékét matematikai ismereteink alapjan allapitsuk meg!
a) p:=7osztoja 14-nek
g := 100 nagyobb, mint 3
b) p:=A négyzet sikidom.
q := A négyzet nem paralelogramma.

Diszjunkcio

12) Igazoljuk, hogy a diszjunkcié kommutativ, azaz
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Barmely p,q.r kijelentésre: [pVv q|=|qVp|!

13) Igazoljuk, hogy a diszjunkci6 asszociativ, azaz
Barmely p,q.r kijelentésre: [(pV Q) VI =|pVv(qVr).

De Morgan azonossdg

14) Igazolja a De Morgan azonossagokat a diszjunkciora €s a konjunkciora nézve!
Implikacio

15) lgazolja, hogy barmely p kijelentésre : |p — p|#|p] (Az implikacio nem
idempotens.)

Ekvivalencia

16) (a) Fogalmazzuk meg a kovetkezo kijelentéspar ekvivalenciajat tobbféleképpen is!
(b) Hatarozzuk meg a logikai értékét!

p:= Az n egész szam 0-ra végzodik.

g:= Az n egész szam paros.

4.4 OSSZEFOGLALAS

A logika tudomanya a gondolkodassal foglalkozik. A gondolkodast természetesen nem
mint lelki folyamatot vizsgalja, hanem csak az ugynevezett gondolatformakat, ezeknek
egymassal vald kapcsolatat és ezt a kapcsolatot 1étrehozo logikai miiveletet. Kdzponti
problémadja a helyes kdvetkeztetések fogalmanak szabatos tisztdzasa.

Allitason vagy kijelentésen olyan kijelenté mondatot értiink, amely egyértelmiien igaz
vagy hamis; tehat

a) nem lehet igaz is, hamis is (az ellentmondastalansag elve),

b) nem lehet az, hogy se nem igaz, se nem hamis (a kizart harmadik elve).

45 ONELLENORZO KERDESEK

3) Fogalmazzuk meg az ellentmondastalansag és a harmadik kizarasanak az elvét!
5) Mit értiink logikai miiveleten?
6) Definialjuk a negaciot és adjuk meg logikai értéktablazatat!

ELLENORZO KERDESEK (2)

1) Definialjuk a konjunkciot és adjuk meg négyzetes logikai értéktablazatat!
2) Irjuk fel a konjunkcié kommutativ és asszociativ tulajdonsagat!
3) Definidljuk a diszjunkciot és logikai értékét!
4) Kommutativ és asszociativ tulajdonsagi-e a diszjunkcié? (Bizonyitsuk be!)

a) Pista szoke.

Pista szemiiveges.
b) Esik az es6.
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Fuj a sz¢El.
c) Ez a paralelogramma nem rombusz.
Ez a paralelogramma téglalap.
d) 3 nagyobb, mint 1.
2 kisebb, mint 3.
6) Mit jelent az, hogy a konjunkcid a diszjunkciora (diszjunkcid a konjunkciora) diszt-
ributiv? Bizonyitsuk be a disztributiv tulajdonsagokat!
7) irjuk fel és bizonyitsuk be a De Morgan képleteket!
8) Képezziik a kovetkez6 kijelentések tagadasat és fogalmazzuk meg tobb-féleképpen!
a) A legjobb baratom levelet irt vagy megjott a vonattal.
b) A legjobb baratom levelet irt és megjott a vonattal.
¢) A 9 nem paros és oszthatd 3-mal.
d) A 15 paros vagy oszthato 4-gyel.

ELLENORZO KERDESEK (3)

1) Definialjuk az implikaciot és adjuk meg logikai értéktablazatat!

2) Irjuk fel és bizonyitsuk be az implikacio tulajdonsagait!

3) Fogalmazzuk meg a kdvetkezo kijelentésparok implikaciojat!

a) Esik az eso.
Fuj a szél.

b) 3 nagyobb, mint 1.
2 kisebb, mint 3.

c) Ez a paralelogramma nem rombusz.
Ez a paralelogramma téglalap.

(Az implikacio eltagja eldszor legyen az elsd, utdtagja pedig a masodik kijelentés. Fo-
galmazzuk meg forditott sorrendben is. Abban az esetben, ha az implikaci6 ha..., akkor...
tipust megfogalmazasa sérti nyelvérzé-kiin-ket, akkor az implikaciét ,,nem igaz, hogy ...,
¢s nem...” formaban fogalmazzuk meg)

4) Definialjuk az ekvivalenciat! Ertelmezziik az ekvivalencia logikai értékét!

5) Milyen tulajdonsagai vannak az ekvivalencianak? Bizonyitsuk be ezeket!

6) Fogalmazzuk meg a 3) feladatban szerepl6 kijelentésparok ekvivalenciajat (tobbféle-
képpen is)!

7) irjuk le az alabbi osszetett kijelentésekben szerepld egyszerii kijelentéseket! Milyen
logikai muvelettel keletkezett az dsszetett kijelentés?

a) Ez a cég csak akkor kaphat hitelt, ha megsziinteti veszteséges termékeinek a gyarta-
sat.

b) Ezen cég hitelfelvételének sziikséges és elégséges feltétele, hogy megsziintesse vesz-
teséges termékeinek a gyartasat.
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5. AHALMAZELMELET

5.1 CELKITUZES

A naiv halmazelmélet fogalmait, alapvetd eredményeit targyaljuk. A halmazelmélet
szerepének tisztazasa utan a legfontosabb halmazokkal kapcsolatos miiveletek definialasa
kovetkezik. A fejezet alapvetd célja, hogy a predikatumlogikai bizonyitasok alapjaul szol-
galjon.

5.2 TARTALOM

A halmazelmélet

Miiveletek halmazokkal

Az uni6 (egyesités)

A metszet (kdzos rész)

A kiilonbség (differencia)

A komplementer (kiegészitd) halmaz
A naiv halmazelmélet

Feladatok
53 A TANANYAG KIFEJTESE
5.3.1 Halmazelmélet

A halmazok altalanos tulajdonsagaival a matematikanak egy, a 19. sz. végén kialakult
kiilon aga, a halmazelmélet foglalkozik. A halmazelmélet a matematika 6nallo fejezetéveé
csak a 19. szazad utolsd negyedében valt G. Cantor (1845-1918) német matematikus mun-
kassdga nyoman. Létrejottét annak koszonhette, hogy elfogadtdk a halmazok tetszdleges
képezhet6ségét. A halmazelmélet pontosabban 1873-ban sziiletett meg, amikor G. Cantor
bebizonyitotta, hogy a valos szamok halmaza nem megszamlalhato. Maga Cantor alkotta
meg a legfontosabb fogalmakat, melyeket itt targyalunk. A halmazalgebra szimbolikaja és
eredményei a matematika kiilonféle rész teriileteinek egységes targyalasara szolgalnak, és
fontos szerepiik van a gyakorlati alkalmazasoknal (pl. szamitogépek).

A halmazokkal val6 foglalkozas a matematika alapjainak kutatasat meghatarozoan be-
folyasolta, mivel a halmazok targyalasanal — az eredetileg Cantor altal adott definici6 alap-
jén — ellentmondasokat lehetett konstrualni. Ennek ellenére még ma is nagymértékben ezt a
definiciot veszik alapul, de elkeriilik olyan halmazok alkotasat, amelyek ellentmondasos-
nak bizonyultak. Ezt az Gin. naiv halmazelméletet a kés6bbiekben targyaljuk. Ezek az isme-
retek a korabbi tanulmanyok soran mar biztosan el6fordultak, a matematikai tanulmanya-
inkhoz és az iskolai matematikatanitashoz alapvetéen sziikségesek. A halmazelmélet
amelynek soran valamennyi, a matematika szamara jelentds tulajdonsdg megmarad, az
axiomatikus halmazelméletben érjiik el, ami a targyalasunkbol kimarad.

A mindennapi életben is gyakran hasznaljuk a kovetkez6 szavakat: ,,sokasag”, ,,0sszes-
ség”, ,,tomeg”, ,,csoport”, ,,halmaz”. Példaul: a csillagok ,,sokasaga”; a dolgozok ,,6sszes-
sége”; a fogalmak ,,tomege”; a kirandulok ,,csoportja”; a természetes szamok ,,halmaza”
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stb. Valamennyi esetben hasznalhatjuk a ,,halmaz” elnevezést is: a csillagok halmaza; a
dolgozok halmaza; a fogalmak halmaza; a kirandulok halmaza. Ezek €s sok hasonld példa
alapjan absztrakcioval alakithatjuk ki a halmaz fogalmat.

A halmaz bizonyos meghatarozott, kiilonb6z6 (valosagos vagy gondolatban kialakitott)
objektumoknak (dolgoknak) az Osszességét jelenti. Ez nem tekinthetd a halmazfogalom
ben alapfogalomként, azaz definicid (értelmezés) nélkiil elfogadott fogalomként hasznal-
juk. A halmazt alkoto objektumok (dolgok) a halmaz elemei. Egy halmazban annak mind-
egyik eleme csak egyszer fordul eld. Az elem fogalmat is alapfogalomként hasznaljuk.

A halmaz alapfogalom. Targyak, dolgok, fogalmak bizonyos 6sz-
szességét halmaznak nevezziik. A matematikiban a halmaz, az
elem és az ,,elemének lenni”, azaz hogy egy dolog eleme-e a hal-
maznak, alapfogalmak, tehat ezeket nem definialjuk.

Halmazt alkotnak példaul egy iskola 8. osztalyos tanuldi; a polcon 1évé konyvek; egy
egyenes pontjai stb. Egy halmaznak barmik lehetnek elemei, még akar halmazok is. A
halmazokrdl is egyszeriibb beszélni, ha csak a jeldléssel hivatkozunk rajuk.

A halmazokat nagy betiikkel (A, B, ..., H, J, K, ...), az elemeket
kis betiikkel (a, b, c, ...) jeloljiik.

A halmaz elemeit kapcsos zarojelek kozé irjuk. Egy halmaz megadasa a halmaz eleme-
inek a megadasat jelenti. Ez a kovetkez6 modok valamelyikével torténhet:
1) Az elemek felsorolasaval (minden elemet csak egyszer sorolunk fel)

Példa:
H:={1,2,3,4}
Ezt igy olvassuk: H (halmaz) elemi legyenek 1, 2, 3, 4.

2) Az elemek k6zds tulajdonsaganak a megadasaval (vagy a rajuk vonatkozé kapcsolat-
tal).

H:={x| x a T tulajdonsaggal rendelkezik}

Ezt igy olvassuk: A H halmaz azon x elemekbdl all, amelyek ren-del-keznek a T tulaj-
donsaggal.

Példa:
Pl: H:={x|x természetes szam ¢és x osztoja 24-nek}

Egy adott H halmaz esetén azt, hogy a eleme a halmaznak az
acH, a tagadast, azaz, hogy nem eleme az ag H szimbdélummal je-
loljiik.

Példa:

H:={1,2,3,4}

2eH

Ezt igy olvassuk: 2 eleme a H (halmaz)-nak
7¢H
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Ezt igy olvassuk: 7 nem eleme a H (halmaz)-nak

Egy-egy probléma targyalasa esetén megadunk egy alaphalmazt.

Alaphalmaznak nevezziik azt a halmazt, amelynek elemeit egy
feladat megoldasa soran figyelembe vessziik. Az alaphalmazt vagy
mas széval univerzumot U-val jeldljiik.

Példa:
1) U:={1,2,3,45,6,7,8,9}
H:={3-mal oszthat6 szamok}={3,6,9}
A 6 oszthato 3-mal, tehat eleme a H halmaznak; ezt 6 eH-val jeldljik, az 5 nem osztha-
to 3-mal, ezért nincs a H halmazban, ennek jeldlése pedig 5¢H.

Ures halmaznak nevezziik azt a halmazt, amelyiknek egyetlen
eleme sincs. Jele: Q.

Példa:
1. T:={x|x A mai Magyarorszag tengeri kikot6i},
2. V:={x|x 8-nal kisebb, de 13-nal nagyobb valds szam},
3. M:={x|x a vilaglrben jart magyar lirhajosnd}
Mindharom iires halmaz, azaz T=0, V=0, M=0

Amint mar emlitettiik, egy halmaznak halmazok is lehetnek elemei, ekkor halmazok
halmazarol beszéliink. Példaul: H={@, K, L}, A H halmaznak harom eleme van, az iires
halmaz, a K és az L halmaz.

Ha a H és K halmazok elemei ugyanazok, akkor azt mondjuk,
hogy a két halmaz egyenld; jele: H=K.

Példa:

H:={8-nal kisebb paros természetes szamok},

K:={ 7-nél kisebb, 2-vel oszthatd természetes szamok}.
Ennek a két halmaznak ugyanazok az elemei, tehat H=K.

A részhalmaz fogalma. Ha H halmaz minden eleme a K halmaz-
nak is eleme, akkor a H halmazt a K halmaz részhalmazanak ne-
vezziik. Jele: Hc K. A H & K jelolés azt jelenti, hogy H nem része a
K-nak.

A valddi részhalmaz fogalma. A H c K szimbélum jelentése: H
része a K-nak, de H nem egyenlé K-val. H valodi része K-nak. A —
jel a valédi tartalmazas jele.

Példa:

H:={0,4,8}; K:={0,2,4,6,8,}. H < K, mert a H halmaz minden eleme a K halmaznak is.
A K halmaznak a H halmaz elemein kiviil van még mas eleme is, ezért H valdodi része
K-nak, azaz H c K.
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*animacio*

Az el6z0 definiciok alapjan belathatok a kdvetkezd allitasok.

- Minden halmaz részhalmaza, de nem valddi részhalmaza 6nmaganak.

- Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza.

- Tetszbleges H és K halmaz akkor €s csak akkor egyenld, ha H rész-hal-maza K-nak és
K is részhalmaza H-nak.

-HaHc K ésKcL, akkor Hc L.

A halmazokat korlapokkal (esetleg mas sikbeli zart alakzattal) szemléltetjiik. Ezeket az
abrakat Venn-diagramoknak nevezziik.

Példa:
Szemléltessiik a H:={x|xeN, 2 osztoja x-nek, és x <11} halmazt a természetes szamok
(N=1{0, 1,2, 3, ...} halmazan (8. kép).

7 =N
1 13
3
11
5 1 5 * * »
8. kép A H halmaz szemléltetése a természetes szamok (N) halmazan
5.3.2 Miiveletek halmazokkal

A halmazokkal kapcsolatos miiveletek két vagy tobb halmaz elemei kozti viszony meg-
hatarozasara adnak modot. A miiveletek egy részét naponta hasznaljuk, csak nem gondo-
lunk a matematikara. Amikor Osszegyjtjiik a kiilonb6z6 Orakon késziilt jegyzeteket egy
tételhez, amikor a két barati korbdl talalgatjuk, hogy ki kinek szimpatikus, vagy a tanegy-
séglistarol kivalogatva az adott szemeszterben felvett targyakat, nos, ezekben az esetekben
halmazmiiveleteket hajtunk végre.

A miuveletek tehat ismertek, két halmaz elemeit egyesithetjiik, tekinthetjiik két halmaz
kozos elemeit, egy halmazbol kizarhatjuk egy masik elemeit stb. A miiveletek mellett fon-
tosak a miiveletek tulajdonsagai (asszociativitas, kommutativitas, disztributivitas, idempo-
tencia, abszorpcid) is, amelyek mar nem hangzanak ismeretleniil. Tekintsiik at szakszavak-
kal ezt a témakort!
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5.3.3 Az uni6 (egyesités)

A H és a K halmazok unidjan vagy egyesitésén azoknak az ele-
meknek a halmazat értjiik, amelyek a H és K halmazok kéziil leg-
alabb az egyiknek elemei. Jele: H U K.

Példa:
1. H:={0,3,6,9,12},
K:={0,4,8,12},

Hu K={0,3,4,6,8,9,12}.
Venn-diagrammal szemléltetjiik a természetes szamok halmazan (9. kép)

H ///; Ao o o \//’/ ST \‘_\\ K

; / / ‘-\‘ ™
//’ 3 "// \\\ 4 \\
( 12 . \

s\ 4

\\ '\ /." O 1 8 ]

< 9 \¢7 g

U=N
9. kep A H halmaz és a K halmaz unidja

A satirozott sikrész a miivelet eredményeként eléallt halmazt szemlélteti. (Ezt a jelolést

kovetjiik a tovabbiakban is.)

2. A paros szamok és a paratlan szdmok halmazanak unidja az egész szamok halmaza,

amelyet Z-vel jeloliink. Azaz, Z={...,-2,-1,0,1, 2, ...}.

5.3.4 A metszet (kozos rész)

H és K halmazok metszetén vagy kozos részén mindazon elemek
halmazat értjiik, amelyek H-nak és K-nak is elemei. Jele: H "N K.

Ha HN K=0, akkor H-t és K-t idegen vagy diszjunkt halma-
zoknak nevezziik.

Példa:

1. H:={0,3,6},
K:={0,2,6},
H~ K ={0,6}.

Venn-diagrammal szemléltetve a természetes szamok halmazan (10. kép).
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10. kep A H halmaz és a K halmaz metszete

2. H:={x|xeZ és -3<x<5},
K:={1,3,5,15},
HNK={13}

/i
%

11. kep A H halmaz és a K halmaz metszete

Megjegyezziik, hogy az unid és metszet miivelete tobb halmaz esetén is hasonloképpen
értelmezhetd.

Ha HN K=0, akkor H-t és K-t idegen vagy diszjunkt halma-
zoknak nevezziik.

Példa:

1. H:={0,3,6,9,12},
K:={-1, -2, -3},
HNK=0

Olvasva: H és K metszete iires halmaz vagy révidebben H és K halmaz diszjunkt hal-
mazok.
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Legyenek H, K, L halmazok az U alaphalmaz tetszdleges részhalmazai. Az unid és a
metszet képzésére teljesiilnek a kovetkezd tulajdonsagok.

Tétel.

T21. HU H=H és H N H=H (idempotencia),

T22. HUK=KUHé HNnK=KnH (kommutativitas),

T23. HUVK)UL=HU(KUL)és HNK)NnL=HnN(KNL)
(asszociativitas),

T24. HUKNL) = HUK) NnHUL) és

HNn(KuL)=HNK)UHNL)
(disztributivitas).
Ezek a tulajdonsagok kénnyen igazolhatok Venn-diagrammal.

A T24-es tétel (tulajdonsag) elso részének igazolasat szemlélteti az 12. kép. A tobbi tu-
lajdonsag igazolasat végezziik el dnalldan!

Bizonyitas:
H/ K
\
\
T T, |
- \ N
= \
S
|_ 7
\“'x.___._._/
/ ) ;
HU(KAL ) g o
L e
@ (HUK ) HoL )
12. kép Az unié metszetre nézve disztributiv tulajdonsaganak bizonyitasa

5.35 Kiilonbség (differencia)

H és K halmazok kiilonbségén azt a halmazt értjiik, amely azo-
kat és csak azokat az elemeket tartalmazza, amelyek a H halmaz-
nak elemei, de nem elemei a K halmaznak. Jelolése: H\ K.

Példa:

H:={0,3,6,9,12},
K:={0,4,8,12},

H\ K={3,6,9}.
Venn-diagrammal szemléltetve:
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HN\K

13. kép  H és K halmaz kiilonbsége

Tétel

Tetszoleges H és K halmazokra érvényesek a kovetkezo tulajdonsagok:
Tétel:
T25.H\H#H (H\H=0) (nem idempotens),

T26. H\K#K\H (nem kommutativ),

T27. H\K)\L#H\(K\L) (nem asszociativ).
Bizonyitas:
A T26-os tétel tulajdonsagait szemlélteti Venn-diagrammon a 14. kép.
H\K #K\H
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H . K
/ \
H\K KAH

14. kep A halmazok kiilonbsége nem kommutativ tulajdonsagu

5.3.6 Komplementer (kiegészit6) halmaz

H halmaz U alaphalmazra vonatkozé komplementer (kiegészitd)
halmazan értjilkk azt a halmazt, amely U-nak H-hoz nem tartozo
elemeibdl all. Jele: ~H, vagy a halmaz feletti vizszintes vonal (H).

Példa:

Legyen U:={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} és H:={1,3,5,7,9}.
Ekkor ~H = {0,2,4,6,8,10}.

Venn-diagrammal abrazolva (15. kép).

2 1]
0 H ~
1 L=
3 5 \\
7/ 8
9 / ¥
4 P Y
O

15. kep A H halmaz U alaphalmazra vonatkozo komplementer halmaza
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Tétel:
A definicié alapjan konnyen belithatok a kovetkezo tulajdonsa-
gok:
T28. ~~H=H
T29.~0=U
T30.~U=0
T31. U\H=~H
Tétel:

Venn-diagrammal belathaté a De Morgan azonossagok:
T32.~(HU K)=~HnN ~K,
T33.~(HNK)=~HuU ~K.

5.3.7 A szimmetrikus kiilonbség

H és K halmaz szimmetrikus kiilonbségén értjiik a két halmaz
azon elemeit, melyek nem tartoznak a két halmaz metszetébe. Jelo-
lése: A

Példa:
Legyen H:={0, 1, 2, 3, 4} és K:={0, 2, 4, 6}.
Ekkor HA K ={1, 3, 6}.

5.3.8 A naiv halmazelmélet

A naiv halmazelmélet a halmazelmélet eredeti, a 19. szazadban kialakult formajanak
elnevezése, amely megengedte tetszés szerinti halmazok képzését. Az itt targyalt halmaz-
elméletet naiv halmazelméletnek szokas nevezni, szemben az axiomatikus halmazelmélet-
tel. Targyalasunkban ugyanis nem soroltuk fel a felhasznaland6 alapfogalmakat, az ezekre
vonatkoz6 axidmakat, és azokat a logikai torvényeket, amikre tdmaszkodtunk. Néhany
alapfogalmat mégis megemlitettiink, mint példaul a halmaz, az elem fogalmat.

A naiv halmazelméletnek az a feltevése, hogy korlatlanul képezhetiink halmazokat, el-
lentmondasokhoz vezetett: kideriilt, hogy halmazokbol, szamossagokbdl tul sok van ahhoz,
hogy egy halmazba lehessen tenni Oket, ezért a 20. szazad elején kialakult az axiomatikus
halmazelmélet, ami csak az axiomak segitségével felépithetd halmazok létezését fogadta
el.

Az axiomatikus halmazelmélet

A modern halmazelmélet felépitési formaja, a tagabb értelemben vett matematikai logi-
ka egyik fejezete. Mivel a naiv halmazelmélet korlatlan halmazképzési eljarasai ellent-
mondasokra vezettek, célja kettds: az ellentmondasok elkeriilése érdekében nem engedi
meg tetsz6leges halmazok szerepeltetését, hanem eldirja a halmazok 1étrehozasanak mod-
szereit, masrészt a matematika fogalmait (pl. fliggvény, szamossag) a halmaz fogalmara
vezeti vissza.
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5.3.9 Feladatok

1) (a) Definialja a gyiimolesok halmazat egyes elemeinek felsorolasaval! (b) Irja ezt r6-
viden, matematikai jeldléssel is! (c) Adja meg a halmaz egy lehetséges alaphalmazat! (d)
Adja meg a halaz egy elemét! (e) Adjon meg jel6léssel egy olyan elemet, ami nem tartozik
a halmazba!

2) Az alabbi halmazok koziil melyik {ires halmaz?
a) R:i={x[x repiil6 fa},
b) H:={x|x hazas agglegény},
¢) F:={x|x magyarorszagi folyok 2000-ben}

3) Melyik esetben neveztiink meg azonos halmazokat?
a) U:={természetes szamok},
H:={100-nal kisebb paros természetes szamok},
K:={0-nal nagyobb paratlan természetes szamok }.
b) U:={magyarorszagi telepiilések 2000-ben},
H:={magyarorszagi megyeszékhelyek 2000-ben},
K:={Salgétarjan, Eger, Miskolc, Nyiregyhaza, Debrecen, Budapest, Kecskemét,
Szolnok, Szeged, Békéscsaba, Pécs, Szekszard, Székesfehérvar, Tatabanya, Gyor, Vesz-
prém, Zalaegerszeg, Szombathely, Kaposvar}.

4) Adott H:={0,5,10} és K:={0, 10} halmaz. Teljesiilnek a két halmazra a kovetkez6 al-
litasok?

a) Hc K

by KcH

c)HcK

dKcH

e) K=H

5) Adott H:={x|x husz és 30 év kozotti magyar allampolgar} és K:={x|x hallgatoi jogvi-
szonyban van egy hazai felséoktatasi intézményben} halmaz. Teljesililnek a két halmazra a
kovetkezd allitasok?

a) HcK

b) KcH

c)HcK

dKcH

e) K=H

6) Adott H:={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16...} és K:={x[x 0-nal nagyobb paros szam} hal-
maz. Teljestilnek a két halmazra a kovetkezo allitasok?

a)Hc K

b) KcH
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c)HcK
dKcH
e) K=H

7) Allapitsuk meg, hogy a H és K halmazok koziil részhalmaza-e egyik a masiknak!
a) H:={4,5}; K:={5,4},
b) H:={3,4,5}; K:={4,5,6}.

8) Legyen H:={-2, -1, 0, 1, 2} illetve K:={0, 2, 4,8,16} két halmaz. Hatarozza meg az
alabbi halmazok elemeit!

a) HuK

b) HNK

9) Legyenek H, K, L halmazok az U alaphalmaz tetszdleges részhalmazai. Bizonyitsa
be az alabbi tételeket! (Ezek a tulajdonsagok konnyen igazolhatok Venn-diagrammal.)
Tétel.
1. tétel: HuU H=H (idempotencia),
. tétel: H N H=H (idempotencia),
. tétel: HU K=K U H (kommutativitas),
. tétel: H N K=K n H (kommutativitas),
Ctétel: (HUK)u L=H U (KW L) (asszociativitas),
. tétel: (HN K) n L=H n (K " L) (asszociativitas),
ctétel: HU (KN L) = (HU K) n (H U L) (disztributivitas).
tétel: HN (Kw L) = (Hn K) w (H n L) (disztributivitas).

o ~NOoO Ol WN

10) Legyen H:={0,1, 2} és K:={0,3, 6,18} halmaz. Milyen elemei vannak a H\K és a
K\ H halmaznak?

11) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszdleges részhalmazai. Bizonyitsa be
az alabbi tételeket!

Tétel.

1. tétel: H\H #H (H\ H= @) (nem idempotens)

2. tétel: H\ K # K\ H (nem kommutativ)

3. tétel: (H\K)\L #H\ (K\L) (nem asszociativ)

12) Legyen U:={1, 2, 3, 4, 5} és H:={1, 5}. Hatarozza meg a H halmaz komplementer
halmazat az U alaphalmazon!

13) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszdleges részhalmazai. Bizonyitsa be
az alabbi tételeket!

75



A LOGIKA ELEMEI

Tétel.

1. tétel: ~~H=H
2. tétel: ~0=U
3.tétel: ~U=0

4. tétel: U\ H=~H

14) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszdleges részhalmazai. Bizonyitsa be
De Morgan azonossagokat!

Tétel.

1. tétel: ~(HUK)=~HnN ~K,

2. tétel: ~(HNK) =~HU ~K.

15) U:={x|xeN és x <20}

H:={x|xeN, 3 osztoja x-nek és x <20}

K:={x|xeN,4 osztdja x-nek és x <20}
Képezziik a kdvetkezd halmazokat!

a) HUK,

b) HN K,

¢)~H

d) H\K,

e) K\H

16) Milyen kapcsolat van H és K halmaz kozott, ha
a) H\K=0 és H " K=H,
b) H\K=0 és H U K=H,
c) H\K=0 és K\ H=0.

17) Teljesiil-e minden H, K halmazra, hogy ((H \ K) U (K\H)) c (Hu K)?

18) A halmazmiiveletekre vonatkoz6 tulajdonsagok alapjan bizonyitsuk be, a kdvetkezd
allitasokat, ahol H, K és L egy adott U alaphalmaza rész-halmazai!

a) H=(HNK) U (Hn ~K),

by HUK=(HN~K) U (HNK)uU (~HNK),

cgU=Hn~K)uKu(Ln~H)u~L

5.4 OSSZEFOGLALAS

A naiv halmazelmélet fogalmait, alapveté eredményeit targyaltuk. A halmazelmélet
szerepének tisztazasa mellett a legfontosabb, halmazokkal kapcsolatos miiveleteket defini-
altuk. A fejezet alapvet6 a predikatumlogikai bizonyitasok alapjaul szolgalt.
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5.5

ONELLENORZO KERDESEK

Hogyan adhatunk meg egy halmazt?

Legyen H és K két tetszdleges halmaz. Mikor mondjuk, hogy H részhalmaza
(valéddi részhalmaza) K-nak?

Definialjuk H és K halmaz uniojat és metszetét! Milyen tulajdonsagokkal ren-
delkeznek ezek a miiveletek?

Mit jelent az, hogy a metszetképzés (az unidképzésre), az unio-képzes (a met-
szetképzésre) disztributiv?

Definialjuk H és K halmazok kiilonbségét! Milyen tulajdonsagai vannak a kii-
16nbség képzésnek?
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6. A KIJELENTESLOGIKA

6.1 CELKITUZES

A kijelentések logikai értékét (igaz, hamis) figyelembe véve a kijelentések kozott ér-
telmezett miiveletekkel eldallitott formuldk alapjan egyszeri kovetkeztetésekkel (kije-
lentéslogikaval) foglalkozunk.

6.2 TARTALOM

A formulak interpretacioja

A kovetkeztetés

Gyakran hasznalt kovetkeztetési szabalyok
Levalasztasi szabaly (modus ponens)

,»Elvevd” szabaly (modus tollens)

Lancszabaly (feltételes szillogizmus)

Az indirekt bizonyitas

A Kkontrapozicio (,,elvetési mod”)

A diszjunktiv szillogizmus (modus tollendo ponens)

6.3 A TANANYAG KIFEJTESE

6.3.1 A formulak interpretacidja

Bizonyitason egy allitasnak mas allitasoktol meghatarozott, logikai kdvetkeztetési sza-
balyokkal valo levezetését értjiik. Magatol értetédik, hogy a matematikaban nem lehet
minden allitast bebizonyitani anélkiil, hogy ,,06rdogi korbe” ne jutnank. Ha megkiséreljiik,
hogy bonyolultabb allitasokat egyszertibbekre vezessiink vissza, akkor hamar olyan téte-
lekbe litkoziink, amelyeket egyetlen korabbi tételbdl mar nem lehet levezetni.

A matematikus ezért kiillonboz0 részteriileteit axiomakra, vagyis igaznak feltételezett
allitasokra alapitja, amelyekhez a kovetkez6 bizonyitasoknal vissza lehet nyalni. Végiil is
minden bizonyitast axiomakra lehet visszavezetni (axidmarendszer). Hogy mit lehet egy
axiomarendszerbdl levezetni, attdl is fiigg, hogy melyik logikai rendszer mellett dontiink,
milyen kovetkeztetési szabalyokat engediink meg, amelyek igaz allitasokbol igaz allitasok-
ra vezetnek. A kijelentéslogika axiomatikus felépitésével mi nem foglalkozunk. A targya-
las masik, altalunk alkalmazott médjat a kijelentések durva szerkezet szerinti vizsgalatanak
nevezik.

El6szor a kijelentések igaz, hamis logikai értékét figyelembe véve a formulakra épiild
egyszerll kovetkeztetésekkel (kijelentéslogikaval) foglalkozunk. A kijelentéslogika (kije-
lentéskalkulus) kijelentéseknek ebben az értelmében vett (durva szerkezet szerinti) vizsga-
lodasanak a hianyossagara hivjuk fel a figyelmet egy kovetkeztetési feladat kapcsan.

Példa:
1) Ha befejezddik a szemeszter, akkor elutazunk Sopronba.
A komponensek legyenek a kovetkezok:

v:= befejezddik a szemeszter
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s:= elutazunk Sopronba
A tablazatban a kijelentést 6sszekapcsoljuk a komponensekkel és a miiveletekkel:

befejezddik a (Ha...)
szemeszter akkor
\Y — S

elutazunk Sopronba

Az 1) kijelentés kijelentéslogikai szerkezete (formuldja): v — s.

2) Szeretem a nyarat és a tengert.
A komponensek legyenek a kovetkezok:
S:= szeretem a nyarat
t:= szeretem a tengert
A tablazatban a kijelentést 6sszekapcsoljuk a komponensekkel és a miiveletekkel:

szeretem a nyarat és szeretem a tengert
S A t

Az 2) kijelentés kijelentéslogikai szerkezete (formuldja): s A t.

A kijelentéslogikai formulakban a zarojelparok a muveletek sorrendjének biztositasa-
hoz sziikségesek, igy egyértelmiivé valik, hogy a zarojelben 1évé miivelettel kezdjiik a
végrehajtast. Ha nem szerepel zarodjel, akkor eldszor a negacidé miiveletét hajtjuk végre,
majd balrél jobbra megallapitjuk az éppen soron kdvetkezd miivelet logikai értékét. Ezt
nevezziik a logikai miiveletek végrehajtasi sorrendjének (prioritasanak).

Példa:
3) Ha 12 oszthat6 3-mal és 2-vel, akkor oszthato 6-tal is.

A valosagban ezt sohasem tessziik, de a kijelentés igy is elmondhato:
Ha 12 oszthat6 3-mal és 12 oszthato 2-vel, akkor 12 oszthato 6-tal is.

A komponensek legyenek a kdvetkezok:
p:= 12 oszthat6 3-mal.
g:= 12 oszthato6 2-vel.
r:= 12 oszthato 6-tal.

A tablazatban a kijelentést Osszekapcsoljuk a komponensekkel és a miiveletekkel, va-
lamint a tablazat alatt szerepel a miiveletek végrehajtasanak sorrendje a zardjelnek meg-
felelden.
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12 oszthato és 12 oszthato (Ha...) 12 oszthato
3-mal 2-vel akkor 6-tal
(p A ) — r
1 |
2

A 3) kijelentés kijelentéslogikai szerkezete (formuldja): (p AQ) —T.

4) Ha logikabol vagy filozofiabol vizsgazom, és felkésziiltem, akkor j6 osztalyzatot ka-
pok, és nem leszek szomoru.

A komponensek legyenek a kdvetkezok:

p:= Logikabdl vizsgdzom.

q:= Filozo6tiabol vizsgdzom.

r:= Felkésziiltem.

s:= Jo osztalyzatot kapok.

t:= Szomoru leszek.

A tablazatban a kijelentést 6sszekapcsoljuk a komponensekkel és a miveletekkel, va-
lamint a tablazat alatt szerepel a miiveletek végrehajtasanak sorrendje a zardjelnek meg-
felelden.

o Py jo nem
I.Oglk,a bol vagy ﬁl.OZOf,iabOI és | felkésziiltem (Ha...) osztalyzatot | és | leszek
vizsgazom vizsgazom akkor K ,

apok Szomoru

((p % Q) A J) - (s Al 1Y)

1 | | 1 |
2 |
3 |
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A 4) kijelentés formulaja: (pV Q) AT) — (SA]T).

A Kijelentéslogikai formula egy interpretacidéjan a formulaban
szereplo kijelentésvaltozok (p, q, r....) logikai értékének megadasat
értjiik.

Példa:

srer

1) A (pAQ)—r formula egy interpretacidja a kovetkezd logikai értékek megadasa:
Ipl=i ; la=h; Ir|=i.

2) A((pv ) Ar)—(sA]t) formula egy interpretacidja: |p|=i;|q|=i ; |r[=h; [s|=i; |t}=h
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Megjegyezziik, hogy ha a formulaban el6fordulo kijelentésvaltozok py, pa, ..., pn (n>1),
akkor a miiveletek definicioja szerint a |py|, |P2l,....|pn| logikai értékek megadasa esetén a
formula logikai értéke egyértelmiien meghatarozott.
séges, mivel n kijelentésvaltozonak 2" féleképpen adhatunk logikai értékeket.

A 1) példa harom valtozos, tehat n=3. A példa formulajanak [(p AQ) —r)] Osszes

« ey

Az interpretaciok szama 2°=8.

interpretaciok

sorszama Pl | fal | I1 [[(PAQ) — 1
1 i i i i [i] i

2 i i h i |n] n

3 i h i h Til i

4 i [ h [ h h [ilh

S h i i h [il i

6 h i h h il n

7 h h i h [il i

8 h [ h [ h h [ilh

1 2] 1

A 2) példaban szereplé ((pV g) Ar) — (SA]t) formula 6t valtozds (n=5), ezért az in-
terpretacionak szama: 2°= 32.

Egy kijelentéslogikai formulat tautoldgianak, azonos igaz vagy érvényes formulanak
neveziink, ha minden interpretaciora a formula logikai értéke igaz.

Példa:
A (p A]p) — q formula azonosan igaz (tautologia vagy érvényes) mert:

interpretaciok
sorszama | PL[lal [ 1A TP —
1 i i h h i i
2 i h h h i|h
3 h i h i i i
4 h h h i il h
2 1 3|1
Példa:
1) (p A (p — q)) — q formulanak hany interpretacidja van? A formula azonosan igaz?
Megoldas:

A formulaban két logikai valtozo szerepel (p, q), ezért n=2. A 2" képletbe irva az n ér-
tékét (2° = 4) megallapithato, hogy a formulanak 4 interpretacioja van.
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interpretaciok
1 i i i i i i
2 i h h h i|n
3 h i h i i i
4 h h h i ilh
2 1 311

A formula azonosan igaz formula, azaz tautoldgia. Lathatdé ugyanis, hogy minden in-
terpretacio (sorok) esetén a formula logikai értéke igaz (vastag keret).

2)Hany interpretacidja l1étezik az alabbi formulanak? Tautologia az alabbi formula?
(PAQ) —r

Megoldas:

A formulaban harom logikai valtozo szerepel (p, q, 1), ezért n=3. (2°= 8)

A formulanak 8 interpretacidja van.

interpretaciok

sorszama Pl | lal | [rl |l(PAQ) — 1
1 i i i i il i

2 i i h i Inln

3 i h i h [il i

4 i h h h [i] h

5 h i i h il i

6 h i h h il n

7 h | h i h il

8 h h h h [i] h

1 2] 1

A formula nem érvényes (nem tautologia). A tablazatbdl leolvashatd ugyanis, hogy a
masodik interpretacio esetén a formula logikai értéke hamis (vastag keret).

6.3.2 A Kkovetkeztetés

A koznapi életben és a tudomanyok teriiletén rendszeresen hasznalunk logikai kovet-
keztetetési eljarasokat. Igy nevezziik azt a gondolkodasi folyamatot, amelynek soran bizo-
nyos allitasokbdl ugynevezett premisszakbol (feltételekbdl) kovetkeztetiink valamilyen
allitas, tgynevezett konklazio6 (zarotétel) igazsagara.

Helyes kovetkeztetésrol beszélink, ha minden olyan esetben
amikor a feltételek logikai értéke igaz, akkor a konkluzio logikai
értéke is igaz.

A definicio értelmében, ha csak egyetlen egy olyan eset van, amikor a feltételek egyiit-
tesen igazak, de a konkluzidé hamis, a kovetkeztetés nem helyes.
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Példa

Helyes-e az alabbi kovetkeztetés:

a)
1. Ha az elem kimeriilt, akkor nem sz6l az MP3-lejatszom.
2. Nem sz6l az MP3-lejatszom.

3. Az elem kimertilt.

Ez a kovetkeztetés nem helyes, ugyanis ha az elem nem meriilt ki, akkor is el6fordulhat,
hogy nem sz6l az MP3-lejatszom, példaul meghibasodas miatt.

Pontosabb magyarazatot is adunk erre:

A kovetkeztetésben szerepld kijelentések a p és q egyszerti kijelentésekbdl épiilnek fel:
p := Az elem kimeriilt,

g := Az MP3-lejatszom nem szol.

Az els6 premissza p és q kijelentések implikacidja. Az elobbi jeldlést hasznalva a ko-
vetkeztetés szerkezete az alabbi sémaval irhato fel:

lp—q

2.

3.p

Készitsiik el a kovetkezo értéktablazatot:

premisszak konkluzié
pITla] [ p—~al [ la | Il
1 | 1 | 1
i h h i
h i i i h
h | h i h h

Konnyen észrevehetd, hogy a harmadik sorban olyan eset szerepel, amikor a premisz-
szak (p — q, illetve q) egylittesen igazak, de a konklizid (p) hamis. Ez pedig a értelme-
zéslink szerint elegend6 ahhoz, hogy a kovetkeztetés ne legyen helyes.

Nézziink egy ujabb példat!
b)

1. Ha az elem kimeriilt, akkor nem sz6l az MP3-lejatszom.
2. Az elem kimeriilt.

3. Nem sz6l az MP3-lejatszom.

Az ¢l6z0 feladatban hasznalt jeloléseket megtartva a kovetkeztetés szerkezete a kovet-
kezd:
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lp—q
2.p
3.9
Elkészitve a logikai értéktablazatot:
premisszak konkltzid
pl|lal |, _lp—al | Ip| 1q]
i i i i i
i h h i h
h i i h i
h | h i h h

Lathatjuk, hogy minden olyan (ebben a példaban csak egyetlen) esetben amikor a pre-
misszék (p — q, p) egyszerre igazak, igaz a konklizid (q) is. Tehat ez a kovetkeztetés
mar helyes.

A kovetkeztetés értelmezésébol adodik, hogy tobb premissza helyett vehetd egy, még-
pedig azok konjunkcidja. A konjunkcié ugyanis pontosan akkor igaz, ha mindegyik kom-
ponens igaz. Példaul a feladatban szerepldé p—q , p premisszdk helyett vehetd a
(p — g) A p. A kovetkeztetés szerkezete ezért a kdvetkezd alakban is felirhato:

L(p—qgAp

2.

A fenti leiras is rovidithet6 az alabbi moédon: (p — g) Ap |= q.
A kovetkeztetésnek a |= a jele, amit olvasaskor a , kovetkezik” szoval helyettesitiink. A
kovetkeztetések leirasan ezutan ebben az egyszer(i formaban is megtehetd.

6.3.3 Kijelentéslogikai korlatok

A eddig leirtakhoz sziikséges egy kis kiegészités, mert egyes kijelentéseknél meglepd
eredményt kaphatunk. Megjegyzés a kovetkeztetésekhez:

1) Ha egy kovetkeztetés helyes, akkor ez nem azt jelenti, hogy a benne szerepl6é konk-
14zi6 minden koriilmények kozott igaz, hanem csak azt, hogy amikor a premisszék egyfit-
tesen igazak, akkor igaz a konkluzio is.

2) Egy kovetkeztetés helyessége nem fiigg a benne szerepld kijelentések tartalmatol,
hanem csak a kovetkeztetés szerkezetétol.

3) Ha a kijelentések szerkezetének feltartasat az eddig megismert modszerekkel végez-
zlik, akkor szamolni kell bizonyos latszolagos ellentmondéasokkal is.

Ennek illusztralasara vizsgaljuk meg, hogy helyes-e az alabbi kovetkeztetés?

1. A paralelogramma atloi felezik egymast.
2. A négyzet paralelogramma.

3. A négyzet atloi felezik egymast.
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Ezt a kovetkeztetést matematikai ismereteink alapjan helyesnek tartjuk. A kijelentése-
ket egymas utén jeldljiik a p, g, r-rel, igy a kdvetkeztetés: p A q |=r.
A kovetkeztetés szerkezet bovebben:

p

q

r
Elkészitve az értéktablazatot, lathatd, hogy a kovetkeztetés nem helyes, mivel talalhato
olyan eset, amikor a premisszak egyiittesen igazak a konkluzié pedig hamis. (2. sor

IpI=i, [q=i de |r[=h):

premisszak konkluzid

Pl lql | Ir] Ip] Ll I

i i i i i i

i i h i i h

i h i i h i

i h | h i h h

h i i h i i

h i h h i h

h | h i h h i

h|h|h h h h

Ismereteink alapjan azért tartjuk helyesnek a kovetkeztetést, mert figyelembe vessziik a
kijelentések tartalmat is. Ha a tartalomtol eltekintiink, és csak a szerkezetet vessziik fi-
gyelembe, akkor a kovetkeztetés nem helyes.

A ,latszolagos ellentmondast” oka az, hogy nem tudtuk feltarni a kijelentések kozotti
kapcsolatot. Hogy ezeket a ,,latszolagos ellentmondasokat” is kikiiszoboljiik finomitani
kell a modszeriinket, mas szoval fel kell tarni a kijelentések ugynevezett finom szerkezetét
is. Ezzel a predikatumlogikaban foglalkozunk, ahol erre a feladatra majd visszatériink.

6.3.4 Gyakran hasznalt kovetkeztetési szabalyok

A kijelentés- és a predikatumkalkulus szdmara viszonylag konnyen lehet kdvetkeztetési
szabalyokat megadni, amelyek megengedik a szokasos tartalmi kovetkeztetés szigora for-
mulazasat. A kovetkeztetési szabalyok mindegyike megjelent mar a matematikai tanulma-
nyainkban, de sokkal talalkozhatunk a hétkdznapi beszédben is.

Gondoljunk bele hanyszor hangzik el hasonlo fejtegetés. ,,Ha Istvan eljon a szakestre,
akkor Sara is. Ha Sara jon, akkor a testvére, Tibi is.” Az elmondottakbol kovetkezik, hogy
ha Istvan megjelenik a szakesten, akkor biztosan ott lesz Sara és Tibi is, ha Istvan nem
megy el, akkor nem biztos, hogy a masik két illeté megjelenik, de ott lehet. A fentiekben
az un. lancszabalyt ismertettiik, de szamos mas szabaly 1étezik.
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6.3.5 A levalasztasi szabaly (modus ponens)

Gyakran, teljesen magatdl értetddden hasznaljuk ezt a szabalyt. Ha egy szdm 0-ra vég-
z6dik, akkor oszthat6 5 tel. Ez a szam 0-ra végzddik, tehat ez a szam oszthato 5-tel.

Milyen allitasokbol épiil fel ez a kovetkeztetés?

p:= a szadm 0-ra végzddik

g:= a szam oszthato 5-tel

a) Ha egy szam 0-ra végzddik, akkor oszthato 5 tel.
b) Ez a szam 0-ra végzodik,

C) (tehat) ez a szam oszthato 5-tel.

Tehat a kovetkeztetés sémaja: (p — q) Ap |= q
Tétel:
T34. P—q
p

q

Az eléz6ekben mar igazoltuk, hogy ez a kovetkeztetés helyes.

6.3.6 Az ,elvevo” szabaly (modus tollens)
Egyik leggyakrabban hasznalt kovetkeztetési szabaly: (p —q) A ] q |=] p
Tétel:
T35. P—q
Ip

K1

Példa:
Ha 127 oszthat6 6-tal, akkor (1+2+7=) 10 oszthat6o 3-mal.
10 nem oszthat6 3-mal.

127 nem oszthato 6-tal.
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A szabaly igazolasa:

premisszak konklazid
| | [al lp—ql | 9] [ 1p|
i i i h h
i h h i h
h i i h i
h | h i i i

Az értéktablazatbol lathato, hogy az elvevo szabaly helyes kovetkeztetés.

6.3.7 A lancszabaly (feltételes szillogizmus)
A lancszabalyt hipotetikus szillogizmusnak is nevezik.
Tétel:
T36. P—q
q—or

p—r
A szabaly tomoéren leirva: (p = q) A (Q— 1) |=p —Tr

Példaul:
Ha egy szam oszthat6 6-tal, akkor oszthato 2-vel is.
Ha egy szam oszthat6 2-vel, akkor a szam paros.

Ha egy szam oszthat6 6-tal, akkor a szam paros.

A szabaly igazolasa:

premisszak konkluzid

p—dal | l[d—r | lp—T]

S|o|=|—|T||=|—-|a
S|=|m == |=-=

i i i
i h h
h i i
h i h
i i i
i h i
i i i
i i i
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A kovetkeztetés helyes mert minden olyan esetben, amikor a premisszak egyszerre iga-
zak, igaz a konkluzio is.

6.3.8 Az indirekt bizonyitas

A matematikaban gyakran alkalmazzuk ezt a kdvetkeztetési szabalyt. Az eljaras 1énye-
ge az, hogy egy p éllitast Ggy bizonyitunk be, hogy megmutatjuk, hogy a tagaddsa nem
lehet igaz, példaul azért, mert akkor két egymdsnak ellentmond¢ allitas is bizonyithato.

A kovetkeztetési szabaly sémaja: (|p—10) AQ |=p

Tétel:
T37. Ip—14q

q

P

Példaul:

1) Tegyiik fel, hogy c raciondlis azam.
a) Ha b+c racionalis szdm, akkor b is racionalis szam.
b) b nem racionalis szam.

¢) b+c nem racionalis szam.

2)
a) Ha véges sok primszam van, akkor nem igaz a szamelmélet alaptétele.
b) A szamelmélet alaptétele igaz.

¢) Végtelen sok primszam van.

A szabaly igazolasat logikai értéktablazattal végezziik el 6nalléan! Megjegyezziik, hogy
az indirekt bizonyitasnak ez az alakja az elvevd szabaly alkalmazasat jelenti.

6.3.9 A Kontrapozicié (,,elvetési mod™)

Ha egy 0sszetett mondatban a részmondatokat veliik logikailag ekvivalens (egyenérté-
ki) kifejezésekkel helyettesitiink, akkor az eredetivel logikailag ekvivalens mondatot ka-
punk.

Példa:

a) A versenyen (OTDK) csak jeles tanulok indulhatnak.

Vele logikailag ekvivalens: Csak az indulhat a versenyen (OTDK), aki jeles tanul6. Hi-
szen itt is csak a jeles tanulok indulhatnak, de nem kell minden jeles tanulonak indulnia.

A hétkoznapi beszéd emlitett fordulataira épit a kontrapozicios kovetkeztetési szabaly.
Nézziik meg ezt a kovetkeztetési modot egy példan keresztiil!
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Példa:

a) Ha az a szam oszthat6 3-mal, akkor szamjegyeinek az Gsszege is oszthatd 3-mal.

b) Ha az a szam szamjegyeinek az Gsszege nem oszthatd 3-mal, akkor a szam nem

oszthatd 3-mal.

A kévetkeztetés sémaja:p— q F1q—1p
Tétel:
T38. P—q

la—1Tp
Igazolasa logikai értéktablazattal:

premissza konkluzid
Il | [al |[To]|[1dl lp—d| | 19—=1p|
i i h h i i
i h h i h h
h i i h i i
h h i i i i
6.3.10 A diszjunktiv szillogizmus (modus tollendo ponens)

A szabaly jelekkel leirva: (pvg) Alp [ g
A kovetkeztetés sémaja:

Tétel:
T309. PVq

Ip

q

Példa:
A b szam oszthat6 2-vel vagy 3-mal.
A b szam nem oszthato 2-vel.

A b szdm oszthatd 3-mal.

A szabaly igazolasat végezziik el 6nalloan!
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6.3.11 Egy Kiilénds példa

A matematikai rejtvények, fejtorék egy részét is meg lehet oldani a leckében leirt ko-
vetkeztetések segitségével. Tekintsiink meg ehhez kapcsolodva egy példat!

Az tigyben négy lehetséges vadlott van, és el kell donteni, hogy biindsdk vagy artatla-
nok, vagy esetleg kétséges-¢ a szerepiik az adott allitasok alapjan. Ezek az allitasok a ko-
vetkezOk (premisszak):

1. Ha A és B mindketten blinések, akkor C biintars.

2. Ha A blinés, akkor B és C koziil legalabb az egyik buintars.

3. Ha C blin6s, akkor D buntars.

4. Ha A artatlan, akkor D buinés.

A konkluzi6 elséként az A, majd a B, ezutan a C, végiil a D biindssége, azaz négy ko-
vetkeztetést kell megnézniink, de az azonos premisszak miatt ezt elhelyezhetjiik egyetlen
tablazatba is.

Formalizaljuk az allitasokat! Legyenek elemi allitasok a kdvetkezok:

a: A biinds

b: B biinds

c: C blinds

d: D blinds

Ezek és a logikai miiveletek felhasznalasaval az allitasok:

llanb)—c

2a—(bve)

3.c—d

4]a—d
a —-a b c¢c d a~nb 3.4ll. || 4. 4ll
i h i i BN i \ m 2\ SN
i h it 1 h i h i
i h S P i h i SRR AN
i h i h i i i i
i h h h h i h i
i h hi= 4 h i i
i h h h h
h i by i h
h i 34 h
h i isvirh h
h i hik 4 h
h i e o h
h i h. .h h
h i he h
h i h h h h

Feltéve, hogy mind a négy allitas igaz a tablazatbol kiolvashatjuk, hogy csak D)-rdl
tudhatjuk biztosan, hogy biinés, a tobbi gyanusitott lehet artatlan is, biinos is.
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6.3.12 Feladatok

1) Formalizaljuk a kdvetkezo kijelentést!

»Feltéve, hogy a szemtani megbizhat6 és az irdsszakértd véleménye helytéllo, a biin-
cselekményt akkor és csak akkor kdvették el elére megfontolt szandékkal, ha a talalt ujjle-
nyomatok a tettestdl vagy a tettestarstol szarmaznak”.

“ ey

2) Irjuk fel a ((p A] Q) = r) <> q formula dsszes interpretaciojat! Ervényes-e a formula?
3) Igazolja, hogy az alabbi osszefiiggés tautologia: (p A p) —q!

4) Bizonyitsa be a levalasztasi szabalyt (modus ponens)!
l.p—g
2.p

3.9

5) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha nalam van a kulcs, akkor ki tudom nyitni az ajtot.
Néalam van a kulcs.

Ki tudom nyitni az ajtot.

6) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha almodom, akkor alszom.
Almodom.

Alszom.

7) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés:
Ha a benzin elfogyott az autobol, akkor az auté megall.
Az aut6 megall.

Elfogyott a benzin az autobol.

8) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha a benzin elfogyott az autobol, akkor az auté megall.
Nem fogyott el a benzin.

Az aut6 nem all meg.

9) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha tartozom, akkor ado6s vagyok.
Nem tartozom.

Nem vagyok ados.
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10) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha egy hallgat6 vizsgazik, akkor felvette az adott tanegységet.
Ha felvette az adott tanegységet, akkor hallgatoéi jogviszonya van.

Ha egy hallgat6 vizsgazik, akkor hallgatoi jogviszonya van.
11) Bizonyitsuk be az indirekt bizonyitast logikai értéktablazattal!
12) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?

a) Ha szeretem igazan, akkor 6sszehazasodunk.
b) Nem szeretem igazan.

¢) Nem hazasodunk 0ssze.

13) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha a baratom, akkor moziba megyek vele.

b) Ha nem a baratom, akkor nem megyek vele moziba.
14) Bizonyitsuk be a diszjunktiv szillogizmust logikai értéktablazattal!
15) Dontsiik el az alabbi kdvetkeztetés helyességét!

A b szam oszthato 2-vel vagy 3-mal.
A b szam nem oszthat6 2-vel.

A b szam oszthatd 3-mal.

16) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha a logika vizsgan jo tételt huizok, akkor jelesre vizsgazom.
b) Ha nem tanulom rendszeresen a logikat, akkor nem vizsgazom jelesre.

) Ha nem tanulom rendszeresen a logikat, akkor nem huzok jo tételt a logika vizsgan.

17) Helyes az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha 12 oszthat6 3-mal, akkor 12 &sszetett szam.
b) 12 oszthato 3-mal.

c) 12 dsszetett szam.

6.4 OSSZEFOGLALAS
egy nyelvtanilag atfogalmazott alakjat) értjik.
Két kijelentés p és q konjunkcidjan (dsszekapcesolasan) a p és g kijelentést (vagy ennek
egy nyelvtanilag atfogalmazott alakjat) értjiik.
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Két kijelentésnek a megengedd értelmi ,,vagy” kotdszoval valod 0sszekapcsolasa olyan
miivelet, amelynek a logikai érétkek korében a diszjunkcio (szétvalasztas) muvelete felel
meg: akkor és csak akkor hamis, ha mindkét kijelentés hamis.

,,Ha p, akkor g alaku kifejezéseket (p el6taghi és q utotagll) implikacionak nevezziik.

,,Ha p, akkor q, és ha q, akkor p” alaku kifejezéseket ekvivalencianak nevezziik.

Néhany helyes kovetkeztetési forma: modus ponens, hipotetikus szillogizmus, indirekt

bizonyitas.

6. ONELLENORZO KERDESEK

Mit neveziink kijelentéslogikai formuldnak?
Definialjuk a tautologiat!

Milyen gondolkodasi folyamat a kovetkeztetés?
Mikor helyes egy kovetkeztetés?

Milyen kovetkeztetési szabalyokat ismeriink?

© ak~ w D PE O
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7. A KIJELENTESLOGIKA ALKALMAZASAI

7.1 CELKITUZES

Az informatikéban az eszk6zok (hardverelemek) tervezéséhez nélkiilozhetetlen aramko-
rok tervezési alapjait tekintjik at. A cél, hogy az informatikai eszkozok adatkezelésének
elemi szintjét megismerjik.

7.2 TARTALOM

Logikai d&ramkdrok

A konjunkcio6, a diszjunkcio, az imlikacio, az ekvivalencia aramkori megvalositasa
Ertékes azonossagok

Feladatok

7.3 A TANANYAG KIFEJTESE

Az informatikaban az eszkdzok (hardverelemek) tervezésénél, azok aramkdoreinek 6Sz-
szeallitasanal gyakori probléma, hogy a sziikséges feladatot ellatdo aramkort milyen ele-
mekbdl, és hogyan kell dsszeallitani. A matematika logika ebben az esetben egy jol meg-
hatarozott gyakorlati célt elégit Ki.

7.3.1 Logikai aramkorok

A legegyszeriibb esetekben kapcsolokbdl (esetleg tobb, egyszerre miitkodtethetd kap-
€solobol) és aramforrasbol, fogyasztokbol kell dsszeallitani egy megadott feladatot ellato
aramkort. Az aramkor megtervezéséhez jol hasznosithatjuk az itéletkalkulus eszkozeit.
Tekintsiik at a szamunkra hasznalt logikai miiveletek &ramkdri megvalosulasat!

A kijelentéslogikai miiveletek szemléltetésére kivaldoan alkalmasak a logikai aramko-
rok. Koztiik a kapcsolatot az hozza 1étre, hogy az aramkor zart (vezet) vagy nyitott (nem
vezet) helyzetének megfeleltethetjiik a miivelettel dsszetett kijelentés igaz vagy hamis lo-
gikai értékét. Feleltessilk meg a p, q kijelentéseknek egy-egy kapcsolot a |p, 1q kijelenté-
seknek pedig egy-egy forditott allasta kapcsolot (16. kép).

. >

23 _K16.jpg

16. kep A kijelentéseknek megfeleltetett kapcsolo és forditott allasu kap-
csolo

A 20. abran vazlatosan szemléltetett aramkor két, sorba kapcsolt kapcsolobdl, egy
aramforrasbol és egy fogyasztobol — lampabol — 4ll.
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7.3.2 A Kkonjunkcio

Annak a feltétele, hogy az aramkoérben aram folyjék az, hogy mindkét kapcsolo —a p és
a q jela is — bekapcsolt allapotban legyen. Legyen p, q értéke i (1) akkor, ha p, g kapcsold
bekapcsolt allapotban van, egyébként értéke: h (0). Ekkor a lampa vilagitasanak feltételét a
kovetkez6 modon irhatd fel egyszerti formaban: p A Q.

S

17. kép A konjunkcio szemléltetése logikai aramkérrel

Ha a kijelentés igaz, akkor a neki megfelelé kapcsolot gondolatban lenyomjuk. Ezek
felhasznalasaval p, q konjunkcidjat szemlélteté aramkor a két kapcsolot sorba kotve tar-
talmazza. Az aramkorbe helyezett izz6 csak akkor vilagit, ha mind a két kapcsolod egyszer-
re zart, megfeleléen annak, hogy p A q csak akkor igaz, ha mind a két komponens logikai
értéke igaz.

7.3.3 A diszjunkcio

A diszjunkciodt is szemléltethetjiik logikai aramkorrel. Konnyen belathato, hogy a pvg-
nak olyan aramkor felel meg, amelyben a megfelel6 kapcsolok parhuzamos kapcsolasban
vannak (lasd a 11. abran). Valoban csak akkor vilagit az d&ramkorbe helyezett izz6, ha p és
q kapcsolok koziil legalabb az egyik zart allapotban van, annak megfelel6en, hogy pvq
kijelentés akkor igaz, ha legalabb az egyik komponensnek igaz a logikai értéke.

18. kép A diszjunkcio szemléltetése logikai aramkorrel

7.3.4 Implikacié

Az implikacié miiveletének kdnnyebb megértését itt is segiti a logikai aramkor. (Ezt
konnyen megrajzolhatjuk a De Morgan-azonossag alapjan: [p — q|=[[(p A 1q)|=|]p V Q).

Lathato, hogy az aramkorbe helyezett izz6 csak akkor nem fog vilagitani, ha [p|=i és
|g/=h, mert csak ebben az esetben lesz mindkét parhuzamosan kotott agban megszakitva az
aramkor.
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19. kep Az implikacio logikai aramkére

7.3.5 Az ekvivalencia

Az ekvivalencia logikai dramkdrét is megadhatjuk. Az izz6 csak akkor vilagit, ha a
kapcsolok azonos allashan (vagy lenyomva vagy nem lenyomva vannak) annak megfelels-
en, hogy p < q logikai értéke csak akkor igaz, ha a komponensek logikai értéke azonos.

20. kép Az ekvivalencia logikai dramkore

7.3.6 Ertékes azonossagok

A logikaban teljesiilnek az alabbi azonossagok:

Dipad=N0pvial
2)lpval=l(dpAldl
3)p—a=ll(pAldl

4) lp—al=llpval,

5)lp—al=[l (pATa) AT(aAlP)I

6)lp=a=l10pvavidavp)l
A fentiekben megismert, értéktablazattal konnyen igazolhatd azonossagok is mutatjak,

hogy minden kétvaltozds logikai miivelet kifejezheté negacid és konjunkcio, illetve nega-
ci6 és diszjunkciod segitségével. Ezért kijelenthetiink egy igen fontos tételt, amit most kiilon
bizonyitas nélkiil elfogadunk:
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Tétel:

T40. Minden Kkijelentéslogikai formula olyan alakra hozhato,
amely Kkijelentésvaltozok és a Kijelentésvaltozok negacidinak a
konjunkcidja, illetve diszjunkcidja.

gy barmely kijelentéslogikai formulanak megfeleltethetiink egy elektromos (logikai)
aramkort és forditva. Ez teszi lehet6vé , hogy kijelentéslogikai formulakat aramkorokkel,
¢s az aramkoroket kijelentéslogikai formulakkal, matematikai modszerekkel vizsgaljuk.

Példa:

Készitsiik el a (p — q) A (q —r) formula logikai aramkorét!

Megoldas:

Felhasznaljuk a fenti, 4) azonossagot, igy [p— q| =[] p V q|, illetve [q—r| =[] q V1]
Vegylik a két kifejezés konjunkcigjat, akkor [(p =) A (@ —1)|=|(]pVa A (JqVr)
A(pVva) A (]qVr)logikai formulahoz kapcsol6dd aramkor:

21. kep A feladat logikai aramkére

7.3.7 Feladatok

1) irjuk fel annak feltételét, hogy a 22. képen lathaté aramkorben dram folyjon! (A ]q
jelti kapcsold a q jeliivel éppen ellentétes miikodési; két azonos jelli kapcsolo egyszerre

van nyitva, ill. zarva).
q
L :
r

+“q/ v~

—
22. kép Az 1. feladat kézzel rajzolt logikai dramkore
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2) irjuk fel annak feltételét, hogy a 23. képen lathatd aramkorben aram folyjon! (A 1p,
1q jelt kapcsolo a p, illetve g jelivel éppen ellentétes mitkodésii; két azonos jelti kapcsold
egyszerre van nyitva, ill. zarva).

f—®—

23. kép  A2.feladat kézzel rajzolt logikai dramkére

3) Tervezziink olyan aramkort, amelyek a kovetkez6 formulanak felel meg:

(PA@ V) ATV ((IpAGAT)!

4) Tervezziink olyan aramkort, amelyek a kovetkez6 formulanak felel meg:
(PvavnAalgv((pVvigvinAs)v
VI@virvigalp) v(drvigala v (iran) st

5) Egy halokocsiban harom fekv6hely van, mindharom fekvéhelyhez egy-egy kapcsolo
tartozik. A fiilkében egy kis és egy nagy lampa van. A nagy lampa akkor ég, ha a tobbség
akarja, a kis lampa, pedig akkor, ha csak egy utas kapcsol.

Tervezziik meg az aramkort!

7.4 OSSZEFOGLALAS

Az informatikdban az eszkozok (hardverelemek) tervezésénél, azok aramkdoreinek 6Sz-
szeallitasanal gyakori kérdés, hogy a sziikséges feladatot ellatdé aramkort milyen elemek-
bdl, és hogyan kell 6sszeallitani. A matematika logika ebben az esetben egy jol meghataro-
zott gyakorlati célt elégit ki.

Azt talaltuk, hogy akar teljes diszjunktiv normalforma, akar teljes konjunktiv normal-
forma alakban barmely igazsag fiiggvény eldallithatdé a negacid, a konjunkcid és a
diszjunkcié miiveletének segitségével.

7. ONELLENORZO KERDESEK

Mit értiink logikai értelemben egy kijelentés alatt? Mi az igazsagérték?

Definialja a negaciot, és adja meg igazsagtablazatat!

5

1

2. Mi az igazsagtablazat szerepe?

3

4. Definialja a konjunkcidt, diszjunkciot, és adja meg igazsagtablazatukat!
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5
6.
7.
8
9

Kommutativ-e, asszociativ-e a konjunkcio? Bizonyitsa be!
Kommutativ-e, asszociativ-e a diszjunkcio? Bizonyitsa be!
Definiélja az implikéciot, és adja meg igazsagtablazatat!
Definiélja az ekvivalencidt, és adja meg igazsagtablazatat!
Kommutativ-e az implikacio és az ekvivalencia? Bizonyitsa be!

10. Mit neveziink logikai fiiggvénynek?

11. Rajzoljuk fel az implikacio és az ekvivalencia logikai aramkorét!
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8. A PREDIKATUMLOGIKA ELEMEI

8.1 CELKITUZES

Els6 fokozatu predikatumkalkulus alapjaihoz sziikséges fogalmak, mint a predikatum,
konkretizacid, kvantifikacidé megismerése és gyakorlati szintli elsajatitasa. A predikdtumok
igazsaghalmazanak, kvantifikdcié utani logikai értékének megallapitasa, a prédikatumok
tagadasa, mint feladatokban alkalmazandé miiveletek megtanulésa.

8.2 TARTALOM

A predikatumlogika szerepe
A predikatum

A Konkretizacio

A predikdtum igazsdghalmaza
A kvantifikacio

A prédikatum logikai értéke

A predikatum tagadasa
Feladatok

8.3 A TANANYAG KIFEJTESE
8.3.1 A predikatumlogika szerepe

A matematikai elméletek formalizalasara a kijetentéskalkulus (kijelentéslogika) még
nem elég, erre vonatkozoan mar egy példa kapcsan tettiink megjegyzést a kijelentés-
logikanal. A kijelentések belsé szerkezetének a feltarasa tigynevezett predikatumokkal
torténik ezért foglalkozunk a predikatumlogika elemeivel. A leckében pontosabban az elsé
fokozatu predikatumkalkulust targyaljuk.

A Kkijelentések tovabbi vizsgalatanal szubjektumokba, predikatumokba és un. kvantifi-
kalando beszédrészekbe iitk6ziink, mint ,,mindegyikre” és ,,1étezik”. Szubjektumok indivi-
duumok meghatarozott, elére megadott halmazabol vett dolgok megjeldlésére szolgalo
nevek, a predikatumok, relaciok nevei az individuumoknak ezen a halmazan. Az egy be-
menetell predikatumokat tulajdonsagoknak is nevezziik.

A prédikatumlogika targyalasanal, azaz miveleteinél és az allitasok bizonyitasanal erd-
sen kapcsolodunk a halmazelméletnél tanultakra. A feladatok ilyen modon torténd vizuali-
zalasa a konnyebb megértést célozza, igy mellozhetjilk a hosszl, nehezebben atlathato
algebrai levezetéseket.

8.3.2 A predikatum

A beszédiinkben sokszor nem nevezziik meg konkrétan a kijelentések alanyat. Az ilyen
esetekben nem tudjuk megmondani, hogy a kijelentésiink igaz vagy hamis, de mégis kije-
lentésnek érezziik.

Példa:
Valaki megmondta az eredményt.
Valamennyit hozza kell adni, és akkor megkapjuk a 100%-ot.
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Néhany évvel ezel6tt kezdtem el lovagolni.
Valamelyik kabat még biztosan kaphato.

A fenti esetek leirasara az altalanos iskolaban az in. nyitott mondatokat hasznaltuk, igy
a feladatok megoldasahoz egyszerlibb a jegyzetelés. A logikaban az altalunk mar ismert
nyitott mondatot nevezziik predikatumnak.

Példa:

Nyitott mondatok:
a)(0—3)/11=250

b) A gyors autd

¢) 0 egy kellemes illata parfiim

Predikatumnak nevezziik az olyan Kkijelentdé mondatot, amely
egy vagy tobb valtozotol fiigg, és amely ezen valtozok minden meg-
engedett rogzitett értékeire egy kijelentést ad.

A prédikatumot nagy betiivel jeloljiik: P, Q, R, T stb.

A prédikatum tehat egy vagy tobb valtozotol fiigg, vagyis a valtozok helyére kell egy
konkrét személyt, szamot, targyat stb. beirni. A valtozok egy konkrét halmaz elemei lehet-
nek , pl. szamok, geometriai alakzatok stb. A prédikatumok jel6lése (nagy betlik) mellett a
valtozokat felsoroljuk. Jeldlése tobbféleképpen torténhet:

a) Po, PA, ... predikatumokban a o, A stb. jelek a valtozok.

b) Qx, Ty, ... predikatumokban a x, y stb. jelek a valtozok.

) Rxyz predikatumban az x, y, z stb. jelek a valtozok.

d) P(X1; X2; ...; Xp),...predikatumban az xi; X,; ...; X,. jelek a valtozok.

e) PX1Xz...Xp,... predikatumban az xi; X; ...; X, jelek a valtozok.

A jegyzetben a b) jelolést hasznaljuk az esetek tobbségében, mert egyvaltozos predika-
tumokkal foglalkozunk.

A valtozok szamatol fiiggéen beszéliink egyvaltozés, kétvaltozos,
n-valtozés predikatumokrol.

Példa
a) Pxyz: , X +y = z” egy harom valtozos predikatum, amelyben az x; y; z valtozok pl.
valds szamok.
P(5; 10; 15) : ,,5 + 10 = 15” igaz kijelentés, mig
P(13;1; 21) : ,,13 + 1 = 21” pedig hamis kijelentés.
b) Tx: ,.x >0” egy, a valos szamok halmazan értelmezett egyvaltozos predikatum
C) Sxy: ,.X >y’ egy, az egész szamok halmazan értelmezett 2-valtozos predikatum.

A valtozokrol fontos tudni, hogy egy adott prédikatum (nyitott mondat) a valtozo helyé-
re melyik halmaz elemei koziil valaszthatunk. Ezt a halmazt a halmazelméleti ismereteink
alapjan alaphalmaznak (univerzumnak) nevezziik és U-val jel6ljik. Szabatosan mindezt
ugy is megfogalmazhatjuk, hogy a predikdtumot az adott alaphalmazon értelmezziik. Az
alaphalmazt a feladatok tobbsége rogziti. Az alaphalmaz meghatarozasa el is maradhat a
feladatokban, ha az egyértelmii, vagy a meghatarozasanak nincs nagy jelentésége.
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Példa:
Az a), b), ¢) predikatumoknal alaphalmazok lehetnek példaul a kovetkezok:
nyitott mondat matematikai jeloléssel hivatkozas a logikaban
Q) +2=3 X+2=3 Po, Px
b) A jeles tanulo X jeles tanuld PA, Px
c) ¢ baratja o-nak X baratja y-nak POo, Pxy

a) U:={A természetes szamok halmaza.}
b) U:={Az els6 évfolyamos tanulok halmaza.}
c¢) U:={Egy iskola tanul6ibol képezett (rendezett) tanuloparok halmaza.}

8.3.3 A konkretizacio

A predikatum (nyitott mondat) nem kijelentés, igy logikai érték nem rendelheté hozza.
Ha a hétkoznapi nyelvben azt mondjuk, hogy ,,az a valaki a baratom”, akkor nem tudjuk
megmondani, hogy ez igaz vagy sem. Ahhoz, hogy igazza tegyiik a valaki, vagyis a prédi-
katumban a valtozok helyett konkrét nevet kell szerepeltetni, pontosabban az alaphalmaz
egy elemét. A leirtakbdl kovetkezik, hogy minden predikdtumbol kaphatunk kijelentést.

Konkretizacionak nevezziik azt a miiveletet, amelyek soran a
predikatumban szereplé valtozok helyére az alaphalmaz konkrét
elemét tessziik.

Példa:

A pontosabb megértésért nézziik a kovetkezo feladatot:

Tekintsiik az U = {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} univerzumon értelmezett Nx := x pozitiv
szam és Px := x paros szam egyvaltozos predikatumokat.

NXx-bol és Px-bol kijelentést kapunk, ha x helyére az alaphalmaz konkrét elemét irjuk.

- Vegylik példaul az N2 kijelentést, ami a ,,2 pozitiv szam” kijelentés jelolése.

- Hasonldan P24 a ,,24 paros szam” kijelentés jelolése.

- Az igy kapott kijelentésekhez mar logikai érték is rendelhetd:

IN2| =i, |P24|=i, de [N(-3)|=h, |P1| = h.

8.34 A predikatum igazsaghalmaza

Lathat6, hogy az alaphalmaz nem minden eleme teszi igazza a Px, illetve Nx predika-
tumokat.

A predikatum igazsaghalmaza: az alaphalmaz azon elemeinek
az 0sszességét, amelyekkel a predikatumokbol (nyitott mondatbol)
konkretizacidval eloallo kijelentések igazak, az adott predikatum
(nyitott mondat) igazsaghalmazainak nevezziik.

Példa:

Ezen értelmezés szerint feladatunkban szerepld Nx és Px predikatumok igazsaghalma-
za: {1, 2, 3, 4}, illetve {-4, -2, 0, 2, 4}.

Az el6zéekben mar szerepelt a), b), ¢) predikatumok igazsaghalmaza az alaptartomany
esetén:

a) predikatum igazsaghalmaza az {1} halmaz,
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b) predikatum igazsaghalmaza a 7. osztaly jeles tanuloinak halmaza;
¢) nyitott mondaté pedig az iskola barati kapcsolatban 1évé tanuloparjainak a halmaza.

Gyakran talalkozunk a kdvetkez6é vagy ezekhez hasonld mondatokkal is.

a) Minden hallgat6 a vizsgait elsore abszolvalja.

b) Van olyan ember, aki sportol és idegen nyelvet tanul.

€) Minden négyzet paralelogramma.

d) Van paros primszam.

e) Minden paralelogramma négyzet.

f) Minden egész szam oszthat6 2-vel.

Az a)-f) mondatok kijelentések, mert egy adott alaphalmazon (univerzumon) vagy iga-
zak vagy hamisak. A fenti kijelentések logikai értéke jelentds mértékben fligg az alaphal-
maz valasztasatol.

Példa:

Az a) kijelentés logikai értéke példaul a hazai hallgatok halmazan nem igaz, de egy ki-
valo képességli csoport tagjainak halmazan lehet igaz. A b) kijelentés a bolygo tanarai-
nak halmazan igaz, ha a tapasztalatainkat figyelembe vessziik, de elképzelhetd egy
olyan tarsashaz, amely a lakdinak halmazan ez nem igaz.

A ©) kijelentés logikai értéke példaul az Euklideszi geometridban a sikbeli négyszogek
halmazan igaz, ezzel szemben az ¢) kijelentés a sikbeli négyszogek halmazan hamis ki-
jelentés. A d) kijelentés pedig az egész szamok halmazan szintén a kozépiskolai tanul-
manyaink alapjan igaz.

Az f) kijelentés az egész szamok halmazan mint alaphalmazon, vagy az U := {1, 2, 5, 7,
8} alaphalmazon hamis, de mondjuk a paros egész szamok halmazan igaz.

Az a) — ) kijelentések a logikai tartalom megsértése nélkiil (az emlitett alaphalmazo-
kon) atfogalmazhatok a kovetkez6képpen:

a) Minden x-re igaz, hogy ha x hallgato, akkor x a vizsgait elsére abszolvalja.

b) Van olyan x ember, amely x ember sportol és x ember idegen nyelvet tanul.

c) Minden x-re igaz, hogy ha x négyzet, akkor x paralelogramma.

d) Van olyan x szam, hogy x paros szam és x primszam.

e) Minden x-re igaz, ha x paralelogramma, akkor x négyzet.

f) Minden x-re igaz, hogy ha x egész szam, akkor x oszthato 2-vel.

A kijelentésekben rendre az alabbi prédikatumok szerepelnek:

a) Hx := x hallgatd; Vx = x a vizsgait elsore abszolvalja

b) Sx := x ember sportol; Ix := x ember idegen nyelvet tanul

¢) Nx := x négyzet; Px := x paralelogramma

d) Qx = x paros szam; Tx := x primszam

e) Px := x paralelogramma; Nx := x négyzet.

f) Zx = x egész szam; Kx := x oszthato 2-vel.

Megfigyelhetjiik, hogy a predikatumok a kijelentések kdrében korabban megismert ko-
toszavakkal kapcsolddnak.

Példa:
a d) alatt az ,,és” k6t6sz6 szerepel:
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az X paros szam és az X primszam. Jelolése: Qx A TX.

8.3.5 A kvantifikacio

Az eddig megismert és hasznalt logikai miiveleteket (], A, V, — , <) alkalmazhatjuk a
predikatumokra (nyitott mondatokra) is. Ezek eredménye Gsszetett predikatum, tehat sem a
komponenseknek, sem a miiveletek eredményének nincs logikai értéke. (Logikai értéket
csak kijelentésekhez rendelhetiink.)

Megfigyelhetjiik, hogy az a)- f) mondatok mindegyike a ,,minden x”-re illetve a ,,van
olyan x” szoveggel kezdddik. Ezeket VX, illetve 3x szimbolummal jeldljiik.

AV jelet univerzaliskvantornak, a 3 jelet egzisztenciilis kvan-
tornak, ezek predikatumokra valé alkalmazasat kvantifikacionak
nevezziik.

fgy a (nyitott mondatoknal) predikatumoknél bevezetett jelolések felhasznalasaval az
elébbi kijelentések roviden a kovetkezoképpen irhatok fel:
a) Vx(Hx — Vx)
U := {Magyarorszagon tanul6 hallgatok}
b) 3IX(Sx — Ix)
U := {Magyarorszag lakossaga}
c) Vx(Nx — Px),
U := {sikbeli négyszogek},
d) 3Ix(Qx — Tx),
U := {egész szamok},
e) Vx(Px — Nx),
U := {sikbeli négyszogek},
f) Vx(Zx—Kx)
U := {Egész szdmok halmaza}

Fontos tudni, hogy a ,,minden” sz helyettesithet6 a barmely, valamennyi, tetszéleges,
akarmelyik stb., illetve a ,,van” sz6 helyettesitheto a 1étezik, néhany, talalhato, eléfordul
sth. szavakkal.

8.3.6 A prédikatum logikai értéke

A ,minden x-re” és a ,,van olyan x” szdveg az olyan nyitott mondatokat, amelyekben
valtozoként csak az x szerepel, kijelentésekké teszi. Ezek logikai értékét a kovetkezokeép-
pen értelmezziik.

Legyen Px predikitum, amely egy nem iires alaphalmazon van
értelmezve. A ,,minden x-re Px” Kkijelentés logikai értéke igaz, ha az
alaphalmaz barmely a elemére Pa Kkijelentés logikai értéke igaz;
hamis, ha van az alaphalmaznak legalibb egy olyan b eleme,
amelyre Pb logikai értéke hamis.

A ,van olyan x, amelyre Px” Kkijelentés logikai értéke igaz, ha
van az alaphalmaznak legaliabb egy olyan c eleme, amelyre Pc logi-
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kai értéke igaz; hamis, ha az alaphalmaz minden d elemére Pd lo-
gikai értéke hamis.

Példa:

Az elmondottak gyakorlasara allapitsuk meg a kovetkezo kijelentések logikai értékét:
a) Van olyan ember, aki sportol. (Alaphalmaz := hallgatok halmaza)

b) Minden oktato sz6ke. (Alaphalmaz := hazai egyetemek és foiskolak oktatdi)
Megoldas:

Az a) kijelentés logikai értéke igaz, a b) kijelentés logikai értéke hamis.

8.3.7 A predikatum tagadasa

A, minden x-re Px”, illetve a ,,van olyan x, amelyre Px” tipusu kijelentések tagadasanal
a kvantor helyére a masik kvantort irjuk (a minden x-re, illetve a van olyan x, amelyre
alakok felcserélédnek), tovabba negaljuk a predikatumot (Px helyett | Px kertil).

A bevezetett szimbolumokkal:

a) [| VX Px| =[3x | Px|,

b) |1 Ix Px| = |vx | Px].

Példa:

a) Vx Px tipusu prédikatum: Minden hallgaté vizsgazott.

koznyelvi (helyes) tagadasa :Nem minden hallgato vizsgazott.

negacioja a fenti szabaly szerint (3X | Px): Van olyan hallgato, aki nem vizsgazott.

b) 3x Px tipusu prédikatum: Van olyan hallgato, aki vizsgazott.

koznyelvi (helyes) tagadasa: Nincs olyan hallgatd, aki vizsgazott.

negacidja a fenti szabaly szerint (VX ] Px): Minden hallgaté nem vizsgazott.

koéznyelvi (helyes) tagadasa: Egy hallgatd sem vizsgézott.

8.3.8 Feladatok
Logikai érték
1) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékeét!
a) Van olyan novény, amelyik kétsziki. (Alaphalmaz := ndvények halmaza)
b) Minden ember kékszemii. (Alaphalmaz := Magyarorszagon él6 emberek)

C) Van olyan trapéz, amelyik nem paralelogramma.
d) Az ¢éldlények élete korlatozott.

Tagadas

2) Képezziik a kovetkezo kijelentések tagadasat!

a) Van olyan novény, amelyik kétsziki. (Alaphalmaz := ndvények halmaza)
b) Minden ember kékszemii. (Alaphalmaz := Magyarorszagon €16 emberek).
C) Van olyan trapéz, amelyik nem paralelogramma.

d) Az ¢€l6lények élete korlatozott. (Alaphalmaz := él6lények halmaza).
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8.4 OSSZEFOGLALAS

Az els6 fokozata predikatumkalkulus alapjaihoz sziikséges fogalmakat ismertiink meg,
mint a predikatum, konkretizacio, kvantifikacio, ezeket a gyakorlati szinten is megvizsgal-
tuk. Megallapitottuk a predikatumok igazsaghalmazat, a kvantifikacio utani logikai értékét,
foglalkoztunk a prédikatumok tagadasaval.

8.5 ONELLENORZO KERDESEK

Definialjuk a konkretizacio miiveletet!
Mit értlink egy predikatum igazsaghalmazan?

cy ey

Ertelmezzik Px predikatum kvantifikaciojat! Hogyan értelmezziik a
kvantifikacioval kapott kijelentések logikai értékét?

4. Milyen miiveleteket végezhetiink predikatumokkal?
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9. PREDIKATUMLOGIKAI KOVETKEZTETESEK

9.1 CELKITUZES

Az els6 fokozati predikatumkalkulus megismerése. A predikatumokkal kapcsolatos
miiveletek megismerése, mint a negécio, a konjunkcid, a diszjunkcié, az implikacid, az
ekvivalencia. Venn-diagram segitségével a bizonyitasi igény kialakitasa, a kovetkeztetések
helyességének megallapitasa.

9.2 TARTALOM

Miveletek predikatumokkal.

A predikatum és a negaltja.

A predikdtumok konjunkcioja és diszjunkciodja.
A predikdtumok implikacigjat és ekvivalencidja.
Kovetkeztetés Venn-diagram segitségével.

A helyes kovetkeztetés.

Példa a kovetkeztetésre.

Feladat.
9.3 A TANANYAG KIFEJTESE
931 Miiveletek predikatumokkal

A tovabbiakban csak egyvaltozos predikatumok szerepelnek. Legyen Px és Qx tetsz6-
leges U nem iires (U# @) alaphalmazon értelmezett predikatum. Jel6ljiik ezek igazsaghal-
mazat P-vel és Q-val. Predikdtumokbol logikai miiveletekkel képzett Gsszetett predikatu-
mok igazsaghalmazait — az igazsdghalmaz és a logikai miiveletek értelmezése alapjan — az
alabbi modon szemléltethetjiik Venn-diagrammal.

A prédikatum és annak tagaddsa (negaltja) utan két prédikatum konjunkciojat,
diszjunkciojat, implikaciojat és ekvivalenciajat tekintjiik at, de a definiciok helyett a miive-
letek igazsaghalmazat Venn-diagramon abrazoljuk.

9.3.2 A predikatum és a negaltja

A prédikatumot egy alaphalmazon (U) az alaphalmaz részhalmazaként abrazolhatjuk.

,/"—H‘““x.\ U
F} Y

5

A —

24. kép  Px prédikatum igazsaghalmazdanak dbrdzoldsa a P halmazzal

A prédikatum tagadasat egy halmaz komplementereként fogjuk fel.
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gl

P ):/‘/

25. kép [Px prédikdtum igazsaghalmazanak dbrazolasa a P halmaz komp-
lementereként (~P)

9.3.3 A predikatumok konjunkcidja és diszjunkcidja
P u
P N Q
/ ,:“\ '\_I
I
\\\;»;‘./"l

26. kép PXAQx prédikatum igazsaghalmazdanak dbrdzoldsa a P és Q hal-
maz metszeteként (PQ)

27. kép PXVQOx prédikatum igazsaghalmazanak abrdzoldsa a P és Q hal-
maz egyesitettjeként (P Q)

9.34 A predikatumok implikacidja és ekvivalencidja

Mivel az implikacid és az ekvivalencia kifejezheté harom logikai mivelet (], A, V) se-
gitségével, az el6zoek alapjan megadhatd, az implikacioval és az ekvivalenciaval Gssze-
kapcsolt predikatumok (nyitott mondatok) Venn-diagramja is.

N

28. kép  Px — QOx := J([Px A JQX) prédikatum igazsdghalmazanak dbrdzo-
lasa P és Q halmaz kiilonbségeként (P\ Q)
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unll

1

// ) .
3 P 0
P,

AN o

//_‘

29. kep Px & Ox := (Px — Ox) A (Ox — Px) prédikatum igazsaghalma-
zanak dbrazolasa P és Q halmaz szimmetrikus kiilonbségekent

(P\Q) w(Q\P))-

9.35 Kovetkeztetés Venn-diagram segitségével

A korabbiakban mar foglalkoztunk azzal, hogyan jutunk az egyvaltozos (nyitott monda-
tokbol) predikatumokbol kijelentésekhez. Egyik ilyen mod, hogy a predikatumba az alap-
halmaz egy konkrét elemét irjuk, azaz konkretizalunk. Masik lehet6ség az, hogy a predika-
tumot ellatjuk a ,,minden x-re igaz, hogy” illetve a ,,van olyan x, amelyre” szoveggel, mas
szoval lezarjuk a (nyitott mondatot) predikatumot (kvantifikaciot végziink).

A predikatumokbol — az elébb emlitett modok egyikével — kapott kijelentéseknek felel-
tesslink meg az alaphalmaz részhalmazaira vonatkoz6 allitdsokat, és abrazoljuk ezeket az
allitasokat Venn-diagramon. Az abrazolashoz a kovetkezo jeloléseket fogjuk hasznalni.

Ha az alaphalmaz egy részhalmaza iires (nincs benne elem), akkor azt bevonalkazassal;
ha egy részhalmazban van elem, akkor ezt egy — a részhalmazba huzott — szakasszal jel6l-
jik. Ha azt is tudjuk, hogy mely elem van a részhalmazban, akkor azt az elemet beirjuk a
halmazba, mig ha egy részhalmazban semmi jel sincs, akkor azt mondjuk, hogy errdl a
részhalmazrol nincs semmi informacionk.

A kovetkezd abra azt mutatja, hogy P = @; Q # @; a € R, S-r6l pedig nincs informaci-
onk.

P & R S

— [//\ﬁ\ N

N— \g/ [\(f ) 5\//

—

30. kép Jelolések: P = 0; Q+# O, a € R; S-rél pedig nincs informdcio

Legyenek Px, Qx egy tetszdleges U alaphalmazon értelmezett predikdtumok. Jeldlje P,
illetve Q a Px, illetve Qx igazsaghalmazat. A tovabbiakban ezen predikatumokbol kijelen-
téseket képeziink, s abrainkon feltiintetjiik a megfelelé Venn-diagramokat.

Pa (Pa az a kijelentés, amely a Px predikatumbdl x = a konkretizacidval keletkezett.)
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=)
N/

31. kép Pa kijelentés abrazolasa
aeP
32. kép Minden x-re igaz, hogy Px
~(U\P) =0
33. kép Van olyan x, amelyre Px.
P£0O

Az el6z6 harom megfeleltetés, valamint a logikai miiveletek tulajdonsagai alapjan meg-
adhaté az Osszetett (nyitott mondatokbol) predikatumokbol kapott kijelentések Venn-

diagramja is.
Példa
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/P/“\A’ﬂo 35. keép Minden x-re igaz, hogy (ha Px, akkor
( = | nem Qx).
N

U

PNQ=0
/P/A\\ /“\\'J
(1 \> 36. kép Van olyan x, amelyre (Px és Ox).
(S
—
- PNQ+0

P a
@D 37. kép Van olyan x, amelyre (Px és nem Qx).

u P\Q#0Q

38. kép Minden x-re igaz, hogy (Px akkor és csak
akkor, ha Qx).

P\QuUQ\P)=0

9.3.6 A helyes kiovetkeztetés

Az egyvaltozos predikatumokbol konkretizacidval, illetve lezarassal (kvantifikacioval)
kapott kijelentések kozott is vizsgalhatjuk, hogy fennall-e a kdvetkeztetési relacio. Tudjuk,
hogy egy kovetkeztetés premisszakbol és konkluziobol all. Korabbi ismereteinkkel 0ssz-
hangban egy kovetkeztetés akkor helyes, ha minden olyan esetben, amikor minden pre-
missza igaz, igaz a konkluzi6 logikai értéke is.

Ha egy kovetkeztetés helyes, akkor helyes minden olyan kovetkeztetés, amelynek a

s
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azonos szerkezetliek, azaz a kovetkeztetés helyessége a kijelentések szerkezetétol fiigg és
nem a premisszak és a konklizié tartalmatol.

Az eddig megismert kovetkeztetések helyességét egyszertien eldonthettiik logikai érték-
tablazat segitségével. Ennek a modszernek — a kijelentések szerkezetének predikatumokkal
val6 feltarasakor — nincs megfeleldje. Ha tovabbra is csak olyan kijelentéseket vizsgalunk,
amelyek egyvaltozos (Px, Qx, ...) predikatumokbol épiilnek fel, akkor az ilyen kijelenté-
sek kozotti kovetkeztetési relacio teljesiilését vagy nem teljesiilését eldonthetjiik Venn-
diagramok segitségével.

Egy kovetkeztetés akkor és csak akkor helyes, ha a premisszak
kozos Venn-diagramja részként tartalmazza a konklizié Venn-
diagramjat.

9.3.7 Példa a kovetkeztetésre

a) A paralelogramma atloi felezik egymast.
b) A négyzet paralelogramma.

c) A négyzet atloi felezik egymast.

Ezt a kdvetkeztetést egyszer mar vizsgaltuk, s ott nem talaltuk helyesnek, bar ismerete-
ink szerint helyes. Ezt az ,,ellentmondast” azzal indokoltuk, hogy a kijelentéseknek csak a
durva (kiils6) szerkezetét tartuk fel, s igy nem talaltunk kapcsolatot a harom kijelentés
kozott. Bontsuk fel a kijelentéseket predikatumok segitségével, azaz adjuk meg a kijelenté-
sek finom (belsO) szerkezetét.

Legyen a targyalas alaphalmaza (U) a sikbeli négyszogek halmaza.

Px := x paralelogramma.

Ax :=x atloi felezik egymast.

Nx = x négyzet.

Ezekkel a predikatumokkal a kovetkezé mddon fogalmazhatjuk meg az elébbi kovet-
keztetésben szerepld kijelentéseket.

a) Minden x-re igaz, hogy (ha Px, akkor AXx).

b) Minden x-re igaz, hogy (ha Nx, akkor Px).

c¢) Minden x-re igaz, hogy (ha Nx, akkor Ax).
Rovidebben:

a) Vx (Px = AX)

b) ¥x (Nx = Px)

) VX (Nx = AXx)

Az a), b) és a ¢) kijelentések Venn-diagramja rendre a kdvetkezo
a)P\A£0
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39. kép Az a) kijelentés Venn-diagramja

byN\P=0
P A
A U
40. kép Az b) kijelentés Venn-diagramja
C)N\A=0
P A
. u

41. kép A ¢) kijelentés VVenn-diagramja
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(Px, Ax és Nx prédikatumok igazsaghalmaza rendre P, A és N.)

42. kép A két premissza kézos Venn-diagramja

Lathato, hogy a premisszak [ a), b) ] ko6zos Venn-diagramja részként tartalmazza a
konkluzi6 [c)] Venn-diagramjat, tehat a kdvetkeztetés helyes.

9.3.8 Feladat

Miiveletek prédikatumokkal

1) Szemléltessiik Venn-diagrammal a Px — Qx és a Px « Qx igazsaghalmazat, ha Px
illetve Qx igazsaghalmaza P, illetve Q!

2) Tekintsiik az U := {-10, -9, ..., -1,0, 1, 2, ..., 9, 10} alaphalmazon értelmezett Px :=
X pozitiv szam” és Qx := ,5 osztdja x-nek” predikatumokat. Szemléltessiik Venn-
diagramon a kovetkez6 predikatumok igazsaghalmazat!

a) Px A Qx,

b) Px v Qx,

c) Px — Qx,

d) Px < Qx.

Kovetkeztetes

3) Helyes-e a kovetkezo kovetkeztetés?
1. A paralelogramma szemben fekvé oldalai parhuzamosak.
2. A rombusz szemben fekvo oldalai parhuzamosak.

3. A rombusz paralelogramma.

4) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) A 4-gyel oszthatd szamok parosak.
b) A 2-re végz6d6 szamok parosak.

C) A 2-re végz6do szamok oszthatok 4-gyel.
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5) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) Aki kivancsi, hamar megoregszik.
b) Van kivancsi allat.

¢) Van hamar 6reged¢ allat.

6) Képezziik a kovetkez6 ,,minden x-re Px”, illetve ,,van olyan x, amelyre Px” tipust
Kijelentések tagadasat!
a) Minden bogar izeltlabu.
b) Van olyan bogar, amelyik nem rovar.
¢) Van kivancsi allat.
d) Minden négyzet téglalap.

7) Helyes-e a kovetkeztetés? U:={allatok}
a) Minden rovar izeltlabt.
b) Nincs olyan bogar, amelyik nem rovar.

¢) Minden bogar izeltlabu.

9.4 OSSZEFOGLALAS

Az els6 fokozati predikatumkalkulus megismerése. A predikatumokkal kapcsolatos
miveletek megismerése, mint a negacid, a konjunkcio, a diszjunkcid, az implikacio és az
ekvivalencia. Venn-diagram segitségével a bizonyitasi igény kialakitasa, a kovetkeztetések
helyességének megallapitasa.

9.5 ONELLENORZO KERDESEK

1. Mikor helyes egyvaltozos predikatumokbol konkretizacidval, illetve kvantifi-
kacioval képezett kijelentések kdzott értelmezett kovetkeztetés?
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10. LECKEK FELADATAINAK MEGOLDASA

10.1 CELKITUZES

A tananyagban szerepld feladatok ellendrzése, a nehezen megoldhato feladatoknal a
megoldési 1épések megismerése. A fejezet a zarthelyi dolgozatra vald késziilésnél is sok
segitséget nyujt.

10.2 TARTALOM

Alapfogalmak

Logikai miiveletek

Halmazelmélet

Kijelentéslogika

A kijelentéslogika alkalmazasai

A prédikatumlogika elemei
Predikatumlogikai kovetkeztetések

10.3 A TANANYAG KIFEJTESE

10.3.1 Alapfogalmak

1) Kijelentések-e a kovetkez6 mondatok? (Indokoljuk allitasunkat!)
a) Budapest Magyarorszag févarosa 2010-ben.
b) Hany 6ra van?
¢) 3 nagyobb, mint 2.
d) A tanarunk szigora.
e) Bar vakéacid lenne!
f) Akos nem szemiiveges fiu.

Megoldas:
Azokat a kijelenté mondatokat nevezziik kijelentéseknek, amelyek igazak vagy hami-
sak, igy:
a) kijelentés
b) nem kijelentés, mert kérdés
c) kijelentés
d) nem kijelentés, mert tobb tanarunk is lehet, igy nem donthet6 el, hogy igaz vagy
hamis az allitas
e) nem kijelentés, mert 6hajté mondat.
f) nem kijelentés, mivel az alanyt nem ismerjiik, de egy bizonyos korben, ahol egyér-
telmi, hogy kit azonositunk igy lehet kijelentés

2) Allapitsa meg, hogy kijelentések-e a kovetkezé mondatok! Indokolja valaszat!
a) Sokaig tart még az ut?
b) Barcsak jeles lenne a zarthelyi dolgozatom!
¢) Magyarorszag févarosa Tiszafiired.
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d) Harom kisebb négynél.

e) A konyvtarak kulturélis intézmények.
f) Legyen szives alairni!

g) De megszurtam a kezem!

Megoldas:

a) nem kijelentés, mert kérdés

b) nem kijelentés, mert 6hajté mondat

c) kijelentés, mert egyértelmii, hogy egyik iddintervallumban sem volt Tiszafiired
hazank févarosa, ezért eldonthet6 a logikai értéke, hogy igaz vagy hamis. A logi-
kai érték eldontéséhez tovabbi informaciokra lenne sziikség.

d) kijelentés, mert eldonthet6 a logikai értéke, hogy igaz vagy hamis.

e) kijelentés, mert eldonthet6 a logikai értéke, hogy igaz vagy hamis.

f) nem kijelentés, mert felszolitd mondat

g) nem kijelentés, mert felkialtdé mondat

3) Jeloljiik az alabbi kijelentéseket kiilonbozo kijelentésvaltozokkal!

a) 1932-ben, Cserépfalu hataraban, a Subalyuk-barlangban neandervélgyi ember le-
leteket talalnak: egy gyermek koponyajat, egy nd allkapcsat és néhany toredékes
vazcsontjat.

b) A Német Szovetségi Koztarsasag (NSZK) 1955-ben a NATO tagja lett.

Megoldas:

a) jeloljiik s kijelentésvaltozoval (a Subalyuk-barlang miatt egyszeriibb megjegyez-
ni), mindez jelléssel: s:=1932-ben, Cserépfalu hataraban, a Subalyuk-barlangban
neandervolgyi ember leleteket talalnak: egy gyermek koponydjat, egy n6 allkap-
csat és néhany toredékes vazcsontjat.

olvasva: p (kijelentésvaltozo) legyen egyenld ,,1932-ben, Cserépfalu hataraban, a
Subalyuk-barlangban neandervolgyi ember leleteket talalnak: egy gyermek kopo-
nyéjat, egy n6 allkapcsat és néhany téredékes vazcsontjat”.

b) jeldljiik n kijelentésvaltozoval (a Német Szovetségi Koztarsasag kezddbetlije miatt
egyszeriibb megjegyezni), mindez jeloléssel: v:=A Német Szdvetségi Koztarsasag
(NSZK) a NATO tagja lesz1955-ben olvasva: v (kijelentésvaltozo) legyen egyen-
16 ,,A Német Szovetségi Koztarsasag (NSZK) a NATO tagja lesz1955-ben”.

4) Allapitsuk meg a kijelentések logikai értékét!
a) A Tisza-to egy mesterséges to.
b) Karacsony januar 1-én van hazankban.
c) 1939. aprilis 11-én Magyarorszag kilép a Nemzetek Szovetségébol.
d) Nullanal nincs nagyobb egész szam.

Megoldas:
a) igaz
b) hamis
¢) igaz (még akkor is, ha ennek utina kell jarni)
d) hamis
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10.3.2 Logikai miiveletek
Negdcio

1) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
Esik az eso.

Megoldas:
a) Nem igaz, hogy esik az es6. (Nem esik az es0.)
b) Nem igaz, hogy nem esik az esé.

2) Képezziik a kovetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
1 kisebb, mint 2.

Megoldas:
a) Nem igaz, hogy 1 kisebb, mint 2. (1 nem kisebb, mint 2.)
b) Nem igaz, hogy 1 nem kisebb, mint 2.

3) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
Ez a paralelogramma négyzet.

Megoldas:
a) Ez a paralelogramma nem négyzet.
b) Nem igaz, hogy ez a paralelogramma nem négyzet.

4) Képezziik a kdvetkezo kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat!
3+2=5.

Megoldas:
a) 3+2 nem egyenlo S-tel.
b') Nem igaz, hogy 3+2 nem egyenl6 5-tel.

5) Képezziik a kovetkezo kijelentés (a) egy- és (b) ketszeres tagadasat!
Akos jo tanulo.
Megoldas:

a) Nem igaz, hogy Akos j6 tanulé. (Akos nem jo tanulo.)
b) Nem igaz, hogy Akos nem jo tanulo.

6) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!
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Az iskola minden tanuldja szereti a matematikat.

Megoldas:

a) Nem igaz, hogy az iskola minden tanul6ja szereti a matematikat.

a) Az iskola nem minden tanuldja szereti a matematikat.

a) Az iskolaban van olyan tanuld, aki nem szereti a matematikat.

b) Nem igaz, hogy nem igaz, hogy az iskola minden tanuldja szereti a matematikat.
b) Nem igaz, hogy az iskola nem minden tanuldja szereti a matematikat.

b) Az iskolaban nincs olyan tanul6, aki nem szereti a matematikat.

7) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!
11 kisebb, mint 7.

Megoldas:

a) Nem igaz, hogy 11 kisebb, mint 7.

a) 11 nem kisebb, mint 7.

a) 7 nem nagyobb, mint 11.

b) Nem igaz, hogy nem igaz, hogy 11 kisebb, mint 7.
b) Nem igaz, hogy 11 nem kisebb, mint 7.

b) Nem igaz, hogy 7 nem nagyobb, mint 11.

8) Képezziik az alabbi kijelentés (a) egy- és (b) kétszeres tagadasat! Ezeket fogalmaz-
zuk meg tobbféleképpen is!

A 4 pozitiv szam.

Megoldas:

a) A 4 nem pozitiv szam.

b) Nem igaz, hogy nem igaz, hogy a 4 pozitiv szam.

crer

gikai értékét! Altalanositsuk a feladatot!

Megoldas:

A kétszeres negacid szabalya alapjan:
TT11P=Rl,

[IT111p=ITpl-

crer
crer

crer
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Konjunkcio

11) Keépezziik a kijelentések konjunkcidjat és hatarozzuk meg a logikai értékiiket! A
megoldasnal a kijelentések logikai értékét a matematikai ismereteink alapjan allapitsuk
meg!

a) p:=7osztoja 14-nek

g := 100 nagyobb, mint 3

b) p:=A négyzet sikidom.

q := A négyzet nem paralelogramma.

Megoldas:

a) konjunkcidja: p A q =7 osztdja 14-nek és 100 nagyobb, mint 3.
logikai értéke: |p|=i, |q|=i, |p A q|=i.

b) konjunkciodja: A négyzet sikidom, bar nem paralelogramma.
logikai értéke: |p|=i, |q|=h, |p A g|=h.

Diszjunkcio

12) Igazoljuk, hogy a diszjunkcié kommutativ, azaz
Barmely p,q.r kijelentésre: |pVvq|=|qVp|!

Bizonyitas:
A diszjunkcié kommutativ tulajdonsagl, mert:
Pl [ l9l | lpval | |qvpl
| | | |
i h i i
h i i i
h h h h
13) Igazoljuk, hogy a diszjunkci6 asszociativ, azaz
Barmely p,q.r kijelentésre: [(pV Q) VI =|pVv(qVr).

Bizonyitas:

A diszjunkcio asszociativ tulajdonsagt, mert:

L[ lal | [ [Ieva)vrlpv(gvn)
i i i i i

i i
i i
i i
i i
i i
i i
h h

S| | == | | =
S| =T - | ==

i
i
i
h
h
h
h
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De Morgan-azonossag

14) lgazolja a De Morga-azonossagokat a diszjunkciora és a konjunkciora nézve! Logi-
kai értéktablazattal:

NPAQEIPVIg

Pl | lal [ A9lillp Vv 1d
i i h i h h h
i h i h h i i
h i i h i i h
h h i h i i i
2 1 1 2 1
Hasonloképpen belathato, hogy barmely p,q kijelentésre
NI(pVva)=llpAldl.
el | lal [ valillp A 1ld
i i h i h h h
i h h i h h i
h i h i i h h
h h i h i i i
2 1 1 2 1

Implikacio
15) Barmely p kijelentésre : |p = p| # |p| (Az implikacié nem idempotens.)
Logikai értéktablazattal konnyen igazolhat6 az implikacio tobbi tulajdonsaga is.

Pl | Ip—p|
i i
h i

Ekvivalencia

16) (a) Fogalmazzuk meg a kovetkezo kijelentéspar ekvivalenciajat tobbféleképpen is!
(b) Hatarozzuk meg a logikai értékét!

p:= Az n egész szam 0-ra végzodik.

q:= Az n egész szam paros.

Megoldas:

a)

- Ha az n egész szam 0-ra végzddik, akkor az n egész szam paros, és ha az n egész szam
paros, akkor az n egész szam 0-ra végzodik.

- Az n egész szam akkor és csak akkor paros, ha az n egész szam 0-ra végzodik.

- Ahhoz, hogy az n egész szam paros legyen sziikséges €s elégséges feltétel, hogy az n
egész szam 0-ra végzddjon.

b) [p—dl| = h, mert [p—q| =1, de |g—p|=h
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10.3.3 Halmazelmélet

1)

(a) Definialja a gyiimolcsok halmazat egyes elemeinek felsorolasaval!
(b) Irja ezt réviden, matematikai jeloléssel is!

(c) Adja meg a halmaz egy lehetséges alaphalmazat!

(d) Adja meg a halaz egy elemét!

(e) Adjon meg jeloléssel egy olyan elemet, ami nem tartozik a halmazba!

Megoldas:

a) G:={cseresznye, meggy, alma, korte, barack, dinnye, ...}
b) G:={x|x gylimolcs}

¢) U:= {n6vények}

d) epereH

e) kutyag H

2) Az alabbi halmazok koziil melyik iires halmaz?
a) R:={x|x repiilo fa},
b) H:={x|x hazas agglegény},
¢) F:={x|x magyarorszagi folyok 2000-ben}

Megoldas:
Két iires halmaz van: R=0, H=0

3) Melyik esetben neveztiink meg azonos halmazokat?
a) U:={természetes szamok},
H:={100-nal kisebb paros természetes szamok},
K:={0-nal nagyobb paratlan természetes szamok}.
b) U:={magyarorszagi telepiilések 2000-ben},
H:={magyarorszagi megyeszékhelyek 2000-ben},
K:={Salgétarjan, Eger, Miskolc, Nyiregyhaza, Debrecen, Budapest, Kecskemét,
Szolnok, Szeged, Békéscsaba, Pécs, Szekszard, Székesfehérvar, Tatabanya, Gyor, Vesz-
prém, Zalaegerszeg, Szombathely, Kaposvar}.

Megoldas:
Csak a b) feladat két halmaznak ugyanazok az elemei, tehat H=K.

4) Adott H:={0,5,10} és K:={0, 10} halmaz. Teljesiilnek a két halmazra a kovetkez6 al-
litasok?

a) HcK

b) KcH

c)HcK

dKcH

e) K=H

Megoldas:
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K < H, mert a K halmaz minden eleme eleme a H halmaznak is. A H halmaznak a H
halmaz elemein kiviil van még mas eleme is, ezért H valddi részhalmaza K-nak, azaz
H c K. A t6bbi allitds nem teljesiil.

5) Adott H:={x|x husz és 30 év kozotti magyar allampolgar} és K:={x|x hallgatoi jogvi-
szonyban van egy hazai felsdoktatési intézményben} halmaz. Teljestilnek a két halmazra a
kovetkezd allitasok?

a)Hc K

b) KcH

c)HcK

dKcH

e) K=H

Megoldas:
A H halmaznak nem részhalmaza K, és a K halmaznak nem részhalmaza H. A két hal-
maz ebbdl kovetkezéen nem is egyenld, tehat egyik allitds sem igaz.

6) Adott H:={2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16...} és K:={x|x 0-nal nagyobb paros szam} hal-
maz. Teljestilnek a két halmazra a kovetkezo allitasok?

a) Hc K

by KcH

c)HcK

dKcH

e) K=H

Megoldas:
A két halmaz egyenld, csak masképpen hataroztuk meg azokat. Mivel H= K, igy az a),
b), e) allitas teljesiil, mig a c¢), d) nem.

7) Allapitsuk meg, hogy a H és K halmazok koziil részhalmaza-e egyik a masiknak!
a) H:={4,5}; K:={5,4},
b) H:={3,4,5}; K:={4,5,6}.

Megoldas:
a) Hc K és K ¢ H azaz H=K,
b)HzK ésKzH.

8) Legyen H:={-2, -1, 0, 1, 2} illetve K:={0, 2, 4,8,16} két halmaz. Hatarozza meg az
alabbi halmazok elemeit!

a HuK
b) HNK
Megoldas:

a) HuK={-2-1,0,1,2 48,16}.
b) HAK={0,2}
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9) Legyenek H, K, L halmazok az U alaphalmaz tetsz6leges részhalmazai. Bizonyitsa
be az alabbi tételeket! (Ezek a tulajdonsagok konnyen igazolhatok Venn-diagrammal.)

Tétel.

1. tétel: H U H=H (idempotencia),

. tétel: H n H=H (idempotencia),

. tétel: HU K=K U H (kommutativitas),

. tétel: H N K=K m H (kommutativitas),

Ctétel: (HUK)uw L=H U (KW L) (asszociativitas),
. tétel: (H N K) nL=H n (K n L) (asszociativitas),
ctétel: HU (KN L) = (HU K) n (H U L) (disztributivitas).
.tétel: HN (Ku L) =(HN K) U (H N L) (disztributivitas).

coO~NO OTh~WN

Bizonyitas:

A 7. tétel igazolasat szemlélteti a 43. kép.

H T HI K

l{ \\

! L"‘7’“‘vl u AN J]

\/ / \ X N

A\

" =
L L
/ NEN%
/ KnL
HU(KAL ) i
Hul
[ HoK I HOL )
43. kép Az unio metszetre nézve disztributiv tulajdonsaganak igazoldasa

A t6bbi tulajdonsag igazolasat végezziik el 6nalldéan!

10) Legyen H:={0,1, 2} és K:={0,3, 6,18} halmaz. Milyen elemei vannak a H\K és a

K\ H halmaznak?
Megoldas:
H\K={1, 2}.
K\H={3, 6,18}
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11) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszéleges részhalmazai. Bizonyitsa be
az alabbi tételeket!

Tétel.

1. tétel: H\H #H (H\ H= @) (nem idempotens)

2. tétel: H\K # K\ H (nem kommutativ)

3. tétel: (H\K)\L #H\ (K\ L) (nem asszociativ)

Bizonyitas:
A 2. tulajdonsagot szemlélteti Venn-diagrammon a 44. kép.
H\K # K\H
H e K
HMK KNH

44. kép A halmazok kiilonbsége nem kommutativ
12) Legyen U:={1, 2, 3, 4, 5} és H:={1, 5}. Hatarozza meg a H halmaz komplementer
halmazat az U alaphalmazon!

Megoldas:
Ekkor ~H = {2, 3, 4}.

13) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszéleges részhalmazai. Bizonyitsa be
az alabbi tételeket!

Tétel.

1. tétel: ~~H=H
2. tétel: ~0 = U
3.tétel: ~U=0

4. tétel: U\H=~H
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Bizonyitas:
Halmazok rajzoléaséaval a tételek egyértelmiien belathatok.

14) Legyenek H, K halmazok az U alaphalmaz tetszéleges részhalmazai. Bizonyitsa be
De Morgan azonossagokat!

Tétel.

1. tétel: ~ (HU K) = ~Hn ~K,

2. tétel: ~(HNK) =~HU ~K.

Bizonyitas:
Venn-diagrammal belathato.

15) U:={x|xeN és x <20}

H:={x|xeN, 3 osztoja x-nek és x <20}

K:={x|xeN,4 osztdja x-nek és x <20}
Képezziik a kdvetkezd halmazokat!

a) HUK,

b) HN K,

c) H-

d) H\K,

e) K\H

Megoldas:
frjuk fel az adott halmazok elemeit!
U={0,1,23,4,5/6,7,8,9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20}
H:={0, 3, 6, 9, 12, 15, 18}
K:={0, 4, 8, 12, 16, 20}
a) HUK ={0, 3,4,6, 8,9, 12, 15, 16, 18, 20}
b) H~ K ={0,12}
c)~H={0,1,2,4,5,7,8,10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20}
d) H\K = {3 ,6, 9, 15, 18}
e) K\H = {4, 8, 16, 20}

16) Milyen kapcsolat van H ¢és K halmaz kozott, ha
a) H\K=0 és H " K=H,
b) H\K=0 ¢s HuU K=H,
c) H\K=0 és K\ H=0.

Megoldas:
Venn-diagrammal megoldhato.
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17) Teljesiil-e minden H, K halmazra, hogy ((H \ K) U (K\H)) c (HuUK)?

Megoldas:
Venn-diagrammal megoldhaté.

18) A halmazmiiveletekre vonatkozé tulajdonsagok alapjan bizonyitsuk be, a kovetkezé
allitdsokat, ahol H, K és L egy adott U alaphalmaza részhalmazai!

A H=HNK)uU (Hn~K),

by HUK=(HN~K) U (HNK)uU (~HNK),

OgU=(HNn~K)uKu(Ln~H)u~L

Megoldas:
Venn-diagrammal megoldhato.

10.3.4 Kijelentéslogika

1) Formalizaljuk a kdvetkezo kijelentést!

»Feltéve, hogy a szemtani megbizhat6 és az irasszakértd véleménye helytallo, a biin-
cselekményt akkor és csak akkor kdvették el elére megfontolt szandékkal, ha a talalt ujjle-
nyomatok a tettest6l vagy a tettestarstol szarmaznak”.

Megoldas:
Formalizalas utan: (p A Q) = (r < (sVvt))

crer

2) frjuk fel a ((p A]q) = r) < q formula dsszes interpretaciojat! Ervényes-e a formula?

pl | 1ol | [f |((pA _19) —1 < ¢
N O I O o e o I
i [ i [h[h[h[i]il]i
i [h[ i [ i [i[i]hnh]hn
i [h[h][i[i[nh]il]h
h [ i [ i [h[h[i]il].i
h [ i [h[h[h[i]il]:i
h [h[ i [h[i[i]lhnh]hn
h [ h[h[h[i[i]lh]hn

2 |1 [3]5]4

A formula nem érvényes, mert nem minden interpretaciora igaz.

2) Igazolja, hogy az alabbi Gsszefiiggés tautologia: (p A ] p) — Q!
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Megoldas:
A (p Al p) — q formula azonosan igaz (tautologia vagy érvényes) mert:
interpretaciok
sorszama | PL[ 1Al [ leA 1p)  —
1 i i h h i i
2 i h h h i h
3 h i h i i i
4 h h h i i h
2 1 3|1
3) Bizonyitsa be a levalasztasi szabalyt (modus ponens)!
l.p—g
2.p
3.9
A fenti leiras is rovidithet6 az alabbi moédon: (p — g) Ap |= q.
Bizonyitas:
Elkészitve a logikai értéktablazatot:
premisszak konkluzid
Pl |lal| | _lp—al | Ip| 9]
i i i i i
i h h i h
h i i h i
h | h i h h

Lathatjuk, hogy minden olyan esetben amikor a premisszak (p — g, p) egyszerre iga-
zak, igaz a konkluzio (q) is. Tehat a szabalyt igazoltuk.

4) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha nalam van a kulcs, akkor ki tudom nyitni az ajtot.
Nalam van a kulcs.

Ki tudom nyitni az ajtot.

Milyen kijelentésekbdl épiil fel ez a kovetkeztetés?
p:=nalam van a kulcs
q:= ki tudom nyitni az ajtot.

Tehat a kovetkeztetés sémaja: (p — Q) Ap |= q
pP—q
p

q

Ez a levalasztasi szabaly séméja, igy ez a kovetkeztetés helyes.
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5) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha almodom, akkor alszom.
Almodom.

Alszom.

Milyen kijelentésekbdl épiil fel ez a kovetkeztetés?
p:= almodom
g:= alszom.

Tehat a kovetkeztetés sémaja: (p — Q) Ap |= q
pP—q
p

q

Ez a levalasztasi szabaly sémadja, igy ez a kdvetkeztetés helyes.

6) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés:
Ha a benzin elfogyott az autdbol, akkor az autdé megall.
Az aut6 megall.

Elfogyott a benzin az autobol.

Megoldas:

A kovetkeztetésben szerepld kijelentések a p és q egyszerti kijelentésekbdl épiilnek fel:
p: = a benzin elfogyott az autobol

g: = az aut6 megall

A kovetkeztetés szerkezete az alabbi sémaval irhato fel:

l.p—q
2.Q
3.p
Készitstik el a kovetkezo értéktablazatot:
premisszak konkluzié
PLllal| [ lp—al | |9 Ip|
| | | | 1
i h h i
h i i i h
h | h i h h

A harmadik sorban olyan eset szerepel, amikor a premisszak (p — q, illetve q) egyiitte-
sen igazak, de a konklazié (p) hamis. Elmondhatjuk, hogy a kdvetkeztetés nem helyes.
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7) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha a benzin elfogyott az autobol, akkor az auté megall.
Nem fogyott el a benzin.

Az aut6 nem all meg.

Megoldas:
pP—q
19

Ip

Formalizalva: (p—q) A1q F1p
A kovetkeztetés helyes, mert ez az ,,Elvevd” szabaly (modus tollens).

8) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha tartozom, akkor adds vagyok.
Nem tartozom.

Nem vagyok ados.

Megoldas:
p—q
19

1p

Formalizalva: (p —> Q) A]q |=] p
A kovetkeztetés helyes mert ez az ,,Elvevd” szabaly (modus tollens).

9) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
Ha egy hallgato vizsgazik, akkor felvette az adott tanegységet.
Ha felvette az adott tanegységet, akkor hallgatoi jogviszonya van.

Ha egy hallgato vizsgazik, akkor hallgatdi jogviszonya van.

Megoldas:
P—q
q—r

por

Formalizalva: (p —>q) A(q—T) |=p —r
A kovetkeztetés helyes mert ez a lancszabaly (feltételes szillogizmus).
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Ellendrizhetd igazsagtablaval is:

premisszak konkltzid
plflal ||| lp=all lg—H | p—T
i i i i i i
i i h i h h
i h i h i i
i h h h i h
h i i i i i
h i h i h i
h h i i i i
h h h i i i

10) Bizonyitsuk be az indirekt bizonyitast logikai értéktablazattal!
Az indirekt bizonyités séméaja: (]p—19) Aq Fp

Ip—19
q
p
pl | lal [Ip — Id
i i h i h
i h h i i
h i i h h
h h i i i
1 2 1

Helyes a kovetkeztetés, mert minden olyan esetben, amikor mind a két premissza igaz,
igaz a konkluzio is.

11) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha szeretem igazén, akkor 0sszehazasodunk.
b) Nem szeretem igazan.

¢) Nem hézasodunk 0ssze.

A kovetkeztetési szabaly sémaja: (|p—109) AQ |=p
Ip—1q
q

p

Ez az indirekt bizonyitas sémaja, igy a kovetkeztetés biztosan helyes.
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12) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha a baratom, akkor moziba megyek vele.

b) Ha nem a baratom, akkor nem megyek vele moziba.

Megoldas:
Formalizalva:
p = a baratom
g = moziba megyek vele
A kovetkeztetés sémadja:
p—q
la—1p
A szabaly jelekkel leirva: p— q |=] g—1p
Mivel ez a kontrapozicio (,,elvetési mod”) szabalya, ezért a kovetkeztetés helyes.
Sajat magunk ellenérzéseként igazolhatjuk logikai értéktablazattal is:

premissza konkluzid

| | [al |[To]|[1dl lp—d| | 19—1pl
i i h | h i i
i h | h i h h
h i i h i i
h | h i i i i

13) Bizonyitsuk be a diszjunktiv szillogizmust logikai értéktablazattal!
Diszjunktiv szillogizmus sémaéja:

PV

1p

g
I | 1ol [lpval| [lp|
i i i h
i h i h
h i i i
h h h i

Tehat a kovetkeztetés helyes.

14) Dontsiik el az alabbi kovetkeztetés helyességét!
A b szam oszthat6 2-vel vagy 3-mal.
A b szam nem oszthat6 2-vel.

A b szam oszthatd 3-mal.
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Megoldas:
Formalizalva:
p = a b szam oszthat6 2-vel
q = a b szam oszthat6 3-mal
A kovetkeztetés sémadja:
pva
Ip

q
A szabaly jelekkel leirva: (pVvV Q) A p |= q

Mivel ez a diszjunktiv szillogizmus (modus tollendo ponens) szabaly, igy biztosan igaz.
Nézziik meg az ellendrzés végett az igazolast logikai értéktablazattal is:

premisszak konkluzié
| | [al || lpva |1 p| gl
i i h i h i
i h | h i h h
h i i i i i
h | h i h i h

15) Helyes-e az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha a logika vizsgan jé tételt huzok, akkor jelesre vizsgazom.
b) Ha nem tanulom rendszeresen a logikat, akkor nem vizsgazom jelesre.

) Ha nem tanulom rendszeresen a logikat, akkor nem huzok jo tételt a logika vizsgan.
p:=Jo tételt huizok a logika vizsgan.
q:= Jelesre vizsgazom logikabol.
r:= Rendszeresen tanulom a logikat.
A kovetkeztetés sémaja:
pP—=q
Ir=1q
Ir=1p
A kovetkeztetés igazsagtablazata:

pLlalf i) p>gl 1 Ir _— Jal [ [Ir _— Pl
i 0] i hli]Jh|h]i]h

i | i|h i i [ h [ h | i [ h|Hh

i [ h | h h [ i [ i [ h [ i[Hh

i [h|h h i [ i ] i | i [ h[Hh

h | i i h i Jh|h]il].:
hlilh i i [ h [ h | i [ h ][
h|hli i h i i [h]il]:@
hlh[h i i i i i
1 121 ]1]2]1
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A kovetkeztetés helyes.

16) Helyes az alabbi kovetkeztetés?
a) Ha 12 oszthat6 3-mal, akkor 12 Osszetett szam.
b) 12 oszthat6 3-mal.

c) 12 Osszetett szam.

Megoldas:

Két kijelentésbdl épiil fel ez a kdvetkeztetés:
p:= 12 oszthat63-mal.

q:= 12 Osszetett szam.

Tehat a kovetkeztetés sémaja: (p — Q) Ap |= q
pP—q
p

q

Ez a levalasztasi szabaly (modus ponens), tehat a kdvetkeztetés helyes.

10.35 A Kijelentéslogika alkalmazasai

1) frjuk fel annak feltételét, hogy a kovetkez6 abrakon lathaté aramkorokben aram foly-
jon! (A ]q jeli kapcsolo a q jeliivel éppen ellentétes miikodésii; két azonos jell kapcsold
egyszerre van nyitva, ill. zarva).

_/{}_/__

ey

| —

45. kép Az 1. feladat logikai aramkére
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Megoldas:

Hasznaljuk fel a leckében elmondottakat, amit roviden igy tehet 6sszefoglalni: a soros
kapcsolas a konjunkcionak, a parhuzamos kapcsolds a diszjunkcionak felel meg. Ennek
alapjan a mikodési feltételt a kovetkezd formula irja le:

(pA(@@ V) AS) Vv (lg A p).

2) Irjuk fel annak feltételét, hogy a kovetkez6 dbrakon lathaté aramkérokben aram foly-
jon! (A']p, 19 jelt kapcsolo a p, illetve q jeliivel éppen ellentétes miikodésti; két azonos jeltl
kapcsolo egyszerre van nyitva, ill. zarva).

P/

e
—1
a_~

L]

46. kép A 2. feladat logikai aramkére

Megoldas:
Az 1) feladat megoldasahoz hasonldan jarhatunk el; eredményiil a kovetkezdé formulat
kapjuk: ((pv @) AV (IpAQA(rv]ag)).

3) Tervezziink olyan aramkort, amelyek a kovetkez6 formulanak felel meg:

(PA@V ) ATV ((IpAGAD)!

Megoldas:

Azt az elvet kovetve, hogy a konjunkcionak a soros kapcsolas, diszjunkcionak a parhu-
zamos kapcsolas felel meg, megkonstrualhatjuk a kivant aramkort. (Az egyszertisités ked-
véért a 47. képen mar nem rajzoltuk be az aramforrast és a fogyasztot).
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J{V .

47. kép A 3. feladat megoldasa

4) Tervezziink olyan aramkort, amelyek a kovetkez6 formulanak felel meg:
(PvavnAal)v((pvigvi)As)v
vI@virvigAalp) v(drvigale v (ira) As!

Megoldas:
A 48. képen Osszetettebb lesz a kapott aramkor.

48. kep A 4. feladat megoldasa
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5) Egy halokocsiban harom fekv6hely van, mindharom fekvéhelyhez egy-egy kapcsolo
tartozik. A fiilkében egy kis és egy nagy lampa van. A nagy lampa akkor ég, ha a tobbség
akarja, a kis lampa, pedig akkor, ha csak egy utas kapcsolja fel.

Tervezziik meg az aramkort!

Megoldas:

Jelolje x1, x2 és x3 a harom kapcsolot, és irjuk fel annak a feltételét, hogy a kis lampa
égjen. A jelolésre itt is alkalmazzuk eddigi megéllapodasainkat: ennek alapjan a kis [ampa
akkor és csak akkor ég, ha (X;A ]X2 A ]X3) V ([X1 A X2 A X3) V (X1 A ]X2 A X3)

A kapott formulanak megfelel6 aramkort mar konnyen lerajzolhatjuk, amiben a 49. kép
is segit.

Xp " Txp 7 X3

‘le X2/ ﬂxgl/_‘

r ‘1x,/ ﬂxz/ xi/ ’-_l

49. kép Az 5. feladat megoldasanak elsé része

Hasonlé modon felirhatjuk annak a feltételét, hogy a nagy lampa égjen.
Ez a feltétel még egyszerlibb is lesz, hiszen nem sziikséges példaul vizsgalnunk, hogy
ha x; és x, bekapcsolt allapotban van, akkor milyen helyzetben van az x3 jelii kapcsolo.

3~ X
¢ Xz/ V ¢
. Y

50. kép Az 5. feladat megolddasanak masodik része
10.3.6 A prédikatumlogika elemei
Logikai érték
1) Hatarozza meg az alabbi kijelentések logikai értékét!
a) Van olyan n6vény, amelyik kétszikii. (Alaphalmaz := névények halmaza)
b) Minden ember kékszemti. (Alaphalmaz := Magyarorszagon ¢él6 emberek)

C) Van olyan trapéz, amelyik nem paralelogramma.
d) Az él6lények élete korlatozott.
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Megoldas:
Az a), ¢), d) kijelentések logikai értéke igaz, a b) kijelentés logikai értéke hamis.

Tagadas

2) Képezziik a kovetkezo kijelentések tagadasat!

a) Van olyan n6vény, amelyik kétszikii. (Alaphalmaz := névények halmaza)
b) Minden ember kékszemii. (Alaphalmaz := Magyarorszagon é16 emberek).
C) Van olyan trapéz, amelyik nem paralelogramma.

d) Az ¢l6lények élete korlatozott. (Alaphalmaz := él6lények halmaza).

Megoldas:

a) Minden névény nem kétszikii. (Nincs kétszikli n6vény.)
b) Van olyan ember, aki nem kékszemti.

C) Minden trapéz paralelogramma.

d) Van olyan é161ény, amelyiknek az élete nem korlatozott.

10.3.7 Predikatumlogikai kovetkeztetések

Miiveletek prédikatumokkal

1) Szemléltessiik Venn-diagrammal a Px — Qx és a Px <> Qx igazsaghalmazat, ha Px
illetve Qx igazsaghalmaza P, illetve Q!

Megoldas:

51. kép Px — Ox és a Px <> Ox igazsaghalmazanak abrazolasa

2) Tekintsiik az U := {-10, -9, ..., -1,0, 1, 2, ..., 9, 10} alaphalmazon értelmezett Px :=

X pozitiv szdm” és Qx := ,5 osztdja x-nek” predikatumokat. Szemléltessiikk Venn-
diagramon a kdvetkezd predikatumok igazsaghalmazat!

a) Px A Qx,

b) Px v Qx,
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c) Px — Qx,
d) Px < Qx.

Megoldas:

Az abra az a), ¢) és d) eseteket mutatja. (A b) esetet rajzoljuk meg 6nalldan!)

52. kép

53. kép

P\Q ={10,5,0,-1,-2,-3,-4,-5, -6, -7,

54. kép

P\Q oQ\P={10,5, -1, -2, -3, -4, -6, -7,

Kovetkeztetes

3) Helyes-e a kovetkezd

Az a) eset megoldasa: Px A QX
igazsaghalmaza: P » Q = {5, 10}

A C) eset megolddsa: PX — Ox

igazsaghalmaza P\ Q .

-8, -9, -10}

Az d) eset megoldasa: Px < Ox

igazsaghalmaza:

-8, -9}

kovetkeztetés?

1. A paralelogramma szemben fekvo oldalai parhuzamosak.

2. A rombusz szemben fekvo oldalai parhuzamosak.

3. A rombusz paralelogramma.

Megoldas:

Legyen a targyalas alaphalmaza a sikbeli négyszdgek halmaza.

Px := x paralelogramma.

Qx := x szemben fekvo oldalai parhuzamosak.
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Rx := X rombusz.
Ezekkel a predikdtumokkal a kdvetkezd6 modon fogalmazhatnank meg a kovetkeztetés-
ben szerepld kijelentést.
1. Minden x-re igaz, hogy (ha Px, akkor Qx).
2. Minden x-re igaz, hogy (ha Rx, akkor Qx).

3. Minden x-re igaz, hogy (ha Rx, akkor Px).
Rovidebben:

1. Vx (Px — Qx)
2. Vx (Rx — Qx)

3. ¥x (Rx — Px)

55. kép Az 1. és 2. kijelentések kozos
Venn-diagramja

(ahol Px, Qx és Rx predikatumok igazsaghalmaza rendre

P,Q,R):

1)P\Q=0
2)R\Q=0

f ' { \ \\
56. kép A konkluzio (3.) Venn-diagramja: () )
R\P=0. "

A kovetkeztetés nem helyes, mert a premisszak k6zos Venn-diagramja nem tartalmazza
részként a konklizié Venn-diagramjat. Vigyazzunk, ez nem azt jelenti, hogy a konkluzio
hamis, hanem azt, hogy az elébbi két premisszabdl az nem kovetkezik.

4) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) A 4-gyel oszthaté szamok parosak.
b) A 2-re végz6d6 szamok parosak.

C) A 2-re végz6d6 szamok oszthatok 4-gyel.
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Megoldas:

U := {egész szamok}.

Px := x oszthat6 4-gyel.

Qx := X paros szam.

Rx :=x szdm 2-re végzddik.

Predikatumok felhasznalasaval a kovetkeztetés szerkezete:
a) Vx (Px — Qx)
b) Vx (Rx — Qx)

C) Vx (Rx — Px)

A feladat megoldasa nélkiil megallapithatd, hogy a kovetkeztetés nem helyes. Nem
azért, mert a konklazié hamis, hanem azért, mert az el6z6 kovetkeztetési feladattal azonos
szerkezetll. (Az el6z6 feladatban a konklzio igaz volt, ebben a feladatban hamis, a kovet-
keztetés mind a két esetben helytelen.)

5) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) Aki kivancsi, hamar megoregszik.
b) Van kivancsi allat.

¢) Van hamar 6reged¢ allat.

Megoldas:

U := {él6lények},

KX :=x kivancsi,

AX :=x allat,

Px := x hamar 6regedo.

Ezekkel a predikatumokkal a kovetkeztetés kijelentései a kovetkez6képpen fogalmaz-
hatéak meg:
a) Minden x-re igaz, hogy (ha Kx, akkor Px).
b) Van olyan x, hogy (Kx és Ax).

¢) Van olyan x, hogy (Ax €s Px).

a) Vx (Kx — Px)
b) 3x (Kx A AX)

) Ix (AX A Px).
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57. kép Az 5-6s feladat megoldasa
Venn-diagramon dabrazolva.

Legyen Kx, Ax és Px predikatumok igazsaghalmaza

rendre K, A és P Q'/.\““‘—\'\l’"/j
a)K\P=0 \ /
DKNA+QD -
)ANP#0Q :

Az a) és b) premissza ko6z0s Venn-diagramja tartalmazza a konklazio diagramjat, tehat
helyes a kovetkeztetés.

6) Képezziik a kovetkez6 ,,minden x-re Px”, illetve ,,van olyan x, amelyre Px” tipust
Kijelentések tagadasat!
a) Minden bogar izeltlabu.
b) Van olyan bogar, amelyik nem rovar.
¢) Van kivancsi allat.
d) Minden négyzet téglalap.

Megoldas:

a) Nem igaz, hogy minden bogar izeltlabu. (Van olyan bogar amelyik nem izeltla-
bu.)

b) Nem igaz az, hogy van olyan bogar, amelyik nem rovar. (Minden bogar rovar.)

¢) Nem igaz, hogy van kivancsi allat. (Minden allat nem kivancsi. Nincs kivancsi
allat.)

d) Nem igaz, hogy minden négyzet téglalap. (Van olyan négyzet, amelyik nem tég-
lalap.)

7) Helyes-e a kovetkeztetés? U:={allatok}
a) Minden rovar izeltlabu.
b) Nincs olyan bogar, amelyik nem rovar.

) Minden bogar izeltlabu.

Megoldas:
Rx:=x rovar.
Bx:= x bogar.

Jx:= x izeltlabu.

A kovetkeztetés predikatumlogikai szerkezete:
a) Vx(Rx — Jx)
b) 1(3x(Bx A 1Rx) vagy V(Bx — Rx)
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¢) Vx(Bx — Jx)

A premisszak k6z6s Venn-diagramja (58. kép).

58. kép

A konkluzié Venn-diagramja (59. kép).

59. kép

A konkluzio Venn-diagramja

A premisszdk kozos Venn-diagramja

(Rx, Bx, illetve Jx prédikatumok igazsaghalmaza rendre R, B, illetve J)
A kovetkeztetés helyes, mert a premisszak k6zos Venn-diagramja részként tartalmazza

a konkluzi6é Venn-diagramjat.
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10.4 OSSZEFOGLALAS

A tananyagban szerepld feladatok ellendrzését végezhette el a lecke alapjan. Ha egy
feladat megoldasa nehézséget okozott az elmélet elsajatitasa utan, akkor itt a megoldasi
1épéseket részletesen megtekinthette. Ezzel lehetévé valik a kés6bbiekben a hasonlo fel-
adatok onallé megoldasa. Az els6 néhany elméleti leckéhez itt nem talalhat6 feladat.
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11. GYAKORLO FELADATOK ES MEGOLDASAIK

11.1 CELKITUZES

A tananyagban szereplé példakon és feladatok megoldasan keresztiil képessé kellett
valnia az 6nallo feladatmegoldasra. A lecke az elmélet elsajatitasa és a leckékben talalhatd
feladatok megoldasa utani gyakorlast tamogatja, célja a tanult gyakorlati ismeretek altala-
nos, Osszefoglald jellegli ellenérzése, elmélyitése.

11.2 TARTALOM

Kijelentéslogika

Predikatumlogika

Kijelentéslogikai feladatok megoldasai
Predikatumlogikai feladatok megoldasai

11.3 A TANANYAG KIFEJTESE

11.31 Kijelentéslogika

1) Az alabbi kijelentések koziil melyek tagadasa az ,,Akos nehezebb Zsuzsanal” kijelen-
tésnek?
a) Zsuzsa nehezebb Akosnal.
b) Akos nem nehezebb Zsuzsanal.
¢) Akos konnyebb Zsuzsanal.
d) Zsuzsa legfeljebb olyan nehéz, mint Akos.

2) Tekintsiik a kovetkezo két kijelentést:
p:= Akos megtanulta a leckéjét.
q:= Akos szinhazba ment.
Fogalmazzuk meg az alabbi sszetett kijelentéseket:
a)pAQq.
b) ha p, akkor g.
¢) p, ezért q.
d) p vagy .
e) g, mert p.
Az értékelési alapelv szerint dontsiik el, hogy melyek azok amelyek logikai miivelettel
keletkeztek.

3) Irjuk fel logikai miiveleti jelek segitségével a kovetkezoket:
a) Nem p, pedig g.
b) p, de nemq.
¢) Ha p, akkor sziikségképpen q.
d) p maga utan vonja q-t.
e) Ha p, akkor q és ha nem p, akkor nem q.
f) q sziikséges feltétele p-nek.
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4) Melyik kijelentés az aldbbi tagadasa:
,»Ha megtanultam a leckémet, akkor szinhazba megyek”?
a) Ha megtanultam a leckémet, akkor nem megyek szinhazba.
b) Megtanultam a leckémet és mégsem megyek szinhazba.
¢) Ha nem tanultam meg a leckémet, akkor nem megyek szinhazba.
d) Nem tanultam meg a leckémet és nem megyek szinhazba
Formalizaljuk a valasztott kijelentést és értéktablazattal gy6zodjiink meg arrdl, hogy he-
lyesen valasztottunk.
5) Legyen [p[=i, [q[=h, |r|=h, [s|=i.
Allapitsuk meg a kovetkezd formulaval leirt 6sszetett kijelentések logikai értékét:
a)r— (sAp),
b)p—(rAs),
) (pAT) = (rA]S),
d)p—(r—s).

6) Miiveleti tulajdonsagok felhasznaladsaval hozzuk egyszertibb alakra a kdvetkez6 for-
mulakat:
a) (pAg)Via,
b)1(p—a)Aaq,
¢)(pAaAnNVIqV]r

7) Ha egy szam oszthat6 6-tal, akkor oszthatd 3-mal. Az aldbbi kijelentések koziil me-

lyik fejezi ki ugyanazt?

a) Ha egy szam nem oszthat6 6-tal, akkor nem oszthaté 3-mal sem.

b) Ha egy szam nem oszthat6 3-mal, akkor nem oszthaté 6-tal sem.

c) Az nem lehet, hogy egy szam oszthato 6-tal, de nem oszthato 3-mal.

d) A 3-mal valé oszthatosag sziikséges és elégséges feltétele a szam 6-tal vald
oszthatosaganak.

e) A 6-tal valo oszthatosag sziikséges de nem elégséges feltétele annak, hogy a
szam oszthato 3-mal.

f) A szam 6-tal valé oszthatosaganak sziikséges de nem elégséges feltétele az, hogy
a szam oszthat6 3-mal.

8) Az els6 mondat igaz voltabdl kovetkezik-e, hogy a masodik mondat is igaz?
a) Ha Béla a gyilkos, akkor tudja a gyilkossag pontos idejét és helyét.
b) Ha Béla nem tudja a gyilkossag pontos idejét vagy nem tudja a gyilkossag he-
lyét, akkor nem 0 a gyilkos.
frjuk fel mind a két mondat formulajat!

9) Mi a megforditasa a kdvetkez0 kijelentéseknek? Ha a kijelentés és megforditasanak
logikai értéke azonos, akkor fogalmazzuk meg ekvivalencia formajaban is!
a) Ha egy szam 0-ra végzddik, akkor paros.
b) Ha egy haromszdg hegyesszogi, akkor egyenld oldala.
c¢) Ha egy négyszog paralelogramma, akkor atloi felezik egymast.
d) Ha egy szam oszthat6 2-vel és 3-mal, akkor 6-tal is.
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e) Egy szorzat akkor nulla, ha legalabb az egyik tényezdje 0.
10) A kovetkezd kijelentés egy konkrét egész szdmra vonatkozik:
,Ha egy szam oszthat6 9-cel, akkor oszthatd 3-mal is.”
a) lgaz-e barmely egész szamra ez a kijelentés?
b) Mi a kijelentés megforditasa? Igaz-e tetszéleges egész szamra?
¢) Mi az eredeti kijelentés kontrapozicioja? Igaz-e tetszéleges egész szamra?
d) Fogalmazzuk at az eredeti kijelentést
1. ,.csak akkor”
2. ,,sziikséges feltétel”
3. ,.elégséges feltétel” — kifejezések segitségével!

11) rjuk fel a kovetkez6 kijelentések formulajat!
a) Ha Akos bertigja a tizenegyest, akkor megnyerjiik a mérk6zést, de ha nem rtgja
be, akkor nem nyerjiikk meg, viszont ha nem nyerjiik meg, akkor kiesiink és vissza kell

fizetni a szponzor tamogatasat.
b) Ha holnap siit a Nap vagy nem esik az esd, és nem fu3j a sz¢él, elmegyek kiran-

dulni.

12) Készitsiik el a kovetkezd formulak logikai értéktablazatat!
a)p—>1(qAr),
b)(p—=a) <= (pVva)
¢)(pva) = (@Vvp).

13) Ervényesek-e a kovetkez6 formulak?
a)(pAg)—>1(P—10),
byp->1(qAr),
c)(pva)<(lp-a).

14) Igazoljuk logikai értéktablazattal a kdvetkezod egyenléségeket!

a)[l(p-a)=lpATql
b) p—al=l(pAg) Vv (TpATQ)

15) Miveleti tulajdonsagok felhasznalasaval igazoljuk az el6z6 feladatban szerepld
egyenlOségeket!

16) Miiveleti tulajdonsagok felhasznalasaval igazoljuk az alabbi azonossagokat!
a)[pVv1](p—al=pl,

b) la — (p A Q)I=la - pl,

A)IpVv(pAa)=lp—dl

d) [p— (pVvg)l=i.

20) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) Ha éveim szama oszthato 6-tal, akkor paros szam.
b) Eveim szama paros szam.

¢) Eveim szama oszthat6 6-tal.
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21) Helyes-e a kovetkeztetés?
a) Ha siit a Nap, akkor kirdndulni megyek.
b) Nem siit a Nap.

¢) Nem megyek kirandulni.

22) Helyesek-e az alabbi kovetkeztetési sémak?

a) r-(pva)
rag

r-p

b) 1p—q
Ip—1q

p

23) Formalizéljuk a kovetkeztetést és vizsgaljuk meg a helyességet!
a) Ha nem vagyok figyelmetlen, akkor jol oldom meg a feladatokat.
b) Ha jol oldom meg a feladatokat, akkor boldog vagyok.

¢) Ha nem vagyok figyelmetlen, akkor boldog vagyok.

24) Helyesek-e az alabbi kovetkeztetések?
1. a) Ha jok az eldadésok, akkor érdemes felvenni a targyat.
b) Konnyen ad jelest az el6add vagy nem érdemes felvenni a tar-gyat.
¢) Nem ad konnyen jelest az eléado.

d) Nem érdemes felvenni a targyat.

2. a) Ha az 6ram jol jar, akkor megérkezem az el6adas kezdete el6tt, ha ide-
jében jon az autdbusz.
b) Idejében jon az autdbusz, mégsem érkezem meg az eldadas kezdete
elott.

¢) Nem jol jar az éram.

3. a) Az apam csak akkor jutalmaz meg, ha biiszke lehetek magamra.
b) Jol sportolok vagy nem lehetek biiszke magamra.
¢) Ha rendszeresen tanulok, akkor nem sportolok jol.

d) Ha az apam megjutalmaz, akkor nem tanulok rendszeresen.
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11.3.2 Predikatumlogika

25) Formalizéljuk a kovetkezd kijelentéseket:
a) Minden bogar rovar.
b) Van olyan paros szam, amelyik nem oszthato 4-gyel.
¢) Van olyan véllalkoz6, aki nem milliomos.
d) Nem mind arany, ami fénylik.

26) Fogalmazzuk meg (tobbféleképpen is) a kovetkez6 allitasok tagadasat!
a) A varos minden iizlete jovedelmezd.
b) Van paros primszam.
¢) Nem igaz, hogy nem létezik primszam.
d) Minden allat kivancsi.
e) Nincs olyan bogar, amelyik nem rovar.

27) Valasszuk ki — ha lehet — az alabbi kijelentések ko6ziil azokat, amelyek a kdvetkez6
kijelentés tagadasat fejezi ki: ,,Van olyan féiskolai hallgato, aki nem kedveli a logikat és a
szamitastechnikat.”

a) Minden f6iskolai hallgat6 kedveli a logikat és a szamitas-tech-ni-kat.

b) Senki sem kedveli a logikat és a szamitastechnikat.

¢) Nem létezik olyan fOiskolai hallgatd, aki nem kedveli a szamitds-tech-nikat
vagy nem kedveli a logikat.

d) Nincs olyan fdiskolai hallgat6, aki kedveli a logikat és a szamitds-tech-nikat.

28) U:={X|x € N és x<8}, Px:=x oszthat6 3-mal, Qx:=x oszthato 5-tel. Szemléltessiik az
alabbi nyitott mondatok igazsaghalmazat, ha Px, illetve Qx igazsdghalmaza P, illetve Q.
a) Px - Qx,
b) Px — 1 Qx,
c) Qx — | Px,
d) Qx A PX,
e) | PxA]Qx.

29) Szemléltessiik Venn-diagrammal a kdvetkezd kijelentéseket!
a) | IX(PxA]Qx),
b) 3 x(Px A Qx A ] Rx),
c) ] vV x(Px Vv Qx),
d) 3 x(] Px A (Qx V Rx).

30) Vizsgaljuk meg a predikatumlogika eszkdzeivel, hogy helyes-e a ki-vet-kez-tetés!
a) Egy négyszog akkor és csak akkor paralelogramma, ha a szem-ben fekvo oldalai
parhuzamosak.
b) A rombusz szemben fekv6 oldalai parhuzamosak.

¢) A rombusz paralelogramma.
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31) Helyes-e a kdvetkeztetés?
a) Némely rombusz négyzet.

b) Némely négyzet nem rombusz.

32) Vizsgaljuk meg (predikdtumlogika eszkozeivel) a kovetkeztetést!
a) Van olyan paros szam, amelyik nem oszthato 4-gyel.

b) Van olyan 4-gyel oszthato egész szam, amelyik paros.

33) Helyes-e (predikatumlogikailag) a kovetkeztetés?
a) A paralelogramma 4tl6i akkor és csak akkor merdlegesek egymadsra, ha a parale-
logramma rombusz.
b) A (60. képen lathato) paralelogramma atldi nem merélegesek egymasra.

) A (60. képen lathatd) paralelogramma nem rombusz.

60. kep A paralelogramma és a két atloja

34) Vizsgéljuk meg az alabbi kovetkeztetés helyességét!
a) Minden ember halando.
b) Arisztotelész ember.

¢) Arisztotelész halando.

35) Formalizaljuk az alabbi kovetkeztetést és igazoljuk helyességét!
a) Nincs olyan tanar, aki milliomos.
b) Van olyan milliomos, aki vallalkozo.

¢) Van olyan vallalkoz6, aki nem tanar.

11.3.3 Kijelentéslogikai feladatok megoldasai
1) b) Nem igaz, hogy ,,Akos nehezebb Zsuzsanal vagy Akos nem nehezebb Zsuzsa-
nal”.

2) a) Akos megtanulta a leckéjét és szinhazba ment.
b) Ha Akos megtanulta a leckéjét, akkor szinhazba ment.
¢) Akos megtanulta a leckéjét, ezért szinhazba ment.
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A d), és e), Osszetett kijelentést fogalmazzuk meg ezekhez hasonldan. Az értékelési
alapelv szerint a), b), d) kijelentések logikai miivelettel keletkeztek a p és a q kijelentések-
bol, mint komponensekbdl.

3) alpAq,
b) p A g,
)p—q,
d)p—q,
e)(p—q) A(lp—1a),
HDp—aq.

4) b) Megtanultam a leckémet és mégsem megyek szinhazba.
p:= Megtanultam a leckémet.
g:= Szinhazba megyek.
Az eredeti kijelentés formuldja: p — q
Tagadasanak formuldja: p A g
pl [ ol [Ip—al] |
i i i

e—al pA__ 1d

i h
h i
h h

(R P B o Y el Y

NS |=— |

h
i
i
1

| ===

Valéban, [ (p — q)I=p A q|

5) a) r—(sAp)
Ha [r|=h, |s|=|p|=i, akkor [r — (s A p)|=i.

b) h
c)i
d)i
6)
a)|(pAq) Vial=(pvia) AgVig)=p vial,
mert |q Vv |ql=i,

b) Ne—=a)Aq=(pVv Ia)Ad)l=I(PATaq) A =h,

tehat a kifejezés azonosan hamis.
) lpAgAnvigvir=ipvigA@Vvig)A(rvia)vir=
=.=pvigVl]r.

7) b), c), f).
8) p:=Béla a gyilkos.

q:= Béla tudja a gyilkossag pontos idejét.
r:= Béla tudja a gyilkossag helyét.
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Az els6 mondat szerkezete: p — (qQ AT),

mig a mésodik mondaté: (1 v r) — 1p. [(14 v 1) — TpI= 1@ A 1) — Tpl=Ip — (@ A D)l
Tehat a két allitas logikailag azonos.

(1(a A 1) = Ipl=lp — (q A 1)|, mert az implikacio logikai értéke egyenld a kontrapozici-
0janak a logikai értékével).

9) a) Ha egy szam paros, akkor nullara végzddik.
b) Ha egy haromszdg egyenl6 oldaly, akkor hegyesszogii.
c) Ha egy négyszog atloi felezik egymadst, akkor a négyszog paralelogramma.
c") Egy négyszog, akkor és csak akkor paralelogramma, ha atloi felezik egymadst.
d) Ha egy szam oszthat6 6-tal, akkor 2-vel és 3-mal is oszthato.
d') Egy szam akkor és csak akkor oszthato 6-tal, ha 2-vel és 3-mal is oszthato.
e) Ha egy szorozatnak legaldbb az egyik tényezdje nulla, akkor a szorzat nulla.
e") Egy sorozat akkor és csak akkor nulla, ha legalabb az egyik tényezdje nulla.

10) a) Igaz, mert nincs olyan egész szam, amelyre az elGtag igaz, az utdtag pedig ha-

mis lenne.

b) Ha egy szam oszthaté 3-mal, akkor oszthaté 9-cel is. Ez a ki-je-lentés nem igaz
minden egész szamra.

¢) Ha egy szdm nem oszthat6 3-mal, akkor nem oszthat6 9-cel sem. Ez a kijelentés
minden egész szamra igaz. (Kontrapozicio tor-vé-nye.)

d1) Egy szam csak akkor oszthat6 9-cel, ha 3-mal is oszthato.

d2) Ahhoz, hogy egy szam 9-cel legyen oszthato, sziikséges, hogy 3-mal is osztha-
to legyen (vagy: egy szam 9-cel valo oszthatdsaganak sziikséges feltétele a 3-mal vald
oszthatosag).

d3) Egy szam 3-mal val6 oszthatosdganak elegendo feltétele a 9-cel vald oszthato-
sag.
11) a)(t—>m) A(Jt— Im) A (Jm — (k A T)),

b)y(sviea]f) —k

12) a)
Pl [ lal | [r [lp = 1 (@AD)]
i i i h | h i
i i h i [ h
i h i i [ h
i h h i [ h
h i i i |n i
h i h i [ h
h h i i [ h
h h h i [ h
3 |2 1
b)
Pl | lal [(p—a9) <« (p V)
i i i i h i
i h h i h h
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13) a)

Tehat a formula érvényes.

b)

h [ i i i i |
h | h i i i |
1 3 1 ]2
| | lal [[(Vva) < (qVp)
i i i i
i | h i i i
h | i i i i
h [ h h i h
1 2 | 1
Pl | lal [[pAG) — 1 (— 19)
i | i i i i | h | h
i [ h h i [ h [0 [
h | i h i | h [ i [h
h | h h i | h [0 [
1 4 13 ]2 |1
I 1ol | [ |p = 1 (9A1)|
i | i | i | hQh| i
i [ i [ h ] i Ji[ h
i [ h [ i | i [i[ h
i [ h [ h ] i i h
h [ i i i fhn[ i
h [ i [T h]ifif[n
h [ h i | ifJif[h
h [ hlhpif]il h
3 2] 1

A formula nem érvényes, amint azt a 12) a) feladat megoldésa is mutatja.
¢) [lp—aFl(pAla)=lp V4, igy _
PV« (lp—FIpVa <@Vl
Tehat a formula érvényes. (Ellendrizziik értéktablazattal is!)

14) a)

Pl | fal [ [T (=9l |I(pA T9)I
i i | h i h h
i h | i h i i
h i | h i h h
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h h h i h i
2 1 2 1
b)
Pl | [al | |(pea)l | I(pA)) v (P A ]9)|
i i i i i h h h
i h h h h|{ h h i
h i h h h i h h
h h i h i i i i
1 1 31 1 2 1
15)

a) (1> — DFEN1P AlD)=lp Aldl

b)  Ip—q=l(p — 9Aq — p)EIAPATD)A(AATP)I=

=l(pva)yA(lavp)=IlpAla) vV(pAp)V(aAala)V(aAp)=

=l(pAag)Vv(lpAla)l

(Felhasznaltuk az ekvivalencia és implikacid definiciojat, a De Morgan-képleteket, a
konjunkcionak a diszjunkcidra vonatkozé disztributivitasat, valamint azt, hogy barmely p
kijelentésre [pA]p|=h.)

16) a)lpvie— P VI(pVal=lpV(pAlgl=lpl
b)la— (@ Ad=avpeAgl=I(lavpe)AdaVval=I[laVvp=lq— pl
OlpveA=EIIpVR) ARV =PV aFp— ql
Dp—=@EVaA=pVEVa=IeVp)VdF=i

17) ay(pAg)v@AInV(lpAT)

61. kép A 17-es feladat a) részének logikai aramkore
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b)[Ip = @) = =PV = r=lpAle) = r=[l(PATA) Vr=[lpvavr

B

.

o

o
62. kép A 17-es feladat b) részének logikai aramkore

18)(pAg)Vv(lpAN)V(IpAQ)
(pAg)V(pAn)VApAd=I(pVIP) AV (IPAT|=
=lgv(pAn)l

63. kép A 18-as feladat logikai aramkore

19) a) (pAa) v (IpAQ) _
(pAa)Vv(IpAa)=l(pVip)Adl=liAgl=|ql
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64. kép A 19-es feladat a) részének logikai aramkore

b [PAQ) V((IpV IpAa) AN=l(pAg) v [(TpV (IpAQ) AT]=
=lpAg)V(IpAr)

65. kép A 19-es feladat b) részének logikai aramkore

20) p:= Eveim szdma oszthato 6-tal.
q:= Eveim szama paros szam.

ap—-q
b) q
cp
ol > — 9|
|

=== |=]la

5| | - —-O

h
i
i

A kovetkeztetés nem helyes, mert van olyan interpretacio, amelyre a premisszak mind
igazak, a konkluzi6 pedig hamis.
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21) p:= Sit a Nap.
q:= Kirandulni megyek.

a)p—q
b) 1p
c)1q
Pl | |9l [ (=)l | [Ip| [lal
i i i h h
i h h h i
h i i i h
h h i i i
A kovetkeztetés nem helyes.
22) a)
Pl | fal | [r |Ir—|(eVl| [rAq| | [r—p]
| | | | | | |
i i h i i h i
i h i i i h i
i h h i i h i
h i i i i i h
h i h i i h i
h h i h h h h
h h h i h h i
2 1 1 1

A kovetkeztetés nem helyes, mert van olyan interpretacié, amelyre a két premissza igaz,
a konklzio hamis.

b)

—
1 o
[—
===

S| = |=—|o

= | === |
= ol N e o P )

—|=|=|=]
—_— |-

o ol e ol (Y P & ]

A kovetkeztetés helyes.

23) a)lp—q
b)q—or

Olp—r
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L lal | [ [ flp — 4l [lg=t]] [Ip 1]
i [ i [ i [ hJi[i[ i | h T[]
i [ i [ h]h]i[i[h ] hT[i
i [ h [ i Jh[i[h[ i | h i
i [ h [ h]h[i[h[ i [ hTi
h i i [ il i [ il
h [ il h [ ilili[h [ il]i
h | hl ililhlh[ i il]h
h |l hlh[ilhlh[ i | il]lh

1 [2[1]1]17]2

A kovetkeztetés helyes, mert minden olyan interpretaciora, amelyre a premisszak mind
igazak, igaz a konkluzio is. (Feltételes szillogizmus)

24)
1. ap—q
b)rviq
c)lr
d)1q
bl | ol { Ir [lp=qll Irv TJal | Il [iq]
i i i i i | h| h h
i i h i h | h i h
i h i h i i h i
i h h h i i i i
h i i i i | h| h h
h i h i h | h i h
h h i i i i h i
h h h i i i i i
1 2 1 1 1
Helyes a kovetkeztetés!
2.
ap-(q-r)
b)galr
c)lp
Pl | lal | Ir [p— (@—=DI[lgA x| | [Ip|
i i i i i h|h|h
i i h h h i | i]h
i h i i i h|h|Hh
i h h i i h|i|h
h i i i i h|h|.i
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h i h i h i i
h h i i i h | h|i
h h h i i h | i i

2 1 2 1111

A kovetkeztetés helyes.

3. A kovetkeztetés szerkezete:
a)b—-a

b)sv]b

c)t—]s

d)a— ]t

A kovetkeztetés helyességét értéktablazattal ellendrizhetjiik vagy cafolhat-juk.

11.3.4 A predikatumlogikai feladatok megoldasai

25)
a)

b)

d)

U:={allatok}

Rx:= X rovar.
Bx:=x bogar.
vx(Bx — Rx)
U:={egész szamok}
Px:=x péros szam.
Nx:=x oszthat6 4-gyel.
IX(Px A INX)
U:={emberek}
Vx:= x vallalkozé.
Mx:= x milliomos.
IX(Vx A Mx)
U:={targyak}

Px:= x fénylo targy.
Ax:=Xx arany targy.
1¥x(Px — Ax)

Nem igaz, hogy a varos minden iizlete jovedelmezo.

Van a varosnak olyan iizlete, amelyik nem jovedelmezo.

Nem igaz, hogy van paros primszam.
Nincs paros primszam.

Az eredeti allitas:

Van primszam.

Tagadasa: Nem, létezik primszam.
(Nincs primszam)

A d)-t és e)-t fogalmazzuk meg 6nalldan!

27)
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Az adott kijelentés tagadasa nincs a felsorolt lehetdségek kozott. A helyes valasz a
,Minden f6iskolai hallgato kedveli a logikat vagy a szamitastechnikat” lett volna.
28)

66. kép A 28-as feladat Venn-diagramja

Px igazsag halmaza:= P; Qx igazsdghalmaza:=Q
a) P\Q={0,1,2,45,7},

b)P ~nQ={1,2,345,6,7},
c)QmP={12345,6,7},

d) Q\P={5},

e)PnQ={124,7}.

29)
APNQ=P\Q=0
P)PNQNR#0
c)
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67. kép A 29-es feladat c) részének Venn-diagramja

d PN(QuUR)£0

68. kep A 29-es feladat d) részének Venn-diagramja

30) Legyen a targyalas alaphalmaza (U) a sikbeli négyszogek halmaza.
Px:= x paralelogramma.
Qx:= x szemben fekvé oldalai parhuzamosak.
Rx:= x rombusz.
Ezekkel a predikatumokkal a kdvetkeztetés szerkezete:
a) Vx(Px « Qx)
b) Vx(Rx — Qx)

) Vx(Rx — Px)
A premisszak k6zos Venn-diagramja (69. kép).
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N4 /

69. kép A 30-as feladatban a premisszdik kézos Venn-diagramja

a) (P\Q)u (Q\P)=0,

b) R\Q=0,
c)R\P=0.
A konkluzié Venn-diagramja (70. kép).
P Q
R

70. kép A 30-as feladatban a konklizié Venn-diagramja
(P, Q és R a Px, Qx ¢és az Rx predikatumok igazsaghalmazat jel6li.)

A kovetkeztetés helyes, mert a premisszak k6zds Venn-diagramja részként tartalmazza
a konkluzié Venn-diagramjat.
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31) Legyen U={sikbeli négyszogek}

Rx:=x rombusz.

Nx:= x négyzet.

Predikatumokkal a kovetkeztetés a kovetkezd alakban irhato fel:

a) IX(Rx A Nx)

b) IX(Nx A ]Rx)
Venn-diagrammal abrézolva (71. kép).

71. kép A 31-es feladat kovetkeztetése Venn-diagrammal abrazolva
A RNN#0
b) N\R#0
A kovetkeztetés nem helyes, mert a premissza Venn-diagramja nem tartalmazza rész-

ként a konkluzié Venn-diagramjat.

32) A kovetkeztetés nem helyes.

33) U:={paralelogrammak}

72. kep A 33-as feladatban szerepld sikidom: a paralelogramma

a:= A (72. képen lathato) paralelogramma.
Rx:= x paralelogramma rombusz.
Ax:= x atloi merblegesek egymasra.
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Ezek felhasznalasaval a kovetkeztetés roviden
a) Vx(Ax < Rx)
b) |JAa

) |Ra
alakba irhato.

73. kép A 33-as feladatban szereplo sikidom: a paralelogramma

a) (A\R)U (R\A)=0,

byae A,

c)aeR.

(A az Ax, R az Rx predikatum igazsaghalmaza.)

A premisszak kozos Venn-diagramjardl leolvashato a konklizié Venn-diagramja, tehat
a kovetkeztetés helyes.

34)
U:={¢él6lények}
Ex:= x ember.
Hx:= x halando.
a:= Arisztotelész.
Atfogalmazva a kovetkeztetés:
a) Minden x-re igaz, hogy ha x ember, akkor x halando.
b) Arisztotelész ember.

¢) Arisztotelész halando.
A kovetkeztetés sémaja :

a) Vx(Ex — Hx)

b) Ea
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¢) Ha
Abrazoljuk a kovetkeztetést Venn-diagramon:

74. kép A 34-es feladat koveteztetése Venn-diagrammal

a) E\H=0,

b)a e E,

c)ae H.

A kovetkeztetés helyes, mert a premisszak kozos Venn-diagramjardl leolvashatd a

konkluzidé Venn-diagramja.

35)
U:={emberek}
Tx:=x tanar.
Mx:=x milliomos.
Vx:=x vallalkozo.

A kovetkeztetés szerkezete:
a) |(3x (Tx A Mx))
b) Ix(Mx A VX)

~ O IX(VXATX)
Abrazolva Venn-diagramon:
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75. kép A 35-0s feladat kveteztetése Venn-diagrammal

Q) TNM=0,

b) MNV£0,

c) V\T#0.

A kovetkeztetés helyes.

114

OSSZEFOGLALAS

A tananyag elméleti oldalat taglal6 leckékben talalhaté szdmos példan és feladaton tul
lehetévé valt a gyakorlas a témakorok atfogod ismeretével. Az itt talalhatd feladatok meg-
erbsithették a felkésziiltségét. Az Osszefoglald jelleg miatt a lecke cimeinek kialakitasa
nem az eddigi leckék cime alapjan, hanem a logika jelentds fejezetinek szemszogébdl tor-
tént, igy kijelentéslogikai és prédikatumlogikai feladatok csoportositassal talalta meg a
feladatokat és azok megoldasait.
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ONELLENORZO KERDESEK

Definialjuk a konkretizacié miiveletét!
Mit értlink egy predikatum igazsaghalmazan?

crcr

Ertelmezzilk Px predikatum kvantifikaciojat! Hogyan értelmezziik a
kvantifikacioval kapott kijelentések logikai értékét?

Milyen miiveleteket végezhetlink predikatumokkal?

Szemléltessiik Venn-diagrammal a Px — Qx és a Px <« Qx igazsaghalmazat,
ha Px, illetve Qx igazsaghalmaza P, illetve Q!

Egyvaltozos predikatumokbol konkretizacioval, illetve kvantifikacioval képe-
zett kijelentések kozott értelmezett kovetkeztetés mikor helyes?

Képezziik a kovetkezd ,,minden x-re Px”, illetve ,,van olyan x, amelyre Px” ti-
pusu kijelentések tagadasat!
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a) Minden bogar izeltlabu.

b) Van olyan bogar, amelyik nem rovar.
¢) Van kivancsi allat.

d) Minden négyzet téglalap.

8. Helyes-¢ a kovetkeztetés?

a) Minden rovar izeltlabt.
b) Nincs olyan bogar, amelyik nem rovar.

¢) Minden bogar izeltlabu.
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12. OSSZEFOGLALAS

12.1 A KURZUSBAN KITUZOTT CELOK OSSZEFOGLALASA

A szimbolikus logika és a matematikai logika kapcsolatanak megértése. A matematikai
logika alapvetd fogalmi rendszerének, jelolésének, Osszefiiggéseinek bizonyitasra tord
megértése. Cél tovabba a tananyaggal szamos tanegység feldolgozasanak elGsegitése, me-
lyek tamaszkodnak a szimbolikus logika elemeire.

12.2 TARTALMI OSSZEFOGLALAS

A jegyzetben bemutattuk a matematikai logika, ezen beliil a kijelentéslogika és a predi-
katumlogika alapvetd fogalmait. A kijelentés- és a predikatumkalkulus szamara viszonylag
konnyen lehet kovetkeztetési szabalyokat megadni, amelyek megengedik a szokasos tar-
talmi kovetkeztetés szigoru formulazasat, de messzemenden megengedtiink olyan bizonyi-
tasokat is, melyek a tartalom altal vezéreltek, azaz nem formalizaltak. A targyalt tananyag
matematikai modszereket, jeloléseket alkalmaz, de nem jut el az axiomatikus targyalas
mélyebb szintjére. A tananyag mélységénél és a bizonyitasoknal figyelembe vettiik a szak
sajatossagait, a szakmai hasznossagot, elotérbe helyeztiik a vizualitast, kiilonos tekintettel
az elvonatkoztatott logikai bizonyitasok esetén. A formalis logika elemeinek alapjain tal az
olvaso mas targyak esetén tovabbépitkezhet, de ott mar nem biztos, hogy a szabatos tar-
gyalas lesz sziikséges.

12.3 A TANANYAGBAN TANULTAK RESZLETES OSSZEFOGLALASA

12.3.1 A logika torténete, targya

A szimbolikus logika kutatasi témait a szazadfordulon f6ként matematikai megalapoza-
sa és filozofiai problémai motivaltak. Kés6bb a tudomanyos modszertan, majd a 20. szazad
masodik felében az elméleti nyelvészet problémai befolyasoltak tovabbfejlédését.

A szimbolikus logika csiraja, a logikai kalkulus ¢sképe mar Arisztotelész szillogisztika-
jéban (szillogizmus) megtalalhatd. Egy egyetemes szimbolumnyelv megteremtésének s a
logika matematizalasanak programjat G. W. Leibniz ttzte ki (characteristica universalis), s
1épéseket tett realizalasara is. Az elsé matematizalt logikai rendszer G. Boole-t6l szarmazik
(1847, logikai algebra).

G. Frege fogalomirasa (1879) magaban foglalja a mai szimbolikus logika centralis je-
lentségli fejezetét, a klasszikus elsérendii logikat; innen keltezhet6 a szimbolikus logika
kialakulasa. Frege munkassaga azonban — részben szokatlan kétdimenzids szimbolumrend-
szere miatt — kevés figyelmet keltett. A mai szimbélumrendszer nagyrészt G. Peanotol és
B. Russelltdl szarmazik. Russell és A. N. Whitehead a matematika logicista megalapozasa-
ra igyekezett felhasznalni a szimbolikus logikat (1910-13).

A matematikai alkalmazasok szempontjabol a 20. sz. els6 harmadaban D. Hilbert és K.
Godel munkassaga a legjelentdsebb. A szimbolikus logika alkalmazasa a modalis logika
tertiletén C. I. Lewis munkassagaval kezdodott. A tobbértékii logikak kidolgozasat Emil
Leon Post (1897, 954) és J. Lukasiewicz kezdte meg. A matematikan kiviili alkalmazasok
uttordje az 1920-as évektol R. Carnap.
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Az intenzionalis logika 1945 utan bontakozott ki; f6 eredményei Carnap, A. Church, S.
Kripke és R. Montague nevéhez flizddnek. Magyarorszdgon Kalmar Laszld kezdeményez-
te a szimbolikus logika, ill. a matematikai logika mint matematikai diszciplina mivelését,
tevékenysége azonban a matematikan kiviili teriiletekre is hatott.

12.3.2 Alapfogalmak

A matematikahoz kapcsolodo, a tananyag targyaldsa és a késébbi bizonyitdsok alapjaul
szolgalé fogalmak, valamint a matematikai logika megértéséhez elengedhetetleniil sziiksé-
ges fogalmakat ismerhettilk meg. Megismertiik az arisztotelészi alapelvek mellett az egy és
a tobbértékli logikat. Ezen tul &sszefoglaltuk a tananyagban alkalmazott 6sszes jelolést,
amit utmutatoként érdemes a tanulés és a feladatok megoldasa soran kezelni.

12.3.3 Logikai miiveletek

A matematikai és a logikai miivelet fogalmat ismertiik meg. A kovetkezd logikai miive-
letek mellett azok bizonyitasi igényli tulajdonsagairol is esett szo: negécio, konjunkcio,
diszjunkciod, implikacid és ekvivalencia megértése, és a logikai miiveletek elsajatitasa.

12.3.4 Halmazelmélet

A naiv halmazelmélet azon fogalmainak, alapvetd eredményeit targyaltuk. A halmaz-
elmélet szerepének tomor tisztazasa mellett a legfontosabb, halmazokkal kapcsolatos mii-
veleteket definialtuk. A fejezet alapvetd a predikatumlogikai bizonyitasok alapjaul szol-
galt.

12.3.5 Kijelentéslogika

A Kkijelentések logikai értékét (igaz, hamis) figyelembe véve a kijelentések kozott ér-
telmezett miiveletekkel eldallitott formuldk alapjan egyszerli kovetkeztetésekkel (kijelen-
téslogikaval) foglalkoztunk.

12.3.6 A Kijelentéslogika alkalmazasai

Az informatikaban az eszk6zok (hardverelemek) tervezésénél, azok aramkoreinek 6Sz-
szeallitasanal gyakori kérdés, hogy a sziikséges feladatot ellaté aramkort milyen elemekbdl
¢és hogyan kell 6sszeallitani. A matematika logika ebben az esetben egy jol meghatarozott
gyakorlati célt elégit Ki.

12.3.7 A predikatumlogika elemei

Az els6 fokozata predikatumkalkulus alapjaihoz sziikséges fogalmakat ismertiink meg,
mint a predikatum, konkretizacio, kvantifikacio, ezeket a gyakorlati szinten is megvizsgal-
tuk. Megéllapitottuk a predikdtumok igazsaghalmazat, a kvantifikacio utani logikai értékét,
foglalkoztunk a prédikatumok tagadasaval.

12.3.8 Predikatumlogikai kovetkeztetések

Az elsé fokozati predikatumkalkulus megismerése. A predikatumokkal kapcsolatos
miiveletek megismerése, mint a negacio, a konjunkcio, a diszjunkcio, az implikacio és az
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ekvivalencia. Venn-diagram segitségével a bizonyitasi igény kialakitasa, a kovetkeztetések
helyességének megallapitasa.

12.3.9 A leckék feladatainak megoldasa

A tananyagban szerepld feladatok ellendrzését végezhette el a leckék alapjan. Ha a fel-
adat megoldasa nehézséget okozott, akkor azokhoz a megoldasi 1épések megismerhette,
mellel lehetdvé valt a késobbi hasonld feladatok 6nallé megoldasa. A feladatok az els6
néhany elméleti leckéhez nem kapcsolodtak.

12.3.10 Gyakorlo feladatok és megoldasaik

A tananyagban talalhaté szdmos példan és feladaton tl lehetdvé valt a gyakorlas a té-
makorok atfogd ismeretével. A logika szemszogébdl tortént a cimek kialakitasa is, igy
kijelentéslogiaki és prédikatumlogikai feladatok csoportositassal talalhatok meg a felada-
tok és azok megoldésai.
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